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Kapitola 1

Uvod

Aj ked' je strojové ucenie asto spajané so vieobecnejsou oblastou umeld
inteligencia, jeho realistickejsi popis je, ze sa zaobera otazkami ako pocita-
cové programy automaticky rozpoznavaju zlozité vzory a robia rozhod-
nutia na zaklade dat.

Algoritmus strojového ucenia saEl je teda algoritmus, ktory sa uci z dat.
Ale ¢o méme na mysli tym, ze "sa uci”? Mitchell (1997) uvddza definiciu:
"Pocitacovy program sa uéi zo skisenosti E s ohladom na uréiti triedu
uloh T a meranie vykonnosti P, ak sa jeho vykon pri tlohach v triede
T, merany pomocou P, zlepsuje pouzitim skisenosti z E.”V ramci tejto
definicie si mozeme si predstavit velmi siroku skdlu skiisenosti E, tiloh T
a merani vykonnosti P.

V tychto vysokoskolskych ucebnych textoch prezentujeme formalnu de-
finiciu toho, ¢o moze byt pouzité pre kazdud z tychto entit. Ale tieZ bu-
deme pracovat intuitivne, pretoZe zavddzanie formalizmu v niektorych
pripadoch by zna¢ne zvicsilo rozsah tejto publikdcie. Budeme sa zaoberat
viacerymi triedami tloh, skisenosti budi vyjadrené v datach a na ”"ucenie
sa” budeme pouzivat rozne algoritmy.

Strojové ucenie ndm umoznuje riesit ulohy, ktoré st velmi ndrocné
na riesenie pouzitim programov napisanych a navrhnutych Iudmi. Z ve-
deckého a filozofického hladiska je strojové uenie sa zaujimavé, pretoze
rozvijanie nagho chdpania strojového ucenia znamens rozvijat nase cha-
panie principov, ktoré tvoria zaklad umelej inteligencie.

V tomto relativne formédlnom vymedzeni slova ,iloha“, samotny proces
,ucenia sa“ nie je ulohou. Ucenie sa je nas prostriedok na dosiahnutie
schopnosti splnit tlohu. Napriklad, ak chceme, aby bol robot schopny
chodit, potom chodza je tiloha. Mohli by sme robota naprogramovat,
aby sme ho naucili chodit, alebo by sme sa mohli pokiisit priamo napisat
rucne program, ktory specifikuje, ako mé chodit.

LV slovencine sa pouzivaju slovess ,,ucit“ a ,ucit sa“, preto je vhodné uvedomit si, o ktord
aktivitu ide. Algoritmy, ktoré adaptuju svoje parametre na zdklade nejakych poznatkov ,sa
ucia“.

Ulohy



Typickymi prikladmi tloh s klasifika¢né, regresné a aproximacné tlohy.

Aby sme mohli vyhodnotit schopnosti algoritmu strojového ucenia, mu-
sfme navrhnut kvantitativne meranie jeho vykonnosti. Zvy¢ajne toto me-
ranie P je Specifické pre tlohu T vykonavanu systémom.

V pripade tloh, ako je klasifikdcia, casto meriame presnost modelu. Pres-
nost predstavuje pomer prikladov, pre ktoré model produkuje spravny
vystup. Ekvivalentné informdacie mozeme ziskat meranfm miery chybo-
vosti, podielu prikladov, pri ktorych model produkuje nespravny vystup.

Volba typu merania vykonnosti sa moze zdat jednoduchd a objektivna,
ale asto je velmi dolezité vybraf si tak, aby meranie zodpovedalo poZzado-
vanému spravaniu sa systému. V niektorych pripadoch je preto dolezité
rozhodnit, ¢o sa md merat. Napriklad, pri vykondvani regresnej tlohy
by sme mali penalizovat systém viac, ak ¢asto robi stredne velké chyby
alebo ak zriedka robi velmi velké chyby? Tieto mozZnosti vyberu zavisia
od aplikacie.

Uciace sa algoritmy mozu byt charakterizované podla typu ucenia sa:
bez dozoru alebo pod dohladom. Ale aké skisenosti mozu mat pocas
procesu ucenia sa? Vécsina uciacich sa algoritmov v nasom pripade bude
pouzivat cely sibor tidajov. Stibor idajov je sibor mnohych prikladov.
Niekedy ich budeme tiez nazyvat priklady datovych bodov. Skisenost sa
teda bude nachadzat v prikladoch. Napriklad, pomocou prikladu sa da
vyjadrit, Ze to, ¢o md Styri nohy, operadlo a sedaciu ¢ast, je stolicka.

V tychto vysokoskolskych uc¢ebnych textoch venujeme prvé tri kapitoly
teoretickym poznatkom z oblasti strojového uc¢enia a vypoctového ucenia,
v ktorych ukazeme tvorbu konceptov pre objekty, s ktorymi budeme pra-
covat, pripravu konceptov — hypotéz, ktoré budi predstavovat nauceny
algoritmus a proces uéenia sa z prikladov. Této cast je motivovans knihou
Anthony [1].

Dasie tri kapitoly si venované linedrnemu modelovaniu a klasifikdcii pre-
dovsetkym do dvoch tried. Linearnemu modelovaniu je venovana pozor-
nost aj z hladiska doveryhodnosti dosahovanych vysledkov. Klasifikécia
je analyzovana pomocou perceptronov a pomocou metody podpornych
vektorov (Support Vector Machines). Motivécia pre tieto kapitoly a de-
siatu kapitolu bola ndjdend v knihe Rogers & Girolami [6].

Rozhodovacie stromy a metédy zhlukovania st predmetom d'alsich dvoch
kapitol, ktoré si prezentované pomocou pojmov definovanych v knihe
Han a kol. [3]. Poslednéd kapitola sa zaoberda Bayesovskym pristupom
k strojovému uceniu, v ktorej predovsetkym na priklade vysvetlujeme
pravdepodobnosti vystupujice v Bayesovom vzorci.

Vysokoskolské ucebné texty su urcené pre Studentov bakalarskych, ma-
gisterskych, inzinierskych a doktorandskych studijnych programov infor-
matickych odborov.

Meranie
vykonnosti

Sktsenosti



Kapitola 2

Koncepty, hypotézy, uciace sa
algoritmy

Existuje viacero typov aktivit oznacovanych ako "ucenie sa”. V tvode
budeme studovat matematicky model takého procesu. Tento model sa
zda byt pouzitelny, pretoze zachytava zaklad urcitych aktivit, ktoré boli
popisané predtym pomocou nepresnych vyrazov, a zaroven umoznuje
vytvorif netrivialne matematické tvrdenia, ktoré mozu byt dokazané.
Terminologia a text tejto kapitoly a nasledujicich dvoch kapitol je silne
motivovany uc¢ebnicou Anthony (1997).

V redlnom svete mame mnozstvo objektov, ktoré pouzivame v roznych
situaciach, napriklad stoly, stolicky, a pod. Mnozina réznych stoliciek
tvori mnozinu prikladov stoli¢iek, na zdklade ktorych sme si vytvorili
akysi model (vzor) stolicky. Napriklad, mdzeme brat do dvahy nasle-
dujice atribtity pre stolicku: méd 4 nohy, mé operadlo, m4 sedaciu cast,
nemé chvost, na farbe nezédlezi. Takyto abstraktny vzor budeme nazyvat
koncept. Na zdklade definovaného konceptu budeme vediet podobné ob-
jekty zaradit alebo nezaradit k stolickam.

Na obrazku[2.1]je uvedeny postup rozpoznavania objektu, ktory je pouzi-
telny pre nejaky robot alebo stroj. Stroj dostane zakédované priklady
a musi mat algoritmus, na zdklade ktorého vytvori svoju odpoved.

@ » P » M

Skutocné priklady Kédované priklady Rozpoznané priklady

Realny svet, ktory obsahuje Procesor vytvara Stroj rozpoznava urcité priklady;
mnozinuobjektovnazyvané kédovany priklad vystupom je 0 alebo 1

priklady 1—priklad je rozpoznany

0- priklad nie je rozpoznany

Obr. 2.1: Spracovanie prikladov redlneho sveta pomocou natrénovaného stroja



Kvalita odpovedi stroja M zavisi od kvality algoritmu a bolo by vhodné
mat algoritmus, ktory sa dokdze modifikovat na zdklade spracovanych
spravne (aj nespravne) prikladov. Proces adaptécie algoritmu z prikladov
budeme nazyvat ucenie sa.

2.1 Koncepty

Sformalizujeme pojem koncept, ktory budeme popisovat pomocou mnozi-
ny prikladov. [

Nech mnozina ¥ je abeceda na popis prikladov. Napriklad, ¥ = {0, 1},
Y =R, mnozina redlnych ¢isel. )
Mnozina ¥" n > 1, predstavuje mnozinu vsetkych refazcov dlzky n
v abecede 3. Do mnoziny ¥* patri prazdny refazec a vietky retazce
konecnej dlzky.

00000000
00111100
00011000
- r " 00011000
00011000
00011000
00111100

Obr. 2.2: Popis pismena I pomocou bitmapy v abecede ¥ = {0, 1}.

Definicia 2.1 Nech X C ¥*. Mnozina X sa nazyva priestor prikladov.
Koncept v abecede X je funkcia ¢, ¢ : X — {0,1}. Prvok x, v € X
sa nazyjva priklad. Ak pre x € X plati c(z) = 1, tak = je pozitivny
priklad, ak plati c(z) = 0, tak x je negativny priklad.

Zjednotenie mnoziny kladnych a zdpornych prikladov je definiény obor

funkcie c. Teda za predpokladu, ze definiény obor je znamy, ¢ urcuje a je
urcované mnozinou svojich pozitivnych prikladov.

Priklad 2.1 Priklady konceptov

1. Koncept PARITA pre retazce vytvorené v abecede 3 = {0,1}

'Koncept (z lat.) méze byt:
e prvé predbezné spracovanie, ndvrh, nicért (najmé textu);
e nakres, osnova, koncepcia, ponatie
e vo filozofii: formulacia, rozumovy obraz, vSeobecnd myslienka, pojem

e v logickej sémantike: zmysel mena

Koncept,
priestor
prikladov



¥ =40,1}, prikladovy priestor X = ¥*, ¢ : ¥* — {0, 1}.
¢ definujeme takto: Nech y € X",y = y1 ...yn, potom

oly) = 1 ak vy je nepdrny pocet jedniciek
1 0 ak vy je parny pocet jedniciek

1011101 predstavuje kladny priklad, 1000001 zdaporny priklad.

2. Koncept PALINDROM
¥ = {0, 1}, prikladovy priestor X = ¥*, ¢ : ¥* — {0,1}.
¢ definujeme takto: Nechy € ¥*,y = y1 ... Yn, potom

n

N

. 1 aky1:yn7i+1 221,2
oly) = { 0 inak
1011100 predstavuje zdporny priklad, 1000001 kladny priklad.

3. Koncept n-ROZMERNA JEDNOTKOVA GULA
Y. = R, prikladovy priestor X =", ¢: X" — {0,1}.
¢ definujeme takto: Nechy € X,y = y1 ...yn, potom

1 dkyt iy <
C<y)_{0 mak

V pripade n = 3, (0.2,0.3,0.1) predstavuje kladny priklad a (2,3,1)
zaporny priklad.

2.2 Trénovanie a ucenie sa

Su dve mnoziny konceptov pouzivanych v ramci ucenia sa popisaného na

obr. 211

Prvou mnozinou je mnozina konceptov odvodenych z realneho sveta,
ktord je predkladand na rozpoznanie (napriklad, je to pismeno A). Tato
mnozina moze obsahovat koncepty ako ”pismeno A”, "pismeno B”, ...;
kazdé pismeno moze byt zakdédované. Kazdy koncept ma svoje mnoziny
kladnych a zapornych prikladov. Ked je mmnozina konceptov urcovana
tymto sposobom, budeme pre nu pouzivat vyraz konceptovy priestor a
oznacovat K.

Druhd mnozina konceptov obsiahnutych v ramci ucenia na tom is-
tom obrazku je mnozina, ktoru stroj M je schopny rozpoznat. Budeme
predpokladaft, ze M je mozné nastavit do roznych stavov a v.danom stave
bude klasifikovat niektoré vstupy ako kladné (vystup 1) a zvysok ako
zaporné (vystup 0). Teda stav stroja M urcuje koncept, ktory mozeme
chapat ako hypotézu. Mnozina vsetkych konceptov, ktoré M urcuje, bude
nazyvana hypotézovy priestor a oznacovana H.

10
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Ak sa vratime k mnozine stolic¢iek, tak vidime, ze na zéklade konkrétnych
prikladov je vytvoreny koncept stolicky. Takych konceptov moze byt viac
a tvoria konceptovy priestor (napriklad konceptovy priestor pre nabytok).
Hypotézovy priestor obsahuje hypotézy, na zédklade ktorych stroj dava na
vystupe zaradenie vstupného objektu medzi stolicky alebo nie.

Priklad 2.2 Stolicku je mozné popisat pomocou atribitov: 4 nohy, chvost,
sedact priestor, zafarbenie, Zije. Priklady reprezentdicie:

(4 nohy, chvost, sedaci priestor, zafarbenie, Zije), b
(1 0 1 0 0), 1
(1 0 1 1 0), 1

Cielom procesu ucenia sa je vytvorit hypotézu, ktord v nejakom zmysle
zodpovedd konceptu z konceptového priestoru vzhladom na vyssie uve-
dené uvahy. V dalsom texte uvedieme detaily, kedy a akym sposobom je
mozné toto urobit.

Méme teda 2 mnoziny konceptov:

e K - konceptovy priestor — vychadzajuci z reality (koncept sa vytvara
z prikladov),

e H - hypotezovy priestor — mnozina hypotéz, ktoré popisuju kon-
cepty zovSeobecnenym sposobom

a problémom je ku kazdému konceptu k, k € K, néjst nejaké h,h € H,
ktoré je jeho dobrou aproximaciou.

V redlnych situaciach su hypotézy tvorené na zaklade urcitych informécii,
ktoré nedavaju explicitni definiciu k. My budeme predpokladaft, ze tato
informaécia je poskytovana postupnostou kladnych a zapornych prikladov
patriacich do X. Chceme najst hypotézu h € H, ktora bude popisovat
koncept k ¢o najlepsie.

V praxi su kladené obmedzenia na vypoctové zdroje, a preto sa musime
uspokojit s hypotézou h , ktord ”pravdepodobne” reprezentuje k (apro-
ximuje k) v nejakom vopred definovanom zmysle.

Nech X C ¥* je prikladovy priestor. X = {0,1} alebo ¥ = R. Vzorka
dizky m je postupnost m prikladov, t.j. m—tica T = (x1, T2, ..., &y) €
X™ kde z; su priklady. Postupnost moze obsahovat rovnaké priklady
viackrat. Niekedy budeme predpokladat, ze si navzajom rézne (bez tjmy
na vseobecnosti).

Tréningova vzorka 5 je postupnost prikladov patriaca do mnoziny
(X x {0, 1})™, t..

5= ((01,00), (@2,b2), -, (2, b)),

11
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kde x; su priklady a b; vyjadruje, ¢i priklad je kladny alebo zaporny.

Budeme predpokladat, ze vo vzorke nie st ziadne sporné priklady, t.j.
ak
Ty =T = bl = bj.

To teda znamend, ze existuje funkcia f, definovana ako f(z;) =b; (1 <
i <m).

Definicia 2.2 Budeme hovorit, Ze 5 je tréningova vzorka vhodna
pre ciefovy koncept t € H, ak plati b; = t(z;), pre 1 <i < m.

Priklad 2.3 Priklad tréningovej vzorky pre koncept "PALINDROM”
((0010,0), (1001001001, 1), (111,1), (010101, 0), (111101, 0))

Clielovy koncept t € H:
Nech x = (z'...2"),x € X je priklad, potom

1 k' =2 prel<i<n
Hz) = { 0 inak

Tento cielovy sme vedeli vyjadrit presne jednoduchou funkciou. V praxi

pre zlozitejsie problémy to nie je také jednoduché.

Uvazujme teraz o povahe uciaceho procesu, ktory tu chceme studovat. Uciaci
Majme dané a priklady v abecede ¥, K - konceptovy priestor a H - algoritmus
hypotézovy priestor. pre (K, H)

Definicia 2.3 Uciaci algoritmus pre (K, H), nickedy nazgvany (K, H)-
uctaci algoritmus je procedira, ktord akceptuje vstupné tréningové vzorky
pre koncepty v K a vystupy su v tvare hypotéz v H.

Aby této procedira mohla byt povazovand za algoritmus, musi skoncit
a musi byt efektivna. Ak ignorujeme problém efektivnosti, tak uciaci
algoritmus pre (K, H) je teda funkcia L, ktord k Tubovolnej tréningovej
vzorke § pre cielovy koncept ¢ € C priradi funkciu (hypotézu) h € H.
Piseme h = L(3).

Poznamenajme, Zze L by mala byt definovand na celom prikladovom pries-
tore X (mala by byt vSeobecnejsia), aj ked L(5) bola konstruovand na

konecnej podmnozine X (lebo zahina len priklady vzorky (x1, ..., zp,).

Hypotéza h € H je konzistentna s tréningovou vzorkou s alebo stihlasi Konzistentna

s 'S, ak plati h(z;) = b;, pre 1 <i < m. hypotéza,
konzistentny

Vo vseobecnosti nepredpokladame, ze L(S) je konzistentna s s, ale ked
tato podmienka plati pre vSetky tréningové vzorky s, hovorime ze L je
konzistentny algoritmus. V tomto pripade je funkcia L(3) rozsirujica
funkcia na celom prikladovom priestore X.

algoritmus
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Vo vseobecnosti plati, nie kazdé rozsirenie tréningovej vzorky bude vhod-
nym zovseobecnenim, pretoze cielovy koncept je len parcialne definovany
prikladmi vzorky. Okrem toho tréningova vzorka moze byt nereprezen-
tativna, alebo zavadzajica. Napriklad, ak vhodne zakdédujeme vsetky
zvieratd a cielovy koncept je "macka’, tak sa moze stat, ze tréningova
vzorka pozostava z bezchvostovych maciek.

Budeme predpokladaf, ze nereprezentativne vzorky st nepravdepodobné
a ze vacsina vzoriek je dostato¢ne reprezentativna, takze rozsirenia fun-
kcif su vyhovujuce.

Priklad 2.4 Ak uvazujeme koncept linedrnej separdcie bodov v rovine
(dve triedy oddelené priamkou), tak konceptovym priestorom su vsetky
mozné dvojice disjunktniyjch mnoZin bodov.

Hypotézovym priestorom budi hypotézy, ktoré sprdvne klasifikuji body
zadanych mnozin, napriklad priamky, ktoré oddelia tieto body do dvoch
polrovin.

Uciacim algoritmom pre (K, H) tu moéZe byt uciaci algoritmus pre Ro-
senblattov perceptron.

V dalsom uvedieme dva velmi jednoduché a velmi vseobecné algoritmy,
ktoré su ale neefektivne. Neskor budeme venovat pozornost efektivnejsim
algoritmom.

2.3 Ucenie sa pomocou konstrukcie

Nech X je prikladovy priestor, ¢ cielovy koncept, X, X* C X mnozina
kladnych prikladov.

Jeden sposob ucenia sa pre cielovy koncept ¢ je skonstruovat mnozinu X
explicitne. Mozme zacat s prazdnou mnozinou prechodom cez tréningovi
vzorku pridat kazdy pozitivny priklad. Formélne to mozeme vyjadrif po-
mocou nasledujiceho algoritmu.

Algoritmus 2.1 Ucenie sa pomocou konstrukcie

begin
for all x € X set h(z) =0;
fori: = 1to m doif b; =1 then set h(z;) =1;
L(3) = h;

end

Je zrejmé, ze pre zaporné priklady a priklady, ktoré neboli v tréningovej
vzorke algoritmus bude davat odpoved 0. Niektoré otdzky, tykajice sa
algoritmu:
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1. Co ak X je nekonecny priestor prikladov? Odpoved: Tréningové
vzorka je vidy konecnd, teda zostane nekonecne vela zdpornych
prikladov.

2. Ako vhodne vyjadrif hypotézovy priestor tak, aby hypotézy boli
vhodne vyjadritelné?

Ak odsunieme otazku efektivnosti, zaujimavé su nasledujice poznamky:.
Zrejme, vystupnd hypotéza L(3) je rovnd ciefovému konceptu t <= ked
s obsahuje vSetky kladné priklady pre t. Pretoze s je konecéna postupnost,
to znamend, ze len koncepty s konecnym poc¢tom kladnych prikladov
mozu byt naucené tplne.

Napriklad, koncept "PARITA” je definovany nad celym {0,1}*, teda
algoritmus nemoze skonstruovat celi mnozinu kladnych prikladov. Ak
sa obmedzime na paritu refazcov dlzky n, tak koncept "PARITA” nad
{0,1}" je naucitelny, pocet kladnych prikladov je 2"~!, preto musime
volit pocet prikladov tréningovej vzorky aspon tak velky, t. j. m = 2771,

Tento algoritmus méa aj dobré vlastnosti:

1. je konzistentny t.j. vystupnd hypotéza L(3) klasifikuje vsetky
priklady vyskytujice sa v s korektne.

2. kazdy priklad tréningovej vzorky sa pouzije prave 1x. Toto je velmi
silna vlastnost .... on-line vlastnost. V praxi to znamen4, ze priklady
mozu byt prezentované uciacemu algoritmu, bez nutnosti mat extra
"paméit”, ktora ich ulozi pre dalSie pouzitie.

Definicia 2.4 Hovorime, Ze algoritmus je bezpamétovy (on-line) al-
goritmus, ak pre dani tréningovi vzorku s vytvdra postupnost hypotéz
ho, hy, ... hy, takych, Ze h; 1 zavisi len od h; a od priebezne spracovavané-
ho prikladu vzorky (x;,b;).

2.4 Ucenie sa ocislovanim

Nasledujica metdda ucenia urcite nie je bezpamédtfovy on-line algoritmus.
Predpokladdme, ze hypotézovy priestor H je spocitatelny a ma explicitné
ocislovanie hypotéz, H = {hM) h2) .}

Predpokladajme, Ze 5 je tréningova vzorka pre cielovy koncept t.

Metoda: Porovnat kazdu hypotézu s kazdym prikladom v s, odmietnut
hypotézu, ak nesuhlasi s hodnotou niektorého prikladu. Po odmietnuti
hypotézy je tréningova vzorka testovand tym istym sposobom pre dalsiu
hypotézu. Proces sa zastavi, ked je ndjdend hypotéza, ktora vyhovuje
vsetkym prikladom tréningovej vzorky. Formalny zapis je vyjadreny v Al-
goritme [2.2]
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Algoritmus 2.2 Ucenie sa ocislovanim

Nech r - poradové ¢islo hypotézy, i - poradové c¢islo vzorky.

begin
re=1; 14 = 1;
repeat
if K (2;) # b; then
begin r: = r+ 1; 1: =1 end
else i: =1 + 1;
until © = m + 1;
L(3) :== h";
end

Mnozina H moze byt konecna, a teda moze sa staf, ze sa vhodné hy-
potéza nendjde. Modifikaciu algoritmu vieme Tahko urobit. V praxi sa
musime vyhnit pouzivaniu neprimeranych velkych hypotézovych pries-
torov. Pocet vsetkych hypotéz h : {0,1}" — {0,1} je 22". Ak n =
10’ 22” — 21024 _ 4512 _ 8256 _ 16128

Z poznamok vyplyva, Ze na to, aby sa tato metéda stala vhodnou metédou
ucenia, je potrebné urobif urcité obmedzenia na hypotézovy priestor H
a jeho vztah k priestoru konceptov K. Toto vedie k pojmu ”inductive
bias”.Je to predpoklad, ze ,,uc¢iaci sa“ ma nejaku vopred nastavenu ideu
o tom, aki metdodu klasifikdcie ucenie sa pouziva, t.j. uciaci sa vie, alebo
ma nejaké informacie o konceptovom priestore.

Najjednoduchsi sposob modelovania takého predpokladu je stanovit H =
K a v tomto pripade hovorime o u¢iacom algoritme pre H, ¢o znamena,
ze pracujeme s (H, H). Vicsina preberanych algoritmov v dalsom bude
tohto typu.

2.5 leohy

1. Aky je pocet kladnych prikladov konceptu ”palindrom”, ked prik-
ladovy priestor je {0, 1}" ?

2. Nech w je nasledujuci koncept: {0,1}", y € {0, 1}, y =y1 ... Yn :

0 inak

Ukazte, ze pocet kladnych prikladov v tomto koncepte je kvadra-
tickou funkciou n.

1 ak v obsahuje najviac 2 jednick
wly) = { y je naj j y

3. Predpokladajme, ze v kone¢nom ”uceni sa oc¢islovanim” sme si isti,
7e hypotézy su ocislované tak, ze ta, ktoru chceme, je v prvej polo-
vici. Ak mozeme spracovat 1 milién hypotéz za sekundu a prikladovy
priestor je {0,1}°, kolko to bude trvat v najhorsom pripade?
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Kapitola 3

Booleovské formuly
(hypotézy) a ich reprezentacie

Booleovské formuly tvorené logickymi spojkami, AND (A), OR (V),
NOT (=)”, nam poskytuji zjednoduseny pohlad na koncepty a uciace
algoritmy. Ked'ze sa tu pracuje v abecede {0, 1} je jednoduché odhadnut
potrebné pocty prikladov tréningovej vzorky, je lahké vidief nekonzis-
tentnost tréningovych vzoriek. Budeme sa tu zaoberat dvoma priestormi
konceptov, a sice mnozinou booleovskych formiil, ktoré obsahuji len kon-
junkcie a negécie ("AND, NOT”, t.j. monoé¢lenmi) a zlozitejsim koncep-
tom, v ktorom si do formil pridané aj disjunkcie ("AND, NOT, OR”).

3.1 Ugciaci sa algoritmus pre monocleny

Medzi najjednoduchsie priestory konceptov patri mnozina monoclenow.

Monoclen je booleovskd funkcia vyjadrend ako konjunkcia literalov, t. j.
premennych alebo ich negacii. Konjunkcie vo formuléch nebudeme vyjad-
rovat ziadnou spojkou (v tejto kapitole), negiciu premennej vyjadrime
¢iarou nad nou. Napriklad formula x;25 vyjadruje ;1 AND x5.

Literaly su premenné a ich negacie. Ak ma formula n premennych, moze
mat najviac 2n roznych literdlov.

Idea algoritmu pochadza od Valianta (1984). Konjunkcia nadobtda hod-
notu 1 (true), ak su vsetky literdly v nej pravdivé. Odstrénenim literdlov,
ktoré to kazia, dostaneme pravdivi formulu.

Zaciname bez informacii, t.j. predpokladame vyskyt vsetkych 2n roznych
literdlov vo vyslednej formule.

hu . UL UL UUS . . . Unlfn

Kazdy pozitivny priklad y = v . . . v, umoznuje odstranenie tych literalov
uj, pre ktoré y; = 0 a tych literalov u;, pre ktoré y; = 1.
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Algoritmus 3.1 Ucenie monoclenov

Predpokladajme, Ze s je tréningovd vzorka
s = ((xla bl)a s (xma bm))

hy ... monoélennd funkcia obsahujica literaly v mnozine U.

begin
set U = {ug, iy, ..., Up, Up};
for i:=1 to m do
if by=1 then
for j:=1 to n do
if (x,); =1 then delete u; from U
else delete u; from U,
L(§> = hU,'
end

Tento algoritmus sa nazyva standardny uciaci algoritmus pre monocleny.

Redukovana tréningova vzorka vznikne z povodnej tréningovej vzor-
ky vynechanim tych poloziek v tréningovych prikladoch, ktoré neovplyv-
nia hodnotu Ay, t.j. im odpovedajice premenné (ani ich negacie) sa vo
formule hy nevyskytuju.

Veta 3.1 Standardny uciaci algoritmus pre monocleny je konzistentnsf s
redukovanou tréningovou vzorkou, ak je bezospornd.

Dokaz: To znamena, ze vyslednd neprazdna formula je konzistentna s
redukovanou tréningovou vzorkou, kazdy priklad je konzistentne klasifi-
kovany.

V kazdom kroku algoritmu je odstranenych niekolko (mozno ziadny) li-
terdlov. Nech V' je mnozina literalov, z ktorych je vytvorena vysledna
formula.

Ak hy(z) =1aV C U, tak hy(z) = 1. Po kazdej prezentacii kladného
prikladu z, mazacia procedira zaruéi, ze hy(z) = 1 a teda klasifikdcia
x je korektnd. Teda koncova hypotéza L(3) korektne klasifikuje vsetky
pozitivne priklady.

Lubovolny negativny priklad pre cielovy koncept ¢ (t.j. vysledkom ¢ pre
tento priklad je 0) je zalozeny na niektorom literale v ¢, ktory nebol
odstraneny.

Redukovana vzorka je bezosporna, takze kladny a zaporny priklad sa lisia
v aspon jednej polozke. Nech je to i-ta polozka.
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Nech u; je odpovedajuci literal v t. Ak u; je premennd, tak vSetky po-
zitivne priklady mali v tejto premennej nastaventi hodnotu 1. Zaporny
priklad bude mat v tejto polozke 0. A teda vyslednd hodnota ¢ pre tento
zaporny priklad bude 0.

Ak u; je negéacia premennej, tak vsetky pozitivne priklady mali v tejto
premennej nastavend hodnotu 0. Zaporny priklad bude mat v tejto polozke
1. A teda vyslednd hodnota t pre tento zaporny priklad bude 0.

Teda vsetky negativne priklady redukovanej tréningovej vzorky pre ¢ (a
¢iastocne tie vo vzorke) su korektne klasifikované pomocou L(3).

Priklad 3.1 Predpokladajme, Ze pocet premennich vo formule je n = 8
a je dand tréningovd vzorka

(10101010, 1), (00001111, 0), (10101111, 1), (10100011, 1)

Na zaciatku predpokladame, Ze vo formule je vsetkiyjch 16 literdlov. Kroky
upravy po pouziti jednotlivych prikladov:

1. Pred 1. prikladom: u T ustiaUustUzustyts s e e U7 U7 UsUS
2. Po 1. pm”klade: ulﬂQU3ﬂ4U5ﬂ(5U7ﬂg

3. Po 2. priklade: uiususususugurug. Druhy priklad je negativny, teda
nic¢ neovplyvni.

4. Po 3. priklade: uiuoustisusuy

5. Po /. priklade: uiusususuy
Algoritmus pre uc¢enie monoclenov mé ¢asovi zlozitost O(m.n), kde m je
pocet prikladov tréningovej vzorky a n je pocet premennych monoclena.

Pocet prikladov je najviac 2". Pocet moznych formil je 3" (premennd,
jej negacia alebo ani jedna z nich).

3.2 Ucenie disjunkcii malych mono¢lenov

Pri praci s booleovskymi premennymi sa stretneme s ich standardnymi
tvarmi, s ktorymi sa dobre pracuje. Su to

e Disjunktivna normdlna forma (DNF)
pa NV o VoV i,
kde p; je monoclen, 1 < < r.
¢ Konjuktivna normdlna forma (KNF)
YL AY2 N ANV,
kde v; je, 1 < i <n je klauzula, t.j. disjunkcia literdlov.
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Tvary booleovskych funkcii vieme ovplyvnit napriklad tym, Ze urcime
ohranicenia na pocty premennych v klauzulach alebo v monoclenoch.

Oznacenie:

e M,-mnozina monoclenov nad {0, 1}",

e M, r-mnozina monoclenov nad {0, 1}", z ktorych kazdy ma najviac
k literalov,

e D, ;-mnozina disjunkcii ¢lenov z mnoziny M,, .

Nasledujuci algoritmus navrhol Valiant (1984). Algoritmus za¢ina pocia-
tocnou hypotézou, ktora je disjunkciou vsekych monoclenov diZky najviac
k. Kazdy dalsi krok aplikuje jednoduchu logickti dedukciu, a sice: pre
zaporny priklad je potrebné, aby vSetky monocleny mali hodnotu 0, preto
odstranime tie monocleny, ktoré to kazia (nadobidaji hodnotu true).

Algoritmus 3.2 Ucenie disjunkcii malych monoclenov

Predpokladame, Ze dizka tréningovej vzorky je m, pu je monoélen a p(x;)
predstavuje boolevski hodnotu monoclena p pre priklad x;.

begin
h:= disjunkcia vsetkych monoclenov dizky najviac k;
fori:=1tom do
if (b; =0) A (h(z;) =1) then
vymazal monocleny p, pre ktore p(x;) = 1;
L(3) :=h;
end

Je zrejmé, Ze pre negativne priklady nauceny algoritmus bude dévat
spravne odpovede. V pripade pozitivnych prikladov je potrebné opit
uvazovat bezosporni redukovani vzorku prikladov, na ktorej sa bude
chovat konzistentne.

Casové zlozitost algoritmu je O(m.d), kde d je pocet vietkych uvazovanych
monoclenov.

Priklad 3.2 PouZitie algoritmu pre ucenie disjunkcii malych monoclenov.
Budeme pracovat s formulami v Ds .

Zoznam vsetkijch relevantngch monoclenov je:
U - {Ul, U2, U3, ﬂl; H?? ﬂ37 U2, UUg, UQ’LLg},

Uy U, UTUZ, UU3, U1 U2, UTUZ, UU3, U1U2, UTUZ, U2U3.
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Magme tréningovi vzorku:

(000, 1), (001, 1), (010, 1), (011, 1), (100, 0), (101, 0), (110, 1), (111, 0)

Algoritmus nepouZije prvé styri priklady, lebo su kladné. V dalsich prik-
ladoch jeho chovanie je nasledujice:

1. z U budi odstranené monocleny uy, s, Us, U Us, U U3, UsU3;
2. 2 U budi odstrdnené monocleny us, uius, Usls, Ui Us;
3. U zostane nezmenené;

4. 2z U budiu odstranené monocleny us, uius, uus, Usts;

Vyslednd formula md tvar h =y V tyus V tuz V ustiz V Uity V Ui 3.

Tiito formulu je moiné zjednodusit na tvar: u, V usls.

3.3 Reprezentacia hypotézového priestoru

Ucenie prediskutované v tejto ¢asti malo zjednodusené predpoklady, a
sice ze konceptovy priestor je ten isty ako hypotézovy. V skutocnosti
sme uvazovali o tom, ze cielové koncepty maju nejaky popis pomocou
logickych formul alebo strojov. Hoci tento predpoklad sa moze zdat
restriktivny, je prirodzeny pri hladani rieSeni viacerych problémov.

3.4 Cas behu uéiacich algoritmov

Uciace algoritmy popisané v predchddzajicom texte sa zaoberaju boole-
ovskymi konceptami. V tychto pripadoch prikladovy priestor je {0, 1}"
pre nejaké pevné n a hypotézovy priestor je mnozina funkcii definovanych
na prikladovom priestore. Pre kazdy z tychto algoritmov parameter n je
Tubovolny v zmysle, ze algoritmus je definovany pre IubovoIné n a navyse
operuje v podstate tym istym sposobom pre kazdid hodnotu n.

Napriklad, standartny uciaci algoritmus pre priestor M, monoclenov je
definovany celkom vseobecne, hoci vypocet vzdy prebieha pre danu hod-
notu n. Chceme kvantifikovat chovanie sa uciacich algoritmov vzhladom
na n, a je obvykle pouzivat nasledujice definicie.

Definicia 3.1 Hovorime, Ze zjednotenie hypotézouvych priestorov H =
U H,. je odstupriované (graded) prikladmi velkosti n, ak H, oznacuje hy-
potézovy priestor definovany len na prikladoch z X™.
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Definicia 3.2 Nech je dany uciaci algoritmus pre H = |J Hy,, t. j. L :
X* — H, taky, zZe ak's je tréningovd vzorka pre h € H,,, tak L(3)) € H,.
Hovorime, Ze L podporuje stupriovanie (grading) priestoru H.

Uvazujme uciaci algoritmus L pre booleovsky hypotézovy priestor H =
\J H,,, odstupniovany velkostou prikladov. Vstup do L je tréningové vzor-
ka, ktord pozostava z m n-bitovych vektorov spolu s m 1-bitovymi oznace-
niami. Celkovy pocet bitov na vstupe je m(n+1) a bolo by mozné pouzit
toto jediné ¢islo ako mieru velkosti vstupu. AvSak je vyhodné sledovat aj
m aj n oddelene.

Pouzijeme Ry (m,n) na oznacenie najhorsieho ¢asu behu L na trénin-
govej vzorke m n-bitovych vektorov.

Priklad 3.3 Nech L je uciaci algoritmus pre monocleny popisany vyssie.
Hypotézovy priestor je zjednotenie | J M,,. Hlavny krok algoritmu vyZaduje
kontrolu kazdého bitu u kazZdého pozitivneho prikladu a mozZno vymazanie
niektorych literdalov. V naghorsom pripade, kazZdy priklad v tréningovej
vzorke moze byt pozitivny priklad, a tak by sme mali osetrit tento krok
m-krat, kazdy krok obsahuje kontrolu n bitov. Iné casti vypoctu vyZaduji
porovnatelne tolko operdcii, takze mozme hovorit, Ze ¢as behu Rp(m,n)
je v tomto pripade O(m xn).

3.5 Konzistencia tréningovej vzorky

Nech H = |J H,, je hypotézovy priestor booleovskych funkcii odstupnova-
ny prikladmi velkosti n. Problém konzistencie tréningovej vzorky pre H
moze byt stanoveny nasledovne:

- Instancia: Tréningova vzorka s vyjadrena n-bitovymi ohodnotenymi
prikladmi.

- Otazka: Existuje hypotéza v H,, konzistentna s s?

Ukéazeme, ze v niektorych netrivialnych pripadoch je tento problém NP-
tazky. Na to, aby sme vyjadrili prakticky dosah tohto vysledku, potre-
bujeme urobif niekolko v§eobecnych komentarov.

Oznaéme C* klauzulu, t. j. disjunkciu vytvorent vyberom najviac k li-
terdlov z n premennych. Ukazeme, ze pre pevné k > 3, problém kon-
zistencie pre C* = |JCF je NP-fazky. Teda nie je pravda, Ze existuje
polynomialny uéiaci algoritmus pre C*, ktory produkuje konzistentni
hypotézu.
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Dokaz spociva v prevedeni problému farbenia grafu s n vrcholmi pomo-
cou k farieb na tento problém, ¢o je NP-tiplny problém pre k > 3 (Garey,
Johnson 1979).

G = (V, E), k-farbenie je funkcia y : V' — {1,2,...,k} s vlastnostou: ak
(vi,v;) € E, potom x(v;) # x(v;)-

Predpokladajme, ze mdme G = (V, E),V = {1,2,...k}. Skonstruujeme
tréningovi vzorku s(G) nasledovne: Pre kazdy vrchol ¢ € V uréime
zaporny priklad vektor v;, ktory ma 1 v pozicii i-tej suradnice a 0 inde.
Pre kazdd hranu (i, j) € E vezmeme ako pozitivny priklad vektor v; +v;.

Priklad 3.4 Na obrdzku je zndzorneny graf G = ({1,2, 3,4}, {12,13, 14,
23,34}). tréningovd vzorka je vytvorend prikladmi kvrcholom a hrandm.

s(G)
1000
o100

0

0
0010 0
oootr o0
1

1

1

1

1

1100
1010
1001
0110
oot1t

Obr. 3.1: Graf spolu s pripravenou tréningovou vzorkou

Veta 3.2 Eristuje funkcia h € C¥, ktord je konzistentnd so vzorkou
s(GQ) < graf G je k-zafarbitelny.

Dokaz:

=
Predpokladajme, ze h € C* a je konzistentna s tréningovou vzorkou.
PodlIa definicie h je konjunkcia A = hy A ha A ... h; klauzil. Pre kazdy
vrchol 4 € V, h(v;) = 0 a teda musi ex. aspon 1 klauzula hy, pre ktord
h¢(v;) = 0. Funkcia x : V' — {1,2,.. .k} taka, ze:

x (@) = min{f | hy(vi) =0}

Zostava ukazat, ze y je farbenie grafu G; inak povedané, ak i a j su
dva vrcholy, pre ktoré x(i) = x(j), potom (i, 7) ¢ E. Predp., ze x(i) =
x(j) = f a teda hy(v;) = hy(v;) = 0. Pretoze hy je klauzula, kazdy
literal, ktory sa v nej vyskytuje musi byt 0 na v; a na v;. Teraz v; ma
1 len v i-tej pozicii a tak hy(v;) = 0 implikuje, ze len jeden negovany
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literal, ktory sa moze vyskytnut v hy je u;. Pretoze to isté plati pre uy,
dostdvame, Ze hy obsahuje len niektoré literdly ., pre ktoré z # ¢, j. Teda
h¢(vi +v;) =0 a h(v; +v;) = 0. Ak by (i, j) bola hranou v G, potom by
platilo h(v; + v;) = 1, pretoze sme predpokladali, ze h je konzistentna s
s(G). Teda (7, 7) nie je hranou v G a x je farbenie.

=
Predpokladajme, ze je dané farbenie xy : V' — {1,2,...,k}.Pre1 < f < k
definujme hy ako klauzulu

(Vitix(iyes)
a definujme h = hy A hg A+ -+ A hy. Tvrdime, ze h je konzistentna s s(G).

Najprv, predpokladajme, ze pre vrchol ¢ x(i) = g. Klauzula h, je defino-
vand tak, ze obsahuje len tie (nie negované) literdly, ktoré zodpovedaji
vrcholom nezafarbenym farbou ¢, a teda u; sa nenachadza v hy. Teda
hg(v;) =0 a h(v;) = 0.

Dalej, nech (4,7) je hrana v G. Pre kazdi farbu f aspoii jedno v; alebo
v; nema farbu f; ozna¢me vhodny vyber i(f). Potom h; obsahuje literdl
(5, ktory je 1 na v; +v;. Teda klauzula hy je 1 na v;+v; a h(v;+v;) = 1,
ako sme pozadovali.

Priklad 3.5 Dany graf je 3-zafarbitelny. Odpovedajiice formuly si: hy =
UQ\/U3V1)4, hg :Ul\/Ug, h3 :Ul\/’l)g\/1)4, h:hl/\hg/\hg

1 2 x1)=1
fprﬂtc)lad_ 1(2):2

4 3 arpenia x(3):3
x(4)=2

Obr. 3.2: Graf s ofarbenim vrcholov

3.6 Ulohy
1. Napiste postupnost hypotéz generovanych algoritmom ucenia mono-
¢lenov, ked na vstupe je prezentovana tréningova vzorka
(11100101, 1), (00100011, 0), (11001001, 1)

Ak cielovy koncept je (ustigus), doplite priklady do vzorky, ktoré
su pre to nutné.

2. Napiste DN F' formuly pre koncepty parita a palindrom na prikla-
dovych priestoroch {0, 1}°.
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. Uvedte priklad booleovskej funkcie 3 premennych, ktora nie je Ds 5.

. Preco je obycajne vhodné uvazovat velkost vstupu v tvare lgn na-
miesto n, ked uvazujeme o otazkach efektivnosti?

. Nasledujuci algoritmus je rychlym algoritmom pre vypocet m-tej
mocniny daného ¢isla u. (vystupom je findlna hodnota ulozend v
bot.)

bot:=1; top:=u; q:=m;

while g>0 do

begin
if g mod 2 =1 then bot:=top*bot;
top:=sqr(top);
q:=q div 2;

end;

Ukazte, ze efektivnost algoritmu je O(s), kde s je miera velkosti m,
ako to bolo povedané v predchadzajicom priklade.

. Navrhnite algoritmus, ktory rozhodne, ¢i dany n-bitovy refazec je
palindrom a odhadnite jeho efektivnost vzhladom na velkost vstupu
n.

. Nech G = (V, E) je graf s mnozinou vrcholov V = {1,2,3,4,5} a
mnozinou hran

E = {12,13,15,23,25,34,35}. Vytvorte odpovedajicu tréningovi
vzorku s(G) podla postupu v dokaze. Néjdite najmensiu moznu
hodnotu k, pre ktori je funkcia h € CF konzistentnd s s(G) a dant
formulu vyjadrite explicitne.

. Nech C,, = C!, ¢o je priestor booleovskych funkcii na {0,1}",
ktory moze byt reprezentovany jednou klauzulou. Sformulujte kon-
zistentny uciaci algoritmus pre C,,, ktory je ”dualny”k standardnému
algoritmu pre monocleny a vyhodnodte tvrdenie, ze jeho ¢as behu
je polynomialny v m a n.
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Kapitola 4

Pravdepodobnostné ucenie

4.1 Algoritmus pre ucenie licov

V tejto kapitole sa budeme zaoberat velmi jednoduchym algoritmom pre
ucenie sa v redlnom hypotézovom priestore. Budeme sa snazit odhadnit,
aky presny je dosiahnuty vysledok a uréit do akej miery je doveryhodny.

Pojde o ucenie sa jednej redlnej meranej hodnoty (napriklad objemu
telesa), ktord existuje, z postupnosti uz nameranych hodnot, pricom
vieme, Ze namerané hodnoty nemozu byt mensie nez skutoéns hodnota
(skutocény kladny objem).

,

Koncept, ktorym sa budeme zaoberat je zlava uzavrety a sprava Luc
otvoreny interval (14¢) v mnozine redlnych éisel R, t.j. (©,00) pre
Tubovolné redlne ¢islo ©. Budeme ho oznacovat re. Tento koncept je
definovany na prikladovom priestore R funkciou

re(y) =y <= y>0

Algoritmus pre ucenie v hypotézovom priestore H = {rg|® € R} je
zalozeny na idee, ze za aktudlnu hypotézu vezmeme "najmensi” lac¢ ob-
sahujuci vsetky pozitivne priklady v tréningovej vzorke.

V pripade, ze neexistuju kladné priklady, vtedy budeme hovorit o praz-
dnom laéi. Bude oznacovany r; .

Pre dant tréningovi vzorku

S = ((Il, bl), (lL’Q, bg), ey (l’m, bm))

vystupnd hypotéza L(5) by mala byt ry, kde
A= A(3) = min {z;|b; = 1}

1<i<m

A = 400, ak vzorka neobsahuje kladné priklady. Jednoduché modifikacia
algoritmu, ktory poc¢ita minimum konec¢nej mnoziny je postacujuca pre
nase ucely. Toto poskytuje nasledujici bezpamétovy on-line algoritmus:
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Algoritmus 4.1 Ucenie licov

Je dand tréningovd vzorka s = ((x1,b1), (x2,b9), ..., (Tm, bm)) Ucenie licov

begin
set A = 400;
fori:=1 to m do
if (b; = 1) and (x; < X\ ) then set X\ = x;;
L(3):=ry;
end

Je Tahké vidiet, ze ak tréningova vzorka je pre cielovi hypotézu rg, potom
L(3) bude lu¢ ry s A = A\(s) > O. Pretoze je len koneény pocet prikladov v
tréningovej vzorke a cely prikladovy priestor je nespocitatelny, nemé6zeme
ocakavat, ze A = O. Avsak, zd4 sa, ze ak dlzka tréningovej vzorky rastie,
tak by sa mala zvysovat pravdepodobnost toho, Ze chyba medzi r a rg
je velmi mald (pripadne klesd).

Prakticky tato vlastnost moze byt charakterizovanéd nasledovne:

Predpokladajme, Ze spustime algoritmus s velkou tréningovou vzorkou a
potom sa rozhodneme pouzif vystupni hypotézu r pre cielovi (nezndmu)
hypotézu rg. Inak povedané, uspokojime sa s tym, ze ”uciaci sa” bol
adekvatne trénovany. Ak A nie je blizke k O, toto indikuje, ze pozitivne
priklady, ktoré by boli blizke © su relativne nepravdepodobné a nevysky-
tovali sa v tréningovej vzorke. Z toho vyplyva, ked klasifikujeme niektoré
dalsie priklady, ktoré su sice prezentované podla toho istého rozlozenia,
aj tak mozme urobit niekolko chyb ako désledok pouzitia ry, namiesto
To.

Zaujima nas, akej chyby sa dopustime a do akej miery je vysledok dovery-
hodny. Je zrejmé, Ze vysledok bude zdvisiet od tréningovej vzorky, resp.
od pravdepodobnostného rozdelenia prikladov.

4.2 Pravdepodobnostné aproximacne
spravne ucenie, PAC ucenie

[

Uvazujme model, v ktorom tréningova vzorka s pre cielovy koncept t je
generovana vyberom prikladov x1,xs, ..., 2, z X "ndhodne” podla ne-
jakého znameho, pevne daného, pravdepodobnostného rozdelenia. Uciaci
algoritmus L produkuje hypotézu L(3), ktord je ocakdvand ako dobra ap-
roximacia pre t. Vyzadujeme nasledjice: ak pocet prikladov m v trénujice;j
vzorke vzrastie, tak z pravdepodobnosti vyplynie, Ze chyba, ktora je

'PAC - Probably Approximately Correct learning
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vysledkom pouzitia L(3) namiesto ¢, je mensia.

Zékladné pojmy:

X - pravdepodobnostny priestor,
A - trieda podmnozin mnoziny X,

i - pravdepodobnostné rozdelenie, miera pravdepodobnosti, z A do in-
tervalu (0, 1).
A —  (0,1).

Od triedy A sa vyzaduje, aby bola uzavreta vzhladom na operécie kom-
plementu, koneéného prieniku a spocitatelného zjednotenia.
Prvok A € A, sa nazyva udalost a ju(A) je pravdepodobnost udalosti A.

Od p sa vyzaduje, aby spliiovala nasledujice podmienky:

p(@) =0, u(X) =1,

a pre Tubovolné po dvoch disjunktné mnoziny A, Ag,... € A
p(JA) =D u(A).
i=1 i=1

Pre nas X je prikladovy priestor, a priklady si bud booleovské alebo
realne. V prvom pripade je X koneénd alebo spocitatelnd mnozina, a teda
A moze byt triedou vsetkych podmnozin X. V redlnom pripade mozeme
zobrat za A TubovoInu dostatoéne velku triedu obsahujicu mnoziny,
ktoré potrebujeme uvazovat; postaci uvazovat triedu borelovskych mnozin

v R™.

V oboch pripadoch budeme pouzivat vhodni triedu bez explicitného vy-
jadrovania detailov.

Budeme jednoducho hovorit pravdepodobnostné rozdelenie p na X, ¢im
mienime funkciu p definovant na vhodnej triede A a spliujtcej axiomy
uvedené vyssie. Treba zdoraznit, Ze v aplikdcidch, o ktorych sme sa
zmienovali, nerobime ziadne predpoklady o u, okrem podmienok uve-
denych v definicii. Situacia, ktori sme modelovali, je vyjadrend mnozinou
prikladov prezentovanych uc¢iacemu sa a chovatcej sa (modeluje) podla
nejakého pevného, ale nezndmeho rozdelenia. Ucitelovi je povolené klasifi-
kovat priklady ako pozitivne a negativne, ale nemoze riadif postupnost,
v ktorej priklady budu prezentované.

Budeme pokracovat s predpokladom, ze cielovy koncept patri do hy-
potézového priestoru H, ktory je dostupny uc¢iacemu sa. K danému cielo-
vému konceptu t € H definujeme chybu Tubovolnej hypotézy h € H
vzhladom na ¢ a bude to pravdepodobnost udalosti h(z) # t(x), t. ].

erry(h,t) =p{e e X | h(x) #t(x)}.
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v kuceravych zatvorkach je error set - chybova mnozina a predpokladédme,
ze existuje udalost taka, ze tejto udalosti moze byt priradena pravdepo-
dobnost. Ked pojde o t zname z konceptu, budeme tiez pouzivat oznacenie
err,(h).

Priklad 4.1 Pravdepodobnost chyby

Nech X = {0,1}3, predpokladajme, Ze cielovy koncept je {uy). Chybovd
mnozina pre hypotézu (uitz) obsahuje dva priklady, 110 a 111. Tak

err cymy> = p{110, 111},

Napriklad, ak p - rovnomerné rozdelenie na X - % je pravdepodobnost

kazdého prikladu, potom
1

Z.
Ak z nejakych dovodov priklady, u ktorych je yo = 1 su mdlo pravdepo-
dobné, potom err, bude o nieco mensia.

67’T<U1@> =

Ked je dand mnozina X so struktirou pravdepodobnostného priestoru,
kartezidansky sicin mnozin X™ prebera pravdepodobnostnu struktiru X.
Detaily nebudeme rozoberaf, je postacujice poznamenat, ze konstrukcia
nam umoznuje povazovat komponenty m-tice (x1, zo, . . ., x,,) za nezavislé
premenné, rozdelenie kazdej z nich je podla pravdepodobnostného roz-
delenia p na X. Odpovedajice pravdepodobnostné rozdelenie na X™ je
oznacované p'™.

Neformélne, pre dané Y C X" budeme interpretovat hodnotu p(Y") ako
”pravdepodobnost, ze nahodna vzorka m prikladov vybratych
z X podla rozdelenia p patri do Y”.

Nech S(m, t) oznacuje mnozinu tréningovych vzoriek dizky m pre dany
cielovy koncept ¢, kde priklady si vyberané z prikladového priestoru X.
Lubovolné postupnost prikladov x € X determinuje a je determinovand
tréningovou vzorkou 5 € S(m,1t) :

ak r = (z1,%9,...,%y), potom 5 = ((x1,t(z1), (2, t(x2),...).
Inak povedané, existuje zobrazenie ®

¢ X™— S(m,t), prektori P(x)=73

Teda moézeme interpretovat pravdepodobnost, ze s € S(m,t) ma nejaki
danu vlastnost P, nasledujicim sposobom. Definujeme

w"{s € S(m,t) | S ma vlastnost P }

to znameng

p™{re X™ | P(x) € S(m,t)ma vlastnost P }

7 toho vyplyva, ze ked prikladovy priestor X je vybaveny pravdepodob-
nostnym rozdelenim g, moézeme zaviest preciznejSiu interpretaciu pre
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(i) chybu hypotézy, ktord vznikne, ked uéiaci algoritmus L pracuje s S;
Této velicina pracuje s err,(L(s, t)) alebo zjednodusene err,(L(5s)).

(ii) a pre pravdepodobnost, ze tdto chyba je mensia nez vopred zvolené

O0<e<1.

Druhé je pravdepodobnost vzhladom na p™, teda ze § ma&a vlastnost
err,(L(3)) < €

Definicia 4.1 PAC - algoritmus

Hovorime, Ze algoritmus L je probably approximately correct (prav-
depodobnostne aproximacne spravny) uciaci algoritmus, pre hypotézovy
priestor H, ak

e L [ubovolnému redlnemu c¢islu 6, ... doveryhodnost , 0 < 6 <1
e k [ubovolnému redlnemu c¢islu €, ... pravdepodobnost chyby ucenia
sa, 0 <e<1

o cxistuje kladné celé ¢islo mg = mg(d, €) také ,Ze

e pre [ub. cielovy koncept t € H,
pre [ub. pravdepodobnostné rozloZenie p na X pre vsetky m > my
plati
pm{s e S(m,t) | err,(L(s51t) <e}>1-0

£,
V(0<6<1) V(0<e<1) Fmo=mo(e,6)) Y (te H) V(1 na X) ¥ (m>mo)
pm{s e S(m,t) | err,(L(5,t) <e}>1-9

Skutocnost, ze mg zavisi od ¢ a €, ale nie od t a p odraza to, ze uciaci
sa moze byt schopny Specifikovat predpokladant troven dovery a pres-
nosti, aj ked cielovy koncept a rozlozenie prikladov st nezname. Dovodom
k tomu, Zze je mozné splnit podmienku pre Iubovolné u je, ze vyjad-
ruje vzfah medzi dvoma velicinami, ktoré obsahuji p: chyba err, a
pravdepodobnost vzhladom na p™ urcitej mnoziny.

PAC ucenie je, v istom zmysle, najlepsie, v ¢o mozeme dufaf pri tomto
pravdepodobnostnom pohlade. Nereprezentativne tréningové vzorky, hoci
méalo pravdepodobné, budu prilezitostne prezentované uciacemu algo-
ritmu, ale mozeme ocakavaft, ze je viac pravdepodobné, Ze je prezentovana
pouzitelnd tréningova vzorka. Naopak, aj ked mame reprezentativnu
tréningovu vzorku, rozsirenie tréningovej vzorky nebude vo vSeobecnosti
koincidovat s ciefovym konceptom, takze aj tak vystupna hypotéza bude
len aproximacne spravna.
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4.3 Ucenie lucov je PAC
Veta 4.1 Algoritmus L pre ucenie licov je PAC.

Proof. Predpokladajme, Ze 0, €,7g a p st zvolené, ale st pevné. Nech s
je tréningova vzorka dlzky m pre rg a nech L(3) = ry. Zrejme, chybovy
interval je (0O, \). Pre dand hodnotu € a dané p definujme

ﬁO = ﬁ()(E?/JJ) = Sup{ﬁ | M<@7 5) < 6}

Ak uvazujeme A < 3y tak mame

erru(L(s,1)) = (0, A) < u(©, fo) < €

Udalost, ze s ma vlastnost A < [y je prave udalost, ze aspon jeden priklad
v 5 je v intervale (O, ).

pravdepodobnost S € pravdepodobnost S 1 — €

0 A Bo

[ pravdepodobnost Z € —>

Obr. 4.1: V tejto situdcii chyba vystupu je aspon e

Pretoze (0, By) > €, pravdepodobnost, ze jeden priklad nie je v tomto
intervale, je najviac 1—e. Preto pravdepodobnost, ze ziadny z m prikladov
vzorky S nie je v tomto intervale je najviac (1—¢)™. Ked budeme uvazovat
komplementdrnu udalost (existuje priklad, ktory je z tohto intervalu), z
toho vyplyva, ze pravdepodobnost, ze A < f3y je aspon 1 — (1 — €)™,

Ako sme uz poznamenali vysSsie, ze udalost A < [y implikuje udalost
err,(L(5,t)) < € a tak

p{s e S(m,re) | err,(L(5,t) <e}>1—(1—¢€)™

Polozime
1 1
m>mg=—*xIn-=

€ )
(1 o €)m S (1 i 6)7710 < e "m0 6lné =4
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tento vypocet ukazuje, ze algoritmus je PAC.

Dokaz korektnosti poskytuje explicitnu formulu pre dizku vzorky posta-
¢ujicu na to, aby boli splnené predpisané hodnoty presnosti a doveryhod-
nosti. Predpokladajme, ze 6 = 0.001, e = 0.01

mozﬁ*lnﬁzloo*lnlOOOzﬁm.

Takze aspon 691 prikladov je treba, aby sme si boli isti na 99,9%, ze
najviac 1% prikladov bude klasifikovanych nespravne, za predpokladu,
ze su z toho istého zdroja ako tréningova vzorka.

Odvodenie vztahu:

d=(1—-¢e™

Ind=m=In(l—¢)=mx*< Ind <m* 5
In(1—¢€) <Iln(l)+ f/(0)* 5 <0+ = (1) * 5
—l=mx5s  FEny<m=((-Dhg<m

%*ln%—l—lnégm

4.4 Exaktné ucenie

Ked prikladovy priestor X je konecny, pojem PAC - ucenie ma dalsie
dodatocné obmedzenia. Zacneme tym, ze TubovoIné pravdepodobnostné
rozdelenie na konecnej mnozine X je determinované hodnotami na jej
I-prvkovych mnozinach {z}, pouzitim axiémy o aditivite. Budeme pisaf
p(x) namiesto p({x}). Ak budd nejaké priklady, pre ktoré u(x) = 0, s
pravdepodobnostou 1 sa nebudu vyskytovat v konecnej ndhodnej vzorke a
mozu byt ignorované. Inymi slovami, mézme, ak je to nutné, predefinovaft
X tak, ze u(x) > 0 pre vSetky x € X. Pretoze X je kone¢ny, veli¢ina

€p = Minggexyp(r) >0

je dobre definovana.

Predpokladajme, ze mame algoritmus L, ktory je PAC pre hypotézovy
priestor H definovany na X. Vo vyzname definicie PAC algoritmu mame
dané 0, ¢, u, a t v ich obvyklom vyzname

m>my= pu"{s € S(m,t) | err,(L(3)) <e}>1-9

Predpokladajme, ze presnost ¢ je vybrata tak, aby nebola vicsia nez
€, Potom podmienka err,(L(5)) < e implikuje, ze chybova mnozina pre
L(3) je prazdna, pretoze neexistuju ziadne priklady, ktoré maju pravdepo-
dobnost mensiu nez e. Teda podmienka implikuje, ze L(5) = ¢, t.j.
vystupnd hypotéza je presne rovna cielovému konceptu t.
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Zéaverom tychto tivah je, ze ucenie na konecnom priestore je presné¢ PEC-
,probably exactly correct“. Ale je v tom hacik. Jednoducha vzorka dlzky
myg v definicii PAC-ucenia zavisi od parametrov ¢, € ale nezavisi od u (a
t).

Argument uvedeny vyssie obsahuje vyber e pomocou €,, a tak hodnota
mgo vyzadovana pre exaktné ucenie bude zavisiet od d a u. Toto je v spore

s nasim origindlnym ciefom dokazovania vysledkov, ktoré nie su zavislé
od rozdelenia p (mozno nezname rozdelenie prikladov).

Priklad 4.2 Standartny uciaci algoritmus pre monoéleny na {0,1}" pre
pevnén. Uvedieme "PEC” vlastnost. Klicovym zdelenim tu je, Ze algorit-
mus poskytuje spravne hypotézy, poskytované vsetkymi kladnymi priklad-
ma, ktoré boli zahrnuté do tréningovej vzorky. DlizZka tréningovej vzorky
rastie a rastie tieZ pravdepodobnost, Ze vzorka obsahuje vsetky kladné
priklady; dosledkom toho pravdepodobnost sposobi, Ze vystup je korektny.
Presnejsie, nech €, bude najmensia hodnota p(z), ktori uvazujeme nad
mnozinou prikladov x z {0,1}" s nenulovou pravdepodobnostou. Potom
pravdepodobnost, Ze tréningovd vzorka dl/zvky m neobsahuje dany priklad
je najviac (1—e,)™. Pravdepodobnost, Ze existuje jeden z danej mnoZiny p
prikladov, ktoré nie si v tréningovej vzorke je preto px(1—e,)™. Ak X je
mnozina kladnych prikladov pre dany cielovij koncept t, pravdepodobnost,
Ze existuje priklad v X, ktory nie je vo vzorke je najviac

[XT|(1 =€)
Potrebujeme vyjadrit m, teda
X1 =)™ <6
mlg(l—e¢,) +1g| Xt <1gé
lg| Xt —1gd < —mlg(l —€,) < me,
Pouzijeme nejaké zname skutocnosti:
X <|X][ <2 a  1—¢, <exp(—€,)
logl X | <n  log(l —¢,) < —€,

m > {ﬁan + llnl-‘

Poznamenajme, Ze dizka vzorky je nezdvisla od t, ale zdvisi od rozloZenia
cez parameter €,.

Pozndmka: Niekolko variantov PAC - ucenia bolo dosiahnutych tak,
ze bolo umoznené, ze uciaci algoritmus a vzorka dostatocnej dlzky my
zaviseli nejakym sposobom bud na rozdeleni pravdepodobnosti i alebo na
cielovom koncepte t. Toto nie je umelé: v mnohych uéiacich problémoch
je nieco zname - rozdelenie alebo ciel. Vysledné definicie naucitelnosti st
menej atraktivne nez bezkonceptové a bez-rozdelenia PAC definicie, ale
st velmi ¢asto Tahko splnitelné. Je mozné néjst vela publikovanych prac
skumajicich takéto "neuniformné” PAC ucenie.
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4.5 Ulohy

1. Napiste postupnost hypotéz generovanych algoritmom uvedenym
vyssie pre ucenie licov, ak tréningova vzorka je nasledujica: (6.1436,

1), (1.5987, 0), (4.2381, 1), (5.7462, 1), (4.3964, 1), (4.2167, 1).

2. Aka je dizka tréningovej vzorky pre algoritmus ucenia lucov, aby
bola doveryhodnost 99.5% a najviac 25% prikladov vybranych podla
nejakého rozdelenia do vzorky bolo zle klasifikovanych?

3. Modifikujte algoritmus pre ucenie licov tak, ze namiesto prazdneho
lica na zaciatku vezmeme nejaké velké cislo. Je tento algoritmus
konzistentny?

4. Dané su dve realne c¢isla a, b, a je mesie alebo rovné b. Intervalovy
koncept C,; je definovany takto:

Cup(y) =1, ak y je v intervale [a, b], inak je rovné 0.

Nech H je hypotézovy priestor vSetkych intervalov, do ktorého patri
aj prazdny interval.

Nasleduje uciaci algoritmus pre H:

empty:=true;
for i:-1 to m do
if bi=1 then
if empty then begin a:=xi ; b:=xi;
empty:= false;
end else begin

if xi > b then b:=xi;

if xi < a then a:=xi end;
if empty then L(s):=prazdny interval
else L(s) :=C<a,b>

Dokézte, ze L je PAC s vhodne zvolenou dizkou vzorky. Akou?

5. Modifikujte algoritmus z predchadzajiceho cvic¢enia pre priestor
intervalovych konceptov, ktory nepouziva funkciu identicky rovnu
nule.
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Kapitola 5

Linearna regresia, logisticka
regresia

Dolezitym problémom v strojovom uceni, ktory ma Siroké pouzitie, je
odvodenie funkciondlnych vztahov (ucenie sa) medzi atribitovymi pre-
mennymi a s nimi asociovanou odozvou alebo cielovymi premennymi
tak, Ze je mozné predpovedat odozvu pre Iubovolni mnozinu hodnot at-
ribiitovych premennych. Napriklad chceme vytvorit ,,model®, ktory bude
predpovedat prichod geomagnetickej biirky o niekolko hodin. El Na to je
potrebné mat k dispozicii namerané udaje d'alsich veli¢in, od ktorych je
geomagnetickd biirka z4visld a poznat ich vlastnosti. Inym prikladom by
mohla byt predikcia transakcii na burze.

5.1 Linearne modelovanie

Najjednoduchsim prikladom uciacich sa problémov je linearne modelova-
nie, t. j. ucenie sa linedrnych vztahov medzi atribitmi a odozvami. V ta-
bul’kesfl rekordné vysledky v skoku do dialky u muzov. Na obrézku
su tieto Vysledkyﬂ znazornené graficky v paneli A. Rekordy tvoria rasticu
funkciu. N4s ciel je pouzit tieto tidaje na uéenie pre model funkcionalnej
zévislosti (ak existuje) medzi rokmi rekordov a dosiahnutymi vysledkami.
Je nam jasné, ze rok nie je jedinym faktorom, ktory ovplyvnuje rekord.
Ked by sme chceli predpovedat seriézne, budeme musiet brat do tivahy
aj iné faktory, napriklad formu stfaziacich. AvSak na prvy kontakt s
linedrnym modelom néam tieto tdaje postacia.

Nakoniec by sme chceli vediet, v ktorom roku by sme mohli ocakivat
d'alsi rekord.

"Modelom v strojovom uéeni bude vlastne program, ktory riesi dany problém.
2wikipedia: https : //sk.wikipedia.org/wiki/Skok_do_dialky
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Tab. 5.1: Muzi, skok do dialky

Vykon | Atlét Miesto Datum

(m)

7,61 | Sp. krdlovstvo Peter O’Connor | Dublin 5. 8. 1901
7,69 USA Edwin Gourdin Cambridge 23. 7. 1923
7,76 USA Robert LeGendre Pariz 7.7.1924
7,89 | USA William DeHart Hubbard | Chicago 13. 6. 1925
7,90 | USA Edward Hamm Cambridge 7.7.1928
7,93 | Haiti Sylvio Cator Pariz 9.9.1928
7,98 Japonsko Chuhei Nambu Tokio 27.10. 1931
8,13 USA Jesse Owens Ann Arbor 25. 5. 1935
8,21 USA Ralph Boston Walnut 12. 8. 1960
8,24 | USA Ralph Boston Modesto 27. 5. 1961
8,28 | USA Ralph Boston Moskva, 16. 7. 1961
8,31 ZSSR Igor Ter-Ovanesyan Jerevan 10. 6. 1962
8,31 USA Ralph Boston Kingston 15. 8. 1964
8,34 | USA Ralph Boston Los Angeles | 12. 9. 1964
8,35 USA Ralph Boston Modesto 29. 5. 1965
8,35 | ZSSR Igor Ter-Ovanesyan Mexiko 19. 10. 1967
8,90 | USA Bob Beamon Mexiko 18. 10. 1968
8,95 | USA Mike Powell Tokio 30. 8. 1991

5.1.1 Definicia modelu

Zacneme definiciou nasho modelu ako funkcie, ktord mapuje nase vstupné
atributy, v tomto pripade roky rekordov v skoku do dialky na vijstupné
alebo cielové hodnoty - dlzky skokov.

Je mnoho funkcii, ktoré by sme mohli pouzit na toto mapovanie. Ak
ozna¢ime z vstupny atribut (rok) a t vystupny atribut (dlzku skoku),
matematicky to budeme zapisovat ¢ = f(x). Okrem vstupnych atribitov
(premennych) funkcia spravidla obsahuje d'alsie parametre, z ktorych
niektoré st modifikovatelné (napriklad uc¢enim). Parametre uciaceho sa
modelu s tstrednou témou strojového ucenia. Budeme pouzivat zapis
t = f(x;a) pre vyjadrenie toho, Ze funkcia pracuje na atribitoch x a mé
parametre a. Je zrejmé, Ze aj premennych aj parametrov moéze byt viac.

N4s prvy model bude linedrny a bude mat jednu premennt a dva para-
metre,

y=flz) =k +q
kde k,q si konstanty a x je premennd a z geometrického hladiska této
funkcia predstavuje priamku.

Predpoklady pre modelovanie Aby sme vedeli vybrat model, potre-
bujeme urcit predpoklady charakterizujiice vztah medzi z a t.

Pre prvy model sme stanovili, Ze vztah bude linedrny. D4ta na obrazku
v paneli A by mohli byt modelované pomocou priamky. Teda

y=f(z;k,q) = kx +q, (5.1)
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A. Skok do dialky, graf rekordov B. Skok do dialky, predpoved rekordu
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Obr. 5.1: Graf rekordov skoku do dialky muzov a predpoved d’alSieho rekordu

K tomu, aby sme pre k a g vybrali najlepsie hodnoty, potrebujeme defi-
novat, ¢o to znamend najlepsie. Nasim cielom bude, aby model pre vietky
vstupné udaje daval vystupy, ktoré sa budi od skutoénych vystupnych
hodnot 1isit ¢o najmenej (chyba modelu bude ¢o najmensia). Predpokla-
dajme, ze si dané dvojice vstupnych a vystupnych hodnot (xy, t1), (22, ta),
ey (ZEN,tN).

Chyba modelu pre jednu dvojicu je

Ep(tn; f(2n; k,q) = (tn — f(2n; k,q))° (5.2)

Pre vSetky dvojice budeme pouzivat kvadraticki chybovi funkciu

B =y 3 Faltos S 0) 5.3

Najlepsim modelom bude taky, pre ktory bude chyba [5.3] najmensia.
Matematicky to zapiseme

N
1
argmingg = >, En(tu; f(2a1k,9)). (5.4)
n=1

~ ’ Y 7z . . . .z V% ’
¢o znamena ndjst argumenty, ktoré minimalizuji sucet chyb.

36

Ohodnotenie
modelu



5.1.2 Odvodenie vztahov pre vypocet k a ¢

Pre dané dvojice vstupnych a vystupnych hodndt (z1,t1), (xe,t2),.. .,

(xn,ty) mame chybu

- %Z_‘; Bult: f(rai h,0)) = o (00 — (ko + )

n=1

N
1
:NZ — 2t (kx, + q) + K22 4 2kqx, + ¢°)

=

1
=¥ Z(k%i + 2k, (q — tn) + ¢* — 2t,q + 12)

n=1

(5.5)

K vypoétu minima vypoéitame najprv parcidlne derivicie podla k a ¢

Parcidlna derivacia podla k je

2% ZN 2 ZN
JR— 2 — —_—
N — q:n + N — (ajn(q tn))

Parcidlna derivicia podla ¢ je

E 2k
CED SRR ot

dqg N —
Ozna¢me T priemer hodnodt x4, ..., x, a t priemer hodnot ¢, . ..
N N
_ 1 -1
r = EEEE:JMJ t::jv tn
n=1 n=1

Polozime ({5.7) rovné 0
N N
2k 2 _
TN w2 Yt =2kT+2¢ - 20=0
Nt N T

teda g =t — k7.

Oznacme T2 priemer hodndt 22, . .., z2 a zt priemer hodnot 1ty . . .
£ .
L |
2 2 _
e = N ngl x,, It= N ngl Tptn

Polozime ({5.6)) rovné 0

Zm + = Zzn )) = 2ka? 4 2¢T — 22t =0
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Dosadenim g = t — k= dostaneme
2kx? 4 2(t — kT)T — 22t =0 (5.8)

Upravou dostaneme vyrazy pre k a ¢
at — Tt -

o
x?2 — T2

Vypoctom druhej derivacie sa presvedéime, ze ide o minimum.

Pre n4s priklad dostdvame vysledky uvedené v tabulke [5.1.2]

Tab. 5.2: Muzi, skok do dialky a vypoc¢itané hodnoty

Por. ¢ Rok Skok | Rok*Skok | Rok*Rok
1 1901 7,61 14466,61 3613801
2 1923 7,69 1478787 3697929
3 1924 7,76 14930,24 3701776
4 1925 7,89 15188,25 3705625
5 1928 7,90 15231,20 3717184
6 1928 7,93 15289,04 3717184
7 1931 7,98 15409,38 3728761
8 1935 8,13 15731,55 3744225
9 1960 8,21 16091,60 3841600
10 1961 8,24 16158,64 3845521
11 1961 8,28 16237,08 3845521
12 1962 8,31 16304,22 3849444
13 1964 8,31 16320,84 3857296
14 1964 8,34 16379,76 3857296
15 1965 8,35 16407,75 3861225
16 1967 8,35 16424,45 3869089
17 1968 8,90 17515,20 3873024
18 1991 8,95 17819,45 3964081

(/N 119477 | 8,1739 | 15927,40 | 3793921

Hodnoty pre k, ¢ a E st
k=0.0143; ¢=—19.7139; F =0.0193

V paneli B na obrazku sa nachadza vypocitana priamka aj nakreslena
a vidime, aky trend mali rekordy v skoku do dialky.

5.1.3 Predikcia rekordu

Trendovi priamku moéZeme pouzit na predikciu, aky rerord by sme mohli
ocakdvat v niektorom z nasledujicich rokov. O¢akdvany rekord v roku
2018 je y = 0.0143 % 2018 — 19.7139 = 9,14m. a v roku 2019 je y =
0.0143 * 2019 — 19.7139 = 9, 16 m.

Treba tu poznamenat, Ze tieto presné predikcie si len orientaéné. Toto
sa prejavuje aj v predchadzajuci rokoch.
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5.2 ZovSeobecnené linearne modely

Doteraz sme uvazovali linearne modely, linedrne v parametroch aj v pre-
mennych. Ak zavedieme indexované oznacenie parametrov w = (wy, wg) =

(k,q), tak (5.1)) mozeme zapisat
y=fla;k,q) = kr+q=wz+wo = fz;w), (5.10)

Model je stéle linearny v parametroch, ale kvadraticky v datach.

Vseobecnejsi model je polynomialny

K
flz;w) = g wpa®, 20 = 1; (5.11)
k=0
Matica dat ma tvar
o iz
xy wy 1) iz
X = . ) )
0 1 2 K
Iy Ty TN Ty

Nie je nutné pouzivat len polynomidlne funkcie, je mozné pouzit K inych

funkcii, hy(z).

Matica dat ma potom tvar

hl(l’l) hQ({lfl) hg(l’l) Ce hK([El)
. hl(.l'g) h2(.x2) h/3<..’132) = hK(wg)
hl(ZL’N) hz(l‘]\/> h3<J]N) hK(ZL’N)
5.3 Ulohy

1. Analyzujte skoky do dialky u Zien.

2. Na predchadzajicich datach vyskusajte pouzitie parametricky linear-
neho modelu s funkciami:

hi(x) = 1; hy(z) = x; hs(z) = sin(£52)

Zvolte rozne a a b.
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Kapitola 6

Linearne modelovanie,
maximalna déveryhodnost

Linedarna regresia je jednym z najzakladnejsich algoritmov strojového
ucenia a jednoducho sa snazi analyzovat nase idaje pomocou preloZenej
priamky s najmensou chybou.

V tejto kapitole uvidime linedrnu regresiu z inej perspektivy, a sice z
hladiska pravdepodobnosti, najmd pomocou odhadu maximéalnej dovery-
hodnosti - Maximum Likelihood (ML). Budeme explicitne modelovat
Sum (chyby medzi modelom a pozorovaniami) v datach pomocou ndhod-
nej premennej.

6.1 Chyby ako Sum

Pri vytvéarani linedrneho modelu sme predpokladali linedrny vztah medzi
nezavislymi premennymi a zavislou premennou. Tento model zachytava
vSeobecny trend v datach, ale ignoruje to, ze v niektorych bodoch sa
dopusta velkej chyby. Z hladiska modelu je tazké tieto chyby obh&jit.
Vieme, ze chyby v datach budu a mali by sme ich pri tvorbe modelu
zohladnit. Je mo7né s modelom experimentovat, modifikovat jeho para-
metre, ale je tu eSte iny pristup. Budeme brat nas modelovaci problém
ako generativny, to znamend, Ze mozeme vytvarat model, ktory bude
pouzity na vytvorenie (generovanie) datasetu, ktory vyzera podobne ako
nas skutocny dataset.

Poznamenajme si niektoré vlastnosti chyb (majme na mysli nas priklad
rekordov):

e Chyby si rozne v kazdom roku (bode x). Niekdy su pozitivne, nie-
kedy negativne a maji rozne hodnoty.

e Nie je ziadny vztah medzi velkostou chyb v rokoch (bodoch x).
Chyby nie st funkciou roka (x).
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Pouzijeme nahodnd premennt €, na vyjadrenie chyby v roku x, a nas
model teraz bude vyzerat takto:

ty = Wix, + €, (6.1)

Na doplnenie definicie modelu potrebujeme rozhodnit o Statistickom roz-
deleni €,. Najprv si vyjasnime, ze rozdiel medzi modelom a dlzkami sko-
kov je spojita velicina. Preto ¢, je spojitd nahodnd premenna. Tiez si
uvedomime, ze nemame len jednu ndhodni premennt, ale mame pre
kazdy rok jednu. Mozeme predpokladat, Ze tieto hodnoty st nezavislé
preto pre pravdepodobnost p vsetkych n skokov plati

plery ... €)= Hfj:lpn(en) (6.2)

Dalsf predpoklad sa tyka tvaru rozdelenia p, (e, ). Budeme predpokladat,
ze pre vsetky n je to Gaussovo (normélne) rozdelenie s priemerom 0
a varianciou o?. Vieme, Ze tak ¢, moze nadobtdat kladné aj zaporné
hodnoty a ma zaujimavé modelovacie vlastnosti.

Pouzitim normélneho rozdelenia pre ¢, t.j.

Pl o*) = —=ern(— (= ) (63

s =0 aoc?=0.05 dostaneme realistickejsi dataset.

Nas model teraz pozostava z dvoch komponentov:

e deterministicky komponent (w’xy,), ktory sa nazyva trend alebo
drift,

e ndhodny komponent (¢,), ktory sa nazyva Sum.
Je pravda, Ze Sum moZe mat iné Statistické rozdelenie nez Gaussovo a

tiez nemusf byt aditivny, ale multiplikativny (¢, = wlx,¢,), ktory sa
casto vyuziva pri zaSumeni obrazkov.

6.2 Doveryhodnost (hodnovernost)

N4&s model je teraz v nasledujicom tvare

tn = f(%X03 W) + €0, €0 ~ N(0,07), (6.4)

kde N(0, 0?) predstavuje Gaussovo (normélne) rozdelenie s priemerom g
a varianciou 2.

Potrebujeme néjst optimalnu hodnotu pre w, ktord oznaéime w. TieZ
tu mame dalsi parameter o2, ktory je potrebné nastavit. V regresnom
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modeli chyba bola merana pomocou rozdielu pozorovanej hodnoty a hod-
noty, ktora predikoval model.

Efekt pridania ndhodnej premennej do modelu je, ze vystup modelu, ¢,
je teraz sam nahodna premennd. Inak povedané, neexistuje len jedna
hodnota t, pre partikuldrne x,. Teda nie je mozné pouzif chybu ako
prostriedok pre optimalizéciu w a 2.

Pridanie konstanty (w’x,) do Gaussovej ndhodnej premennej je ekvi-

valentné inej Gaussovej ndhodnej premennej s priemerom posunutym o
uvedentu konstantu:
y=a-+=z

p(z) = N(m,s)
ply) = N(m +a,s)

Preto nahodna premenna t¢,, ma nasledujicu funkciu hustoty

p(talXn, w,0?) = N(w'x,, %) (6.5)

t, teda zdvisi od partikuldrnych hodnét x,, a w (uréuju priemer) a od o
(urcuje varianciu).

Aby sme videli, ako méZeme toto pouzit na hladanie optimélnej hod-
noty w a o2, vyberme jeden rok z datasetu - 1980. Na zdklade mo-
delu predchédzajiceho (zdkladného) linedrneho modelu majme urcené
(wo,w;) a predpokladajme, Ze 02 = 0.05. Na obrazku je znazornend
p(ta|z, = 1980, w, 0?) ako funkcia ¢,. Pre tento rok dostaneme

p(tn|x, = [1,1980]", w = [36.416, —0.0133]", 0 = 0.05), (6.6)

pri Gaussovom rozdelen{ = 36.416, —0.0133% 1980 = 10.02 a o = 0.05.

Pripomeitime, Ze pre spojiti premennt ¢, p(t) nemoze byt interpretovana
ako pravdepodobnost. Vyska krivky v partikuldrnej hodnote pre ¢ moze
byt interpretovand takto: nakolko je hodnoverné (doveryhodné), ze bu-
deme pozorovat tito partikuldrnu hodnotu t v danom roku z = 1980.
Najhodnovernejsia hodnota v roku 1980 by bola 10.02 sekind (pre Gaus-
sovo rozdelenie najhodnovernejsi - najvyssi bod zodpoveda priemeru). Na
obréazku mame 3 priklady ¢asov - A; B, C. Z nich B je najhodnovernejsi,
a C najmenej hodnoverny.

Skutoény namerany ¢as v roku 1980 je C (10.25 sektind). Hustota pravde-
podobnosti p(t,|x,, w,c?) vyhodnotend v t,, = 10.25 je ddlezit4 velicina,
ktord je zndma ako déveryhodnost (hodnovernost) n-tého datového
bodu. Nemo6zeme zmenit ¢, = 10.25 (mdme to v ddtach), ale mozeme
zmenit w a 0?2 a skusat, posuvat a hladat ¢o najvicsiu doveryhodnost.

Idea hladania parametrov, ktoré maximalizuji doveryhodnost tymto spo-
sobom, je klticovy koncept v strojovom uceni.
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Funkcia déveryhodnosti pre rok 1980
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Obr. 6.1: Graf pre 1980, x-ova os t, y-ova os p(t|z)

6.3 Hodnovernost datasetu

V skutocnosti sa sa nezaujimame o doveryhodnost jedného datového

bodu, ale o doveryhodnost celého datasetu. Oznacme X = [x1, ..., Xy],
t = [t1,...,ty]. Ked mame N bodov, zaujima nds podmienend pravde-
podobnost

pte,...,pN|X1, ... Xy, W, 0?) = p(t| X, w, 0?).

Vyhodnotenie tejto hustoty v pozorovanych datovych bodoch dava jednu
hodnotu doveryhodnosti pre cely dataset, ktorti mozeme optimalizovat
zmenou w a o>,

Predpoklad, ze sSum v kazdom datovom bode je nezavisla veli¢ina, zna-
mend p(ei,...,ex) = I,p(e,) a umoziuje ndm pouzit zaujimavé odvo-
denia. T4to spojend (joint) podmienend hustota moze byt rozdelend do
N separatnych vyrazov, jeden pre kazdy datovy objekt:

L= p<t|X, w, 02) = HnNzlp(tnlxna W, 02) = HnNle(WTXm 02) (67)

Nepovedali sme, ze t,, hodnoty si navzajom uplne nezavislé. Su v prie-
mere v case klesajice, a teda ponikaji jasnt statisticki zavislost. Ak by
boli tiplne nezavislé, nemohli by sme vytvarat model. V skutocnosti st
podmienene nezivislé — vzhladom k danym hodnotdm w (determinis-
tickd ¢ast modelu) ¢, st nezdvislé (model pontika vypocet v lubovolnom
bode); bez nich nie st celkom nezavislé.

Predstavme si, ze nam chybaji data z jedného roku, napriklad 1960.
Ostatné roky su v poriadku. X, t neobsahuji udaje o roku 1960. Z danych
dé4t by sme chceli vediet nieco o roku 1960. Teda nés zaujima

P(t1960|X1960, X, t)
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7 definicie podmienenej pravdepodobnosti dostaneme

P(t1960, t|X1960, X)
p(t|X)

Za prepokladu, ze t si nezavislé, vysledky v ti99 zavisia len od Xy9g0:

p(t1960|X1960, X, t) =

P(t1960|X1960) L1 p(t | %0)

P(t1960|X1960, X, t) = = p(t1960|X1960)

Avsak pre nas model toto nie je pouzitelné, ty950 musi byt v nejakom
zmysle zavisle od ostatnych dat. T4to zavislost je zaptzdrens v paramet-
roch w. Ak pozname w, tak to, ¢o zostava nezname, je chyba medzi po-
zorovanymi ddtami a w’x,,. Predpokladdme, 7Ze tieto chyby st nezvislé.
Bez modelu pozorovania si nezdvislé, ale ked berieme do tivahy model
(w), pretoze je tu chyba, pozorovania nie si nezavislé.

6.4 Maximalna doveryhodnost

Budeme hladaf parametre modelu w a o? také, ktoré urobia nas model
najdoveryhodnejsi. Z analytickych dévodov budeme maximalizovat pri-
rodzeny algoritmus doveryhodnosti L (logaritmus je rastica funkcia a
teda je to mozné urobit).

g L= 5 10g (s ennf—5 50— S0 W) )

1
V2mo?

= ; (—% log(27) — logo — %‘Q(tn - f(Xn;W))z)

N 1
=5 log2m — Nlogo — r‘zEnNzl(tn — [(xp;w))?

Substittciou f(x,;w) = w’x, dostaneme

N 1
L= — log2m — Nlogo — T,zzﬁ:l(tn — WTxn)2 (6.8)

Parcidlne derivicie podla w

dlogL 1
;vg\;f = ﬁﬁﬁy:lxn(tn —wix,)

= %22’:1 (Xntn — XX W) =0

Oznacme
X =[xIx] ... xp5 t = [tita. .. ta]" (6.9)
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Maximalna doveryhodnost z hladiska w je v maticovom tvare

W = (XTX)'X"t (6.10)
Pre 02 dostdvame
OL N 1
i FEszl(ltn —xIw)2 =0 (6.11)
~2 1 N T&,\2
0" = NEnzl(tn - X, W) (6.12)

Tento vyraz je perfektny - variancia je jednoducho priemer kvadratickej
chyby. V maticovom oznaceni

1 1
6% = ~(t- Xw)T(t — Xw) = N(tTt — 2tXw + W' XTXW) (6.13)

Toto zjednodusime substitiiciou (6.10), navyse plati w’ = t7X(X?X)?
a (XTX)™! je symetrickd, a preto sa rovna svojej transponovanej matici.

Pre rekordy v behu dostavame
W = [36.4165, —0.0133])", 0% = 0.0503

w je to isté ako pri pri linedrnej regresii, 0% predstavuje varianciu Gaus-
sovho sumu, ktory sme predpokladali v datach.

6.5 Charakteristika max. doveryhodnosti

Aby sme dokézali, Ze je to maximum, mali by sme vypoé¢itat druhi de-
rivaciu vo vypocitanom bode. Hodnota log L v maxime je

N - 1 -
log L = ——log2m — Nlogo? — — No? (6.14)
2 202

N N A
= —5(1 + log 2m) — Eloga2

L bude rést, ked' o2 bude klesat. Toto ale ovplyn{ w, teda deterministicky
model (vyber komplikovanejsieho modelu).

Vztah medzi zovieobecnenim a pretrénovanim sa niekedy popisuje ako
bias — variancia tradeoff.
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Ak by sme mali pristup k rozdeleniu, podla ktorého tréningové vzorka
vznikla, p(z|t), mohli by sme vypocitat ocakdvani hodnotu kvadraticke;
chyby medzi odhadnutymi a skutoénymi hodnotami.

Chceme, aby tato hodnota M bola ¢o najmensia. Moze byt dekompono-
vana do dvoch vyrazov bias, B, a variancia, V:

M=B+V
Bias opisuje systematické chyby medzi nasim modelom a generovanymi
datami.

Ak je model prilis jednoduchy, bias je velky (podtrénovanie). Ak vez-
meme zloZitejsi model, bias vieme znizit. Avsak zloZitejsie modely maji
vysoku varianciu.

Dolezité je ndjst spravne vyvazenie oboch.

6.6 Ulohy

1. Predpokladajme, ze dataset N binarnych hodndt x4, ..., zy bol ge-
nerovany Bernoulliho rozdelenim. Vypocitajte odhad maximélnej
doveryhodnosti pre Bernoulliho parameter.

Bernoulliho rozdelenie: P(X = z) = ¢*(1 — x)1™®

2. Analyzujte skoky do dialky u Zien pouzitim Sumu. Vygenerujte po-
dobni tréningovi vzorku.
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Kapitola 7

Klasifikacia

7.1 Uvod

Dve najcastejsie objavujice sa tlohy v strojovom uceni su klasifikacia a
predikcia. Hlavny rozdiel spoéiva v type cielového atribiitu, ktorého hod-
notu predpovedame. Klasifikdcia je skupina metdéd strojového ucenia,
ktoré sluzia na predpovedanie hodndét nomindlnych atribitov (tried),
napr. pridelenie alebo nepridelenie uveru.

Predikcia je skupina metéd strojového ucenia, ktoré slizia na predpove-
danie hodnot numerickych atribttov, napr. predikcia spotreby vody na
urcitom tzemi.

Niektori autori pouzivaju namiesto pojmu predikcia pojem regresia a
nasledne spoloénym pojmom predikcia oznacuju klasifikaciu a regresiu.
My budeme pouzivat povodné oznacenie.

Klasifikdcia — predpovedanie hodnot nomindlnych atribitov (tried).

1. faza: vybudovat (naucit sa) model spravania dat na zdklade tréningovej
mnoziny — obsahuje zdznamy o objektoch, ktorych je hodnota cielového
atribitu uz znama.

2. faza: zostaveny model sa pouZzije na predikciu hodnoty cielového
atributu u novych objektov (na zaklade hodnot ostatnych atri-
butitov, ktoré st o objekte k dispozicii).

Priklad cielovych atribiitov: pohlavie, éno/nie, typ skoly a podobne.

Priklad: pridelenie tdveru — zaradenie novych ziadatelov do kategérie
pridelit /nepridelit na zaklade podobnych ddajov minulych ziadatelov o
uver.
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7.2 Klasifikacia do dvoch tried

Perceptrén je zakladny prvok umelej neurénovej siete rovnako ako je
neurén zakladnym prvkom organickych neurénovych sieti. Existuje viac
modelov perceptronu, ktoré sa navzajom lisia svojimi funkciami a tiez
tym, do akej miery sa blizia ku funkcii skutoéného neurénu. V tejto
kapitole sa budeme zaoberat modelom perceptrénu s bipoldrnou bindrnou
aktivacnou funkciou, ktory navrhol americky psycholég Frank Rosenblatt
v roku 1958. Model je znazorneny na obrazku|7.2] Na vstupe perceptronu
je vstupny vektor x = (1,29, ..., 7y). Nastavitelnymi parametrami si
véhy a prah perceprénu, t. j. vektor w = (wy, we, ..., wy) a 0.

%4

+1 y
— ]
-1

Xpeq= -1

Obr. 7.1: Model perceptréonu

Funkciu f budeme nazyvat aktivacnou funkciou.

{1 ak x > 1,

—1 inak. (7.1)

fx) =

Pre vstupny priklad x perceptron vypocita hodnotu

N+1

y:f(w-x—Q):f(ana:n):f(anxn—G), (7.2)

kde WNy1 = —1737]\[4_1 =6.

Jediné c¢o perceptron dokaze, je rozdelenie priestoru vzorov na dva polp-
riestory (oznacime si tieto polpriestory PL1 a PL2), ktoré si oddelené
linearnou deliacou hranicou - nadrovinou. Deliaca hranica v N-rozmernom
priestore je vyjadrena rovnicou

w1x1+w2x2+~~~+waN—0:O (73)

Ak budeme uvazovat 2-rozmerny priestor, t. j. perceptrén s dvoma vstupmi,

tak ten nedokéze riest situdciu na obrazku , pretoze neexistuje nad-
rovina (priamka), ktord oddeli stvor¢ekov’e body od kruzkovych.
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Obr. 7.2: Usporiadanie bodov v rovine, ktoré perceptrén nedokéze oddelit
priamkou.

Riesime nasledujici problém Formulacia

e [ roblému
Je dand tréningova vzorka p

5= ((x1,11), (X2,2), - - (X7, Y0m1))

kde x; = (i1, Ti2,...xin) ay; € {—1,+1}. Je potrebné néjst nastavenie
véh a prahu tak, aby klasifikdcia do dvoch tried podla perceptrénu bola
konzistentna s tréningovou vzorkou.

Rossenblatt navrhol zdkladny uciaci algoritmus pre ucenie perceptronu,
avsak tu budeme hladat rieSenie inym spoésobom.

Pre p-ty priklad, p = 1,..., M plati, ak je spravne klasifikovany
w-xp,—0>0aky,=+1
w-xp —0<0, aky,=-1

Uvedené nerovnosti je mozné zapisat pomocou jednej, ak pouzijeme —y,,
teda

—yp(w-xp, —0) <0 (7.4)

Vyraz max{0, —y,(w - xp — 6}) nadobida hodnotu 0, ak je priklad x,
spravne klasifikovany a nadobtda kladni hodnotu, ak je klasifikovany
nespravne.

Chceme, aby vsetky priklady boli klasifikované spravne, preto uvazujeme
nasledujicu funkciu

filw,0) = max{0, —y,(w - x, — 0}) (7.5)

a tiez chceme, aby chyba klasifikacie bola miniméalna, preto rieSime problém

N
min Zlmax{o, —yp(w - xp — )}, (7.6)

p=
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ktory nédjde optimélne parametre pre separujucu nadrovinu. Avsak sui
tu dva technické problémy, s ktorymi sa treba vysporiadat pri hladani
rieSenia:

e jednym z optimdlnych rieseni je § = 0,w = (0,0,...,0); toto
riesenie je potrebné ignorovat vo visine pripadov;

e funkcia f; je spojitd, ale nie je vSade diferencovatelnd, preto sa tu
nedd pouzit metdda poklesu gradientu.

Jednym z pouzivanych rieseni je nahradenie nediferencovatelnej funkcie
max vo vyraze ([7.5)), kde sa jednd o maximum z dvoch hodnét, funkciou

softmax(ey, ez) = log(e® + €°?); (7.7)
V nasom pripade

softmaz(ey, es) = softmaz(0, —y,(w - xp — 0) = log(1 + e ¥ (Wxp=0y)
(7.8)

Obr. 7.3: Porovnanie priebehov funkcii max a sofmazx.

Funkcia softmax je dobrou aproximéciou funkcie max a je diferenco-
vatelna. Takze funkciu f; nahradime funkciou fy (7.9)), ktori budeme

nazyvat softmax cenovd funkcia.

N

fa(w,0) = "log(1 + e v (vxe=0) (7.9)

p=1

Tato funkcia uz nema vysie uvedené dva problémy funkcie f1. Formalne
sa nas problém redukoval na problém (|7.10)).

N
i —yp(Wxp—0)
min 5 1 log(1+e ) (7.10)
p:
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Pouzijeme gradientovii metédu na hladanie minima funkcie fo(w, 6). Za-

vedme oznacenie X, = [ f‘i } aw= [ ‘g } Funkcia f; sa zmeni na
N
f2(%) = log(1 + e ¥e(¥X)) (7.11)
p=1

Derivéciou funkcie fy dostaneme vztah (7.12)).

Vfa(w) = Z o(=ypW  Xp) (1 — o(—ypW - Xp)) Xp - Xp (7.12)

p=1
kde o(—t) = ﬁ je logisticka sigmoidalna funkcia. RieSenie pre nastave-
nie véh ziskame, ked polozime V fo(W) = 0.

7.3 Pasovy perceptron

Nadrovina, ktord oddeluje body dvoch tried, je dand rovnicou, ktord
zapiseme vo vektorovom tvare w - x = 0. Ak nechceme, aby v blizkosti
nadroviny sa nachddzali nejaké body, mozeme stanovit nasledujtice pod-
mienky

w-xp —0>d, aky, = +1

w-xp, —0<d, ak y, = —1, (7.13)

kde d urcuje nadrovinu posunuti do kladného alebo zaporného polpries-
toru.

Aix) = sign(wTx + b)

Obr. 7.4: Linedrne separovatelné data je mozné oddelit nadrovinou.

Analogickym sposobom ako pri oby¢ajnom perceptréne vieme urcit fun-

kciu, ktord budeme minimalizovat ([7.14)).

M
131;1 Z max (0,d — y,(w - xp — 6)) (7.14)

p=1
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Aj v tomto pripade je potrebné riesit to, ze funkcia (7.14]) je v aspon
jednom bode nediferencovatelnd. Je tu tiez pouzitelna funkcia softmaz.
Podobne je potom mozné pouzit gradientovii metédu, ktord vedie k na-
staveniu vhodnych vah a prahu.

Zavedieme zakladnu funkciu, ktord presne poécita pocet bodov z tréningovej Presnost

vzorky, ktoré boli klasifikované nekorektne. nauceného
M klasifikatora
folw,0) = S max (0, sign(—g,(w - x, —6)))  (7.15)
p=1

Funkcia je rastica pri kazdom nespravne klasifikovanom priklade. Fun-
kcia moze byt pouzité pri urcovani presnosti klasifikdtora, ktori je mozné
vyjadrit vztahom

fO (W*> 9*)

M

kde w*, 0* predstavuju naucené hodnoty parametrov w a 6.

presnost =1 —

(7.16)

Tato metrika nadobiida hodnoty (0,1) a moéze byt pouZid aj na per-
centualne vyjadrenie.

7.4 Klasifikacia s podpornymi vektormi- SVM (Sup-
port Vector Machines)

Ideu pasového perceptréna budeme dalej rozvijat v tom smere, Ze bu-

-----

delovat.

Obr. 7.5: Hranice pasu oddelujticeho obe triedy je mozné vypocitat pomocou

vzdialenosti dvoch bodov normély na separujicu priamku, Twll*

Klasifikacia s maximalnym p

e Implikuje, ze len podporné vektory s dolezité; ostatné tréningové
priklady su ignorovatelné.
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e Intuicia nam hovori, ze maximalne p je dobré a je to tiez v sulade
s PAC tedriou.

mimmalizovafb,w |w||?

vzhladom na max (0, 1 —y,(b+ xgw)) =0,p=1,...N

7.5 Nie celkom presna klasifikacia

Stara formuléacia

e Nijst w a b také, ze

P(w) =1 w|® = %HWHTHWH je minimalne

a pre vietky (x;,v:),7 = 1,...n plati y;(wix; +b) > 1
Modifikovana formulacia obsahuje volné premenné

o Nijst w a b také, ze
®(w) = %HWHTHWH +C N & je minimélne
a pre vsetky (x;,v;),7 = 1,...n plati y;(wix; +b) > 1—&,& >0
Pouzitie nie celkom presnych hranic ndm déva volny parameter C, ktory

musi byt fixovany. Na parameter C' sa mozeme divat ako na prostriedok
kontrolujici ”pretrénovanie”.

C zohladiiuje maximélny rozsah separdtora a tiez fitovanie trénovacich
dat.

Podobnymi dpravami ako v presnej klasifikacii dostaneme nasledujtci
problém kvadratického programovania:

N N
1 T
ar gMmaTy Z &= Z Q04 Y X X, (7.17)
=1 3,7=1
s podmienkami Zf\il ay; =0 a0 < a; < C pre vietky 1.
Hodnoty «; v tomto pripade maju ohranicenie zhora C'

Vplyv kazdého tréningového bodu v nasej rozhodovacej funkcii je imerny
Q5.

C tento vplyv ohranici.

Ak C klesd, maximalny vplyv kazdého tréningového bodu je znizeny, a
tak viac z nich sa stdva aktivnymi v rozhodovacej funkcii. C' by malo byt
fixované.
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7.6 Nelinearne SVM

V nasledujucich dvoch obrazkoch vidime dve situacie rozlozenia bodov
na priamke. V prvom pripade si separovatelné v druhom nie si.

S,

Obr. 7.6: Separovatelné body na priamke pomocou SVM.

Obr. 7.7: Neseparovatelné body na priamke pomocou SVM.

Keby sme tieto body pretransformovali pomocou kvadratickej funkcie do
roviny, mohli by sme uz linedrny separator najst tak, ako to je na obrazku
(.0

Obr. 7.8: Transform4cia d4t do roviny umoziiuje néjst linedrny separator.

Namapujeme teda déata do priestoru s vyssou dimenziou. V priestore s
vysSou dimenziou je jednoduchsie ndjst oddelujicu nadrovinu. Napriklad,
transformécia z roviny do 3-rozmerného priestoru je na obrazku [7.6

Trik na pouzitie jadrovej funkcie pri transformacii dat do pries-
toru a vysSou dimenziou - Kernel Trick

e Linearne separatory pracuji so skalarnym stc¢inom medzi vektormi
_ T
K<Xiaxj) =X; X5

e Ak kazdy datovy bod je namapovany do priestoru vyssej dimenzie
pomocou transformécie ¢ : x — ¢(x), dostavame skaldrny sucin

K(x;, Xj) = ¢(Xi)T¢(Xj)

e Jadrova funkcia je funkcia, ktora je ekvivalentna skalarnemu stcinu
v zakladnom priestore.
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Obr. 7.9: Transformacia z roviny do 3-rozmerného priestoru.

Priklad na pouzitie jadrovej funkcie:

]T.

I

e Uvazujme 2- dimenzionalny priestor, vektory si v tvare x = [z, 2
Nech jadrové fukcia md tvar K (x;,x;) = (1 + x! x;)?
[ ) K(Xi,Xj) = (1 + X,LTXj)2

_ 2 _ 2 2 2 .2
= (I4+znj+2pr5)° = 14+1i 15 + 200 DT j1 T+ 2575+ 20075 +
2xi2xj2

e Uvazujme transformaciu
o(x)" = (1,23, V212, 23, V221, V212)

e Potrebujeme dokdzat K(x;x;) = ¢(x;)T o (x;)

o ¢(x:) p(z;) =
(1,22, V220200, ¥h, V2251, V2] " * 1, x?u V21175, x?g; V21,
\/i’,l?jQ] =1 + .’13‘121.1’?1 + 2$i1$i21’j11’j2 + IZZQL??Q + 237@'1(17j1 + 2271‘237]'2

e Pozadovand rovnost je dokdzand. Teda jadrovd funkcia implicitne

mapuje data do priestoru vyssej dimenzie.

K jadrovej funkeii K (x;,x;) a ddtam je mozné vytvorit maticu v tvare:

K(x.xp) | K(xxp) | K(x.%) K(x,.x,)

K(xx;) | K(xx) |K(x;x%) K(x,x,)
K:
K(x,x;) |K(x,%) |K(x,Xs) “ K(x,.x,)
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Poznamka: Ak vytvorena matica je semi-pozitivne definitnd, tak funkcia
K (x;,%;) je pouzitelnd ako jadrové funkcia (Mercerova veta).

Semi-pozitivne definitnd symetricka matica zodpoveda semi-pozitivne de-
finitnej symetrickej Gramovej matici.

Priklady jadrovych (kernel) funkcii
e Linedrna jadrova funkcia
K(x;,%j) = X} X;j
e Polynomiélna jadrova funkcia
K (xi,%;) = (1+x] x;)?

e Gaussova jadrova funkcia

[|x; — x;?
202

)

K(x;,%x;) = exp(—

e Sigmoidélna jadrova funkcia

K(XZ’, Xj) = tanh(ﬁOXiTXj + 51)

Ked pracujeme s jadrovymi funkciami mdme optimaliza¢ny problém v
nasledujicom tvare:

N 1 M X
ar gma., Z o — 5 Z Z ;i 0GYYK (X, X5)
i=1 i=1 j=1

N
vzhladom na Zaiyi:(), 0<a,<C/i=1,...N

=1

N
Ynov = SigN <Z Yk (Xiy Xnow) + b)

=1

7.7 Ulohy

1. Pre niektori vyssie uvedent jadrovu funkciu ukazte, ze je jadrova.

2. Navrhnite mnozinu dat v dvojrozmernom priestore, ktora nie je
linedrne separovatelnd, aplikujte na nu pouzitie niektorej jadrovej
funkcie.
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Kapitola 8

Rozhodovacie stromy

Rozhodovacie stromy predstavuju jednu z ¢asto pouzivanych metdéd na
riesenie klasifika¢nych tloh. Ich vyhody spo¢ivaji v prehladnosti a dobrej
interpretacii. Pripomenme si zakladné pojmy, ktoré vyuzijeme pri popise
rozhodovacich stromov.

Priklady (pozorovania, objekty) budeme oznacovat ako n-tice

x, €R", i€{l,2,...,m},

pricom n je prirodzené ¢islo.

Pre hodnoty cielového atribitu y; pre i € {1,2,...,m} plati, ze

y; € C, 02{1,2,...,0},
ak cielovy atribit moze nadobiidat ¢ roznych hodnot.
Tréningovad mnozina predstavuje mnozinu dvojic
S={(x1,11),. -, (@p,yx)} SR" x{1,2,...,¢}, k<m,

Testovacia mnozina méa nasledujici tvar

T ={xks1,...,Tm} CR"

Klasifikdtorom budeme nazyvat funkciu K, ktord kazdému prikladu z
testovacej mnoziny priradi hodnotu, triedu, cielového atribitu, formalne

K:T-—C.
Klasifika¢na metéda rozhodovacich stromov je zalozena na rekurzivnom

deleni tréningovej mnoziny na dve alebo viac Casti — vytvara sa strom.
V kazdom kroku sa pouZije jedna vysvetlujiica premennd, teda vyberie
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sa atribut, pomocou ktorého vetvime rozhodovaci strom. Deliaci bod sa
urci tak, aby sa ¢o najviac zvysila homogenita vzniknutnych podmnozin
prikladov (pomocou entropie, Giniho indexu alebo iné kritéria, napriklad
korelacné koeficienty, ¢i Statistické testy). Vytvaranie stromu je ukoncené,
ak v koncovych vrcholoch (listoch) stromu ostali len pozorovania z rovna-
kej triedy alebo je splnena nejaka obmedzujica podmienka na minimdlny
pocet pozorovani v listovom vrchole, hlbku stromu a podobne. Kazdému
listovému vrcholu (ktory vlastne zodpovedd zretazeniu logickych podmie-
nok) sa priradi trieda, ktord sa najcastejsie vyskytuje v pozorovaniach
tréningovej mnoziny zodpovedajicich danému listovému vrcholu.

Niektoré z kritérii pre vyber vysvetlujicich atribitov na delenie rozho-
dovacieho stromu si predstavime v nasledujucej podkapitole.

8.1 Miery vyberu atribitov

Miera vyberu atribiatov slizi na urcenie deliaceho kritéria, ktoré od-
deli danti mnozinu prikladov do tried. Ak sme rozdelili mnozinu prikladov
na zaklade istého deliaceho kritéria, kazd4 podmnozina by mala byt
v idedlnom pripade homogénna, teda obsahuje iba priklady jednej triedy.
Najlepsie deliace kritérium je teda také, ktoré nam zabezpeci takyto
vysledok.

Miery vyberu atribiitov sa zvykni nazyvat aj deliace pravidla, pretoze
urcuju, akym sposobom st priklady v danom uzle rozhodovacieho stromu
rozdelené. Tieto miery poskytuji zoradenie atribitov vzhladom na tzv.
kvalitu rozdelenia uvazovanej mnoziny prikladov do tried. Atribut, ktory
dosiahne najvyssie skore, je vybrany za deliaci atribit. Ak deliaci atribit
obsahuje spojité hodnoty a uvazujeme bindrne stromy, je potrebné urcit
ako deliace kritérium tzv. deliaci bod, resp. deliacu podmnozinu.

Ak je k uzlu stromu pre mnozinu prikladov S priradené deliace kritérium,
hrany vychadzajice z tohto uzla zodpovedaji jednotlivym vystupom
tohto kritéria.

Entropia je miera homogenity v skupine prikladov, miera pomocou kto-
rej vetvime rozhodovaci strom. Hodnoty nadobida z jednotkového inter-
valu. Cim vyssia hodnota, tym je homogenita nizsia.

Nech z;(A) = a vyjadruje hodnotu a atribitu A, ktora prislicha prikladu
x;prei € {1,2,..., k}, pricom k je prirodzené ¢islo, ktoré vyjadruje pocet
prikladov v tréningovej mnozine.

Entropiu v jednej hrane uzla rozhodovacieho stromu mozeme
vypocitat nasledovne:
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H(zi(A) =a) == 3 ly) - loga(p(ys):

y;€{1,...,c}
pricom p(y;) je pravdepodobnost, ze priklad patriaci hrane z;(4) = a
bude klasifikovany do triedy y;.
Celkova entropia v uzle ma tvar
H(A) = Zp(wi(A) - a) : H(x,-(A) - a).
acA
Informacny

Informacény zisk je definovany ako rozdiel medzi entropiou v jednej zisk

hrane uzla a celkovou entropiou v uzle. Informacny zisk vyjadrujeme

I(mi(A) = a) = H(xZ(A) = a) — H(A),

pricom H <$Z(A) = a> je entropia v jednej hrane uzle a H(A) je celkova

entropia v uzle.

Informac¢ny zisk sa pri vybere atribitu snazime maximalizovat. Této
miera vyberu atributov ma nevyhodu, ze vécsinou uprednostni také at-
ribiity, ktoré maji viac vetiev. Uvedeny nedostatok je mozné odstranit
normalizovanim informa¢ného zisku, zavedenim tzv. pomerového in-
formacného zisku pomocou tzv. pomerovej entropie.

Pomerovua entropiu definujeme

Hp(A) = =3 p(i(4) = a) log, <p (1) = a)),

a€A
pricom p(mi(A) = a) je pravdepodobnost, ze priklad x; nadobtida v at-
ribite A hodnotu a.

Nésledne mozeme pomocou pomerovej entropie definovat pomerovy in-
formacny zisk nasledujicim sposobom.

Pomerovy
informacny

Pomerovy informaény zisk moézeme zapisat v tvare sk
zis

Ilz;(A)=a
[P(xz'(A) = a) = %,

pricom [ (a:l(A) = a) je informacny zisk.
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Giniho index je mozné pouZit pre kategoridlne atribity, resp. nume-
rické atributy po ich diskretizacii. Nizsie hodnoty Giniho indexu indikuju
lepsiu schopnost atribtitu rozdelit priklady do tried.

Giniho index v jednej hrane uzla mozeme vyjadrit v tvare

G(:ci(A) — a) =1- > ply)*py),

y;€{1,....,c}
pricom p(y;) je pravdepodobnost, ze priklad patriaci hrane z;(4) = a
bude klasifikovany do triedy y;.

Celkovy Giniho index v uzle vypocitame

G(A) = Zp(mi(A) - a) : G(:z:i(A) - a).

acA

V tejto podkapitole sme predstavili niekolko mier na vyber atribitov
pre delenie rozhodovacieho stromu. Bolo navrhnutych viacero dalsich
mier zalozenych napriklad na chi-kvadrat testovani nezavislosti. Nie-
ktoré postupy pouzivaju aj viacatribitové delenie, pri ktorom je delenie
stromu zalozené na kombinécii atribitov. Napriek viacerym studiam ne-
bolo preukéazané, aby niektora z tychto mier bola nadradend nad vSetkymi
ostatnymi. Z tohto dovodu zavisi vyber vhodnej miery od pouzitej ap-
likacnej domény, typu atribtitov a d'alsich faktorov.

8.2 Algoritmus pre generovanie rozhodovacich stro-
mov

Ak uZ pozndme sposob, akym ohodnotit kvalitu rozdelenia rozhodova-
cieho stromu v jednotlivych uzloch, mézeme definovat vieobecny algo-
ritmus na generovanie rozhodovacieho stromu:

Algoritmus 8.1 Konstrukcia rozhodovacieho stromu
KonstruujRS(tréningovd mnozina S, minPodiel € [0,1])
ak minPodiel objektov z S patri do triedy y; € C
potom vytvor listovy uzol zaradzujict objekty do y;;
inak
pre kazdy atribut A

pre kaZdé rozdelenie hodnot a € A
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ohodnot kvalitu rozdelenia;
vykonaj najlepsie rozdelenie;
veniknid mnoziny Sy, Sa, ..., Sp;
KonstruujRS(S,, minPodiel);
KonstruujRS(Sy, minPodiel);

KonstruujRS(S,, minPodiel).

Ak sa pozrieme na konkrétne implementécie tohto vseobecného algoritmu
zistime, ze algoritmus ID3, ktorého autorom je Quinlan, vyuziva entro-
piu a od nej odvodeny informacny zisk ako kritérium delenia rozhodo-
vacieho stromu. Quinlan navrhol aj algoritmus C4.5, ktory je vylepSenym
a doplnenym algoritmom ID3, vyuziva entropiu a od nej odvodeny po-
merovy informacny zisk. Algoritmus CART vyuziva Giniho index.

8.3 Preucenie rozhodovacieho stromu a jeho pre-
rezavanie

Preucenie (tzv. overfitting) rozhodovacieho stromu znamena, ze rozho-
dovaci strom klasifikuje spravne priklady v tréningovej tidajovej sade, ale
pri klasifikacii prikladov z testovacej idajovej sady poskytuje nespravne
vysledky:.

Po vytvoreni rozhodovacieho stromu moézu byt niektoré vetvy ovplyvnené
anomaliami v tréningovej sade idajov z dovodu extrémnych hodnot alebo
chybnych udajov. Metédy prerezavania rozhodovacich stromov
slizia na rieSenie takychto situdcii. Zvycajne sa pouzivaju Statistické
met6dy na odstrdnenie tych najmenej spolahlivych vetiev stromu. Ore-
zané stromy majui tendenciu byt jednoduchsie, a teda aj lahsie interpre-
tovatelné.

Existuju dva zakladné pristupy k prerezavaniu rozhodovacich stromov:

e prerezdvanie pocas generovania rozhodovacieho stromu (tzv. pre-
pruning),

e prerezavanie po vygenerovani rozhodovacieho stromu (tzv. postp-
runing),

Pri prvom pristupe sa rozhodovaci strom prerezava predcasnym zasta-
venim jeho konstrukcie (napriklad rozhodnutim nedelit d’alej podmnozinu
tréningovych n-tic v .danom uzle. Po zastaveni sa uzol stane listom.
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Prikladom v liste priradime triedu, ktora zodpoveda najcastejsej hodnote
medzi podmnozinou n-tic alebo na zaklade rozdelenia pravdepodobnosti
tychto n-tic do jednotlivych tried.

Na posudenie spravnosti rozdelenia v uzle pouzivame pri konstrukcii
rozhodovacieho stromu miery vyberu atribuitov, akymi su napriklad in-
formacny zisk, Giniho index, $tatistickd vyznamnost a iné miery. Ak
pri rozdelovani prikladov v uzle by vzniklo rozdelenie, ktorého kvalita
klesne pod vopred stanovenu hranicu, rozdelenie danej podmnoziny za-
stavime. Niekedy je vSak ndro¢né uréit primerantd hranicu, teda vhodny
prah pre zastavenie delenia. Vysoké prahy mozu mat za nésledok prilis
zjednoduSené stromy, zatial ¢o nizke prahové hodnoty by mohli viest
k velmi malému zjednoduseniu.

Druhym a beznejsim pristupom je prerezavanie po vygenerovani rozhodo-
vacieho stromu, pri ktorom sa odstranuji podstromy z tiplne vytvoreného
rozhodovacieho stromu. Podstrom v danom uzle sa orezava odstranenim
jeho vetiev a jeho nahradenim listom. Prikladom v liste je priradena
trieda, ktord je najcastejsia v prislusnom podstrome.

Na zvySovanie presnosti klasifikacie s pouzitim rozhodovacich stromov
sa pouziva aj metoda tzv. baggingu, pri ktorej sa postupne vytvara
urcity pocet rozhodovacich stromov (odporica sa velky pocet), pricom
ich vytvdranie je nezdvislé (moze byt realizované paralelne). Kazdy roz-
hodovaci strom sa tak vytvara nad inou ndhodnou vzorkou prikladov
z tréningovej mnoziny. Ndhoda sa zapdja aj do vyberu vysvetlujiicej pre-
mennej pri kazdom deleni, pricom sa nevyberd zo vSetkych premennych,
ale len z mensej ndhodne vybranej podmnoziny premennych. Vysledna
klasifikacia sa ziska takym sposobom, Ze sa vytvoria vSetky rozhodo-
vacie stromy, pricom trieda pre konkrétny priklad sa uréi ako modus
zo vSetkych tried, ktoré boli pridelené danému prikladu v ramci vsetkych
vygenerovanych rozhodovacich stromov. V takomto pripade hovorime
o tzv. ndhodnych lesoch. Je mozné matematicky ukdzat, ze zvySovanim
poctu rozhodovacich stromov nedochédza k preuceniu, teda je vhodné vy-
tvorit ¢o najviac rozhodovacich stromov, pokial to dovoluje vypoctovy
vykon. Praktické skisenosti z mnohych oblasti ukazujui, ze nahodné lesy
dokdzali mnohokrét vyraznym sposobom zvysit presnost klasifikdcie v po-
rovnani s jednym rozhodovacim stromom.

Dalsfm sposobom zvysovania presnosti klasifikdcie pri pouziti rozhodo-
vacich stromov je metdda tzv. boostingu. Na rozdiel od nahodnych lesov
pri boostingu nevytvarame jednotlivé rozhodovacie stromy nezavisle, ale
postupne ich budujeme tak, aby kazdy d’als{ rozhodovaci strom ¢o najviac
prispel k znizovaniu chyby klasifikdcie pomocou doteraz vytvorenych roz-
hodovacich stromov. Pri velkom poé¢te rozhodovacich stromov alebo pri
nevhodnej velkosti rozhodovacich stromov moze dojst k preuceniu, preto
je pri tejto metdde narocnejsia inicializacia vstupnych hyperparametrov.
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Kapitola 9

Zhlukovanie

Zhlukovanie (zhlukové analyza, klastering) je metéda, ktorej cielom je zo-
skupovanie mnoziny navzajom podobnych objektov do tried, tzv. zhlukov.

Zhluk je mnozina navzajom podobnych objektov, ktoré sa od objektov nepat-
riacich do zhluku odlisuji. Podobnost objektov popisujeme na zéklade hodnot
ich atribtitov vzhladom na pouzité metrické miery (tzv. metriky).

Aj klasifikicia je metédou, ktord rozdeluje mnozinu objektov do tried alebo
skupin, ale pri zhlukovani nie st cielové triedy vopred dané, oznacenie cielovych
tried vopred nepozname. Klasifikdcia vyzaduje poznaf oznacenia cielovych
tried pre objekty v tréningovej mnozine, na zaklade ¢oho sa vybuduje kla-
sifikdtor na modelovanie kazdej skupiny. Zhlukovanie predstavuje v podstate
opacny proces. Najprv rozdelime mnozinu objektov do skupin na zdklade ich
podobnosti a nasledne priradime oznacenie pre relativne maly pocet zhlukov,
ktoré takymto sposobom vzniknt.

Zhlukovanie ma dolezité postavenie v strojovom uceni, rozpozndvani vzorov,
analyze obrazu, dolovani udajov, bioinformatike a inych odvetviach.

Jednotlivé algoritmy zhlukovania sa lisia sposobom hladania zhlukov, efekti-
vitou vyhladdvania a obsahom jednotlivych zhlukov. MéZeme uvazovat:

e klasicky pristup: kazdy objekt patri do ur¢itého zhluku, alebo do neho
nepatri,

e fuzzy pristup: kazdy objekt patri do kazdého zhluku s ur¢itym stupriom
prislusnosti.

Vo vieobecnosti, rozlisujeme niekolko typov technik zhlukovania:

e segmentacné metody,
e hierarchické metddy,

e metddy zalozené na hustote,
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e metddy zalozené na mriezke,

e metddy zalozené na modeloch.

V nasledujucich castiach si predstavime niektoré priklady tychto metod.

9.1 Typy udajov pri zhlukovani

Predpokladajme, ze mnozina tdajov obsahuje n objektov, ktoré mézu repre-
zentovat osoby, krajiny, dokumenty a iné priklady. Pri zhlukovan{ najcastejsie
pouzivame udajové struktiry matice idajov (Struktira typu objekt-atribut)
a matice podobnosti, resp. odliSnosti (Struktira typu objekt-objekt).

Matica uidajov X je matica v tvare n X p, pomocou ktorej je mozné repre-

zentovat hodnoty n objektov {o1,09,...,0,} v p atribitoch {a1,az, ..., ap}:
T ... T1o... Tip
Til .. Tij o ... Tip (9.1)
Tn1 T Tnp

Matica podobnosti, resp. odliSnosti reprezentuje vztahy medzi dvojicami
objektov pre vietkych n objektov. Struktira je vo forme matice typu n x n,
pricom hodnota d;; reprezentuje zisteni mieru podobnosti, resp. odliSnosti
medzi objektmii a j prei € {1,2,...,n}al e {1,2,...,n}:

V matici podobnosti alebo matici odlisnosti plati d(i,l) = d(l,i) pre i €
{1,2,...,n}al e {1,2,...,n}. Z matice idajov je mozné vytvorit maticu po-
dobnosti, resp. maticu odlisnosti podla podmienok pouzitého algoritmu zhlu-
kovania.

V pripade intervalovych premennych (napriklad vyska osoby, hmotnost osoby,
teplota) pouzivame Standardizaciu hodnoét atributu.
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Pri standardizacii transformujeme hodnoty daného atribitu na hodnoty bez
jednotiek (bez ohladu na to, & meriame v metroch alebo palcoch). Napriklad
pre atribit a;, j € {1,2,...,p} je postup nasledujici:

1. Nech x4, x2j, ..., 2y, si hodnoty vsetkych objektov v atribite a; pre j €

1,2,... . Nech m,; je aritmeticky priemer hodnot v atribite a; pre
{1,2,...,p i ¥ p j P

j€{1,2,...,p}. Potom priemernu absolitnu odchylku Sq; Vypocitame:

Sa.: (|a:1j—mj\+]:n2j—mj|—|—...+]mnj—mj]).

i = n
2. Z-skoére (standardizované skére) vypocitame ako:

T — s

by = 4 J
8j

prei € {1,2,...n}aj € {1,2,...,p}. Z-skére moze byt uzitoéne pouzité

na detekciu anomalii v mnozine idajov.

Po standardizacii idajov alebo v pripade moznosti aj bez nej nasleduje vytvo-
renie matice odlisnosti, resp. matice podobnosti.

Odlisnost, resp. podobnost medzi objektmi, ktoré si vyjadrené intervalovymi
premennymi definujeme ako vzdialenost medzi objektmi. PouZiva sa napriklad
Euklidovska vzdialenost

d(’i, l) = \/(:L'ﬂ — .%‘11)2 + (ZL‘iQ — $l2)2 + ...+ (:L‘ip — :L'lQp),
pricom z;; a xj; predstavuje hodnoty objektov o; a o; v atribite a; pre ¢ €
{1,2,...,n},le{1,2,....,n} aje{l,2,...,p}
Vo veobecnosti, kazdému atribitu moZeme priradif vahu.

Nech {wi,ws,...,wp} st vahy jednotlivych atribitov pre j € {1,2,...,p}.
V takom pripade mozeme vyjadrit vazenti Euklidovskd vzdialenost na-
sledujicim sposobom:

d(i, k) = \/w1(33z'1 —ap1)? + wa(wi2 — 212)? + .. A+ wp(@ip — 77,

pricom z;; a xj; predstavuje hodnoty objektov o; a o; v atribite a; pre ¢ €
{1,2,...,n},le{1,2,....,n}aje{l,2,...,p}.

Inym prikladom vzdialenostnej metriky je Manhattansk4 vzdialenost, ktord
je definovana nasledujicim spésobom:
d(i,7) = |Ti1 — x| + |22 — 22| + ...+ |23 — 23],

pricom z;; a xj; predstavuje hodnoty objektov o; a o; v atribite a; pre i €
{1,2,...,n},1€{1,2,...,n}aje{l,2,...,p}.

Minkowského vzdialenost je zovseobecnenim Euklidovej vzdialenosti alebo
Manhattanskej vzdialenosti. Je definovand takymto spoésobom:
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1

m
d(i,j) = <|$z‘1 —an|™ + |z —xp|™ .+ Ty — ﬂczp\m) ;

pricom m je prirodzené cislo vécsie ako nula, x;; a xp; predstavuje hodnoty
objektov 0; a oy v atribite a; pre i € {1,2,...,n}, k € {1,2,...,n} a j €
{1,2,...,p}. Takéto vzdialenost sa oznacuje aj ako L,, norma, L, predstavuje
Manhattanski vzdialenost, Lo predstavuje Euklidovski vzdialenost.

V pripade bindrnych atribiitov mézeme pouzit tabulku pocetnosti, v ktorej
budeme pre kazdi dvojicu objektov reprezentovat, v kolkych pripadoch sa
hodnoty ich atribtitov zhoduji. Podobny princip mézeme zvolit aj pri kate-
goridlnych premennych s roznym poc¢tom hodnot. Pri ordindlnych premennych
mozeme navyse reprezentovat poradie hodnét atribitov a maticu podobnosti
generovat na zaklade zachovavania, resp. nezachovavania poradia hodnot me-
dzi dvojicou objektov.

9.2 Segmentacné metdédy zhlukovania

Tieto metédy zhlukovania st zalozené na vytvoreni vopred znameho poctu
zhlukov, pricom kazdy zhluk musi obsahovat asponi jeden objekt a kazdy objekt
mus{ patrit prave do jedného zhluku. V niektorych fuzzy algoritmoch moze
byt druhd podmienka zjemnend. Tieto metédy zhlukovania st zalozené na
iterat{vnom pristupe, pricom nasim cielom je zlepsit zhlukovanie postupnym
presivanim objektov medzi zhlukmi.

Najzndmejsimi a najpouzivanejsimi segmenta¢nymi metédami zhlukovania je
k-means zhlukovanie, zhlukovanie k-medoidov a ich rozne varianty.

Nech X je matica udajov reprezentujica hodnoty n objektov {01, 02,...,0,}
v p atribitoch {a1,aq,...,apy}, napriklad z;; vyjadruje hodnotu objektu o;
v atribite a; pre ¢ € {1,2,...,n} a j € {1,2,...,p}. Nech k je pocet zhlukov
(k <mn).

Metéda k-means zhlukovania ma nasledujici postup:

1. Néhodne vyberieme k objektov, kazdy z nich reprezentuje tzv. centrum
zhluku, ktoré oznac¢ime C1,Cy, ..., Cy.

2. Kazdy objekt priradime do zhluku, ktory mu je najpodobnejsi vzhladom
na vzdialenost medzi objektom a centrom zhluku.

3. Ak je kazdy objekt priradeny k nejakému zhluku, vypoc¢itame nové centréd
zhlukov tak, Ze vzdialenost medzi vSetkymi objektmi zhluku a novym
centrom zhluku bude minimalizovana, spriemerovana. Napriklad ak bu-
deme uvazovat v 2-rozmernom priestore zhluk s dvoma objektmi o1, 0,
tak centrum zhluku C; bude nadobiidat hodnoty

T11 + 221 T12 + T22

ICi1 = 9 a rci2 = 9
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4. Ak po prepocitani centier zhlukov nastala zmena aspon v jednom centre
zhluku, pokracujeme krokom 2.

Na urcenie toho, ¢i vytvorené zhluky st kompaktné a kvalitne oddelené, m6zeme
pouzit kritérium Stvorcovej chyby:

k
bE= Z( Z lzn — zoa? + |ee — o 4 2 — IL‘Cip\Q),

i=1 \o,€C;

pricom [ oznacuje indexy objektov patriacich do zhluku C; prei € {1,2,...,k}.
Cim je hodnota kritéria stvorcovej chyby mensia, tym st zhluky kompaktnejsie
a kvalitnejsie oddelené.

Algoritmus pre k-means zhlukovanie moéZeme vo vseobecnosti zapisat nasle-
dovne:

Algoritmus 9.1 K-means zhlukovanie

Nech X je matica idajov, ktord reprezentuje hodnoty n objektov {01, 09, ...,0n}
v p atribitoch {ai,ag,...,ap}. Nech k je pocet zhlukov, k < n.

begin
ndhodne vyber k objektov z mnoziny objektov {01, 09,...,0n};

vybrané objekty oznac za centrd zhlukov C; pre i € {1,2,...,k};

repeat
pre kazdy objekt {01, 09, ...,0,} ndjdi najblizsie centrum zhluku C; pre
i€{1,2,...,k};
pre kazdé centrum zhluku Cy, i € {1,2,...,k}
aktualizuj xc,1, ..., oy tak, aby vzdialenost od objektov zhluku bola
minimdlna;
until centrd zhlukov C;, i € {1,2,...,k} su po aktualizdcii nezmenené;

end

Metéda k-means zhlukovania moze byt pouzitd len v pripade, Ze je definované
centrum zhluku pomocou priemernych hodnot. To nie je mozné v pripade
kategoridlnych premennych. Potreba vopred urcit pocet zhlukov moéze byt
tiez nevyhodou. Existuje niekolko d'alsich varidnt tejto metédy, ktoré sa lisia
v spOsobe vyberu pociatoénych zhlukov, vypoéte podobnosti medzi objektmi,
a v sposobe aktualizacie centier zhlukov.

Metdéda k-means je citliva na extrémne hodnoty, kedZe pouzivame aritmetické
priemery a kritérium Stvorcovej chyby. Tieto nevyhody mozu byt odstrdnené
pouzitim metédy zhlukovania k-medoidov, ktoru si predstavime v nasledujiicej
Casti.
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Metéda k-medoidov zhlukovania pouziva namiesto vypoctu priemernych
hodnot pri aktualizacii centier zhlukov ako centra zhlukov samotné objekty
z matice udajov. Konkrétne za centrum zhluku vyberieme objekt, ktory je
k stredu zhluku najblizSie. Rozdelenie objektov do prislusnych zhlukov je
zalozené na principe minimalizacie sti¢tu odliSnosti medzi objektmi a centrami
zhlukov.

Kritérium absoldtnej chyby pri tejto metdde je definované

k
EZZ( Z [z — zcal + |z — zoel + ... + ‘l’lp—xcipo,

i=1 \o;eC;:

pricom [ oznacuje indexy objektov patriacich do zhluku C; prei € {1,2,..., k}.

Kritérium absoltitnej chyby moéze byt pouZité na vyjadrenie tzv. ndkladovej
funkcie, ktora urcuje hodnotu, o ktoru sa zmenila absolitna chyba po na-
hradeni aktudlneho centra zhluku inym objektom. Celkova nakladova funkcia
nahradenia predstavuje sumu nakladov za vSetky objekty, ktoré nie su pri-
radené k centram zhlukov. Ak su celkové néklady zdporné (absolitna chyba
klesla), tak aktudlne centrum zhluku je nahradené prislusnym objektom. Ak si
celkové naklady pozitivne, centrum zhluku sa nemeni.

Algoritmus zhlukovania k-medoidov mozeme vo vSeobecnosti zapisat nasle-
dovne:

Algoritmus 9.2 Zhlukovanie k-medoidov

Nech X je matica idajov, ktord reprezentuje hodnoty n objektov {01, 09, ...,0p,}
v p atribitoch {a1,az,...,ap}. Nech k je pocet zhlukov, k < n.

begin
ndhodne vyber k objektov z mnoziny objektov {o01,09,...,0n};

vybrané objekty oznac za centrd zhlukov C; pre i € {1,2,...,k};

repeat
pre kazdy objekt {01, 09, ...,0,} ndjdi najblizsie centrum zhluku C; pre
ie{1,2,...,k};

vypocéitaj chybu E;
pre kazdé centrum zhluku Cj, i € {1,2,...,k}
ndhodne vyber objekt o; z mnoziny {o01,09,...,0n};
vypocitaj zmenu chyby, ak aktudlne centrum zhluku C; nahradime oy;
ak chyba klesla, nahrad’ centrum zhluku C; objektom o;
until centrd zhlukov C;, i € {1,2,...,k} si po aktualizdcii nezmenené;

end
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Metéda zhlukovania k-medoidov je robustnejsia ako metdda k-means zhlukova-
nia s ohladom na zaSumené a anomalne tidaje, pretoZe reperezentdcia pomo-
cou medoidov (reprezentujicich objektov) je menej ovplyvnend extrémnymi
hodnotami ako metdéda k-means s centrami po¢itanymi pomocou priemernych
hodnot. Spracovanie metédou k-medoidov je v8ak vypoctovo naroénejsie. Obe
metédy vyzaduji, aby pouzivatel uréil pocet zhlukov.

V pripade velkého mnozstva objektov mozeme pre vyber vhodnych medoidov
vybrat namiesto vSetkych tidajov len ich ¢ast. Na takejto myslienke st zaloZené
napriklad algoritmy CLARANS (zhlukovanie vo velkych aplikdcidch zalozené
na nghodnom vyhladdvani).

Okrem pouzitia priemeru alebo medoidu ako miery stredu zhluku, iné varianty
segmentaénych metéd vyuzivaju pri rozdeleni objektov do zhlukov median
alebo modus. Vysledkom pri takomto postupe st metédy zhlukovania k-
medidanov alebo metéda k-modusov.

9.3 Hierarchické metédy zhlukovania

Hierarchické metédy zhlukovania su zalozené na zoskupovani objektov do
stromu zhlukov. Hierarchickd dekompozicia moze byt formovand bud zdola na-
hol (aglomerativne hierarchické zhlukovanie) alebo zhora nadol (rozkladajice
hierarchické zhlukovanie). Integracia hierarchickych a segmenta¢nych metéd
zhlukovania sa ukdazala ako vhodné riesenie pri mnohych aplikaciach.

Aglomerativne hierarchické zhlukovanie je zalozené na spajani, pricom
v nultej iteracii je kazdému objektu priradeny vlastny zhluk. Tieto jednoprv-
kové zhluky st nasledne spdjané do stale vacsich zhlukov, az kym nie je splnena
podmienka ukonéenia, napriklad pocet zhlukov (v teoretickom pripade moze
nastaf situdciu, Ze po ukonéeni zhlukovania vznikne jeden zhluk, ktory bude
obsahovat vsetky objekty). VAcsina metéd hierarchického zhlukovania patri
do tejto skupiny, pricom sa lisia len v definicii a sposobe ur¢ovania podobnosti
zhlukov.

Rozkladajice hierarchické zhlukovanie je zaloZené na rozdelovani, pricom
v nultej iterdcii patria vietky objekty jednému zhluku. Tento zhluk je d'alej roz-
delovany do stale mensich zhlukov, az kym nie je splnend podmienka ukonéenia
(v teoretickom pripade moze nastat aj takd situdcia, Ze po ukonéeni zhlukova-
nia vznikni jednoprvkové zhluky). Vacsina metdd hierarchického zhlukovania
su rozkladajuce, lisia sa definiciou a spésobom urcovania podobnosti zhlukov.

Dendrogram je stromové struktira, ktord moZeme pouzit na zndzornenie
hierarchického zhlukovania. Ilustruje, akym sposobom st objekty v jednot-
livych iterdcidch spdjané, resp. rozdelované.

Nech C; a Cj st zhluky pre i € {1,2,...,k}, j € {1,2,...,k}, i # j a nech
o € Cjaod € Cj. Nech d vyjadruje funkciu vzdialenosti medzi dvoma objektmi
a funkcia d* vyjadruje funkciu vzdialenosti medzi dvoma zhlukmi.

Pri spajani, resp. rozdelovani zhlukov sa najcastejsie pouzivaji nasledujtice
miery na urcovanie vzdialenosti medzi zhlukmi:
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Vzdialenost
medzi

1. Minimd&lna vzdialenost — vzdialenost medzi dvoma objektmi z dvoch zhlukmi

roznych zhlukov, ktora je najmensia:
;in (Cl,C’j) = min{d(o, 0,) 10 € Ci,O/ € C]}

V tomto pripade hovorime o zhlukovacom algoritme najblizsich suse-
dov. Ak je navyse dand podmienka ukonéenia zhlukovania, ak vzdiale-
nost medzi najblizsimi zhlukmi presiahne uréity prah, hovorime o algo-
ritme jednoduchého spojenia. Ak si predstavime objekty ako vrcholy
v grafe a hrany, ktoré predstavuju cestu medzi vrcholmi v zhluku, po-
tom spojenie dvoch zhlukov C; a C; zodpovedd pridaniu hrany medzi
najblizsou dvojicou vrcholov v C; a Cj. Vysledny graf tvori strom —
aglomerativne hierarchické zhlukovanie, ktoré pouziva miniméalnu vzdia-
lenost, nazyvame aj algoritmus minimalnej kostry grafu.

2. Maximalna vzdialenost — vzdialenost medzi dvoma objektmi z dvoch
roznych zhlukov, ktora je najvéacsia:

*
dmax

(Ci,Cj> = max{d(o, 0,) 10 € CZ',OI S C]}

V tomto pripade hovorime o zhlukovacom algoritme najvzdialenejsich
susedov. Ak je navySe dand podmienka ukoné¢enia zhlukovania, ak vzdia-
lenost medzi najblizsimi zhlukmi presiahne uréity prah, hovorime o al-
goritme tuplného spojenia. Ak si predstavime objekty ako vrcholy
v grafe a hrany, ktoré spajaja vrcholy, tak kazdy zhluk predstavuje tplny
podgraf, teda hrany spédjaji vsetky vrcholy v zhluku. Ak s zhluky pri-
blizne rovnakej velkosti, metéda produkuje zhluky vysokej kvality.

3. Priemernd vzdialenost — priemerns vzdialenost medzi vsetkymi dvo-
jicami objektov z dvoch roznych zhlukov:

d::vcragc (Ci, CJ) = : Z Z d(o, 0/)7

n;n;
v oeC; OIEC]'

pricom n; a n; predstavuju pocet objektov v zhluku C; a C; pre i €
{1,2,...,k}, je{1,2,... k}.

4. Vzdialenost priemerov — vzdialenost medzi centrami dvoch zhlukov.

Miery minimalnej a maximalnej vzdialenosti su citlivé na extrémne hod-
noty. V takychto pripadoch je vhodné pouzivat priemernt vzdialenost
alebo vzdialenost priemerov. Kym vzdialenost priemerov m4 jednoduchy
vypocet, priemernd vzdialenost dokéZe spracovat aj kategoridlne a nu-
merické udaje.

Algoritmus aglomerativneho hierarchického zhlukovania pre jednoduché spo-
jenie mozeme vo vieobecnosti zapisat nasledovne:
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Algoritmus 9.3 Aglomerativne hierarchické zhlukovanie pre jednoduché spo-
jenie

Nech X je matica udajov, ktord reprezentuje hodnoty n objektov {o1,02,...,0p,}
v p atribitoch {a1,as,...,a,}. Nech 8 je prah spdjania zhlukov.

begin
pre kazdy objekt o;, i € {1,2,...,n} vytvor zhluk C;, i € {1,2,...,n};
k:= n;
repeat

minVzdialenost : = min {d},;, (C;,C;) 1€ {1,2,...,k},j € {1,2,...,k},
i #FJh

ak d,p1rmmin(Ci, Cj) = minVzdialenost
C; :=C; Ul ;
zmen oznacenia zhlukov na C1,Cy, ..., Cr_1;
k:=k-1;

until minVzdialenost > 0,

end

Ak v jednej iteracii dojde k spojeniu dvoch zhlukov, nasledujici krok uz pra-
cuje iba s jednym novym zhlukom, ktory uz nie je mozné znovu rozdelit. Ttito
nevyhodu je mozné odstranit pouzitim kombinovanych metéd zhlukovania.

9.4 Metdody zhlukovania zalozené na hustote

Metody zhlukovania zalozené na hustote definuji zhluk ako maximélnu mnozinu
husto spojenych objektov. Tato metdda si vyzaduje pouzitie nasledujicich poj-
mov:

e c-okolie objektu je okolie objektu s polomerom e¢.

e Vnitorny objekt je objekt, ktorého e-okolie obsahuje aspon m objek-
tov.

e Objekt o je priamo dosiahnutelny vzhladom na hustotu z objektu
o', ak o je v e-okoli o' a o je vniitornym objektom.

e Objekt o je dosiahnutelny vzhladom na hustotu z objektu o' pre
dané € a m, ak existuje postupnost objektov o1, 09, ..., 0; takd, Ze 0 = o
a 0 = o, pricom o0;;1 je priamo dosiahnutelny vzhladom na hustotu
z objektu o; pre ¢ € {1,2,...,t}, € am.

e Objekt o je husto spojeny s objektom o s ohladom na ¢ a m, ak
existuje objekt o* taky, Ze o a o’ st dosiahnutelné vzhladom na hustotu
s ohladom na € a m.
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Iba vntitorné objekty si navzajom dosiahnutelné vzhladom na hustotu. Husté
spojenie je symetricka relacia. Zhluk zalozeny na hustote je mnozina husto
spojenych objektov, ktoré si maximélne z pohladu dosiahnutelnosti vzhladom
na hustotu.

Algoritmus zhlukovania zaloZeny na hustote mézeme vo vieobecnosti zapisat
nasledovne:

Algoritmus 9.4 Algoritmus zhlukovania zaloZeny na hustote

Nech X je matica udajov, ktord reprezentuje hodnoty n objektov {01, 02, ...,0p,}
v p atribitoch {ay,as,...,a,}. Nech € je okolie objektov a m je minimdlny
pocet objektov v € okoli vnitorného objektu.

begin

pre kazdy objekt o;, i € {1,2,...,n}:
m;:= pocet objektov v e-okoli objektu o0;;
ak m; > m:
vytvor novy zhluk s vnutornym objektom o;;
repeat
pre kaZdy vnutorny objekt o;
pridaj do zhluku C; vsetky priamo dosiahnutelné objekty o z 0;;
until Ziaden objekt o nie je pridany do niektorého zhluku;

end

Vhodnym zvolenim okolia € a minimalneho poc¢tu objektov v okoli vnitorného
bodu m, je mozné pomocou metdéd zhlukovania zaloZenych na hustote ndjst
tvary zhlukov, ktoré st odlisné od tvarov zhlukov generovanych segmentacnymi
a hierarchickymi metéd. Prezentovany algoritmus je mozné najst v literatire aj
pod ndzvom DBSCAN (Density Based Spatial Clustering of Applications with
Noise). Vyhodou algoritmu je aj schopnost pracovat so zasumenymi tidajmi.
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9.5 Poziadavky na zhlukovanie

Potencidlne aplikacie zhlukovania v praxi si vyzadujui Specidlne poziadavky.
Napriklad v oblasti strojové ucenia a dolovania tidajov méZeme uvazovat:

e Schopnost pracovat s réznym typom atributov: Mnoho algorit-
mov je navrhnutych na zhlukovanie objektov s numerickymi atributmi.
Aplikécie mozu vyzadovat vytvaranie zhlukov aj pre iné typy tdajov,
akymi su napriklad bindrne, kategorické (nomindlne) a ordindlne idaje,
alebo kombindcia tychto typov adajov.

o Skalovatelnost: Vicsina algoritmov zhlukovania ma dobré vysledky
na malych mnozindch tidajov s niekolkymi stovkami objektov. Velk4 da-
tabdza moze obsahovat miliény objektov. Zhlukovanie na vzorke daného
velkého stiboru tdajov tak moze viest k skreslenym vysledkom. Je po-
trebné teda vyuzivat vysoko skdlovatelné algoritmy zhlukovania.

e Znalost aplika¢nej domény na uréenie vstupnych parametrov:
Niektoré algoritmy zhlukovania vyzaduju, aby pouzivatelia zadali urcité
vstupné parametre zhlukovania (napriklad pocet pozadovanych zhlu-
kov). Vysledky zhlukovania mozu byt citlivé na vstupné parametre. Pa-
rametre je casto fazké urcit, najmé pre mnoziny idajov obsahujice vy-
sokodimenziondlne objekty.

e Najdenie zhlukov I'ubovolného tvaru: Viacero algoritmov zhluko-
vania je zalozenych na euklidovskych alebo manhattanskych mierach.
Metddy s meranim vzdialenosti maji tendenciu néjst zhluky s podob-
nou velkostou a hustotou. Zhluk vSak moze mat akykolvek tvar, preto
je vhodné poznat aj algoritmy na detekciu zhlukov Iubovolného tvaru.

e Schopnost prace so zaSumenymi tidajmi: Databézy v redlnom svete
obsahuje anomélne hodnoty alebo chybajice, nezname, ¢i chybné udaje.
Niektoré algoritmy zhlukovania st na tieto idaje citlivé a mozu viest
k zoskupeniam nizkej kvality.

¢ Dimenzionalita tidajov: Databdza alebo datovy sklad mo6ze obsaho-
vat niekolko dimenzii. Mnoho algoritmov je vhodnych pri spracovavani
nizkodimenzionélnych idajov, ktoré obsahuji dva az tri rozmery. Ludské
o¢i dokazu posudit kvalitu zhlukovania az do troch dimenzii. Hladanie
zhlukov pre objekty vo vysoko rozmernom priestore je ndro¢né, pripadne
takychto objektov moze byt malo a vysledok moze byt skresleny.

e Zhlukovanie zaloZzené na obmedzeniach: Je mozné, ze aplikacie
v realnom svete budi musiet vykonat zhlukovanie vzhladom na rozne ob-
medzenia. Napriklad, ak dlohou je vyber vhodnych miest pre dany pocet
novych bankomatov v meste, pri rieseni mozeme zoskupovat domdcnosti
vzhladom na rieky, dialni¢né siete, typ a pocet zakaznikov pre jeden
zhluk. N4jst skupiny s poZzadovanym spravanim v zhlukoch, ktoré vyho-
vuji tymto obmedzeniam, moze byt naroénou ilohou.
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e Interpretovatelnost a pouzitelnost: Pouzivatelia ocakdvaju, Ze ich
zhluky budd interpretovatelné, zrozumitelné a a pouzitelné. To znamen4,
7e vytvdranie zhlukov bude potrebné spijat s konkrétnym vyznamom
interpretacie a aplikacie.

e Prirastkové zhlukovanie, &i necitlivost na poradie vstupnych
tidajov: Niektoré zhlukovacie algoritmy nemézu obsahovat novo-vlozené
udaje (t. j. aktualizaciu databézy) do existujicich vyslekov. Je potrebné
pouzit nové zhlukovanie od zaciatku. Niektoré algoritmy zhlukovania st
citlivé na poradie vstupnych tdajov. Vzhladom na vstupnd mnoZinu
objektov moze takyto algoritmus ur¢if rozne zoskupenia v zdvislosti
od poradia prezentdcie vstupnych objektov. Je dolezité zaoberat sa aj
prirastkovymi algoritmami zhlukovania a algoritmami, ktoré s necitlivé
na poradie vstupu.
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Kapitola 10

Bayesovsky pristup ku
strojovému uceniu

10.1 Uvod

e Pridanie sumu do d4t umoziuje dosiahnut lepsie vysledky v predikcii.

e Sme schopni kvantifikovat neurcitost, ktord je pritomnd v odhadoch
nasich parametrov, a z toho vyplyvajicej predikcie.

¢ Od idey, Ze méame neurcitost v odhadoch nasich parametrov, je len krok
k uvazovaniu danych parametrov ako ndhodnych premennych.

e Bayesovské metddy sa tu stavaji velmi dolezitymi. Urobime tivod do ich
pouzitia podla [6].

10.2 Hra Hod mincou

Idete cez trh a narazite na stanok, kde sa zakaznici zicastniuja hry Hod mincou.
Pravidla hry su jednoduché:

o Zakaznik hadze mincou 10 krat

e Ak padne hlava 6x alebo menej krat, zdkaznik dostdva naspdt dvojnasobok
vlozenych penazi (1 EUR stavka). Inak zdkaznik o peniaze pride.

Ijvahy o mozZnosti vyhrat:

Predpokladajme, Ze pravdepodobnost, Ze padne hlava je r. Potom, pravdepo-
dobnost, Ze hlava padne y krat z N hodov, je

PY =y) = <N

y>ry(1 — )Ny (10.1)

Pre P(Y < 6) dostavame
P(Y <6)=1-P(Y > 6) = 1—(P(Y = )+P(Y = 8)+P(Y = 9)+P(Y = 10))
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Binomicka funkeia hustoty, N=10, =0.5 Binomicka funkeia hustoty, N=10, =09

Obr. 10.1: Prvy panel predstavuje funkciu hustoty, ak minca je spravodliva,
t. j. r = 0.5, druhy panel predstavuje pripad, ked’ viac pad4 hlava, t. j. r = 0.9
(pri 10 hodoch).

=1—(0.1172 4+ 0.0439 + 0.0098 + 0.001) = 0.8281

¢o vyzerd celkom zaujimavo. Je mozné tiez vypoéitat ocakdvand finanéntd

sumu z hry. Ocakdvand hodnota funkcie f(X) ndhodnej premennej X je pocitana

P {f(X)} =) f(2)P(x)

suma je cez vSetky mozné hodnoty ndhodnej premennej X.

Nech X bude ndhodna premennd, ktorda nadobida hodnotu 1 pri vyhre (padne
hlava 6 a menej krét) a 0 inak: P(X =1) = P(Y <6).

Ak X =1, je to vyhra a zdkaznik dostava 2 EUR, teda f(1) = 2. Ak prehra,
nedostéva ni¢, teda f(0) = 0.

Ocakavany zisk je

FOP(X =1)+ f(O)P(X =0) =2 P(Y <6)+ 0% P(Y >6) = 1.6562

Teda v priemere vyhrava 1.6562-1=0.6562 centov na hre.

Zd4 sa, 7e hrat je OK. Ale je v tom hécik. V skutoc¢nosti vyhier nie je az tak
vela. Dalsfm problémovym parametrom v hre moze byt r.

Pozorovanie
Mozno predpoklady podliehajiice vypoctom si nespravne. Ide o nasledujice:

e Pocet hldv moze byt modelovany ako ndhodné premennd s binomickym
rozdelenim a pravdepodobnost, Ze padne hlava v lubovolnom hode je r.

e Minca je spravodlivd - pravdepodobnost oboch stran je r = 0.5.

Mohli by sme r uvazovat ako parameter a pouzit ho pri fitovani dat.

Uvahy o
postupnosti
76 hodov



Su traja Tudia, ktori hraji tito hru. Predpokladajme, Ze prvy hri¢ dostane
postupnost: H, O, H, H, H, H, H, H, H, H.

Je mozné vypocitat maximalnu hodnotu vierohodnosti (likelihood) na zéklade
binomického rozdelenia pre r takto:

N

P(Y = y|r,N) = <y

>ry(1 — )Ny (10.2)

Zlogaritmovanim

L =log(P(Y =y|r,N)) =log <];f> +ylogr + (N —y)log(1 —7r) (10.3)

Zderivujeme podla r

- Z _ =0
or T 1—7r
-
N

Ak y=9a N = 10 dostdvame r = 0.9 a P(Y < 6) = 0.0128.

Ocakdvany zisk 2+ P(Y <6)+ 0= P(Y > 6) = 0.0256,0.0256 — 1 = —0.9744
na jednu hru. Teda strata 97 centov.

P(Y < 6) = 0.0128 znamend, Ze len jeden zdkaznik zo 100 vyhrd. Toto by
mohlo odradit d’alsich hracov.

10.3 Bayesovsky pristup k hre

10.3.1 Bayesova veta - vSeobecny tvar

Predpokladajme, ze ndhodné javy B;,1 <1 < k si navzdjom nezavislé javy a
v kazdom pokuse nastava prave jeden z nich, takze sticet ich pravdepodobnosti
jerovny 1,t. j. S8 P(B) =1

Ak pozname podmienené pravdepodobnosti P(A|B;) javu A pri podmienke
B; pre vsetky i a apridrne pravdepodobnosti javov P(B;), potom je mozné
pravdepodobnost javu P(Bj|A) vypocitat podla Bayesovho vzorca:

P(A[Bj) * P(Bj) _  P(A|B;)  P(Bj)

P(B;|A) = =
(Bil4) P(A) Soi ) P(A|B;) = P(B;)

(10.4)

Bj|A) je posteriérna pravdepodobnost javu Bj;

P(
P(A|Bj) je doveryhodnost javu Bj;
P(B,) je apriérna pravdepodobnost javu Bj;

S°% | P(A|B;) * P(B;) je marginalna pravdepodobnost dat.
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V pripade spojitych hodndét premennych pravdepodobost je nahradend fun-
kciou hustoty pravdepodobnosti. Potom pre hypotézu B; dostdvame

f(A[Bj) « f(B;) _  f(A|B)) = f(Bj)
P(A) Is, F(A|B;) x f(B;) dB;

f(B;lA) = (10.5)

f(Bj|A) je posteriérna hustota pravdepodobnosti pre Bj;

f(A|Bj) je doveryhodnost hypotézy Bj;

e f(Bj) je apriérna hustota pravdepodobnosti pre Bj;

/ 5, [(A|B;) = f(B;) dB; je margindlna pravdepodobnost dat.

10.3.2 Bayesova veta v hre s mincou

Hodnoty pravdepodobnosti r (ze padne hlava) sa menia v ¢ase a mohli by sme
sa na nu divat ako na ndhodntd premennt R.

Nezavisle od dfiky postupnosti hodov vidy bude nejakd neuréitost v r - bu-
deme ju brat ako nadhodnii premenni s asociovanym rozdelenim. Toto ndm
pomodze merat a porozumiet tiito neurcitost.

Nech Yy je ndhodnd premenna vyjadrujica pocet padnutych hlav v N hodoch.
Chceme poznat pravdepodobnostné rozdelenie pre r podmienené hodnotami
Y, teda p(rlyn).

Pri danom rozdeleni bude mozné vypoéitat oéakdvani pravdepodobnost vyhry
tak, ze vezmeme ocakdvania P (Y0, < 6|r) vzhladom na p(r|yy):

P(Ynov < 6’yN) = /P(Ynov < 6|7“)p(7“|yN)d7",

kde Y., je ndhodnd premennd opisujica pocet padnutych hldv v budicej
mnozine desiatich hodov.

Podla Bayesovho pravidla dostaneme:

P(yn|r)p(r)
P(yn
p(yn|r) — pravdepodobnostné rozdelenie nad poc¢tom hldv v N nezavislych

hodoch za predpokladu, Ze pravdepodobnost, Ze padne hlava v jednom hode,
jer.

p(rlyn) =

Priklad: Binomické rozdelenie pravdepodobnosti a déveryhodnost:

10.3.3 Pravdepodobnost vs. déveryhodnost (likelihood)

e Binomické rozdelenie pravdepodobnosti je diskrétne (11 moznych expe-
rimentédlnych vysledkov podla poc¢tu hodenych hlav).

e Doveryhodnost je spojitd, parameter r nadobtida hodnoty medzi 0 a 1.
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Obr. 10.2: Pri férovej minci a 7 tispesnych hodoch z 10.

e Pravdepodobnosti v prvom paneli davaju sucet 1.

e Doveryhodnost po zintegrovani bude menej ako 1.

Déveryhodnost (likelihood), vyznam P(yy|r) - ako je doveryhodné, Ze by
sme mohli pozorovat nase ddta (yy) pri urcitej hodnote r (nds model).

V naSom pripade to je binomické rozdelenie. Tato hodnota bude vysoka, ak
r by mohlo nadobudnif dosiahnutelny vysledok yy a nizka, ak je vysledok
velmi nepravdepodobny.

Dva scenare pre rozne nastavenia N a yy

Fpravdepodobnost ply, | ako funkcia r

03f

0251

02

0161

01p

00sF

n L . L L h . .
o 10 20 a0 40 50 B0 70 6o a0 100
100

Obr. 10.3: Priklad dvoch scendrov pre vyjadrenie p(yy|r) ako funkcie 7.

Dve dolezité vlastnosti doveryhodnosti:
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e Nie je to hustota pravdepodobnosti. Ak by bola, obsah plochy pod kriv-
kou by bol rovny 1.

e Uvedené dva priklady sa lisia v tom, kolko ndm povedia o r. V prvom
priklade déveryhodnost je nenulové pre velky interval pre r. V druhom
priklade je tento interval redukovany. Mame viac dat, a teda viac vieme
(presnejsie) o 7.

Apriérne rozdelenie (prior distribution), p(r) - umoziuje vyjadrit nejaku
vieru v r predtym, nez niec¢o vieme o datach.

Uvazujme nasledujice 3 pripady:

1. Nevieme ni¢ o hddzanej minci ani o vlastnikovi stanku.
2. Myslime si, ze minca je fér.

3. Myslime si, Ze minca je vytvorend tak, ze viac pada hlava.

Kazdy z tychto predpokladov vieme zakédovat inym apriérnym rozdelenim.

r moZze nadobidat hodnoty od 0 po 1, preto musi byt modelované ako spojité
nahodnd premenna.

Nevyberieme Ziadny scenar, jednoducho budeme zatial uvazovat p(r|yn).
Pre tento pripad je vhodnd beta funkcia hustoty definovand pre ndhodnu
premennd R ako:

_ T(a+p5)

T el Bl .
= Far)” 77 (106)

I' je zndma funkcia, ktord zaruci, ze rozdelenie je normalizované. Parametre
a, B > 0 riadia tvar vysledného rozdelenia.

[o.¢]
I(z) = / t*le7tdt, prex>1
0

o r=1
W B /rzo r (L =) r (10.7)
zarucuje, ze
r=1 Mro‘_l ) lgr =
[y Faay @ =

V uvedenych troch pripadoch zvolime:

e Nevieme nic: a=1,4=1
e Férova minca: o = 50,8 = 50

e Neférovd minca: a = 5,6 =1
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Margindlne rozdelenie (marginal distribution) pre yy, P(yy) — pdsobi
ako normalizujica konstanta, ktord zaruci, ze p(r|yn) je vlastne definovand
hustota. Po¢ita sa ako zdruzend hustota p(yn|r) cez r:

r=1
P(yn) = /:0 p(yn,r)dr (10.8)

¢o je mozné vyjadrit
r=1
Pow) = [ Plaxlrp(r) dr (10.9)
r=0

P(yn) je zndma ako margindlna doveryhodnost dat, yy, spriemernend cez
vSetky hodnoty parametrov.

Posteriérne rozdelenie (posterior distribution), p(r|lyn) - o toto sa
zaujimame.

Je to vysledok upravy apriérnej pravdepodobnosti p(r) vo svetle novych po-
znatkov o yn.

e Tvar rozdelenia je zaujimavy - vyjadruje kolko informdcie mame o r po
kombindcii s tym, ¢o sme vedeli predtym a ¢o sme videli (doveryhodnost).

e Je to rozdelenie, preto ndm poskytuje indikaciu o tUrovni neurcitosti,
stale mame v r informéciu o nejakych pozorovanych datach.

e Posteridrne rozdelenie je mozné pouzit na vypocet ocakdvani (vyhry).

Posteriérnu hustotu vieme pouzif na vypocet ocakivanej hodnoty. Napriklad

r=1
e (P <6} = [ P(¥io < 61r) p(rlyn)

je otakévand hodnota pravdepodobnosti, Ze vyhrame. Je potrebné bratf do
tvahy pozorované data, naSa apriérna viera a neurcitost zostéva. Treba sa
rozhodnit, ¢ budeme hrat.

10.3.4 Dvojice doveryhodnost-apriérna pravdepodobnost

Konjugované dvojice apriérna — déoveryhodnost umoziuji pouzit posteriérne
rozdelenie v rovnakom tvare ako apriérne.

Apriérna pravdepodobnost — doveryhodnost, niektoré konjugované dvojice:

o Gauss — Gauss
e Beta — Binomické
e Gamma — Gauss

e Dirichlet — Multinomial
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10.3.5 Exaktné posteriérne rozdelenie

Beta rozdelenie je vhodny vyber pre apriérnu pravdepodobnost, ak déveryhodnost

je binomické rozdelenie. Vypocitame ho presne.

Beta rozdelenie je zname ako konjugované rozdelenie k binomickej doveryhodnosti.

Pouzitie konjugovaného vztahu ulahéi vypocty.
Ak v Bayesovom vzfahu vynechdme P(yy), dostaneme

p(rlyn) o< P(yn|r)p(r)
Nahradenim vyrazov na pravej strane binomickym a beta rozd.

plrtyw) o [ )0 = Vo) (O D

_pyp _
D)’ 770 1040

PretoZe apriérne a beta rozd. st konjugované, vieme, Ze p(r|yy) mé byt beta
hustota. Beta hustota s parametrami ¢ a v a konstanou K m4 nasledujuci tvar
p(r) = Kr'= (1 =)t

Vhodnymi tpravami dostaneme
N\ I'(a+p) -1 N— B—1
plrlm) o [0 ) R B X e ey
yn) D(a)T(B)

p(rlyn) oc r#VFATH(L — p)NTuN I

p(rlyn) < t1 =) d=yn+a,y=N—yy+8
Preto

I(a+ B+ N)
Do +yn)I'(B+ N —yn)

Dostali sme posteriérnu hustotu pre r na zaklade apriérnej p(r) a dat yu.

rotUN =L )TN N (10.11)

p(rlyn) =

Pripomenme si, ako boli vypoé¢itané - s¢itanim poc¢tov hodenych hlav (y,,) do
prvého apriérneho parametra a a poc¢tov opaku mince (N — yy) do S.

Toto ndm umozni ziskat intuiciu ohladom « a (. Ak uvazujeme scendr korekt-
nej mince, zo 100 hodov je 50 hlava a 50 opak mince. Mohli by sme pouZit
a = =50,

Doslednti analyzu vSetkych scendrov je mozné néjst v [6].

Chceme tu pripomentit, Ze vo vetkych troch pripadoch dostaneme iné hodnoty
ocakévanej pravdepodobnosti pre vyhru. NaSe tvahy st potvrdené tym, ze
najvicsia pravdepodobnost je pri spravodlivej minci a najmensia, ak hlava
pada castejsie.

Dolezité je to, ze Baeysovsky pristup ndm umoziuje kombinovat pozoro-
vané data (hody mincou) s nejakymi predchadzajicimi znalostami (jeden zo
scenarov) principidlnym sposobom. Posteridrna hustota explicitne modeluje
neurcitost, ktord zostdva v r v kazdom stave a moze byt pouZzité na predikcie.

Priddvanie d'alsich idajov (hodov) meni scendr 1, lebo viac vieme o hodoch.
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10.4 Grafické modely

Graficky model je graf, v ktorom vrcholy zodpovedaji ndhodnym premennym
a orientované hrany zavislostiam medzi ndhodnymi premennymi.

Napriklad, jedna ndhodnéd premennd reprezentuje hod mincou (X) a druhd
predstavuje to, ¢o je vysledkom hodu (Y). Model je definovany pomocou pod-
mieneného rozdelenia P(Y = y|X = z). Podmienend premennd je v Sedom
vrchole a k nej smeruje orientécia hrany. Nasledujuici obr. (a). Sedy vrchol
vyjadruje pozorovanu premennu.

(@@

©® |®, B

(a) (b) (©)

Obr. 10.4: Grafické modely vyjadrujice vztahy medzi ndhodnymi pre-
mennymi, [6]

Ak si predstavime, ze hod mincou sa opakuje N-krat, mame 2N nahodnych
premennych X1,..., Xy a Y7,...,Yy. Toto zakreslime pomocou obdfinika, v
ktorom sa nachddza to, ¢o sa opakuje N-krat, na obr. (b). A je evidentné, ze
Y,, je podmienend od X,,.

Grafickd reprezentécia ndsho modelu pre hod mincou je na obr. (¢). M4 jednu
pozorovand ndhodni premennt, ktord reprezentuje pocet hodenych hlav v
N hodoch yy. Toto je podmienené nahodnou premnnou R, ktorda zavisi od
nahodnych premennych o a 5. A nakoniec a a § zdvisia od nejakych hyper-
parametrov k.

10.5 Bayesov pristup k problému predikcie rekor-
dov na OH

Ciel je predikovat vysledok na nasledujicich OH z danych dét. K tomu budeme
potrebovat’:

e definovat apriérnu pravdepodobnost a déveryhodnost

e vypocitat posteriérnu hustotu nad parametrami nasho modelu (r v pripade
mince)

e ked mame posteriérnu hustotu, vieme predikovat.
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Bayesov pristup - Model

Budeme pouzivat polynomialny model s Gaussovym Sumom:
_ 2 K 2
tn = Wo + W1Ty + WTs + - + WKT)y + €n, e ~N(0,0%).

Vo vektorovom tvare

th = WX, +en, W= [wo, ..., wg|", X, = [1, 2,22, ..., 25T,
V maticovom tvare pre vSetky dané data
_ _ T 4 T
t—XW+€, X—[Xl,XQ,...XN] ,t—[tl,tg,...,tN]

Kvoli zjednoduseniu vypoétov budeme predpokladat, Ze pozname o2.

Bayesovo pravidlo

tlw, X, 0%, A)p(w|A)  p(t|w, X, 0%)p(w|A)
t X 2 A _ p( ) ) ) — 9 9
p(wlt, X, 0% &) P(tX, 0%, A) P(t[X. 0%, A)

kde A predstavuje parametre potrebné pri definovani apriérnej pravdepodob-
nosti pre w (uvedieme neskor).

@
bl

1
()

Obr. 10.5: Graficky model pre Bayesov pristup - rekordy na OH, [6].

10.5.1 Bayesov pristup k predikcii rekordov

Potrebujeme uréit

e apriérnu pravdepodobnost — p(w|A)

Budeme pouzivat Gaussovu apriérnu hustotu so zvolenymi parametrami,
ktoré oznacime pg, g

p(W|ILL0, 20) = N(#Oa 20)

e doveryhodnost — p(t|w, X, 0?)
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OH - Vysledky v behu muzov na 100 metrov

15t

Dosiahnuty éas [sek]
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.

©
o

15
Poradové ¢islo OH

Obr. 10.6: Vysledky v behu muzov na 100 m na OH

N4s model je t = Xw + ¢, kde € ~ N(0,0%Iy). Teda
p(tlw, X, 0?) = N (Xw, 0°1,,)
N-dimenzionélna Gaussova hustota s priemerom Xw a varianciou oIy

e posteriérnu pravdepodobnost Pretoze vieme, Ze posteriérna pravde-
podobnost bude Gaussova, zatial si nebudeme §fmat marginilnu prav-
depodobnost, preto

p(wt, X, 0?) o p(t|w, X, o) p(w]| o, o) (10.12)

) <2w>N/21|021|1/2 cap(—5(t = Xow)" (01! (£ = X))

Tiez tu pouzijeme Gaussovo rozdelenie

p(w[t, X, 0%) = N (iw, ) (10.13)

o exp(—%(w — piw) TELH W — pw)

a na zaklade Gprav a porovnania ((10.12) a ([10.13]) dostaneme

p(W‘t,X,J2> :N(MW7EW) (1014)
1
Sw = (5X'X+35hH)7 (10.15)
g
1
[ = zw(ﬁth + 35 o) (10.16)

10.5.2 Pripad linearneho modelu ¢, = wg + w2,

Predpokladajme, ze ¢asy x,, v behu na 100 m muzov na OH su zndzornené na
obrazku [10.6]

Vstupy st teda x,, = [1,2,]7. Predpokladdme, Ze redlne ni¢ nevieme o tom,
ako vybrat parametre, tak zvolime pg = [0, 0]7. Pre kovarianciu zvolime 3¢ =
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15 20 25 30

Obr. 10.7: Situdcia po spracovani prvého bodu.

((100, 0),(0,5)),0% = 10, pretoze sme uz videli odhad pre wp, ktory bol vA&si
ako pre w;.

Na zéklade vzfahov (10.14), (10.15) a (10.16) pre 0> = 10 a prvy bod dat
X = [1,0], T = 12 vieme vypocitat posteriérne rozdelenie. Jeden bod nam
nie¢o povie o hodnote wy, ale takmer ni¢ o hodnote w;. Vieme vygenerovat
nejaké priamky, ale tie st od déat velmi vzdialené, vidime to na obrazku m

Ak vezmeme 9 bodov, situdcia je lepsia tak, ako je to na obrazku .... Vsetky
body ndm daju vysledky zndzornené na obrézku [10.8]

Pocet bodov 9 Pocet bodov 9
0.5 12.5
N S W M 7
| Cervena-apribma, Glerna-posteriama ® Daa )
0 T Posteridrny priemer
12le Ziskane priamky
\
\
03 \
0.z 154
0.1 ]
oo
S
R g
B
0.1 5108
0. S
-0.2 10
-0.3
9.5
0.4
05 a .
0 10 20 30
W Poradové ¢islo OH

Obr. 10.8: Apriérna a posteriérna pravdepodobnost po 9 OH

Pri pouziti vSetkych bodov dostaneme vysledky znézornené na obréazku [10.9]
V obrazkoch a pozorujeme, Ze posteriérna pravdepodobnost sa stala

viac kondenzovand, ¢o znamend, ze mame viac poznatkov pre w. Pozorujeme
napriklad, ze ked zvySime wg, musime znizit wy. V apriérnej pravdepodobnosti
sme predpokladali, Ze si nezavislé.
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Obr. 10.9: Apriérna a posteriérna pravdepodobnost po 27 OH

V obrazku pozorujeme este dost velku variabilitu, ¢o je sposobené tym,
7e 02 = 2. Zmensenim o je mozné docielif mensiu variabilitu pre wy a wy.

10.5.3 Ako urobit predikciu

Ak zvolime o2 = 0.05, dostaneme vysledky znazornené na obrazku [10.10

Poéet bodov 27 Pocet bodov 27
05 A W W N S VS 125
<=—=> Cervena-aprioma, Ciema-posterioma | ® Daa
04 — 0 sle MY priemer
Ziskané priamky
12te
0.3
02 11.5
0.1 9
0
G
-~ =
B ]
E
£
01 =
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5 9
9 10 1 12 13 0 5 10 15 20 25 30

W, Poradoveé ¢islo OH

Obr. 10.10: Apriérna a posteriérna pravdepodobnost po 27 OH

Predpokladame nové pozorovanie t,qye, teda nas zaujima hustota

p(tnove|xnoveaxat,0'2)- (10.17)

Vyraz neobsahuje w, ale naSe ocakavania si zamerané na posteriérnu pravde-
podobnost p(wlt, X, 02). Potrebujeme vypocitat
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P(tnove|Xnove, X, t, 02) = Ep(w|t7x702){p(tnove|xnove, X, 0'2)} (10.18)
= /p(tnove’Xnovey X, 02)p(W|t, X, 0'2) dw.

P(tnove|Xnove, X, 02) je v nasom modeli definované ako stéin Xpove a W s pri-
danim nejakého gausssovského Sumu.

p(tnove‘xnovea X, 02) = N(Xnoveva 0'2)'

Guassovo rozdelenie s = 9.6, sig= 0.0065, amp= 1

0.9

0.8

07

0.6

0.5

0.4

0.3

02

0.1

Obr. 10.11: Predikcia na 28 OH

Vysledok teda ocakdvame v tvare Gaussovej funkcie. Teda

p(tnove ’Xnovea X, t, J2) = N(Xg‘ove,uw’ 02 + Xg‘ovezwxnove)

Pre situéciu na obrazku [0.10] dostdvame

P(tnove|Xnove, X, t, 0%) = N(9.6484, 0.0065)

Prediktivne rozdelenie je na obrazku [I0.11} Najviac o¢dvany je cas 9.65, ale je
nenulové pravdepodobnost aj horsich ¢asov.

Priklad 2-
dimensionalnej
(z—2)%  (y—yo)? Gaussovej
f(z,y) = Aexp <— ( 202 + 202 . funkcie:

Koeficient A je amplituda, (z,,y,) je centrum.
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10.5.4 Ulohy

1. Odvodili sme pre vyraz pre Gaussovu posteriérnu pravdepodobnost pre
linedrny model (rekordy na OH). Ak dosadime za po = [0,0,...,0],
vidime uréitti podobnost priemerom posteriérnej pravdepodobnosti

1,1

szﬁ(

XX + 3o ) 1XTt (10.19)
02 02

regularizovanym rieSenim pomocou metédy najmensich Stvorcov
W = (XTX + NAI)71XTt (10.20)

N3jdite kovarianéni maticu g, ktora urobf tieto vyrazy identickymi, t.
j- Yo pomocou A.

2. V priklade OH analyzujte efekt redukcie o2.
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