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Shrnuti

Tato bakaléfska prace se zabyva hleddnim pfibliZnych palindromti v dlouhych fetézcich
pomoci GPU. V prvni kapitole je popsany vyznam palindromii v biologii. Ve druhé kapitole
je popsand CUDA. Ve tieti kapitole je vysvétleny algoritmus na hledani pfibliznych palin-
dromfi, ktery je vytvofeny pomoci metody dynamického programovéani. Ve ¢tvrté kapitole
je odvozeny fadici algoritmus, ktery je pouZity pro sefazeni palindromii podle délky. V
posledni kapitole je porovnéni rychlosti algoritmt na CPU a GPU.
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Kapitola 1

Uvod

Nositelem genetické informace v Zivych burikach jsou molekuly DNA, které se typicky
vyskytuji jako Sroubovice sloZend z dvou vldken nukleotid. V DNA se vyskytuji ¢tyfi
rizné nukleové baze. Tyto ¢tyfi baze se déli na dvé purinové a dvé pyrimidinové baze.
Purinové baze jsou adenin (A) a guanin (G). Pyrimidinové béze jsou thymin (T) a cytosin
(C). Vazbu tvoii pouze adenin s thyminem (A-T) a guanin s cytosinem (C-G). Lidska DNA
je obsaZena v kazdé burice v jadru a obsahuje pfiblizné tfi miliardy vazebnych part. DNA
slouZi k uchovani informaci o proteinech. [1] Tato informace je soustfedénd do genti, kde
o podobé proteinu rozhoduje posloupnost nukleotidi. DNA na délku méfi piiblizné dva
metry. Zvlastni kombinace nukleotidt v DNA mtiZzou také vytvéfet jiné struktury nebo
plnit jiné funkce. Typickym piikladem je pomérné casty vyskyt palindromickych sekvenci.
Palindrom v DNA mfiZe byt textovy, ve kterém jsou béze na jedné Sroubovici zrcadlové
symetrické kolem néjakého stfedu, nebo miize byt komplementérni, ve kterém béze na jedné
Sroubovici jsou komplementarni kolem néjakého stfedu. Textovy palindrom je napiiklad
ACGTAATGCA a komplementarni palindrom je napiiklad ACGTATACGT.

Na tvod popisu nékteré procesy, kterymi informace uloZena v DNA musi projit predtim,
neZ vznikne protein. Déale uvedu piiklady, ve kterych maji palindromy v DNA biologicky
vyznam.

K vytvareni proteinti slouzi RNA, kterd vznikne z DNA pfi procesu pfepis, pfi kterém se
zkopiruje ¢ast DNA (gen) do makro-molekuly RNA. Pfi tomto procesu musi dojit k rozpojeni
dvojsroubovice DNA, zkopirovani informace a opétovnému spojeni dvojsSroubovice DNA.
RNA obsahuje stejné nukleotidy jako gen v DNA. Vyjimka je pouze thymin(T), ktery je
nahrazeny uracilem(U). Nasledné RNA opusti jadro buriky a kolem ni se sestavi biologicky
stroj (ribozom), ktery vytvoii protein podle informace, které je obsaZzend v RNA. Ribozom
stavi protein z aminokyselin, které p¥inasi molekuly tRNA. Zkratka tRNA znamena transfer
RNA. Pro kaZdou aminokyselinu existuje vice tRNA, ale kazd4 tRNA mtiZe pfenaset pouze
jednuaminokyselinu. Aminokyselin je dvacet. Ribozom ¢te najednou tfi znaky z RNA a podle
nich vybere spravnou aminokyselinu, kterou pfipoji do rostouciho proteinového fetézce.
Ribozomy vyrabéji vsechny proteiny. ZaleZi pouze na RNA, ktery protein vznikne. [2] [3]

V prostoru vypada molekula tRNA jako pismeno L a obvykle ji tvofi 74 az 95 nukleotidti.
MozZny rozpoznéavaci znak pro tRNA v DNA je ten, Ze v DNA po sobé néasleduje nékolik
komplementarnich palindromt s malymi mezerami. P¥i hleddni téchto palindrom® musime
vzit v ivahu smycky, které vzniknou diky ohnutim v tRNA. [4]

V kazdé bunce nemtizou byt potfad aktivni vSechny geny, které jsou obsaZené v DNA.
K jejich regulaci slouzi urcité proteiny, které se vazou na DNA. Regula¢ni proteiny maji
schopnost najit urcitou ¢ast v sekvenci DNA a pfipojit se k ni. Mnoho pfipojnych mist ma
strukturu palindromu, protoZe se na né vazi proteiny, které jsou symetrické.

DNA miuize vytvéfet i jiné struktury nez dvojsroubovice, ve kterych hraji diilezitou tilohu
palindromy. Tyto struktury jsou k#iZovd DNA a triplex DNA. [5]
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Vodikové mistky z ¢asti dvojsroubovic se musi rozpadnout, aby se mohl vytvofit kii-
zovy tvar kiizové DNA. Pro toto usporfadani musi byt v DNA komplementarni palindrom.
Ve smycce vzdy budou tfi az ¢tyfi nesparované baze, coz ma za nasledek mensi stabilitu to-
hoto uspofadani. Prozatim je znamych pouze nékolik biologickych vyznami kiizové DNA,
ale komplementarni palindromy v linedrnim uspofadéni hraji dileZitou roli jako vazebna
mista pro dymetrické proteiny. K¥izovd DNA je spojovana s misty, ve kterych DNA zaciné
kopirovani sebe sama. [5]

K vytvoreni struktury triplex DNA je zapottebi tfi vldken nukleovych bazi. Frank Ka-
menetskii a spolupracovnici ukézali, Ze DNA musi obsahovat komplementarni palindrom,
aby mohlo dojit k vytvofeni triplex DNA. K vytvofeni triplex DNA jsou zapotfebi jesté
dalsi podminky. Lidskd& DNA ma4 potencidl k vytvoreni téchto struktur a tyto oblasti jsou
béZné spojované s regula¢nimi oblastmi genti. Triplex DNA moZna muZe také pracovat jako
ukoncovaci znacka pfi kopirovani DNA. [5]

V burikéch se také vyvinul postup, ktery ni¢i invazni viry pomoci enzymf, které rozieZou
cizi DNA na ur¢ité pozici. Domaci DNA je chranénd jinym enzymem béhem tohoto procesu.
Tyto enzymy jsou nyni pouzivané v laboratofich k praci s DNA. Také toto misto fezu ma
asto strukturu palindromu. [6]

Palindromy tak plni vice biologickych funkci a jsou v zdjmu molekularnich biologt.
V soucasné dobé jsou piectené sekvence nukleotidi v genomech rtiznych organismi a je
potiebné vyhledavat palindromy v téchto datech. V dobé psani prace neexistovala GPU
implementace pro hledani palindromt, ale existovala implementace pro hledani optimélniho
zarovnani. [12]]. Cilem této prace bylo vytvofit takovou implementaci.



Kapitola 2

CUDA

CUDA je model paralelniho programovani, hardwarova architektura a poskytuje knihovny
a programovaci jazyk pro vyvoj aplikaci. CUDA je zkratka z Compute Unified Device Ar-
chitecture a byla vyvinuta spole¢nosti NVIDIAEI CUDA byla navrzend, aby zjednodusila
vytvareni programt pro GPU a pouZiv4 imperativni programovaci jazyk C s rozsifenimi,
ktera dovoluji nastavovat konfiguraci, kopirovat pamét, synchronizovat a spoustét vypocty
na GPU. Architektura CUDA bude v budoucnosti podporovat i jiné programovaci jazyky.
Napftiklad C++, OpenCL, Fortran, DirectX Compute, . . .. Ve vyvoji je i neoficidlni programo-
vaci jazyk Obsidian. Obsidian je rozsifeni funkciondlniho programovaciho jazyka Haskell.
Obsidian by mél zjednodusit programatorovi rozhodnuti, do které paméti v pamétovém
modelu umistit data. Model rozliSuje dva druhy paralelismti. Jemnozrnny a hrubozrnny.
Tento model je vhodny jenom pro problémy, které se daji rozdélit na mensi podproblémy,
které jsou vzajemné nezavislé. Toto je hrubozrnny paralelismus. Jemnozrnny paralelismus
znamend, Ze ¢asti podproblému miizou byt vzdjemné zavislé. Vyhodou rozdéleni na jemno-
zrnny a hrubozrnny paralelismus je, Ze dovoluje vytvéafet programy, které dokazi vyuzit
prosttedky praveé instalované GPU. Jednou zkompilovany program je spustitelny na GPU s
libovolnym poctem multiprocesorti a ¢asti vypoctu se rozloZi na vSechny pifitomné multi-
procesory. GPU m& mnohem vétsi vypocetni vykon nez CPU z velké ¢asti diky tomu, Ze u
zapisovatelnych paméti nemé vyrovnavaci pamét’. Nepfitomnost vyrovnavaci paméti uvol-
nuje misto pro daldi vypocetni jednotky, ale zvySuje naroky na programétora, ktery musi
diikladné promyslet pamétovy model svého programu. Pro vypocet na GPU jsou nejvhod-
né&js$i problémy, které maji vysoky pomér mezi aritmetickou sloZitosti a po¢tem ptistupt do
zapisovatelné paméti. Doba téchto pfistupti je zamaskované planovacem, ktery mtZze béhem
doby, které je potfebnd pro zapséani, nebo pfecteni dat ze zapisovatelné paméti, zpracovavat
jiny podproblém.

2.1 Hardware

GPU, kterd podporuje béh CUDA programti, obsahuje sadu SIMT multiprocesorii a rtizné
druhy paméti. Kazdy SIMT multiprocesor obsahuje osm vypocetnich jednotek, které prova-
déji v kazdém kroku stejnou instrukci, sdilenou pamét, sadu registrti, vyrovnavaci pamét’
konstantni paméti, kterd je umisténa v globalni paméti (konstantni pamét) a vyrovnavaci
pamét’texturové paméti, ktera je také umisténa v globalni paméti (texturovd). Kazdy multi-
procesor provadi vypocet po ddvkach 32 vldken, protoZe zpracovani instrukce je rozdélené
do ¢tyf fazi. Davkam se ¥ika warps. Ozna&eni half~warp je bud’ vrchni, nebo spodni polovina
warpu. Vlakna, ktera tvoii jeden warp, zacinaji vypocet v programu na stejném misté, ale
muiZou se pii vétveni programu rozejit rozdilnymi vétvemi. Vypocetni jednotka neprovadi

vvvvv
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Obréazek 2.1: CUDA architektura

zadnou operaci, jestliZe pravé provadéna instrukce na multiprocesoru neodpovida instrukci,
kterou ma vlakno provadét. Nejlépe je multiprocesor vyuzity, kdyZ cely warp provadi po
celou dobu béhu stejnou instrukci. Multiprocesor postupné provede vSechny vétve, jestlize
vlakna ve warpu postupuji rozdilnymi vétvemi po né&jaké podmince. Za koncem podminé-
nym vétvenim nemusi probihat synchronizace vlédken, protoZze multiprocesor bude pokra-
¢ovat spoleénym kédem, az budou vSechny rozdilné vétve provedené. SIMT architektura je
podobéa SIMD architektufe v tom, Ze vice vypocetnich jednotek provadi jednu instrukci, ale
je rozdilna v tom, Ze u SIMD architektury musi programétor osetfovat podminéné vétveni.
Kazdé vlakno mé tedy pridéleny vlastni ¢ita¢ instrukci a muiZe byt provadéné nezavisle na
ostatnich vlaknech. Pfi kontrole spravnosti navrhovaného algoritmu programator nemusi
brat brat v ttvahu architekturu SIMT a postupovat stejné jako pfi kontrole sériového kédu,
ale nevyuZije v8ech osmi vypocetnich jednotek na multiprocesoru.

Misto ¢ekani na vystaveni hodnoty z globalni paméti mfize multiprocesor pfepnout
aktualni warp za jiny. Pocet aktivnich warpti na jednom multiprocesoru z4visi na mnoZzstvi
sdilené paméti a poctu registrii, které warpy pottebuji pro sviij béh. Pocet a pofadi zapisu
je nedefinovany, jestlize vice neatomickych instrukci zapisuje na stejné pamétové misto
ve stejny ¢as. Jedna instrukce ale vzdy uspéje. Potfadi zapisi je nedefinovany, jestlize vice
atomickych instrukci zapisuje na stejné misto ve stejny cas, ale zapisy se provedou vzdy
v8echny. Na obrazku 2.1)je zndzornéné architektura CUDA grafickych karet.

2.2 Programovaci model

CUDA rozsiteni jazyka C dovoluje spoustét stejnou funkci paralelné. Oznaceni této funkce
je kernel. Kazdé vzniklé vlakno muZe za béhu zjistit svoji identifikaci, aby kazdé vlakno
mohlo vykonévat program na jinych datech. Ve zdrojovém koédu je funkce, kterd je kernel,
definovana pomoci __global__ a jeji navratovy typ je vzdy void. V kernelu je mozné volat
funkci, kterd je definovana pomoci __device__, ale tato funkce nesmi byt rekurzivni. Pocet
vlaken N, které budou provadét kernel, je uréeny pomoci Spicatych zdvorek <<< ... >>>.
Na obrazku [2.2)je ptiklad programu.



2. CUDA

_-global__ void f(void) {
}

int main(void) {
f<<<l, N>>>();
return 0;

Obrézek 2.2: pfiklad programu v syntaxi CUDA C

MFizka

| Blok[0,0] | [ Blok[1,0] |
‘Vlékno [0,01‘ ‘Vlékno [1,0]‘ ‘Vlékno [2,01‘ ‘Vlékno [0,01‘ ‘Vlékno [1,0]‘ ‘Vlékno [2,0]‘
‘Vlékno [0,1]‘ ‘Vlékno [1,2]‘ ‘Vlékno [2,2]‘ ‘Vlékno [0,1]‘ ‘Vlékno [1,2]‘ ‘Vlékno [2,2]‘
| Blok[0, 1] | | Blok 1, 1] |
‘Vlékno [0,01‘ ‘Vlékno [1,0]‘ ‘Vlékno [2,01‘ ‘Vlékno [0,01‘ ‘Vlékno [1,0]‘ ‘Vlékno [2,0]‘
[viakno [0,1] [Viakno [12)] [viakno 2,21 | | [viakno[0,1]| [vizkno [12)] [viakno 2.2]|

Obrazek 2.3: pfiklad hierarchie vldken s dvojrozmérnou mfizkou i dvojrozmérnymi bloky

2.2.1 Hierarchie vldken

Programator musi rozdélit vldkna do blokt. Tyto bloky musi byt navzdjem vypocetné ne-
zavislé a musi byt moZné je zpracovavat v libovolném pofadi, aby byl mozny hrubozrnny
paralelismus. Rozdéleni na bloky neodpovidd poc¢tu multiprocesorti na GPU, ale spise od-
povida struktufe dat. Pocet blokti by mél vyznamné pievySovat pocet multiprocesort, aby
kazdy multiprocesor mohl zpracovavat blok, ktery je pfipraveny na zpracovani. Blok nemusi
byt pfipraveny na vypocet, jestlize ¢eka na vystaveni hodnoty z globalni paméti. Multipro-
cesor si blok rozdéli na mensi ¢asti (warpy) a v jeden urcity okamzik multiprocesor paralelné
zpracovava pouze jeden warp. Vnitini logickd struktura bloku miuiZze byt jednorozmérna,
dvojrozmérnd, nebo trojrozmérnd. Struktura bloku odpovidé typu problému. Naptiklad u
nasobeni matic je pfirozené mit pro kaZdou vyslednou hodnotu jedno vlakno a strukturu
bloku zvolit dvojrozmérnou. Identifikace vldkna je potom stejna jako identifikace vysledné
hodnoty;, jejiz pozice v matici je urcend ¢islem fadku a sloupce. Bloky jsou ¢asti logické struk-
tury miizka (grid), ktera mize byt jednorozmérnd, nebo dvojrozmérna. Na obrazku [2.3|je
zobrazeny pfiklad hierarchie vlaken.

Ke spolupréci vldken je zapotfebi synchronizace. Vldkna v bloku se synchronizuji pomoci
funkce __syncthreads(), ktera se chova jako bariéra. VSechna vldkna v bloku musi dosahnout
tohoto bodu, neZ mtizou dal pokrac¢ovat. Multiprocesor implementuje __syncthreads() pomoci
jedné instrukce. Synchronizace vlaken je velice rychla, jestlize Zddné vldkno nemusi ¢ekat na
z&dné jiné vlakno. Synchronizace vldken také zptlisobi, Ze veskeré zapisy do sdilené paméti a
globalni paméti budou spravné viditelné ostatnim vlakntim v bloku. Synchronizace vlaken
je povolena v podminéném vétveni, ale v8echna vldkna musi jit stejnou vétvi, protoze jinak
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dojde k uvaznuti. V prvni vétvi by vladkna ¢ekala na bariéfe na vlakna, ktera ¢ekaji na bariéte
v druhé vétvi na vldkna z prvni vétve.

2.2.2 Typy paméti

CUDA architektura obsahuje vice druhti paméti, které se lisi maximalni velikosti, dobou
pfistupu, zapisovatelnosti a jestli maji vyrovnavaci pamét. Kazdé vlakno mé vlastni lokalni
pamét; kterd je ale také fyzicky umisténa v globalni paméti. Lokalni pamét'neni lokélni ve
smyslu, Ze je umisténd na multiprocesoru, ale Ze patfi jednomu vlaknu. Vldkna v jednom
bloku maji pfistup do sdilené paméti. Sdilena pamét’je rozdélena do Sestnacti ¢asti (banks).
Do ¢&ésti ¢ patfi adresy (addr), pro které plati Viﬁj mod 16 = i. Pozadavky do rtiznych ¢ésti
jsou obslouzené paralelné. P¥istupy vldken do sdilené paméti musi byt obslouzené postupné,
jestlize pfistupuji na adresy, které patii do stejné ¢asti. Programator musi pfi ndvrhu kernelu
minimalizovat tyto konflikty, protoZe zptisobuji ztratu vykonu. Velikost sdilené paméti je
pouze 16KB, coZ mtiZe byt velké omezeni, protoZe tato pamét’'vétSinou slouzi i jako ndhrada
za vyrovnavaci pamét’ globalni paméti. Kazdé vlakno ma pristup do globéalni paméti, ktera
ma velkou odezvu. Pro pfistup ke globédlni paméti musi vldkna dodrzovat nékterd omezeni,
aby vyuzila dostupnou propustnost sbérnice. P¥istup do globalni paméti mtiZze byt spole¢ny
pouze pro vladkna z jedné poloviny warpu. Pfistup do globalni paméti je jenom jeden, jestliZe
vSechna vldkna, ktera patii do jedné poloviny warpu, pfistupuji na adresy, které patti do
stejného segmentu. Tato podminka je postacujici pro GPU s vypocetnimi schopnostmi od
verze 1.2. Velikost segmentu je rizna pro proménné, které maji rozdilny pocet bitti. Velikost
segmentu je

) 32 Bajtty, jestlize vlakna pfistupuji k 8-bitové proménné.
o 64 Bajtt, jestlize vldkna pfistupuji k 16-bitové proménné.
. 128 Bajtd, jestlize vlakna ptistupuji k 32-bitové, nebo 64-bitové proménné.

Konstantni pamét’ ma vyrovnavaci pamét’a ¢teni z vyrovnavaci paméti je piiblizné stejné
jako ¢teni z registru, jestlize vSechna vldkna z jedné poloviny warpu ¢tou ze stejné adresy.
Podle n4dzvu je zfejmé, Ze tento typ paméti je uréeny pouze pro ¢teni. Texturova pamét’'mé
také vyrovnavaci pamét. Hodnoty, ktery jsou uloZené ve vyrovnavaci paméti, jsou pribézné
aktualizované podle dvojrozmérné prostorové lokality. Do vyrovnavaci paméti se ukladaji
hodnoty z adres, které jsou blizké adresam, z kterych byly nedavno vystavené hodnoty.

Registry jsou nejrychlejsi pamét) ale je jich malo. Pfi nedostatku registrt mtize ptekla-
da¢ umistit proménnou do lokalni paméti. V tabulce [2.1) jsou zobrazené hlavni vlastnosti
jednotlivych typti paméti.

Typ paméti: lokalni | sdilena | globalni | konstantni | texturova registry
Rychlost: pomaléd | rychld | pomala | pomala pomala rychla
MnoZstvi: velké malé velké malé stfedné velké | velmi malé
Vyrovnévaci p.: X X

Zapisovatelna: X X X X

Tabulka 2.1: Typy paméti
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2.2.3 Rozhrani

Programétor mtZe pro ovladani GPU pouzit dvé rizna rozhrani. Nizkotroviiové (driver
API), nebo vysokotroviiové (runtime API) a musi pouZzivat pouze jedno. Vysokotroviiové
rozhrani je postavené na nizkotroviiovém a je také jednodussi. Jeho hlavni vyhoda je, Ze
program napsany s vyuzitim tohoto rozhrani se mtZze prelozit a spoustét na CPU pomoci
emulétoru. Pro kazdé vldkno v kernelu emulator vytvoii jedno vldkno, které pobéZi na
CPU. Kazdé takto vytvofené vlakno dostane automaticky 256KB velky zasobnik. Emulétor
je vhodny pouze pro testovani s malym poctem vldken, protoZe uz 4096 vlaken spottebuje
1GB operaéni paméti. Kernel mtiZze obsahovat funkce pro vypis na obrazovku nebo do
souboru, jestlize je kod prelozeny tak, aby byl spustény pomoci emuldtoru. Bezchybny
béh programu pomoci emuldtoru nezarucuje bezchybny béh na GPU, protoZe problémy
soubéhu se ¢astéji projevi pii vétsim poctu paralelné zpracovavanych vlaken, na GPU existuje
vice typti paméti, globalni pamét’ GPU je jind nez globalni pamét’ systému a operace s
hodnotami, které maji plovouci desetinnou ¢arku, maji vétSinou mensi pfesnost na GPU.
Vyhoda nizkotiroviiového rozhrani je, Ze je nezavislé na programovaci jazyce. S jednou
GPU mtiZe najednou pracovat vice systémovych procesti, ale jeden proces mtiZe najednou
pracovat pouze s jednou GPU. Programator musi vytvofit zvlastni vlakno pro kazdou GPU,
kterou bude pouzivat k vypoctim.



Kapitola 3

Hledani palindromi

Palindrom p je fetézec znak, ktery se Cte zepfedu i zezadu stejné. Plati tedy p = w - v/,
jestlize fetézec obsahuje sudy pocet znaki, nebo p = w - ¢ - v/, jestlize fetézec obsahuje lichy
pocet znakti, kde v’ = x,_1 - Tp_2 - - 20 @ x; je i-ty znak Fetézce w. Obtizngjsi je hledat
pfiblizné palindromy ve kterych mtizou byt chyby. Za chybu se povaZzuje, jestlize znaky na
odpovidajicich si mistech v fetézcich w a w’ jsou rtizné, nebo jeden z nich je v paru s mezerou.
Tento problém se mtZe fesit algoritmem dynamického programovani.

3.1 Dynamické programovani

Pojem dynamické programovani poprvé pouzil v 50. letech 20. stoleti matematik Richard Bell-
man. D4 se pouzit pokud feSeni problému v sobé obsahuje feSeni podproblémt. Dynamické
programovani se nékdy nazyva memorovani, protoze algoritmus si uklada jednou vypoci-
tané vysledky, aby je mohl v budoucnu znovu pouZit a nemusel je znovu pocitat. Mnoho
problému, které se fesi dynamickym programovéanim, obsahuje navic hodnotici funkci. V
takovém piipadé algoritmus hledd maximum, nebo minimum této funkce.

Algoritmus dynamického programovani se sklada ze ¢tyt ¢asti:

. Rekurzivni definice hodnotici funkce.
. Pamét’pro zapamatovani skére jiZz vypocitanych podprobléma.
o Postup vypliiovani paméti odspodu nahoru.

J Postup zpétného dohledéni cesty, ktera dava optimalni feSeni.

Jenom nékteré hodnotici funkce jsou vhodné k tomuto pristupu. Hodnotici funkce musi
dovolovat, aby se feSeni dalo rozdélit na nezéavisle feSené ¢asti a aby optimalni feSeni pro-
blému obsahovalo optimélni feSeni nékterého z podproblémfi. Jednoduchy piiklad vyuZiti
dynamického programovani bez hodnotici funkce a zpétné dohledani cesty je algoritmus na
nalezeni Fibbonacciho &isla.

3.1.1 Fibonaccioho ¢isla
Definice Fibonacciho ¢isla je:
Fib(0) = 0

Fib(1) = 1
Fib(z) = Fib(x — 1)+ Fib(z — 2)
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Obrazek 3.1: postup vylepseného algoritmu na vypocet Fibbonaciho ¢isla pomoci dynamic-
kého programovani

Rekurzivni algoritmus, ktery je pfimym prepisem definice Fibonacciho ¢isla je kratky a
elegantni, ale je neefektivni, protoZe jeho ¢asové sloZitost je exponencialni. Rekurzivni algo-
ritmus:

int Fib(int x) {

if (x == 0)
return O0;
if (x == 1)

return 1;
return Fib(x — 1) + Fib(x — 2);

Z definice plyne, Ze algoritmu staci pro vypocet Fibonacciho ¢isla z ¢isla o znat vSechna
Fibonacciho ¢isla pfirozenych cisel mensich nez x. Algoritmus nebude muset pfepocitavat
jednou vypocitané Fibonacciho ¢&isla, jestlize si je zapamatuje. Néasledujici algoritmus bude
vypliiovat pole inicializované na nuly hodnotami, které jsou Fibonacciho ¢isla indexti prvki
pole. Hodnota prvku pole nula znamend, Ze tato hodnota jesté neni vypocitana. Algoritmus
bude postupovat od mensich ¢isel k vétsim a kazdou novou vypocitanou hodnotu uloZi na
ptislusné misto do pole mem. Vylepseny algoritmus pomoci dynamického programovani mé
line4rni ¢asovou slozitost. Obrazek [3.1]ilustruje postup algoritmu pro z = 7.

int Fib(int x) {
if (mem[x] != 0)
return mem[x];

if (x == 0)
return 0;
if (x == 1)

return 1;
mem[x] = Fib(x — 1) + Fib(x — 2);
return mem[x |;

3.2 Algoritmus hleddni palindrom pomoci dynamického programovani

Algoritmus mé na vstupu fetézec s a na vystupu minimélni skére pro vSechny podfetézce
vstupniho fetézce, které je potfeba na zarovnani do palindromu a dostatek informaci pro
konstrukei tohoto zarovnani. Jako prvni je popsany cisté rekurzivni algoritmus na hledéni
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s][s] ] [p] [p] 1]
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Obréazek 3.2: palindrom z fetézce mississippi

palindromti a nasledné je rozsifeny pomoci dynamického programovéni, protoZe mé vyso-
kou ¢asovou narocnost a najde pouze skére a zarovnani pro cely fetézec.

3.2.1 Rekurzivni algoritmus, rekurzivni definice

Algoritmus mé na vstupu fetézec s a na vystupu nejmensi mozné skére. Palindrom nalezeny
timto algoritmem obsahuje vSechny znaky, které jsou ve vstupnim fetézci. Ve vSech moZnych
palindromech vytvofenych z fetézce s mé kazdy znak za partnera bud’ jiny znak fetézce s,
nebo specidlni znak zastupujici mezeru. Znaky se zpracovavaji podle pofadi jaké maji v
s. Algoritmus postupné ubird znaky z obou konct fetézce a hleda feSeni pro jednodussi
podproblémy. Algoritmus ma na vybér pfi zpracovani fetézce s ze ¢tyf moznosti.

o Prvni a posledni znak v fetézci s budou v paru a dale se bude zpracovavat fetézec o
prvni a posledni znak kratsi (novy s).

) Prvni znak v fetézci s bude v paru s mezerou a dale se bude zpracovavat fetézec o
prvni znak kratsi (novy s).

o Posledni znak v fetézci s bude v paru s mezerou a dale se bude zpracovavat fetézec o
posledni znak kratsi (novy s).

. Retézec s bude prazdny. Nebude uz dal zanofovat.

Algoritmus "hada’ zarovnani fetézce do palindromu, zkousi vSechny moZnosti. Touto rekurzi
vznikne strom s pevnym vétvenim tfi. V tomto stromu urcité existuje cesta, kterd popisuje
optimalni zarovnani fetézce do palindromu. Skére palindromu je pocet dvojic, které ne-
obsahuji stejny znak. Skére palindromu tedy odpovida poctu chyb. Algoritmus musi pfi
vynofovéni zpét ke kofeni mit néjakou hodnotici funkci S, podle které bude rozhodovat,
ktera cesta popisuje feSeni s nejmensi chybou. Algoritmus si bude vybirat cestu s nejmensim
skore. Rekurzivni definice funkce, ktera pocita skore palindromu:

S(i—i—l,j—l)—l—o‘(l’i,ll?j) 0. =z =,
S(i,j) =min{ S(i+1,5)+1 U(ffiw’ﬂj):{f xl.;;f
S(ij—1) +1 S

Kde i, j znadi pozici v fetézci s a x;, x; odpovidajici znak. S(i, j) oznacuje skére podfetézec
fetézce s, ktery za¢ind na pozici i a koné¢i na pozici j. Skére S(i, j) je nulové pro podie-
tézce, které obsahuji pouze jeden znak, jestlize se tedy ¢ = j. Skore S(i, j) je také nulové pro
prazdné podfetézce, jestlize tedy ¢ > j. Algoritmus vypocitd spravnou minimélni chybu,
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Obrézek 3.3: mala ¢ast rekurze

ktera je potfebna pro zarovnéni fetézce s do ptiblizného palindromu, protoze vypocet skore
je ¢isté aditivni. MoZn4 obét’algoritmu vybranim neminimalniho skére by se nikdy nevrétila
v niz$ich zanofenich rekurze diky aditivnosti hodnotici funkce. Tento algoritmus je vhodny
jenom pro malé fetézce, protoze patii do ¢asové slozitostni tiidy 6(2") B kde n je délka
fetézce s. Tento algoritmus je exponencialni. VSeobecné se ma zato, Ze prakticky pouZitelné
algoritmy maji polynomickou ¢asovou slozitost, proto tento algoritmus neni prakticky po-
uzitelny. Prostorovou slozitosti patii do tfidy #(n). Algoritmu sta¢i mit uloZené zarovnani
do palindromu s nejmensi dosud nalezenou chybou. Pfi nalezeni zarovnani s mensi chybou,
nez mél dosud uloZenou, pfepiSe ptivodni zarovnani novym. Nevyhoda tohoto postupu je,
Ze po skonceni algoritmu bude k dispozici pouze nejlepsi zarovnéni fetézce do palindromu.
Vyhodnéjsi by bylo znét i ostatni usporadéani fetézce do palindromu, ale to uz se v linedrnim
prostoru nedé udélat.

3.2.2 Matice pro zapamatovani skdre jizZ vypocitanych podproblému

Z definice hodnotici funkce plyne, Ze pocet rtiznych skére miZze byt maximalné n2. Z toho
poctu navic pfiblizné polovina nema zadny smysl. S(i,j) nema smysl, jestlize i > j + 1.
Takovéa hodnota by znamenala, Ze zacatek podietézce leZi za koncem podietézce ve vstupnim
fetézci s.

V exponencidlnim rekurzivnim algoritmem se mnoho vypocth skére provadi zbyte¢né.
Algoritmus by byl o hodné efektivnéjsi, kdyby mél moZznost zjisti, jestli uz nékdy pocital skore
pro podfetézec dany i a j. Vhodnd datova struktura pro vyhleddvéani podle dvou indexti je
dvojrozmérna matice. V matici index i ozna¢uje fadek a j oznaluje sloupec. Radky se &isluji
od spodniho k vrchnimu a sloupce od levého k pravému. Smér &islovani je zvoleny tak,
aby oblast pod antidiagonalou oznacovala hodnoty S(3, j), které algoritmus bude ukladat a

1. zéaklad pro tento algoritmus je dokonce 3
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opakované pouzivat. Lepsi datovou strukturu pro tento problém nelze najit, protoZe piistup
k prvku S(i, j) se znalosti i a j bude trvat jenom konstantni ¢as. Tato matice je hlavni rozdil
mezi obycejnou rekurzi a dynamickym programovanim.

S(i, j) oznacuje skoére prazdného fetézce, jestlize i = j + 1 a S(i, j) oznacuje skére pod-
fetézce, ktery ma jenom jeden znak, jestlize i = j. Dlisledkem je, Ze kazdé policko na hlavni
antidiagonéle a antidiagonale nad ni oznacuje stfed né&jakého podfetézce vstupniho fetézce
s a kazdy stfed podietézce vstupniho fetézce s ma své odpovidajici policko na hlavni an-
tidiagonale, nebo na antidiagonale nad ni. Diagonalam v této matici lze pfifadit ¢isla, aby
odpovidala stfedtim, které na nich lezi. Stfedy podfetézci budou ocislovany, jak ukazuje
obrazek 3.5} jestlize leva spodni diagonala bude mit nejnizsi ¢islo a kazda dalsi sousedni o
jedno vétsi.

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

2 0| O ervwvwvvva
‘MISSISSIPPI‘

o I Prrrrrtret s

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obréazek 3.5: &isla stied a di-

Obrézek 3.4: pfiklad matice .
agonal

3.2.3 Postup vypliiovani matice odspodu na horu

Algoritmus postupné vyplituje matici od nejmensich podproblému k tém vétsim. V ini-
cializa¢ni ¢asti si vyplni policka na soufadnicich odpovidajicich prazdnému podietézci a
podietézci tvofenému pouze jednim znakem. Témto podietézctiim odpovida skére nula. Z
definice hodnotici funkce plyne, Ze jeji hodnota je zavisla na tfech polozkéch, které jsou ulo-
Zené v matici. Algoritmus miiZe postupovat po fadcich od nejvyssiho po nejnizsi, protoZe pro
vyplnéni policka S(i, j) potfebuje pouze znét poli¢ko nalevo od vypliiovaného (S(i,j — 1)),
poli¢ko nad vypliiovanym (S(i — 1, 7)) a policko s kterym vypliiované sdili levy horni roh
(S(i —1,j — 1)). Déle potfebuje znat znaky na pozici i a j, kvili funkci o.

3.2.4 Zpétné dohledani

Kazdé vyplnéné policko matice ¢; ; udava minimalni pocet chyb, ktery je potieba na zarov-
nani podfetézce zac¢inajiciho na pozici 7 a kon¢ictho na pozici j. Minimalni skére zarovnani
fetézce do palindromu je v matici na praniku fadku 0 a sloupce n — 1 (pravy dolni roh
matice) , protoZe algoritmus hledal zarovnani celého fetézce a byl spustény s parametrem
i nastavenym na 0 a s parametrem j nastavenym na n — 1. Algoritmus mtZe z matice se-
stavit zarovnani fetézce do palindromu tak, Ze bude zjistovat z kterého policka se dostal na

aktualni policko. Tento proces za¢ne v pravém spodnim rohu. Algoritmus bude postupovat
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Obrézek 3.6: vyplnéna matice podle vstupniho fetézce mississippi

3.3 Jednoduchy algoritmus

Pfedchozi feSeni ma nevyhodu, Ze jeho prostorova sloZzitost
policko by matice zabirala p¥iblizné 3.67'B paméti. Tabulka by zabirala prostor v fadu T'B
i po optimalizaci, ve které by policka nad antidiagonalou nebyla uloZend v paméti. Takova
pamétova sloZitost nedovoluje piimé pouZiti tohoto algoritmu. Dale je popsany mozny
zplisob, kterym se da sniZzit prostorové slozitost.

3.3.1 Tabulka pro zapamatovani vysledkia podproblémi

podle definice hodnotici funkce. Pokazdé zjisti, které ze ti{ poli¢ek pouZil pro vypocet aktu-
alniho a na vystup zapiSe odpovidajici znaky. JestliZe pouZil policko ¢;11 ; na vystup vypise
uspotadanou dvojici (. ). Jestlize pouzil politko ¢; ;1 na vystup vypise uspofadanou dvojici
(%9). Jestlize pouzil pohcko ti+1,j—1 na vystup vypiSe uspofadanou dvojici ( ) Vypisovanou
dvojici vzdy vypiSe pied dvojici, kterou vypsal v pfedchozim kroku. Palindrom bude lichy,
jestlize vypocet skonéi na antidiagonale. V takovém piipadé
x;. Palindrom bude sudy, jestliZze vypocet skon¢i za antidiagonalou. Pro pfedstavu postupu
préce algoritmu je vhodné si nad matici a vedle matice napsat vstupni fetézec. Ke kazdému
fadku ¢ napsat odpovidajici znak z fetézce s z; a ke kazdému sloupci j napsat odpovidajici
znak z fetézce s ;. Diky tomu jde bez odpocitavani pozice ve vstupnim fetézci vidét, které
znaky algoritmus porovnava, nebo dava na vystup.

algoritmus navic vypiSe znak

patii do n?. Pron = 10° a 4B

Predchazejici matice popisuje funkci f(7, j) — e, kde i, j jsou soufadnice v matici a e je pocet
chyb. Policko, které je popsané v matici soufadnicemi ¢, j 1ze popsat pozici na diagonale diag
a vzdalenosti od diagonaly k poli¢ku r. Misto funkce f(i,j) — e muze algoritmus pouzivat
funkci g(diag, r) — e. Funkéni hodnota funkce g je minimalni pocet chyb, ktery je potifeba na
zarovnani fetézce do palindromu. Tento fetézec je popsany svym sttedem diag ve vstupnim
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fetézci s a poc¢tem znak, ktery ho tvoii nalevo a napravo od sttedu r. Timto pfevodem se
pamétova narocnost algoritmu nesniZila, ale je to vychozi pozice pro zdvére¢nou tpravu.
Nésledujici pfevod pouziva pan Allison ve svém algoritmu. [11] Vyhodnéjsi funkce nez
g(diag,r) — e je h(diag,e) — r. Funkce h je popsand tabulkou, ve které e urtuje fadek a
diag sloupec. Funkéni hodnota funkce i je maximalni polomér fetézce, ktery lze zarovnat do
palindromu se sttedem v diag a chybou e. Porovnéni prostorové slozitosti funkce g a h:
n

Funkce g zabira pfiblizné 72 mista v paméti. Funkce h zabird p¥iblizné k(2n) mista v

paméti, kde & je pocet chyb n je délka vstupniho fetézce s.

2
2kn =

SENE

k =

Z rovnice plyne, ze funkce h zabira méné mista pro k < 7. Ve vétSiné pfipad je nezajimavé
hledat zarovnani do palindromu s chybou vétsi nez k. U funkce h jde také velice jednoduse
ménit spotieba paméti pro vypocet parametrem k. Spotieba paméti funkce h tedy patii do
6(kn). Je také prirozengjsi klast dotaz na maximalni polomér, pro ktery je chyba rovna e na
néjaké pozici ve vstupnim fetézci s. Algoritmus miiZze jednoduse odpovidat na dotaz, jaky
je nejdelsi palindrom a na jeho pozici, jestliZze chyba je povolena e. Algoritmu staci sefadit

s oMz

podle velikosti uréeny fadek v tabulce a odpovédét na dotaz.

3.3.2 Polomér podietézce, vzdilenost od antidiagonaly

Necht'pje podretézec vstupniho fetézce s, ktery je uréeny dvojici (diag, d). Tohle uréeni podie-
tézce je mozné, protoZe (diag, d) urcuje policko v matici dynamického programovani a kazdé
takové policko urc¢uje néjaky podretézec. Odivodnéni je u definice rekurze S(i, j). Vzdale-
nost d od antidiagonaly a polomér r podietézce p jsou stejné hodnoty, protoze postupem po
diagonale algoritmus vZdy vklada dva znaky z podietézce do vytvafeného palindromu a po
dosazeni politka (diag, d) jsou vSechny znaky podfetézce p pouZité.

3.3.3 Vyplnéni tabulky zdola nahoru

Pfi inicializaci algoritmus vyplni nulty fadek tabulky, ktery odpovida chybé nula. To zna-
mend, Ze najde nejvétsi mozny pfesny palindrom pro kazdy stfed ve vstupnim fetézci s. Z
pohledu matice dynamického programovani to znamend, Ze bude postupovat smérem na
jithovychod z pozice diag dokud v odpovidajicim policku bude nula. Délku této posloupnosti
ulozi do tabulky na misto (0, diag).

Kazda diagonala v matici dynamického programovani tvofi neklesajici posloupnost pro-
toZe se pocet chyb nesniZuje. V tabulce jsou uloZené jenom nékteré hodnoty. Algoritmus
neuklada vzdalenosti, které jsou mensi nez maximalni mozné pro urcitou chybu. Algorit-
mus vypliiuje tabulku iterativné podle poc¢tu chyb. Necht'ma vyplnénou tabulku pro e chyb
ajenafadé vyplnéni fadku e + 1. Jeho cilem je zjistit nejvétsi vzdéalenost, na které je v matici
dynamického programovéani uloZend hodnota e + 1.

Necht'l je nejvétsi hodnota z nasledujicich tfi:

e  Algoritmus zjisti nejdelsi vzdalenost od antidiagonaly, ktera 1ze v sousedni diagonale
dosahnout s chybou maximalné e. V této moznosti algoritmus vybere sousedni diago-
nalu, kterd ma ¢islo diag + 1. Algoritmus zvétsi tuhle vzdéalenost o jedna, jestlize diag
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je liché &islo. Pri¢teni jednicky plyne z obrazku [B.6] Na obrazku 3.7 je pfiklad pouZiti
sousedni diagonaly.

o Algoritmus pficte k (e, diag) jednicku. Pfi¢teni jednicky odpovidéd posunu na diagonéle
diag o jedno policko. Algoritmus timto posunem vzdy zptisobi pfidani chyby, protoze
v (e, diag) je uloZena nejvétsi mozna hodnota, ktera se da pomoci chyby e na diagonale
diag dosdhnout.

. Algoritmus zjisti nejdelsi vzdalenost od antidiagondly, ktera 1ze v sousedni diagonéle
dosédhnout s chybou maximalné e. V této moznosti algoritmus vybere sousedni diago-
nalu, kterd ma cislo diag — 1. Algoritmus zvétsi tuhle vzdélenost o jedna, jestlize diag
je liché ¢islo.

Algoritmus si ke kazdé hodnoté poznamena moZznost (smér), kterou pouzil k jejimu ziskani.

Tyto sméry jsou NW, jestlize pouzil diagonélu s o jedna mensim ¢islem, NORT H, jestliZze

pouzil stejnou diagonalu a NV E, jestlize pouzil diagonélu s o jedna vétSim cislem. Algorit-

mus pouZije tyto pomocné hodnoty pfi zarovnani fetézce do palindromu. Algoritmus musi

zkontrolovat, jestli nepfekrocil hranici matice dynamického programovani. Zkontrolovani a

tprava v druhém bodu je jednoducha. Pfi pfekroceni hranice sta¢i odecist od I jednicku a

smér se nemusi ménit. V bodech jedna a tfi musi provést sloZit&jsi operace. Algoritmus také

odecte jednicku od [, ale navic si musi k | poznacit, Ze pouzil sousedni diagonalu a musel
vyslednou hodnotu zmensit o jedna. Tyto dvé znacky jsou NEDel a NW Del. Algoritmus
pouZzije znacku N Edel, jestlize pouZil sousedni diagonélu s o jedna vétsim c¢islem. Znacku

NW Del pouZije, jestliZze pouZil sousedni diagonalu s o jedna mensim ¢islem. Piklad takové

situace je na obrazku 3.8 Algoritmus uloZi do politka (e 4 1, d) hodnotu [ zvétSsenou o pocet

e

% =

e+l

e+l

e+l

Obrazek 3.8: pietazeni spod-
niho okraje matice dynamic-
kého programovani

Obrazek 3.7: pouziti diagonaly
s 0 jedna vétsim c¢islem

krokd, které maZe algoritmus provést na diagonale diag ve vzdalenosti [ bez pfidani chyby.

wev s

Presnéjsi popis tohoto kroku je nasledujici:

o Algoritmus vypocitd pozici v matici dynamického programovani z diag a [.
di
= { wgJ+z+1 3.1)
) 1
j = VMQQJFJ -1 (3.2)
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3. HLEDANI PALINDROMU

o Algoritmus skondi, jestlize (i, j) neni platnd pozice v matici dynamického programo-
vani.
. Algoritmus porovna znaky x;,xz; ve vstupnim fetézci s a zvétsi [ o jedna a bude dél

pokracovat prvnim krokem, jestlize znaky x;, z; jsou stejné.

Z pohledu tabulky algoritmus potiebuje pouze znat hodnoty ulozené v (e, diag —1), (e, diag)
a (e, diag + 1), aby mohl vypocitat a ulozit hodnotu do poli¢ka (e + 1, diag). Na obrazku[3.9)
je vyplnéna tabulka podle vstupniho fetézce mississippi. Casové sloZitost tohoto algoritmu
patfi do 6(n?). To je ale nejhorsi piipad, ktery je zptisobeny porovnavanim znakti podél
diagondly a inicializaci. Inicializace bude trvat ptiblizné %2 krokd, jestlize vSechny znaky
vstupniho fetézce budou stejné. Pamétova sloZitost tohoto algoritmu patii do 0(kn).

6| 7|8 16 |17 |18 |19 | 20
0o 03 %%%%% 0ol2]0]o0
2|4 4 //%//é 2121
3|44 Lk 22|11
3|44 22|11

Obrézek 3.9: tabulka vyplnéna podle vstupniho fetézce mississippi

3.3.4 Zpétné dohledani

Algoritmus ma na vstupu parametry pocet chyb e a ¢islo diagondly diag, které urcuji po-
zici v tabulce. Algoritmus pied vlastnim vytvofenim palindromu sestavi cestu v zdsobniku
path, kterd vede do policka (diag, ). Naplnéni zasobniku path je jednoduché, protoze kazdé
poli¢ko mé uloZenou pomocnou hodnotu, které urcuje policko v pfedchozim fadku. Algorit-
mus si musi navic zapamatovat, kolikrat pouzil N EDel, nebo NW Del. Necht'si tento pocet
pamatuje v proménné del. Algoritmus miiZe narazit pouze na jednu z téchto dvou znacek,
protoZe znacku N EDel mohl pouZzit pouze pfi pfekroceni spodniho okraje matice DP a
zna¢ku NWDel mohl pouZit pouze pfi piekroceni pravého okraje matice DP. Necht’ diag
je diagondla, na které lezi pravy dolni roh matice DP. Diagondla diag nemtize obsahovat
znacku NEDel ani NW Del, protoZe policko v pravém spodnim rohu v matici DP nema
pravého ani spodniho souseda. Posuny mezi fadky pomoci N EDel a NW Del algoritmus do
zasobniku path neuklada.

Palindrom je lichy, jestlize na vrcholu zasobniku path je uloZena diagonéla diag, kterd ma
sudé ¢islo. Palindrom je naopak sudy, jestliZze na vrcholu zdsobniku path je uloZené diagonéla
diag, ktera ma liché ¢islo. Algoritmus vypiSe do ¢ela palindromu znak z | dina | Z€ vstupniho
fetézce, jestlize je palindrom lichy. Zasobnik path popisuje cestu tabulkou. Kazdy prvek r ze
zasobniku path tedy obsahuje ¢islo diagonaly, vzdélenost a smér, ve kterém je dalsi prvek v
tabulce. Je to tedy struktura. Algoritmus si musi navic pamatovat, jakou vzdélenost (pos) uz
urazil. Algoritmus pro kazdy prvek ze zadsobniku path provede nésledujici operace:

. Posune se po diagonale matice DP ze vzdalenosti, jakou uz urazil pos 4+ 1 aZ po
vzdalenost, kterd je uloZena v prvku r. Tento posun odpovida vypsani dvojic (37) do
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3. HLEDANI PALINDROMU

diag+2 b
diag+1 e 4
diag etl| e - S

%% % 6 5 /

A 76 5

I -

Obrazek 3.10: piekroceni Obrazek 3.11: komplikovana
spodni hranice matice DP cesta

palindromu, kde i, j je pozice v matici DP. Dvojice ¢, j je uréena ¢islem diagonaly a
vzdalenosti. Pfevodni vztahy jsou v rovnicich [3.1] a 3.2 Vypis probiha popofadé. To
znamend, Ze druhy prvek je vypsany za prvnim.

Algoritmus si ulozi do proménné pos vzdéalenost ze struktury r a proménnou pos déle
zveétsi o jednicku, jestlize smét uloZeny ve struktufe r je NORT H. Do palindromu
vypisSe dvojici (iﬁ ), kde dvojice i, j je uréena jako v prvnim bodg. Cislo diagonaly je

ulozené ve struktufe r a vzdalenost je novy obsah proménné pos.

Algoritmus si uloZi do proménné pos vzdalenost ze struktury . Proménnou pos déle
zvétsi o jednicku, jestlize smér ulozeny ve struktufe r je NW a dislo diagonély ve
struktufe r je sudé. Do palindromu vypiSe dvojici (;Z)
Algoritmus si uloZi do proménné pos vzdalenost ze struktury . Proménnou pos déle
zvétsi o jednicku, jestlize smér uloZeny ve struktufe r je NE a &islo diagondly ve
struktufe r je sudé. Do palindromu vypiSe dvojici (*7).

V predchézejicim vyctu jsou sméry popsané ve sméru od posledniho fadku tabulky k jejimu
nultému fadku, i kdyz algoritmus postupuje opaénym smérem. Tedy od nultého faddku dold.

V této fazialgoritmus vygeneroval palindrom pro poli¢ko, na které se dostal po poslednim

pouziti sméru N EDel, nebo NW Del. Nyni musi tento palindrom upravit. V nasledujicim
textu je popsany postup pouze pro smér N E Del. Tedy pro pfekroceni spodni hranice matice
DP. Pro smér NW Del algoritmus pouziva obdobny postup.

Na obrazku zobrazena ¢ast matice, kterd zptlisobuje tento problém. Algoritmu staci

pro odvozeni ostatnich potfebnych hodnot znat hodnoty ve spodnim fadku. Poli¢ko v tabulce
(e + 2, diag) bude zaviset na policku (e + 1, diag + 1) a smér bude bit nastaveny NEDel a
policko v tabulce (e + 1, diag + 1) bude zaviset na poli¢ku (e, diag + 2) a smér bude mit také
nastaveny NEDel. Policko a ma v matici D P hodnotu vétsi rovnu e.

Z téchto hodnot plyne, Ze hodnota a je e, nebo e + 1, protoZe a miiZe byt maximalné e + 1.

S danym spodnim fddkem proménné b nabyva hodnoty e. Diikaz:

b < e protoZe diagonéla tvoii neklesajici posloupnost.

b > e protoZe pfi mensi hodnoté by spodni soused nemohl mit hodnotu e + 1.
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3. HLEDANI PALINDROMU

0|1 1415|1617 |18 19| 20
e0| 0| O 0|0j0|2]0|0]O0
h el| 0|1 111221 1]0
e2| 0|1 3|3|2|2]1|1]0
e3| 0|1 3|3|2|2]1|1]0

Obréazek 3.12: lichobéznikova ¢ast

Z priniku predchozich dvou nerovnosti plyne, Ze b = e. Toto pravidlo dokazuje, Ze trojihel-
nikové ¢ast na obrazku3.10je vyplnéna spravné. Rozdil mezi vygenerovanym palindromem
a upravenym palindromem je, Ze zdrojovy postupuje po diagonale, ale upraveny po sloupci.
Algoritmus musi tedy nahradit prvnich del znakii - ne mezer ve vygenerovaném palindromu
mezerami. Na obrédzku je ptiklad slozitéjsi cesty. Hodnoty v polickach na tomto obrazku
jsou ve vztazich podle pfedchoziho pravidla. Vygenerovany palindrom postupuje po diago-
nale i po sloupci. Algoritmus by spravné neupravil tento palindrom, kdyby nahradil prvnich
del znakii+mezer mezerami.

3.4 Implementace CUDA

Prvek v tabulce (e, diag)zavisi pouze na vrchnich sousedech (e—1, diag—1), (e —1, diag), (e—
1,diag + 1). Kazdy blok vlaken mtize pocitat a ukladat do tabulky pouze lichobéznikovou
¢ast. Vlakna uvnitf bloku spolupracuji pomoci sdilené paméti, do které si ukladaji pravé
zpracovavanou a piedchozi ¢ast fadku, kterd je v lichobézniku. Kazdy sloupec, ktery je
v lichobéZniku, zpracovava jedno vldkno. Program uklada vstupni fetézec do paméti pro
textury, protoZe dotazy na hodnotu v tomto fetézci maji prostorovou lokalitu. Pfistup do
globalni paméti mtize maximalné zabrat dvé operace, protoze vrchniispodni polovina warpu
pfistupuji do celych tisekti pole, které miizou byt maximélné ve dvou segmentech. Kernel
musi byt spustény vicekrat, jestlize vyska lichobéZniku & je mensi nez pocet chyb e + 1, pro
ktery program vytvari tabulku. Program s velkou hodnotou £ je rychlejsi, ale spotfebovava
vic sdilené paméti, které je jen omezené mnoZstvi. Program ma také potencial velmi dobfe
vyuzit libovolny pocet multiprocesort, jestlize tento pocet je dostatecné mensi nez dalka
vstupniho fetézce. Program nakonec pfesune vytvofenou tabulku z globalni paméti GPU do
operac¢ni paméti a odtud sestavuje palindromy podle poctu chyb a pozice v fetézci (diagondly).
Na obrazku 3.12]je zobrazené oblast, kterou vyplituje jeden blok vlaken.
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Kapitola 4

Batchertv mergesort licha-suda

Pfi hledani palindromi je také diilezité sefazeni vysledki. Program muize sefadit podle
velikosti pomoci indext libovolny fadek v tabulce o odpovidat, kde lezi stiedy palindromui
s nejvétsim polomérem. Chyba je dand fazenym fadkem.

Sefazeni posloupnosti je klasicky problém, ve kterém ma algoritmus pfetransformovat
vstupni posloupnost A = {ag, a1, ..., an—1} na posloupnost B = {bg, b1,...,b,_1}, ve které
pro vSechna i € {0,1,...,n — 2} plati b; < b;41. Casova sloZitost optimdlniho sekvenéniho
algoritmu na sefazeni posloupnosti patfi do 6(n log(n). P¥i pouziti libovolného poctu proce-
sor 1ze sestrojit algoritmus s ¢asovou slozitosti, kterd patii do 6(log(n)). Tento algoritmu je
Enumeration sort. Tento algoritmus potfebuje ale n? procesorti. Kompromis je Batchertiv mer-
gesort licha-sud4, ktery potfebuje n/2 procesorti a jeho Zasova slozitost patti do 6(log?(n)).
Pti konstrukci fadici sité by bylo potieba ptiblizné n.log?(n) komparétorti.

Definice: Neadaptivni fadici algoritmus je algoritmus, ve kterém provedené operace ne-
zavisi na hodnotéach fazeného pole.

Modelem pro neadaptivni fadici algoritmy je fadici sit. Pfiklad fadici sité je na obrazku
Radici sit’obsahuje pouze komparatory se dvéma vstupy, které dokazi provadét operace
porovnani a zaména dvou prvka. V fadicich sitich Ize snadno vidét, jestlijdou nékteré operace
provadét paralelné. Algoritmus miiZze paralelné provadét operace, které na sobé nezavisi.
Batchertir mergesort licha—suda byl vyvinuty panem Batcherem v roce 1968. Algoritmus

Obrazek 4.1: ptiklad sité, ktera fadi pole o tfech prvcich

patii do tfidy neadaptivnich fadicich algoritmt. Zédkladem algoritmu je ¢ast, ktera spojuje
dvé sefazené posloupnosti do jedné. Algoritmus fadi jenom posloupnosti délky 2", kde n je
délka posloupnosti. Algoritmus postupné spojuje prvky uspotfddanych dvojic, uspofddané
dvojice do ¢tvetic, uspofddané ctvetice do osmic, atd. Uspofddanost znamen4, ze prvky v
n-ticich jsou sefazené. Diikazy, které jsou uvedené v této kapitole, jsou pfevzaté a misty
upravené z [13] [14].

1. napfiklad v modelu PRAM
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4. BATCHERUV MERGESORT LICHA-SUDA

4.1 Cast algoritmu merge

Nasledujici algoritmus spoji dvé sefazené posloupnosti do jedné. Prvni posloupnost je
{ao, a1, ..., a2 -1} a druhé posloupnost je {a |, 2|, @|n/2|+1; - - - » an—1}. Tyto posloupnosti
jsou casti posloupnosti A, kterou ma algoritmus na vstupu. V nasledujicim algoritmu neni po-
psané, Ze algoritmus si musi také pamatovat umisténi kazdé hodnoty v prvni posloupnosti,
aby zapisoval zmény na spradvnou pozici.

° Jestlize n > 2 potom:

(I)  Algoritmus spusti merge lichd-suda na posloupnosti A" = {ag, as, ..., a, /2-1} @
na posloupnosti A" = {ay,as,...,an_1} s n = n/2. Tyto dvé posloupnosti maji
také sefazenou vrchni a spodni polovinu.

(IT) Algoritmus porovna a pfipadné zaméni hodnoty v a; a a;+1 pro¢ € {1,3,...,n—3.

° Jestlize n < 2 potom:

—  Algoritmus porovna a pfipadné zaméni hodnoty v ap a a;.

Z tohoto algoritmu neni ziejmé, jestli opravdu sefadi kaZdou posloupnost. Proto nasleduje
diikaz spravnosti a dtikaz jednoho pomocného tvrzeni.

4.1.1 Spravnost

V dtikazu spravnosti je pouzity princip 0-1. Spravnost dokaZeme pomoci indukce vzhledem
ke k, které je exponent v n = 2¥. Baze indukce k = 1: Posloupnost je sefazend komparatorem,
jestlize n = 21. Pfedpokladame, Ze algoritmus je spravny pro viechna n € {2%,22 ... n*} a
dokazeme, Ze algoritmus je spravny i pro n = 2¥*1. Necht' A = {ag, a1,...,a,} je vstupni
posloupnost. PfepiSseme posloupnost do dvou sloupcii. V levém budou a; se sudym i a v
pravém a; s lichym i. Pfiklad je na obrazku Na obrazku jsou vyplnéné mozné
hodnoty, které a; mizou nabyvat. Oba sloupce budou mit sefazenou vrchni a spodni po-
lovinu. Sloupce budou sefazené v kroku (1) algoritmu merge licha—sudé diky indukénimu
pfedpokladu. Sefazené sloupce jsou na obrazku Pravy sloupce miiZe jesté obsahovat
maximalné o dvé jednicky vic nez levy sloupec, protoZe pfechod 0 — 1 miize byt ve vstupni
posloupnosti maximalné dvakrat. Tento problém fesi krok (I7) algoritmu merge lichd-suda.
Ptiklad kroku (/1) algoritmu merge lichd-suda je na obrazku

4.1.2 Princip 0-1

Tvrzeni: Neadaptivni algoritmus spravné fadi vSechny posloupnosti libovolnych hodnot
pravé tehdy, kdyZz neadaptivni algoritmus sprdvné fadi vSechny posloupnosti, ve kterych
jsou hodnoty pouze 0 a 1.

K ditikazu = sta¢i nahradit libovolné hodnoty za hodnoty 0 a 1. K ditkazu <« jsou navic
potiebné nasledujici definice a tvrzeni.

Definice: Necht’ A, B jsou mnozZiny. Zobrazeni f : A — B je neklesaji pravé tehdy, kdyz
pro vSechny a;,a; € A plati:
a; < aj = f(ai) < f(aj)
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a,| a, 0|0

TZ a, 0|0

a475 0

ag| a, 0|0

A, A5 ) /

(@) (b) (d)

Obrazek 4.2: ptiklad postupu algoritmu merge lichd-suda

Tvrzeni: Necht' f : A — B je neklesajici zobrazeni. Potom pro vSechna a;,a; € A plati:

f(min(a;, aj)) = min(f(a;), f(a;))
f(max(ai, a;)) = max(f(a;), f(a;))

Dukaz:
. Necht'a; < a;. Potom f(a;) < f(a2), protoze f je neklesajici zobrazend.
min max
a; = min(a;,a;) a; = max(a;,a;)
flai) = min(f(a), f(a;)) flaj) = max(f(as), f(a;))
flai) = f(min(a;, aj)) flaj) = f(max(a;,aj))
f(min(ai,a;)) = min(f(a), f(a;)) f(max(ai,a;)) = max(f(a), f(a;))
o Necht'a; > a;. Potom f(a;) > f(a;), protoZe f je neklesajici zobrazeni.
min max
aj = min(a;,ay) a; = max(a;,ay)
fla;) = min(f(a), f(a;)) flai) = max(f(ai), f(a;))
fla;)) = f(min(a;, a;)) flai) = f(max(a;,a;))
f(min(ai,a;)) = min(f(ai), f(a;)) f(max(ai,a;)) = max(f(a), fa;))
Definice:Necht'f : A — Bjezobrazeni. Rozsifeni zobrazeni f nasekvenci A;; = a;, a;11,...,a;,

kde a;,a; € A je definovano nésledovné:

f(aivai+1a cee va’j) = f(ai)’f(aiJrl)’ . '7f(a’j)

Oznaceni i-tého ¢lenu této posloupnosti je f;(a).
Definice komparatoru:
b; = min(a;, a;)
emp (A) = { b; = max(a;, a;)
b = ag, k £ i,j
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4. BATCHERUV MERGESORT LICHA-SUDA

Oznaceni k-tého ¢lenu vystupni posloupnosti komparatoru je cmp?j (A).

Tvrzeni: Necht' f je neklesajici zobrazenia N je fadici sit. Potom NV a f komutuji. To znamen4,
Ze pro kazdou sekvenci A;; = a;, a;41, - . ., a; plati:

N(f(Aij)) = f(N(Ai))
Neklesajici zobrazeni f tedy mtiZe byt pouZzito na vstupni posloupnost fadici sité, nebo na
vystupni posloupnost fadici sité a oba vysledky fadici sité budou stejné.
Dtikaz: Pro jeden komparator plati nasledujici rovnice:

emp? (f(A)) = emp? (f(ao), f(a1), .-, f(an—1))
min(f(as), f(a;))
= f(mln(qi,aj))
= flempi (A))
) = filemp"(A))
emp? (f(A)) = emp?(f(ao), f(a1), ..., f(an—1))
= max(f(a), f(a;))
= f(max(qi,aj))
= f(emp} (A))
” = fyemp(4))
empy! (f(A)) = empi (f(ao), f(ar), ..., f(an-1))
= flax)
(Cmpk (4))
= fr(emp”(A))

Z ptedchozich rovnic plyne:
emp o f(A) = f o emp(A) (4.1)

Tvrzeni: Kazda fadici sit’je kompozice komparatorti a pro kazdou fadici sit’ N a neklesajici
zobrazeni f plati:
No f(A) = foN(A) 4.2)

Diikaz: Indukci vzhledem k poc¢tu komparatort n v fadici siti. Baze indukce (n = 1) je
dokazana v rovnicif.1} Pfedpokladejme, Ze rovnice plati pro po¢et komparatorti n a dokazme
ji pro pocet komparatorii n + 1. Levou stranu rovnice .2 upravime tak, Ze pfehodime funkci
f a nejvice zanofeny komparétor. Zaménu mutiZeme udélat diky rovnici Nyni mGZeme
zanedbat nejvice zanofené komparétory, protoZe provadéji stejnou transformaci vstupni
posloupnosti A. Dostdvame tak rovnici s po¢tem komparatort n, ktera plati diky indukénimu
pfedpokladu. Podle principu indukce tedy rovnice 4.2|plati. P¥iklad rovnice pro n = 2:

foemprocecmpy = cmpiocmpgo f

foempyocmpy = cmpio focmpy

Tvrzent: (princip 0-1) Necht' N je fadici sit’ Radici sit’ N sefadi spravné viechny posloupnosti
libovolnych hodnot, jestlize sefadi vSechny posloupnosti, ve kterych jsou pouze hodnoty 0
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al.
Dikaz: Necht’ A je néjakd posloupnost, kterd neni sefazeni fadici siti V. Ve vysledné po-
sloupnosti jsou tedy né&jaké hodnoty, Ze by, > by41. Necht' f : A — {0, 1} je zobrazeni, které je

neklesajici a je definovéano:
. 0, z<by

Posloupnost B = N(f(A)) neni sefazend, protoze f(by) = 1 a f(by+1) = 0 Tento postup
ukazal, Ze existuje-li libovolna posloupnost A, kterd neni sefazend siti IV (tvrzeni «). Po-
tom existuje posloupnost f(A), kterd neni sefazena siti NV (tvrzeni beta). Pomoci logickych
odvozovacich pravidel vznikne tvrzeni:

a = f
-« Vof
—a V. —f
-0 = -«

Vsechny posloupnosti A jsou sefazené siti N, jestlize jsou vSechny posloupnosti f(A) sefa-
zené siti N.

4.2 Mergesort licha-suda

Mergesort lichd—sudé postupné spojuje sefazené posloupnosti do posloupnosti delsich. Popis
algoritmu je nasledujici:

o  Jestlizen > 1 potom:
I) Algoritmus spusti mergesort lichd—sudé na prvni (ag,a1,...,a,/5_1) a druhou
& P & p /
(@n/2; Qpj241s - - - » an—1) polovinu vstupni posloupnosti s n = n/2.

(IT) Algoritmus spoji vystupni sefazené posloupnosti do jedné sefazené posloupnosti
pomoci merge licha—suda.

4.3 Vytvofeni sité

///// v,

Vytvofeni fadici sité je jednodussi odspodu nahoru. Algoritmus pfi vytvoreni sité velikosti
n pouziva dveé stejné kopie sité pro merge lichd—sudd, které maji velikost n/2. Jednu kopii
pouZije pro sudé linky a druhou kopii pro liché linky. Linka oznacuje a;. Vyhoda linky oproti
a; je, Ze zobrazuje ¢asovou posloupnost pfistupli k a;. Nakonec musi algoritmus piidat
komparéatory, které odpovidaji kroku /1 v algoritmu merge lichd-suda. Pfiklad konstrukce je
na obrazku .3, Algoritmus pfi konstrukci sité pouZije uz vytvorenou sit. Sité muaze proloZit,
protoZe prvni pracuje pouze s lichymi a druha pouze se sudymi linkami.

4.4 Implementace, CUDA
Vstupni posloupnost je uloZend v poli p a na vstupu je jesté pole indexti idxz. Program

preskldda pole idx tak, aby pro vSechna i € {0,1,...,n — 2} platilo p[idz[i]] < plidz[i + 1]].
Algoritmus je tedy implementovany jako nepfima fadici metoda. To znamen4, Ze nepfesouva
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4. BATCHERUV MERGESORT LICHA-SUDA

Obrazek 4.3: ptiklad vytvofeni sité merge lichd—suda

data, ale indexy, které na data ukazuji. Délka vstupni posloupnosti je n. Program rozdéli pole
na dvé &asti. Prvni &ast bude mit velikost 128 - 2, kde k je nejvétsi &islo, pro které plati, Ze
128 - 2% < n. Druhé4 ¢ast bude mit tedy velikost n — 128 - 2. Druhou &4st program setadi
pomoci oby&ejného fazen{ slu¢ovanim (merge sort). Razen{ slu¢ovanim ma vyhodu, Ze je to
stabilni fadici algoritmus. Stabilni znamena, Ze délka vypoctu nezavisi na datech. Program
sefadi prvni ¢ast pole pomoci upraveného fazeni slu¢ovanim. Upravené fazeni slu¢ovanim
se lis od obycejného v tom, Ze predpokladé sefazenost 128-tic. Diky zvolené délce prvni ¢asti
upravené fazeni slu¢ovanim bude vzdy v nejhlubSim zanofeni sluc¢ovat 128-tice. Program
pomoci GPU fadi pouze 128-tice.
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Kapitola 5

Z4vérecné testy

Vsechny testy jsem provadél na fakultnim pocitaci ops.fi.muni.cz, ktery je osazeny procesorem
Intel Core(TM)2 6400 @ 2.13GHz, ma 1GB operac¢ni paméti a obsahuje GPU Nvidia GeForce
9800 GX2. Tato GPU je slozena ze dvou casti. Kazda ¢ast obsahuje 16 multiprocesorti a
pfiblizné 512MB globalni paméti. Multiprocesory jsou taktované na frekvenci 1.5GHz. Moje
implementace vyuziva pouze jednu ¢ast GPU. K testlim na hledani palindromti jsem pouZzival
sekvence dostupné z genome.ucsc.edu. V testech je oznacena sekvence chr6_apd_hap1 jako seq1,
chr6_cox_hap1 jako seq2 a chr6_cox_hap2 jako seq3. Pti testech jsem pouzival vzdy prvnich n
znakt posloupnosti bez pfipadnych znak IV, které reprezentuji necitelnd mista. Pfi testovani
fadiciho algoritmu jsem pouZival sekvenci, kterd byla vygenerovana generatorem ndhodnych
¢isel. Jestlize neni uvedeno jinak, tak je v dobédch pottebnych pro vypocet zahrnuty i cas,
ktery je potfebny pro alokaci mista a ptesunu dat na GPU a zpét. Na obrazcich[5.1)a[5.2)jsou
zobrazené doby, které potiebuji implementace na CPU a GPU vzhledem k délce vstupniho
fetézce, aby vyplnily tabulku polomért. Zde se hledaji textové palindromy. Na obrazku
5.3|jsou naopak zobrazené doby pfi hledani komplementéarnich palindromt. Implementace
algoritmu pro GPU je piiblizné 7x rychlejsi, neZ je implementace pro CPU. Na obrazku
je zobrazeny graf, ktery porovnava rychlost obycejného mergesortu s mergesortem, ktery
pracuje s posloupnosti, ve které jsou sefazené 128-tice. Program jsem testoval pouze na
posloupnostech, které maji délku 128.27. Implementace s pfedfazovanim je pfiblizné 1.5x
rychlejsi, neZ obycejny mergesort. Na obrazku |5.5|je graf, na kterém je zobrazena doba, po
kterou pocitd GPU pfiimplementaci s pfedfazovanim. Na tomto grafu neni zapocitana doba,
ktera je potfebna pro pfesuny dat na GPU a zpét. Implementace s pfedfazovanim trdvi pouze
pfiblizné 1/100 vlastnim vypoctem na GPU. Zbytek ¢asu travi na pfesunech dat a vypocétem
na CPU.
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5. ZAVERECNE TESTY
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Obrazek 5.1: porovnani rychlosti pii hledani textovych palindromii s error = 10
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5. ZAVERECNE TESTY
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Obrazek 5.2: porovnani rychlosti pii hledani textovych palindromii s error = 20
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5. ZAVERECNE TESTY
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5. ZAVERECNE TESTY
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Obrazek 5.4: porovnani rychlosti fadiciho algoritmu na CPU a GPU
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5. ZAVERECNE TESTY
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Piiloha A

Dodatky

Na pfiloZeném disku jsou vSechny zdrojové kody, které jsou zapotiebi k vytvofeni pro-
gramu, IXIEXsoubory, ze kterych byla vysazena tato bakalafska prace, vSechny obrazky
a manudl.

Struktura disku:

. /source - zdrojové kody

° /manual - manuél

e  /bachelor - zdrojové I&TgXsoubory a obrazky
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