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Shrnuti

Tato préce prezentuje postup, jak paralelizovat numerickou simulaci nad
velkym mnoZstvim inicidlnich bod# v rdmci existujici metody pro analyzu
dynamickych systémti. Vychazi ze zndmych metod pro numerickou simu-
laci, konkrétné Eulerova explicitniho a Runge-Kutta-Fehlbergova schématu.
Tyto metody byly implementovény tak, aby je bylo moZzné spustit na gra-
tické karté za pouZiti technologie CUDA.

Vznikld knihovna je implementovana v jazyce CUDA C a obsahuje roz-
hrani pro pouziti v prosttedi Javy. MtiZe byt pouZzita nejen v rdmci existuji-
ctho programu pro analyzu dynamickych systémf, ale i v jakémkoliv jiném
projektu, kde je potieba vygenerovat trajektorie z vice pocate¢nich bodt na
zakladé soustavy diferencidlnich rovnic.

Vystupem prace vSak neni pouze samotnd implementace, ale i méfeni
vykonu a naslednd analyza, kterd mtiZe usnadnit paralelizaci dalSich algo-
ritmt s vyuZzitim technologie CUDA.
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Uvod

V posledni dobé se ¢im dal vice mluvi o nutnosti zmnozovani vypocetnich
jader a vyuZzivani paralelnich algoritmt. Grafické karty, které dfive slou-
zily jako cisté jednotcelovéa zafizeni, dnes pfedstavuji se svymi multipro-
cesory alternativu ke starému vypocetnimu modelu sekvenc¢iho programu
béZiciho na jednom procesoru. Roku 2006 spole¢nost NVIDIA uvefejnila ar-
chitekturu CUDA [14] str. 3], kterd umozZnila grafické karty pouZivat nejen
jako ndstroj pro zobrazovani grafiky, ale také jako plnohodnotné vypocetni
zafizeni.

Soucasné se v jinych kruzich objevila snaha zachytit svét kolem nds do
modeldi, nad kterymi by se ndsledné daly provadét zautomatizované ana-
lyzy. Vyznamnym odvétvim, ve kterém modely pomalu nabyvaji na sile,
je biologie [10][20]. Biologické jevy vsak mohou byt velice komplikované
a prace s modely ¢asto nardZi na limity vypocetnich zdroja. Proto se al-
goritmy pro analyzu téchto modelii akceleruji, nékdy dokonce s pouZitim
grafické karty [6][15][11].

Tato préce se vénuje akceleraci numerické simulace pro metodu ana-
lyzy dynamickych systému prezentovanou Svenem DraZanem v jeho di-
plomové préci [7]. Jisty pfistup, jak akcelerovat feSeni tohoto problému, jiz
existuje [3]. Je vSak spiSe zaméfen na pieklad rovnic popisujici model do
zdrojového kédu, nez na vlastni numerickou simulaci.

Nejprve piedstavim pojmy, se kterymi se bude déle pracovat, mezi tyto
pojmy patii dynamicky systém, problém vychozich podminek a samotnd metoda
pro analyzu dynamickijch systémii. Nasledné se budu vénovat metoddm nu-
merické simulace, jejich rozdéleni a zptisobu, jakym 1ze ovlivnit pfesnost
vypoctu. Dalsi ¢ast prace obsahuje popis zdkladnich aspektti architektury
CUDA, zejména téch, které se 1isi od vlastnosti klasickych procesorti a které
mohou zdsadné ovlivnit rychlost vypoctu. Poté se budu vénovat vlastni im-
plementaci numerické simulace s vyuZitim architektury CUDA a méfeni
jejtho vykonu.






Kapitola 1

Pojmy a vychodiska

1.1 Dynamické systémy

Ve svété okolo nds je mnoho jevii, které se vyviji v ¢ase na zdkladé inter-
akce vice ¢i méné proménnych. Casto se stava, Ze vazby mezi ¢asti promén-
nych je moZné odlisit od ostatnich. Pokud se jednd o ¢ast skladajici se z vice
mensich celkd, 1ze prohlésit tuto ¢ast za dynamicky systém [17]. Mezi typické
dynamické systémy patii soustavy, ve kterych probihaji chemické reakce.

U nékterych jednoduchych systémt 1ze jejich chovani snadno predpo-
védét, ale pro mnoho dalSich mtiZe byt jakakoliv tivaha o nich velice kom-
plikovand, zvlasté pak v pfipadé, Ze systém obsahuje mnoho proménnych,
zpétné vazby a nelinedrni chovani. Nastésti 1ze dynamické systémy do ur-
¢ité miry formalné specifikovat a vytvorit model, u kterého je mozné si ové-
fit nékteré hypotézy [16].

Jednim zptisobem, jak vytvofit model dynamického systému, je sou-
stava diferencidlnich rovnic prvniho fadu.

1.2 Problém vychozich podminek

Problémem vychozich podminek [12, str. 3][18] se rozumi soustava dife-
rencidlnich rovnic prvniho fadu, jenz se d4 pro jednoduchost zapsat funkci
[ [to,o0) x R — R% ¢, predstavuje ¢as, od kterého systém pozorujeme,
a d pocet slozek systému. y’ zde a déle v textu znaci derivaci y podle ¢asu.

y' = f(t,y) (1.1)

Zpravidla nds nezajima tplné feSeni tohoto systému, nybrz pouze smér,
jakym se systém bude vyvijet, pokud za¢ne v uréitych hodnotach A € RY.
Navic casto neni tfeba ani znat pfesné vyvoj, ale pouze jeho aproximaci.

y(to) = A (1.2)
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Dtlezitym pfedpokladem pro feSeni problému je, aby funkce f byla
Lipschitzovsky spojitd [22]. Je-li dana vektorovad norma || - || a A > 0, funkci
f nazveme Lipschitzovsky spojitou pravé tehdy, kdyz plati:

I1f(t,x) — f(t,y)|| < A|x —y|| proviechna x,y c RYt>t, (1.3)

Metody urcené pro feSeni téchto systémt se snaZi najit dostatecné do-
brou aproximaci trajektorie feSeni v diskrétnim case. Dostatecné dobrou
aproximaci se zpravidla rozumi to, Ze chyba, s niZ se vypocitané body lisi
od skute¢ného feseni, je shora ohrani¢end. Navic 1ze chybu ¢asto nastavit
v parametrech numerické metody. Jestlize je tedy zvolen ¢asovy krok h,
poZzaduje se, aby platilo nasledujici:

yvi~y(t) kde t;=ty+i-h,ieN (1.4)

1.3 Algoritmus pro analyzu dynamicky systémi

Sven Drazan ve své diplomové préci [7] prezentoval myslenku metody pro
analyzu dynamickych systémii. Nejprve se specifikuji vlastnosti trajektorii
pomoci formule linedrni a tempordlni logiky [19]. Poté pro dany dynamicky
systém a hranice inicidlnich podminek metoda identifikuje regiony, v nichz
se nachdzi inicidlni body trajektorii, které formuli spliiuji, a regiony, v nichz
zacinaji trajektorie, pro které formule naopak neplati.

Algoritmus pro své potfeby pouZiva miry blizkosti trajektorii, ze které
odvozuje, kdy a jak ma zahust'ovat prostor inicidlnich podminek tak, aby
byla zfetelna hranice platnosti LTL formule.

1.3.1 StéZejni casti algoritmu

Stavajici implementace algoritmu nardZi na vykonnostni limity a je schopna
pracovat pouze s relativné malymi systémy. Proto vznikla potfeba akcele-
rovat nékteré casti algoritmu. Jedna se o nasledujici ¢asti:

o numericka simulace — algoritmus nejprve pomoci numerické simu-
lace vygeneruje pro kaZdy inicidlni bod posloupnost bodi odpovida-
jici trajektorii, po které se bude systém ubirat, pokud za¢ne v tomto
bodé;

. ovéfeni LTL vlastnosti nad trajektorii — nad trajektoriemi se provede
kontrola, zda plati dand formule, ptfi¢emz v pfipadé formuli neobsa-
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hujicich operdtor NEXT nejsou nutné potieba vSechny body trajekto-
rie, nybrz pouze body ménici platnost formule.

o ovéfovani vzdalenosti mezi trajektoriemi — zkontroluje se vzdale-
nost mezi body sousednich trajektorii a v pfipadé piilis vzdéalenych
trajektorii se prostor mezi odpovidajicimi inicidlnimi body zahusti
novym inicidlnim bodem.

Tato préce se vénuje akceleraci numerické simulace na grafické karté
s cilem generovat vice trajektorii paralelné. Je viak vhodné poznamenat,
Ze samotné generovani trajektorif nestaci k vyznamnému zrychleni celého
algoritmu, protoZe ostatni ¢asti pracuji s nagenerovanymi body, kterych
miiZze byt opravdu velké mnoZstvi. Do budoucna je v planu zaméfit se i na
tyto ¢asti a paralelizovat je podobnym zptisobem jako generovani trajekto-
rif.

Obréazek 1.1: Krychle predstavuje prostor inicidlnich podminek, zelené
body inicidlni hodnoty, pro néz plati dana podminka, a ¢ervené body hod-
noty, pro néz podminka neplati [7, str. 38].






Kapitola 2

Metody numerické simulace

Jak jiz bylo feceno, metody pro feSeni problému inicidlnich podminek se
snazi nalézt dostatecné pfesnou aproximaci feseni v diskrétnim case, coz
lze zapsat pomoci vztahu 1.4.

Navrh numerickych metod spocivd v uchopeni rovnice 2.1 a nahrazeni
integralu na pravé strané algoritmicky snadno spocitatelnym vyrazem.

Y(t1) = y(tn) + / " Fry(r)dr @.1)

Podle toho, zda timto nahrazenim dojdeme k rovnici obsahujici na pravé
strané proménnou y (t,+1) ¢i nikoliv, rozliSujeme metody na:

1. explicitni — rovnice na pravé strané neobsahuje proménnou y (t,1)
a lze ji tedy fesit pfimo;

2. implicitni — rovnice na pravé strané obsahuje proménnou y(tp41)
a pro jeji feseni je nutné nejprve odhadnout hodnotu y(¢,+1), a tu
poté zpfestiovat.

JelikoZ vypocet hodnoty y,+1 zpravidla nésleduje po vypoctech bodt
Y1, ---, Yn, 1ze nahradit integral slozitéj$im vyrazem pouZivajicim vice jiz
spocitanych hodnot. Z tohoto divodu délime numerické metody jesté podle
tohoto kritéria na:

1.  jednokrokové — témto metoddm se téZ nékdy fikd metody bez pa-
meti;

2. vicekrokové — piesnost téchto metod zpravidla roste s po¢tem po-
slednich hodnot pouZitych ke spo¢itani hodnoty nové.



2. METODY NUMERICKE SIMULACE

2.1 Jednokrokova schémata

Nejprve se budu vénovat jednokrokovym schémettim, na kterych bych rad
ukdzal rozdil mezi implicitnimi a explicitnimi metodami. Tato skupina me-
tod mé nespornu vyhodu v tom, Ze jsou snadné na implementaci a pocho-
peni.

2.1.1 Eulerovo schéma

Zakladni myslenka Eulerova schématu spo¢iva v tom, Ze je v rovnici 2.1
v intervalu [¢,,t,+1] zafixovdna hodnota y (7). Pfedpokladem tohoto po-
stupu je, Ze ¢asovy krok h = t,41 — t, je dostate¢né maly na to, aby se
hodnota y(7) vyznamné zménila. Po zafixovani je mozné fesit podstatné
jednodussi schéma 2.2.

Y+l =¥n + h- Y(T) (22)

Zptisobti, jak zvolit hodnotu y(7), je nékolik. V této praci ukazi tfi z nich.

Eulerova explicitni metoda: Ptivodni podoba Eulerovy metody fixuje hod-
notu y(7) do stavu, v jakém je na zacatku intervalu [t,,t,+1]. JelikozZ je
metoda explicitni, ke spo¢itani y,41 stac¢i znat y,...,y,. Velikost chyby,
s jakou lze timto zptisobem odhadnout feSeni, se v8ak pohybuje v fadu
O(h?) [12| str. 6], ¢imZ se metoda stadva pro praktické vyuZiti nepouzitel-
nou.

Yni1=Yn+h-yn (2.3)

Eulerova implicitni metoda: Podobné jako v pfedchozim pripadé je moz-
né zafixovat hodnotu y(7) do stavu, v jakém byla v krajnim bodé intervalu
[tn, tnt1]. Tentokrat je ovsem zvolen koncovy stav.

Touto volbou se ovSem velice komplikuje postup, jak spocitat novy bod
¥n+1. Nestaci znat pouze pfedchozi body trajektorie yi,...,y,, ale je jiz
tfeba hodnota samotného bodu y,, 1. Pro tyto tcely je dostacujici aplikace
napf. Newton-Raphsonovy metody [24] a ndsledné pouziti vysledku jako
odhadu pro numerickou simulaci. Vysledek simulace 1ze pouZit jako novy
odhad, proces zopakovat a zpresnit tak vypocet y;,,+1.

Yol =Yn + N Ynt (2-4)

10



2. METODY NUMERICKE SIMULACE

Chyba Eulerovy implicitni metody se bohuZzel znovu pohybuje v fadu

O(h?) [5], nicméné béhem vypoctu vykazuje stabilngjsi chovéani, zejména
u tzv. tuhyjch rovnic [12) str. 53].

Theta metoda: Pfedchozi metody lze zobecnit a to tak, Ze hodnotu y(7)
nahradime vdZenym primeérem hodnot, jakych by y(7) nabyvalo v krajnich
bodech intervalu [t,,, t;+1]-

V predpisu 2.5 za © volime ¢islo z intervalu [0, 1]. Pokud za © zvolime
psané komplikace ve vypoctu. Pro obecné hodnoty © se chyba pohybuje
opét v fadu O(h?). Je-li viak nastaveno © = 1!, chyba se snizi na O(h?) [8,
str. 18].

2.1.2 Runge-Kuttovo explicitni schéma

Velkou skupinou explicitnich metod, které se pouZivaji v praxi, jsou me-
tody vyuzivajici Runge-Kuttova schématu 2.6. Tyto metody generuji novy
bod s chybou o velikosti O(h**1), kde s je tzv. ¥ad. Mezikroky vypoctu na
sebe plynule navazuji, a tudiz je vypocetni ndro¢nost vzhledem k pfesnosti
metody mald. Sekce 2.3 ukazuje, jak se dé tato metoda jednoduse upravit
tak, aby bylo mozné kontrolovat chybu.

Yn+1 =Ynt+h- Z biki (2.6)
i—1
kl = f(tnu Yn)
ky = f(tn + coh,az1hky)
ks = f(tn + c3h,az1hki + a3 2hks) (2.7)

ke = f(tn + csh, a571hk¢1 + a572hk‘2 4+ ... a575_1hk:5_1)

Metoda pouziva pro aproximaci integralu v rovnici 2.2 Gaussovu kva-
draturu integralu [12, str. 33]. Jednotlivé metody jsou popsany tzv. Butche-
rovym tablem 2.8, pficemZ aby metoda byla konzistentni, musi platit vztah

1. Pokud © = 1, fikdme Ze se jedn4 o tzv. lichob&znikové pravidlo.

11



2. METODY NUMERICKE SIMULACE

2.9. Navic aby metoda dosdhla vhodného omezeni lokalni chyby, musi pla-
tit dalsf omezujici podminky.

0
co | az1
€3 | 431 G322
2.8)
Cs | n,1  Qn?2 Qs s—1
by be bs—1  bs

i—1

E a; 5 = ¢, Pro ’i:2,...,8. (29)
Jj=1

V rtiznych zdrojich [8] se nejcastéji uvadi piiklad Runge-Kuttovy expli-
citni metody fddu 4 danou tablem 2.10.

(2.10)

= NI=Nl= O

o+ O O NI
Wi O Nl
Q| =

o=y

2.2 Vicekrokova schémata

Typickd numerickd simulace probihd tak, Ze dostane pocatecni body yq
a casové kvantum h. Simulace postupné produkuje body y1, y2, y3 atd. Na-
bizi se otazka, zda ve chvili, kdy se pocitd bod y,,+1, nelze néjak zuZitkovat
body, které se pocitaly diive.

V této kapitole bych rdd ukazal pfiklad explicitni metody, kterd se snazi
pfedchozi vypocty vyuZit.

2.2.1 Adams-Bashforthovo explicitni schéma

Rovnice 2.11 znovu pfipomind problém, ktery musi algoritmus pro nume-
rickou simulaci vyfeSit. Dfive popsané algoritmy k rovnici pfistupovaly
tak, Ze nahradily integral na pravé strané jednodus$sim vyrazem.

12



2. METODY NUMERICKE SIMULACE

tn+3
Y(tnrs) = Y{tnrers) + / f(ry(r))dr (2.11)

tn+571

Adams-Bashforthovo schéma se neomezuje na to, Ze by prohlasilo y(7)
v pribéhu intervalu za konstantni, ale sestroji funkci, ktera se béhem inter-
valu [ty4s-1, tnts) chovd podobné jako funkce f.

s—1
p(t) = Z pm(t)f(tn—Hm Yn—l—m)y
m=0

s—1

t—1tn
m(t) = T
) = ] T 2.12)
1=0,l#m
—1)s—1-m s—1 t—tp
- m'((s—)l—m)' H ( h _l)
’ T 1=0,l#m
Metoda neprve za pomoci bodtl y,,, ..., ynts—1 zkonstruuje polynom

p podle predpisu 2.12. Tento polynom poslouZi jako vhodnd aproximace
funkce f béhem ¢asového intervalu [t 1s—1,tn+s] @ pouZije se v rovnici 2.14
[12, str. 19].

p(t) = f(t,y(t) + O(h*) pro &€ [tnts—1,tn+s] (2.13)

Adams-Bashforthova metoda dosahuje chyby fadu O(h**1), na druhou

YV s

stranu vSak klade vy$si ndroky na pamét’.

s—1
Ynts =Yn +h- Z bmf(tn-i-ma Yn—i-m)v

m=0
tn+s

b = h* P (T)dT (2.14)

tn+571

h
= hl/ Pm(tnys—1 + 7)dT
0

2.3 Kontrola chyby

Kazda metoda pro feSeni problému inicidlnich podminek je charakteris-
ticka fddem chyby, s jakou dokaze vygenerovat bod y,, 11, jestliZe je zndma

13



2. METODY NUMERICKE SIMULACE

pfesnd hodnota bodu y(t,). Konkrétni hodnota chyby se mtize lisit v zavis-
losti na systému rovnic, ktery zrovna metoda fesi.

Chyba aproximace jednoho bodu se samoziejmé projevi pfi vypoctu
bodti nasledujicich. Probihé-li tedy simulace obsahujici tisice a miliény bod,
muZe chyba nartist do nepffjemnych rozméra. Jistym feSenim je nastaveni
kroku h na opravdu malou hodnotu, ale to zvysi vypocetni ndro¢nost si-
mulace.

Nastésti existuje zptisob, jak béhem vypoctu odhadnout chybu a pfi-
slusnym zptisobem ptizptisobit krok h.

2.3.1 Obecny zpusob odhadu chyby

Necht' je dan ¢asovy krok h a bod y,,. Hodnota YSL je spocitdna pomoci

Eulerovy explicitni metody.

Yatr = Yo+ hf(tu, ya) (2.15)
Vyraz 2.16 ukazuje, jakym zptisobem se yig)rl 1is1 od skute¢ného feseni
Y (tn+1)-
(0) 2
T, 1 =ch
et (2.16)

yﬂl + quo+)1 = y(tnt1)

Aproximaci bodu y(¢,41) 1ze spocitat znovu a pfesnéji, ozna¢me ji yill)rl.

Vypocet se provede dvakrat o asovy krok %. Vznikne nejprve hodnota

1 L (1 VI
yii 1 apote yﬁbll, kterou Ize znovu porovnat se skute¢nym feSenim y (¢,,+1).

Nyni pfedpokladejme, Ze hodnota c, ktera vystupuje ve vypoctu chyb TT(LO+)1

a 7'7(:21, se pro dostate¢né malé hodnoty h chové jako konstanta.

h
Yntl = Yn + §f (tnsYn)

n _ h
Ynt1 = ynJr% + §f (thr%’ ynJr%)

" BN2 /BN (2.17)
T =C\5 ) TClg

R\? 1 1 ©
= 2c <2> = §Ch2 = 57’75721

Pro odhad velikosti chyby se vyuzije vztahu 2.18. Odhad se porovna
s maximélni a minimalni o¢ekdvanou chybou, a pokud je tfeba, upravi se
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2. METODY NUMERICKE SIMULACE

odpovidajicim zptisobem ¢asovy krok h. Stejny postup lze pouzit pro kaz-
dou metodu fe$ici problém vychozich podminek.

PR A (2.18)

2.3.2 Runge-Kutta-Fehlbergova metoda

Predchozi feSeni v sobé obsahuje jednu velkou nevyhodu. Pro odhad chyby,
musi numerickd simulace vypocitat jeden bod dvakrat a jednou dokonce
pomoci mezikroku. Misto jednoho vypoctu jsou k ziskani bodu y,, 1 po-
tfeba vypocty tfi.

Pfi odhadu chyby u Runge-Kuttovy metody se mnozstvi provedenych
vypocthh nezméni. VyuZiva se zde toho, Ze 1ze najit dvé metody po sobé
jdoucich fadu takové, Ze se jejich vypocet bodu y, 1 lisi pouze v jednom
kroku. Jinymi slovy, velkou ¢ast vypoctu metody fadu n 1ze pouzit jako
mezivypocet pro metodu fadu n + 1.

Schéma vyuZivajici toto pozorovani se nazyvad Runge-Kutta-Fehlbergo-

(0)
n+1

¢itany Runge-Kuttovou metodou fadu o, podobné 7'7(;21 piislusnou chybu

vo [9, str. 497] a je popsano vztahem 2.19. Proménnd y, ~ ; znaci bod vypo-

a b” piislusné kostanty.

s—1
yglsJ:ll) =vn+h- Z bl(sfl)ki
i=1

u 2.19
YO =yat b S0k, (2.19)
=1

-1
Tntl = YS«)H - YSH)

Ziskéani nového bodu a odhadu chyby samoziejmé pfedchazi spocitani
koeficientti k; aZ ks, které jsou vsak pro obé metody spole¢né.
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Kapitola 3

Technologie CUDA

CUDA, neboli Compute Unified Device Architecture[14], je technologie vy-
vinuté spole¢nosti NVIDA pro préaci s grafickymi kartami. Grafické karty
nové nabizi alternativu ke klasickym procesortim v oblasti supervypoctt
a obecné akceleraci algoritmi. Jejich zvladnuti vSak na druhou stranu vyZza-
duje netrividlni Gsili a znalost jejich zdkladni stavby a fungovéni. Na rozdil
od procesoru totiz sama graficka karta neprovadi p#ili§ mnoho optimali-
zatnich kroki!, a programator ma proto vétsi zodpovédnost za sviij kod.
Zjednoduseny ndvrh vyrobctim grafickyh karet umoZziiuje na podobny
prostor a za podobné finance vloZzit vice vypocetnich jednotek. Vypocetni
jednotky jsou na karté sdruzovany do multiprocesorti, ke kterym jsou pii-
fazeny fidici jednotky a vyrovndvaci pamét’. Tim se karty lisi od klasickych
procesorti, kde se tyto komponenty nachdzeji u kazdé vypocetni jednotky.

Control ALU  ALU

ALU ALU

CPU GPU

Obrazek 3.1: Porovnéni architektury CPU a GPU[14] str. 3].

Moortv zékon [23] [13] dfive platil zejména diky zvySovani frekvence
a instrukénimu paralelismu, dnes se vSak spiSe uplatfiuje zmnoZovani ja-
der a vekterové instrukce. To mimo jiné znamend, Ze dfive se kazdych 18
mésicli zdvojnasobila rychlost zpracovéni jednoho vlakna, avsak dnes se

1. Klasicky procesor je napiiklad schopen preskladat instrukce tak, aby zrychlil jejich pro-
vedeni.
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3. TECHNOLOGIE CUDA

kazdych 18 mésicti zdvojndsobi rychlost zpracovani dostate¢cného mnoz-
stvi vldken. Postupné se tedy zrychluji ty vypocty, které jsou dostatecné
velké na to, aby je $lo masivné paralelizovat. Diive ke zrychleni programu
programétorovi pomohl pfeklada¢, nyni se vyZaduje, aby sim programator
nalezl v feSeni problému soubéZnost. Je vsak vhodné poznamenat, Ze sou-
béZnost sama o sobé& neni feSenim, protoZe existuje mnoho problém, pro
néZ nelze sestrojit paralelni algoritmus, nebo které jsou pro masivni parale-
lizaci pfilis malé.

Theoretical

GFLOP/s
1500

NVIDIA GPU Single Precision
1250 =—+=—=NVIDIA GPU Double Precision
——a=|ntel CPU Single Precision
Intel CPU Double Precision

1000

750

TeslaC2050
500

250 Westmere

Tesla C 1060 / Eloomfield
Woodcrest

. — Vv
0 Penhumﬁ Harpertown
Sep-01 Jan-03 Jun-04 Oct-05 Mar-07 Jul-08 Dec-09

Obréazek 3.2: Porovnani poctu operaci s plovouci desetinnou ¢arkou za
sekundu pro CPU a GPU [14) str. 2].

Jelikoz se programovaci model CUDA znac¢né 1isi od klasického mo-
delu, rdd bych zde prezentoval nékteré jeho stéZejni casti. NejpouZzivanéj-
$im néastrojem pro psani programt na bazi technologie CUDA je rozsifeni
programovaciho jazyka C nazyvajici se CUDA C, proto se v pfikladech
omezim praveé na tento jazyk.

3.1 Hierarchie vldken

Vldkna jsou béhem vypoétu rozdélena do dvourozmeérnych blokt, v rdmci
nichZ nesou identifikator v podobé dvojice threadIdx.xathreadIdx.y,
kterd predstavuje soufadnici vldkna v rdmci bloku. Vypocet se rozdéli mezi
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3. TECHNOLOGIE CUDA

multiprocesory tak, aby jeden blok nélézel pravé jednomu multiprocesoru.

Bloky jsou uspofddany v miiZce, v niZ je kaZzdy oznacen unikatni dvojici
soufadnic blockIdx.x a blockIdx.y. Do budoucna se pocitd s tim, Ze
bloky i mfizky budou moci byt aZ trojrozmérné, a proto existuji i proménné
threadIdx.z ablockIdx.z, nicméné v soufasnosti tyto proménné ne-
mohou nabyvat jiné hodnoty nez 1.

Vldkna jsou déle clenéna do tzv. warpt, jejichZ velikost je zpravidla na-
stavena na 32. V ramci jednoho warpu je nutné, aby vlakna provadéla v je-
den ¢as stejnou instrukci. Pokud vypocet diverguje a neni mozné tuto pod-

minku dodrZet, nékterd jadra multiprocesoru béZi na prazdno a prodluzuje
se celkovy ¢as vypoctu.

3.2 Kernely

Programy, které se spousti na grafické karté, se nazyvaji kernely. Kernel je
béZnd funkce oznacend deklaraci __global__ ajeho spusténi na grafické
karté se provadi pomoci uvozovacich znakt <<< a >>>, do nichZ se vepi-
suji parametery udavajici rozmér bloki a m¥izky. Po spusténi je kazdému
vlaknu a bloku pfifazena pfislusna soufadnice.

Nustraéni kod ve vypisu 3.1 [14, str. 7] ukazuje jednoduchy kernel pro
s¢itani vektorti a jeho spusténi v hlavni funkci. Kernel spusti jeden blok
obsahujici IV vldken sefazenych v dimenzi z. Kazdému vldknu odpovida
jeden index ve s¢itanych polich.

// Kernel definition

__global__ void VecAdd(floatx A, floatx B, floatx C) |{
int i = threadldx.x;
Cl[i] = A[i] + B[i];

}

int main() {
// Kernel invocation with N threads

VecAdd<<<1, N>>>(A, B, C);
}

Vypis 3.1: S¢itani dvou vektort A a B.
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3. TECHNOLOGIE CUDA

3.3 Pameét

Pfi pouzivani karty pro vypocty je tfeba si uvédomit, Ze data, se kterymi
ma karta pracovat, nejsou dostupnd pfimo a musi se piesunout pies PCI-
Express sbérnici. Vzhledem k rychlosti sbérnice a tomu, Ze pfes sbérnici
miiZze v daném ¢ase komunikovat vice zafiZeni se pfenos dat mtize velice
snadno stat tzkym hrdlem algoritmu. Obecné plati, Ze je nutné nad daty
provadét netrivialni vypocet, piipadné pfenos dat pfekryt s vypoctem.

Dalsi véci, na kterou je tfeba si dat pozor, je velké mnoZstvi druhii pa-
méti s riznymi p¥istupovymi rychlostmi. I pfes malou vyrovndvaci pamét’
je vSak prostfedi schopno rychlost paméti ¢aste¢né maskovat. Ridici jed-
notka v pfipadé warpu, jehoZ data jesté nejsou k dispozici, pozada danou
pamét’ o data a warp odloZi na pozdéji, pficemz vypocetni ¢as pifenecha
jinému warpu.

3.3.1 Druhy paméti

Registry: Nejrychlejsi a nejmensi druh paméti, ukladaji se sem lok&lni
proménné definované v rdmci vlakna, proto je Zivotnost obsahu registri
spojena s vlaknem.

Lokdlni pamét: Velice pomald pamét’, nachédzi se zde lokdlni proménné,
které se nevesly do registrti. P¥i odsunuti vypoctu vlakna, data zanikaj.

Sdilenda pamét: Pomérné rychld, ale docela mald pamét/, jejiz obsah je
spjat s blokem. Proménné jejichZ obsah se mé ulozit do sdilené paméti se
v k6du oznaci deklaraci ___shared__. Pfistup do této paméti je limitovan
pfes tzv. pamét'ové banky [14, str. 88]. Velikost pouZité sdilené paméti je
tfeba znat pfed spusténim kernelu.

Globdlni pamét: Pomérné velkd pamét’ s latenci aZ stovky cyklt. Tato
pamét’ zpravidla slouzi pro kopirovéani z a do opera¢ni paméti, kterd je p¥i-
stupnd z procesoru.

Pamét’ konstant: Rychld pamét’ urcend pro data, kterd se béhem spusténi
kernelu neméni.

Pamét' textur: Pamét’ urcend pouze pro ¢teni, v niz se nachdzi data znama
pfed spusténim kernelu. Zejména je vhodna pro data strukturovand v dvou-
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3. TECHNOLOGIE CUDA

registry 32 000 na jeden multiprocesor

lokdlni pamét’ 512 KB na jedno vldkno

sdilend pamét || 48 KB na jeden multiprocesor
globdlni pamét’ | asi 1.5 GB

pamét’ konstant | 64 KB

pamét’ textut maximélni rozméry 65536 x 65535,
pfipadné 2048 x 2048 x 2048, maxi-
malneé 1ze v kernelu pouzit 128 textur

Tabulka 3.1: Parametry karty GeForce GTX 480, se kterou jsem praco-
val [21]].

rozmérné miiZce a lze nastavit, jak se ma chovat ve chvili, kdy se pfistupuje
k nekorektnim soufadnicim, nap¥. (0.5, 0.3) nebo (—10,0).

3.4 Synchronizace

Diky podpore masivni paralelizace nabizi architektura CUDA i konstrukce
pro jednoduchou synchronizaci. Pomoci pfikazu ___syncthreads () pro-
gramatorim umozZnuje synchronizovat vldkna napfic blokem a pomoci dal-
Sich piikazi napii¢ warpem. Vldkna v jednom warpu se navic nemusi jen
jednoduse synchronizovat, ale mohou mezi sebou i hlasovat.

Synchronizace zde narozdil od klasického procesoru nestoji vice nez
jednu instrukci. Na druhou stranu se zde stdle nachdzi prodleva zptisobena
¢ekanim vlaken, kterd méla méné prace, na vldkna vytizengjsi.

Soucasné karty pfimo nepodporuji synchronizaci celého kernelu, ani
obecné n vldken. Pokud se v algoritmu objevi potieba synchronizovat vldk-
na napiic¢ celym kernelem, nezbyva nic jiného neZ kernel vypnout a znovu
pustit. To v sobé ale bohuZel zahrnuje reZii se zavadénim kernelu na grafic-
kou kartu a inicializaci lokalnich proménnych.

Pokud je potfeba synchronizovat n vlaken v rdmci jednoho bloku, 1ze
tak ucinit za pouZiti sdilené proménné a atomickych operaci nad celymi
¢isly. Synchronizovat vldkna z rtiznych blokt 1ze jediné pfes globalni pa-
mét’, coz vzhledem k vysoké latenci ¢ini tuto operaci témeéf nepouZitelnou.
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Kapitola 4

Implementace

V této kapitole popisi implementaci knihovny pro feSeni problému iniciél-
nich podminek pouZivéjici jiz popsané metody a technologie s cilem akce-
lerovat algoritmus pro analyzu biologickych systémti [7].

4.1 Piehled

Pavodni aplikace algoritmu je implementovana v jazyce Java, a proto bylo
zadouci, aby vytvofend knihovna poskytovala rozhrani pravé v tomto ja-
zyce. Zaroveni je ale dobré poznamenat, Ze rozsifeni CUDA je dostupné
pfedevsim pro nizkotroviiové jazyky, protoZe je napfiklad nutné p¥imo
pracovat s paméti. Z tohoto dtivodu neni mozné pro kartu programovat
v jazyce Java, a ¢ast knihovny je tedy implementovana v jazyce CUDA C.

Rozhrani mezi Javou a kernely tvofi knihovna JCuda [1], ktera zptistup-
nuje tzv. driver a runtime API [14), str. 15] a umoZniuje kernely spustit z pro-
stfedi Javy. Pro manipulaci s projektem jsou pouZity programy ant a make
a pro testovani knihovna JUnit [2].

Numerické metody jsou dostupné jak ve verzi pro procesor, tak ve verzi
pro grafickou kartu. Dostupné metody jsou:

o Euler — explicitni metoda popsand v sekci 2.1.1, neobsahuje v sobé
kontrolu chyby;

o Runge-Kutta-Fehlberg — explicitni metoda popsana v sekci 2.3.2 s chy-
bou v jednom kroku ¥adu O(h®), obsahuje v sobé mechanismus pro
kontrolu chyby.

4.1.1 Javové rozhrani

Zdrojové kody rozhrani v jazyce Java se nachdzi v adresédfi java a jsou
déleny do nasledujicich balick:
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° org.sybila.ode — tfidy pro prdci se systémy diferencidlnich rov-
nic, definice rozhrani pro spousténi numerické simulace a zdkladni
préci s trajektoriemi a body trejektorie;

o org.sybila.ode.cpu —tfHidy umoznujici vypocet numerické simu-
lace na klasickém procesoru, tyto tfidy slouzi pouze pro srovnani vy-
sledkti méfeni;

° org.sybila.ode.cuda — tfidy tvofici rozhrani pro vypocet nume-
rické simulace na grafické karté;

. org.sybila.ode.benchmark — zdkladni ndstroje pro méfeni vy-
konu numerické simulace.

Tfida org.sybila.ode.benchmark.Main jejedinou spustitelnou tfi-
dou projektu a nabizi zdkladni méfeni vykonu dostupnych tfid provadéji-
cich numerickou simulaci. Aby se program spustil korektné, musi byt na
stroji dostupna grafickd karta s compute capabality alespon 2.0 [14) str. 153].

4.1.2 Kernely

V souboru c¢/src/num_sim_kernel.cu se nachédzi zdrojové kody ker-
nelt pro Eulerovu a Runge-Kutta-Fehlbergovu metodu. Eulerova metoda je
naimplementovand dvéma zptsoby v kernelech euler_simple_kernel
a euler_kernel, které budou podrobnéji popsany v sekci 4.2. Runge-
Kutta-Fehlbergova metoda je naimplementovana pouze jednim zptisobem
v kernelu rkf45 kernel.

VSechny kernely pfijimaji stejné parametry, skrze néZ je nutné definovat
pocatecni podminky, nastaveni absolutni a relativni chyby a systém dife-
rencidlnich rovnic.

4.1.3 Reprezentace systému diferencidlnich rovnic

Aby bylo moZné provést numerickou simulaci, je nutné reprezentovat sys-
tém diferencidlnich rovnic. Ve své préaci jsem se omezil na systémy obsa-
hujici pouze rovnice tvaru 4.1 a pfedpokladam, Ze pro kazdou proménnou
Tm € {0, 21,...1,} existuje praveé jedna rovnice s z, na levé strané. Tento
format je dostacujici pro popis reakénich systémt obsahujici elementarni
chemické reakce.

x;l:a1~F1+a2-F2+...+ai-Fi

41
kde Fj je soucin proménnych xj, € {xo,21,...,2n} ®1)
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Reprezentaci rovnic tohoto zjednoduseného tvaru lze v budoucnu snad-

no rozsifit na rovnice tvaru 4.2 popisujici obecnéjsi systémy s dynamikou
popsanou lomenymi funkcemi.

’ _al-Fl—l—...—l—al--Fi
m bl-G1+...+bj'Gj’ 4.2)
kde Fj a Gj, jsou sou¢iny proménnych zj, €{zg, z1,...,2n}

T

Pfikladem systému rovnic odpovidajicich tvaru 4.1 je systém 4.3.
xf) =0.1-29 29 —0.005 - 21
i =01-21-0.2- 12 (4.3)
Th =2
Systém rovnic je kédovan pomoci nésledujicich ¢ty jednorozmérnych
poli, d oznacuje pocet proménnych nachdazejicich se v systému:
° coefficients —koeficienty a; pro kaZdou rovnici systému;

o coefficient_indexes —obsahuje d+1 prvki, i-ty prvek pole v so-
bé nese odkaz na koeficienty rovnice pro i-tou proménnou, na pozici
d + 1 se nachazi pocet koeficientt celkem;

. factors —indexy proménnych nachdzejici se v soucinech Fy;

o factor_indexes — pro kazdy koeficent obsahuje odkaz na ¢initele
s nim spojené, na pozici coefficient_indexes[d+1] se nachdzi
pocet ¢initeld celkem.

coefficients = [0.1, —-0.005, 0.1, -0.2, 2]
coefficient_indexes = [0, 2, 4, 5]

factors = [0, 2, 1, 1, 0]
factor_indexes [0, 2, 3, 4, 5, 5]

Vypis 4.1: Zakédovani systému rovnic 4.3.

Takto zakdédovany systém diferencidlnich rovnic je vstupem metody nu-
merické simulace, kterd jej pouziva pii volani funkce pro vypocet z/,. Tento
vypocet je popsan algoritmem 1. Ve stavajici implementaci se data kédujici
systém rovnic nachézeji v globalni paméti. U¢inil jsem tak proto, Ze pieko-
pirovani dat do sdilené paméti nepfineslo zrychleni. Latence globalni pa-
méti se v porovnani se sdilenou paméti neprojevuje a to pravdépodobné
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diky velké vyrovndvaci paméti, jiz disponuje karta, kterou jsem mél k dis-
pozici. Dal$i moZnosti je pfesun dat pfed vypoctem do paméti konstant.
Zde jsem vSak narazil na omezeni knihovny JCuda, kterd nenabizi pfilis
dobré rozhrani pro praci s ukazateli.

Algoritmus 1 Vypocet z, pro bod (o, . .., zq)

1: result < 0
2: for ¢ + coef ficient_indexes[n| to coef ficient_indexesn + 1] — 1 do
3:  aux_result < coef ficients]i]

4:  for f < factor_indexes|c| to factor_indexes[c+ 1] — 1 do
5: aux_result < aux_result - x[factors|f]]

6: end for

7 result < result + aux_result

8: end for

9: return result

4.2 Popis vypoctu

Pro docileni dostate¢ného maskovéani latence je nutné, aby vypocet na gra-
fické karté provadélo dostate¢né mnozstvi vldken. Stdvajici verze imple-
mentace algoritmu pro analyzu dynamickych systémi pocitd pro jeden sys-
tém radové stovky trajektorii. V pfipadé kernelu, ktery by kazdé trajektorii
pridélil jedno vlakno, by tedy pocet vlaken nebyl pro zamaskovani latence
dostatecny. Pro testovaci tcely jsem vSak vytvofil i jeden kernel pouZivajici
toto rozdéleni prace.

Druhé rozdéleni prace mezi vlakna, které se nabizi, je po dimenzich. To
znamena, Ze jednu trajektorii ma na starosti tolik vlaken, kolik proménnych
obsahuje systém rovnic. Tato vldkna se musi mezi sebou synchronizovat
minimdlné po vypoctu jednoho bodu, protoze pro vypocet bodu nového je
potfeba hodnota jeho predchiidce.

Pfi implementaci jsem vychdazel z pfedpokladu, Ze pocet proménnych
bude rozumnyj, a tudiZ se vSechna vldkna pocitajici jednu trajektorii vejdou
do jednoho bloku, pficemz lze pocet proménnych dokonce pouZit jako je-
den jeho rozmér. V jednom bloku se tedy nachézi vlakna pocitajici nékolik
trajektorif. Ucinil jsem tak na zdkladé modelti, pro které byla metoda pro
analyzu dynamickych systémi navrZena a které obsahuji nejvyse desitky
proménnych.

Nabizi se dvé moZznosti, jak synchronizovat vldkna jedné trajektorie:

1.  pomoci sdilené proménné — je potieba pied vypoctem nastavit veli-
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kost sdilené paméti a pomoci atomickych operaci provést tzv. bariéru;

2. pomoci synchronizace celého bloku — vypocty trajektorii, které se
nachédzi v paméti blizko sebe, budou synchronni.

Z dtvodu snazsi implementace jsem se rozhodl pro druhou variantu.
Navic se domnivam, Ze trajektorie nachézejici se ve stejném bloku se od
sebe pravdépodobné moc nelisi, a proto i vypocet vlaken nebude navzijem
pfilis divergovat.

Vypocet na grafické karté je ve velké mife limitovan velikosti paméti.
Napfiklad karta GeForce GTX 480, kterou jsem mél béhem implementace
k dispozici, obsahuje globdlni pamét o velikosti 1,48 GB. Z tohoto déivodu
se musi numerickd simulace spoustét po mensich blocich. Uzkym hrdlem
neni jen globdlni pamét’, ale napiiklad i velikost sdilené paméti nebo pocet
registri. Pro sniZeni velikosti lokédlnich proménnych se velka ¢ast vypoctu
provadi nad proménnymi, které jsou umistény v globalni paméti a ve kte-
rych se na konci vypoctu nachazi vysledna data.

(a) Pfed vypoctem no- (b) Kopirovdni hodnoty (c) Vypocet nového
vého bodu posledniho bodu do bodu
prostoru nového bodu

Obrazek 4.1: Faze vypoctu.
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Kapitola 5

Evaluace

Vykon knihovny jsem méfil na stroji, ktery vystupuje v siti £i.muni.cz
pod jménem pandora a ma nésledujici konfiguraci:

CPU AMD Phenom(tm) II X4 940 Processor, 7 GB main memory, GeForce
GTX 480. Debian GNU/Linux lenny with 2.6.26-1-amd64 kernel, CUDA
toolkit 3.1, GCC version 4.3.2, Open] DK 64-Bit Server version 1.6.0_0-b11.

Pro méfeni vykonu je k dispozicibalik org. sybila.ode.benchmark,
kde se nachdzi tfida Benchmark schopna provést zakladni méfeni a spus-
titelnd tfida Main, ve které se nastavuji zdkladni parametry méfeni. Virtu-
alnimu stroji Javy byla navysena velikost haldy na 6144 MB.

Vypocet numerické simulace se spusti n-krét a u kazdého se ovéfi, jak
dlouho se simulace provadi. Nejlepsi a nejhorsi ¢as se zahodi a ze zbylych
¢asti se provede aritmeticky pramér. V této praci jsem zvolil n = 10.

Metody, které se objevuji v méfeni:

. CPU Eulerova metoda — implementace Eulerovy metody ze sekce
2.1.1 v Javé bez adaptivniho ¢asového kroku;

o CPU Runge-Kutta-Fehlbergova metoda —implementace Runge-Kutta-
Fehlbergovy metody ze sekce 2.3.2 v Javé;

o CUDA jednoducha Eulerova metoda — implementace Eulerovy me-
tody pouZivajici architekturu CUDA, kde kaZdé trajektorii piislusi
praveé jedno vlakno;

o CUDA Eulerova metoda — implementace Eulerovy metody pouZiva-
jici architekturu CUDA, kde kazdé proménné jedné trajektorie pfi-
slusi jedno vlakno;

. CUDA Runge-Kutta-Fehlbergova metoda — implementace Runge-
Kutta-Fehlbergovy metody pouZivajici architekturu CUDA, kde kazdé
proménné jedné trajektorie pfislusi jedno vlakno.
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5. EVALUACE

5.1 Modely

Vykon numerické simulace zavisi na vlastnostech modelu, ktery se pravé
pocitd. Pro zméfeni vykonu jsem zvolil nékolik modelii, mezi nimiZ se na-
chédzi smyslené modely, které 1ze snadno rozsifit o dalsi proménné, i redlny
model s fixnim poc¢tem proménnych.

5.1.1 Jednoduchy linedrni model

Prvnim modelem, na kterém jsem zkousel otestovat knihovnu byla jedno-
ducha soustava rovnic tvaru 5.1. Tento typ by mél byt pro numerickou si-
mulaci po¢itanou na grafické karté nejvhodnéjsi, protoze vypocty pro jed-
notlivé proménné jsou na sobé nezavislé a nemély by divergovat.

1‘6:a'x0+a'xo
x'1:2-a-x1—|—2-a':n1
(5.1)

/
Tp 1 =N-0 Tp_1+N-a*Tp_1,

kde a = 0.005

Nepiili§ intuitivni tvar rovnic tohoto modelu je zvolen proto, aby jeho
vyhodnoceni bylo srovnatelné s nasledujicim modelem.

5.1.2 Jednoduchy provazany model
Tento model by mél ukazat, jak se bude vypocet chovat, kdyZ hodnota
jedné proménné zdvisi na jiné, ale zaroven se stale dd jednoduse vytvorit
pro libovolny pocet proménnych.
Th=a-To-—Nn-a- 1]
ri=2-a-21—(n—1) 19
5.2)

/
Tp] =N Q4 Tp—1 — Q- To,

kdea =0.1

5.1.3 Redlny model

Poslednim pro méfeni uvaZzovanym modelem je oscilujici systém tii pro-
ménnych [4].
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5. EVALUACE

2’ =0.0005 - 250 -z -y
y' =0.0001 —0.1-y—250-2-y+300-y-z (5.3)
2 =250-2-y—300-y-z

5.2 Paremetry

Pfi méfeni jsem uvaZoval riizné parametry, které by mohly ovlivnit délku
vypoctu. Jednd se o:

. pocet inicidlnich boda — ovliviiuje pocet vldken, které se ztcastni vy-
poctu a velikost alokované paméti;

. pocet proménnych v systému — opét ovliviiuje pocet vlaken a veli-
kost alokované paméti, navic kromé zjednodusené Eulerovy metody
urcuje velikost blokt;

o velikost relativni chyby — opét u metod s adaptivnim ¢asovym kro-
kem ovlivriuje délku vypoctu.

Velikost absolutni chyby mé na zptisob vypocétu podobny vliv jako veli-
kost chyby relativni. Pivodni metoda pro analyzu dynamickych systémii
je zaméfena na biologické systémy, ve kterych se mohou hodnoty jednotli-
vych proménnych lisit aZ fddové a absolutni chyba zde nemusi hrat p¥ili§
velkou roli. Proto jsem zvolil z téchto dvou moznosti jako parametr chybu
relativni.

JelikoZ se vypocet na procesoru a grafické karté muhiZe lisit v pfesnosti
a implementace vyuZivajici Eulerova schématu neobsahuji kontrolu chyby
viibec, je kontrola relativni chyby ve vétsiné zde prezentovanych méfeni
vypnuta. Vyjimkou je méfeni sledujici dopad kontroly chyby na vykon si-
mulace.

Maximaélni zkouSeny pocet inicidlnich bodt byl zvolen na zdkladé ve-
likosti globalni paméti dostupné grafické karty a pocet proménnych podle
ocekavané velikosti simulovanych modeltt metody pro analyzu dynamic-
kych systémi. Pocet vracenych bodi trajektorii je nastaven na 1000.

5.3 Meéfeni
Grafy zachycujici méfeni jsou k dispozici v pfiloze A. Celkové jsou imple-
mentace vyuZzivajici technologii CUDA oproti implementacim v Javé fa-

dové rychlejsi.
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5. EVALUACE

5.3.1 Vliv poctu inicidlnich bodi a proménnych

Cas pottebny k vypoctu kernelt s rostoucim poétem inicidlnich bod na-
ristd linedrné. To samé 1ze Fici o z4vislosti na po¢tu proménnych v systému.
V pfipadé redlného systému tii proménnych Ize rozpoznatjisty ,schodovity
trend, jenZ je moZzna zptisoben tim, Ze pii urcitém poctu trajektorii se gra-
ficka karta vyuziva optimdlné a po navyseni tohoto poctu jsou néktera vla-
kna ,navic”, coz zptisobi, Ze grafickd karta neni chvili zcela vyuzita. U mo-
delti s vice proménnymi k tomuto jevu nedochézi, avSak misty se objevi
lokalni vykyvy, pfi nichz se u urcitého poctu inicidlnich bodi vyznamné
prodlouZi naméfeny cas, ktery se po zvyseni tohoto po¢tu opét ,,srovna”.
Pfizndm se, Ze tyto vykyvy nejsem schopen vysvétlit a pfipisuji je na vrub
nepfesnosti méfeni.

5.3.2 Rozdéleni prace

Méteni ukazuje, Ze kernel, v némzZ kaZdou trajektorii pocitd pravé jedno
vlakno, je pomalejsi neZ implementace, ve které kazdé trajektorii ndlezi to-
lik vlaken, kolik se nachazi proménnych v systému. Ackoliv jsem ocekaval,
Ze jednodussi implementace Eulerovy metody bude vykazovat lepsi cho-
vani pii vétsim poctu simulaci, nebylo tomu tak. Pravdépodobné se proje-
vuje velké mnozstvi dat, se kterym vlakno, které ma na starosti celou tra-
jektorii, pracuje. V takovém piipadé nemusi byt efektivné pouzita vyrov-
nédvaci pamét’.

5.3.3 Vliv nastaveni relativni chyby

Nejvétsi vliv na délku vypocétu md, zda se, nevhodnd volba modelu spo-
le¢né s vysokymi poZadavky na ptesnost vracenych boda!. Kernely maji
nastaven limit na maximalni pocet iteraci, které mohou provést. Pfi snizeni
povolené relativni chyby mohou vldkna narazit na tento limit a v krajnim
piipadé vratit mensi pocet bodti, neZ je poZzadovano. Vypocet vladken se
samoziejmé lisi podle toho, jaky inicidlni bod jim p¥islusi. Celkoveé tedy na-
staveni chyby velkou mérou ovliviiuje divergenci vypoctu vldken.

1. To se samoziejmé tykad pouze kernelu Runge-Kutta-Fehlbergovy metody. U implemen-
taci Eulerovy metody ke kontrole chyby nedochdzi, a nastaveni chyby proto nemtize vypo-
et nijak ovlivnit.
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Kapitola 6
Zavér

Byla vytvorena knihovna pro numerickou simulaci postavena na zdkladé
technologie CUDA, ktera zprosttedkovava vypocet nad vice inicidlnimi bo-
dy dynamického systému. Tato knihovna obsahuje rozhrani pro jazyk Java,
diky kterému muZe byt pouZita v existujici implementaci metody pro ana-
Iyzu dynamickych systémi.

Meéfeni ukdzala, Ze délka vypoctu reaguje na hodnoty vytycenych pa-
rametri vhodnym zptisobem. Nejvétsim problémem mitiZze byt nevhodné
zvoleny model v kombinaci s poZzadavkem na vysokou pifesnost vypoctu.
V tu chvili selhdvd implementovana Runge-Kutta-Fehlbergova metoda a
roste podil sekven¢ni ¢sti vypoctu. Obecné 1ze ale Fici, Ze akcelerace ¢asti,
ktera generuje body trajektorii na zdkladé soustavy diferencidlnich rovnice,
probéhla tspésné.

Do budoucna by bylo vhodné implementovat dal$i numerické metody,
zejména metody implicitni a vicekrokové, které v praxi dosahuji lepsich vy-
sledkii. Je v3ak otdzkou, zda sloZitost téchto metod nezptisobi zna¢né zpo-
maleni vypoctu na grafické karté. V pfipadé implementaci dalSich metod
navic vznikne potieba rozhodovacitho modulu, ktery bude volit mezi do-
stupnymi metodami tu, ktery se pro dany systém a uZivatelské pozadavky
nejvice hodi.

Co se tyce zlepSeni vykonu existujici implementace metody pro analyzu
dynamickych systémfi, byl u¢inén pouze jeden krok. Vytvofenou knihovnu
sice lze pouZzit pro generovani trajektorii, ale pokud bude s témito trajek-
toriemi pracovat sekvencni program na procesoru, nedd se oc¢ekavat vy-
znamné zrychleni. Proto je tfeba paralelizovat dalsi ¢asti algoritmu — kont-
rolu vzdalenosti mezi trajektoriemi a ovéfovani LTL vlastnosti.
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Piiloha A

Grafy méfeni
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Obrazek A.1: Linedrni systém deseti proménnych.
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Obrazek A.3: Redlny systém tfi proménnych.
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Obrazek A.4: Linedrni systém deseti proménnych. Zobrazeny jsou pouze
vypocty na grafické karté.
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Obrazek A.5: Provazany systém deseti proménnych. Zobrazeny jsou pouze
vypocty na grafické karté.
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Obrazek A.6: Redlny systém tii proménnych. Zobrazeny jsou pouze vypo-
¢ty na grafické karté.
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Obrazek A.7: Linedrni systém, 1000 inicidlnich bodt.
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Obrazek A.8: Provdzany systém, 1000 inicidlnich bodf.
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Obrazek A.9: Linedrni systém, 1000 inicidlnich bod. Zobrazeny jsou pouze
vypocty na grafické karté.
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Obrézek A.10: Provazany systém, 1000 inicidlnich bod®. Zobrazeny jsou
pouze vypocty na grafické karté.
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Obrézek A.11: Vykon kernelu pro Runge-Kutta-Fehlberhovy metodu v za-
vislosti na pfesnosti vypoctu. Linedrni a provdzany systém obsahuje 10 pro-
ménnych, redlny model 3 proménné. Vypocet probihal nad 1000 inicidlnimi
body. Méfeni linedrniho a redlného modelu splyva.
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Obrazek A.12: Pocet vracenych bodd kernelem pro Runge-Kutta-
Fehlberhovy metodu v zévislosti na pfesnosti vypoctu. Linedrni a prova-
zany systém obsahuje 10 proménnych, redlny model 3 proménné. Vypocet
probihal nad 1000 inicidlnimi body. Méfeni linedrniho a realného modelu
splyva.

45



	Pojmy a východiska
	 Dynamické systémy
	 Problém výchozích podmínek
	 Algoritmus pro analýzu dynamický systémů
	 Stěžejní části algoritmu


	Metody numerické simulace
	 Jednokroková schémata
	 Eulerovo schéma
	 Runge-Kuttovo explicitní schéma

	 Vícekroková schémata
	 Adams-Bashforthovo explicitní schéma

	 Kontrola chyby
	 Obecný způsob odhadu chyby
	 Runge-Kutta-Fehlbergova metoda


	Technologie CUDA
	 Hierarchie vláken
	 Kernely
	 Paměť
	 Druhy pamětí

	 Synchronizace

	Implementace
	 Přehled
	 Javové rozhraní
	 Kernely
	 Reprezentace systému diferenciálních rovnic

	 Popis výpočtu

	Evaluace
	 Modely
	 Jednoduchý lineární model
	 Jednoduchý provázaný model
	 Reálný model

	 Paremetry
	 Měření
	 Vliv počtu iniciálních bodů a proměnných
	 Rozdělení práce
	 Vliv nastavení relativní chyby


	Závěr
	Grafy měření

