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Uvod

Cilem této bakalarské prace bylo prozkoumat relativné nové odvétvi kvantové me-
chaniky, kterymi jsou kvantové pocitace. Zprovoznéni kvantového pocitace by mélo
znacny dopad na vyvoj v mnoha odvétvich kvantové mechaniky, ale i na Sifrovani a
kryptoanalyzu.

Problém dnesnich kvantovych experimentt je, ze jakdkoli manipulace s kvantovymi
systémy je nesmirné experimentalné naroc¢na a lze na nich realizovat jenom velmi
omezené mnozstvi fyzikalnich operaci. Proto je snaha vymyslet v ramci danych
moznosti néjaké smysluplné a ovéritelné experimenty. Piikladem mohou byt ato-
mové procesory rozebrané v této praci, které mohou slouzit k ovéreni teoretickych
predpovédi.

V prvni kapitole jsou shrnuty zdkladni poznatky kvantové mechaniky, které se budou
v dalsim textu pouzivat. V této kapitole je mimo jiné uvedena vétsina dilezitych
definic a také souhrn zakladnich postulati.

V druhé kapitole je popsan vyvoj otevienych systémii. Otevieny systém je systém
interagujici s vnéjsim rezervoarem. Prikladem otevieného systému jsou i kvantové
pocitace, protoze se zadna jejich fyzikalni realizace nevyhne interakci s okolim. Tato
interakce zplisobuje ztratu informace tzv. dekoherenci, coz je jeden z mnoha jevi
komplikujicich vytvoreni funkéniho kvantového pocitace.

Treti kapitola je ivodem do problematiky kvantovych siti a nadhodnych unitarnich
operaci. Napred jsou uvedeny zakladni typy kvantovych obvodii a hradel. Potom je
obecné prozkoumana dynamika kvantovych siti. Na zavér je priklad uziti dokazanych
tvrzeni nalezen atraktorovy prostor maximalné propojené sité a proveden odhad
rychlosti konvergence.

V posledni kapitole je analyzovano asymptotické chovani atomovych procesort. Jsou
nalezeny zakladni vlastnosti, které musi asymptoticky stav spliovat. Pro procesor
velikosti 2 x 2 a 3 x 3 nalezneme bazi prostoru, do kterého systém zkonverguje.
Zmalost této baze nam umoznuje zkoumat dynamiku asymptotického stavu téchto
dvou procesorii. Na zavér je proveden odhad rychlosti konvergence a porovnani s
maximalné propojenou siti.



Kapitola 1

Zaklady kvantové mechaniky

V této kapitole jsou uvedena zakladni matematicka tvrzeni a znaceni, ktera budeme
v dalsich kapitolach pouzivat. Dikazy téchto tvrzeni lze nalézt napriklad v knihach
[9, 8]. Predpokladé se znalost linearni algebry alespon v rozsahu skript [17, 14]. V
zaveéru kapitoly jsou uvedeny postulaty kvantové mechaniky.

1.1 Matematicky formalizmus

Pti popisu matematického formalizmu budeme uvazovat pro zjednoduseni pouze
separabilni Hilbertovy prostory a budeme je oznacovat pismenem 7. K popisu
prvkt Hilbertovy prostoru pouzijeme Diracova formalizmu a vektorim pritadime
tzv. kety (ket-vektory), napriklad |¢).

Dudlni prostor k 7 je podle Rieszova lemmatu izomorfni z 7. Prvky dudlniho
prostoru budeme nazyvat bra-vektory a znacit napriklad (p|. To ndm umoznuje
zapsat skaldrni soucin ket-vektort |¢) a |¢) takto

(I0); [9)) = (el(19)) = {el),

kde (| je linearni funkcional (bra-vektor) prislusejici ke ket-vektoru |p). Ket-vektory
budou vzdy znacit normované vektory, tedy (¢|p) = 1 a budeme to v dalsim textu
dodrzovat. Stejného formalizmu pouzijeme i pro husté definované, ale neomezené
linedrni resp. antilinearni formy ( |) resp. (| ) na . Tyto formy nelze normovat
ne jednicku, proto je budeme normovat k d-funkci. P¥ikladem je funkciondl |x) na
H = Lo(R,dx), ktery je zobecnénym vlastnim vektorem operatoru polohy @, a
splnuje vztah .
Qlr) = xlx).

D4 se dokéazat, ze neexistuje nenulovy vektor z 7, ktery by tento vztah splnoval.
Definiéni obor |x) je Schwartziv prostor a ten je husty v prostoru L,. Navic je
normalizovan |z) tak, Ze plati

(x|z") = 6(x — o).



Zadefinujme amplitudu pravdépodobnosti 1(z) vektoru ¢ timto predpisem
U(x) = (z]¥),

Nyni se vratme k vlastnostem vektora z 5. V kazdém separabilnim Hilbertové
prostoru existuje spo¢etnd ortonorméalni baze, oznacme ji |e;). Jednorozmérné pro-
jektory |e;){e;| na linedrni obaly e; ndm umoznuji zapsat relaci duplnosti, kterd ma
v Diracové reprezentaci jednoduchy tvar

I=7"lej)el.
J
Jakykoli vektor z 77 lze rozepsat v této bazi

[9) = S leaeily),

kde komplexni ¢isla (e;|1)) se nazyvaji Fourierovy koeficienty. Vyuzijeme-li ortonor-
mality baze |e;) muzeme normu vektoru vyjadrit timto zptsobem

) 1* = (Wl) = D eilw)

Tento vztah se nazyva Parsevalova rovnost. I pro zobecnéné funkce mizeme zavézt
obdobu relaci tplnosti. Je-li A libovolny samosdruzeny operator se spojitym spek-
trem a |a) je zobecnény vlastni vektor prislusejici k vlastni hodnoté a, normovany
k d-funkci potom

[ laalda = 1.

min
kde apmin & Amae je minimalni a maximalni hodnota ve spektru A.

Podobné muzeme zapsat Parsevalovu rovnost

1) = [ KaldPda = [ (o) da.

1.2 Operatory

Defini¢n{ obor operatoru A budeme znacit D(A) a obor hodnot jako R(A).

1.2.1 Omezené operatory

Mé¢jme normovany linearni prostor V', lineadrni operator B nazveme omezeny, pokud
existuje ¢ > 0, Ze pro vSechny x € V' plati

|Bz| < cllz|l, (1.1)



mnozinu omezenych operatori na V' oznac¢ime B(V) a nejmensi ¢islo ¢ spliujici
(1.1) je norma operatoru A € B(V). Mnozina B(.7) tvori vzhledem k normé (1.1)
Banachuv prostor (aplny vektorovy prostor s normou).

Ke kazdému operatoru A e B(#°) muzeme z Rieszova lemmatu najit sdruzeny
operator AT € B(#) spliujic

W|Ap) = (AMplp) Vo, € .

Omezeny operator splnujici A = Al nazveme hermitouvsky. Operator A nazveme
antzhermztovsky, pokud je iA hermltovsky Omezeny operétor A splnuJ101 rovnost
AAT AT A nazveme normdini. Operator U je unitdrni, pokud D(U ) = A a plati
U-1=0"

A

Operétor A je pozitivni (A > 0) je-li jeho kvadratické forma kladné
(WlAp) >0 Ve

Hermitovsky operator £ na 2, ktery je idempotentni (E* = E) nazveme ortogo-
ndlni projektor, mnozinu ortogonalnich projektort oznac¢ime jako ()

V prostoru B () nemusi posloupnost operatori konvergovat v operatorové norme.
Je proto nutné zavézt i slabsi typy konvergenci. Rikame, Ze posloupnost operatorta
{A,} konverguje k A

unitarné, pokud lim,, HA” — AH = 0 a znac¢ime u—lim

silné, pokud lim,, H(fln — fl)wH =0 Vi € aznacime s—lim

slabé, pokud lim, e (|(A, — A)) =0 Vib, p € S a znacime w—lim

A A

o *—glabé, pokud lim,, o, Tr((A, — A)T) =0 VT € T(H) a znac¢ime w*—lim

1.2.2 Neomezené operatory

V pripadé neomezenych operatori nastava problém s definici hermitovského sdruzeni
protoze Rieszovo lemma plati jen pro spojité funkcionaly. Disledek je, Ze sdruzeny
operator nebude definovany na celém #. Necht A je husté definovany operétor,
potom oznacime D(fU) mnozinu vektorl 1, pro které existuje ¥y splnujici rovnici

<¢1|A"¢2> = (Y2]p) Vp € D(A)

Nyni definujeme operator A" s definiénim oborem D(A") tak, ze ATy := 1,. Defi-
niéni obor A je podmnozinou D(AT) Husté definovany operator, se nazyva symet-
ricky, pokud

Ap= Aty Vo e D(A).

Pokud navic je D(A) = D(A"), potom ho nazveme samosdruzeny.
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1.2.3 Hilbert-Schmidtovy operatory

Pro definici HS-operdtoru je nejdiive nutné zavézt stopu operatoru. Necht {e;}°,
je ortonormélni baze ¢, potom stopa A je

ﬂA:f}@&» (1.2)

=1

z definice snadno dokazeme nezavislost na volbé baze. Stopa souc¢inu dvou operatoru
je invariantni vici jejich zdméneé

Tr(AB) = Tr(BA)
a z toho plyne invariance stopy vici transformaci operatoru
Tr(ABA™) = Tr(B),
kde A je libovolny invertibilni operator.
Operéator B € B(€) je Hilbert-Schmidtiv, pokud
Tr(B'B) < oo, (1.3)

o n PR L2
kde operator BB je pozitivni, protoze (¢|BTB|y) = HB@DH > 0. Pro HS-operatory

muzeme zavézt normu
L= VTr(BiB).

Mezi touto Hilbert-Schmidtovou normou a normou na 8(s#) plati vztah HBHQ >

B

A

HBH Navic HS-operétory tvori oboustranny idedl v B (), to znamend, ze je-li A

omezeny operator a B je Hilbert-Schmidttv operator, potom jsou AB i BA také
Hilbert-Schmidtovy operatory.

Na prostoru HS-operatoru zavedeme skalarni soucin takto
(A|E’> = Tr(ATB)

a plati, ze prostor Hilbert-Schmidtovych operatori s timto skalarnim soucinem je
Hilbertiv. Podstatné je, ze prostor HS-operatori neni uplny vzhledem k normeé

v B(H).

Posledni trivialni tvrzeni je, Ze na koneéné rozmérném vektorovém prostoru je kazdy
operator Hilbert-Schmidtuv.

1.2.4 Jaderné operatory

Nyni zavedeme tfidu operatort, jejichz podmnozinou budou statistické operatory,
coz je velmi vyznamna mnozina operatori v kvantové mechanice.
Abychom mohli zavézt tuto tr¥idu operatort, musime zobecnit definici stopy i pro

operétory, které nejsou pozitivni. Pro libovolny pozitivni operator A existuje jediny
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operator B takovy, ze plati B? = fl, operator B oznadime jako v/A. Definujeme
absolutni hodnotu z operatoru timto vztahem

|A] .= VATA.

Jadernij operétor je T' € B (), pro které plati
Tr|T| < oo.

Mnozinu jadernych operdtori oznacime T (), ddle na prostoru jadernych opera-
tort definujeme normu

HAHI = Tr |Al.

Jaderné operatory tvori vzhledem k normeé ||-||; Banachtv prostor. Dalsi vlastnosti
operatoru z T () je Ze tvori oboustrannym idedlem v B(.77).

Dualni prostor k T (.7) je izomorfni s B() a dualita je dana linearnim funkcio-
nalem

f8(T)=Te(TB) proT € T(H#)a B e BX).

Ke kazdému omezenému linearni zobrazeni A na T () existuje dudlni zobrazeni

AN B(H) — B(H) spliujici
Tr(A(T)A) = Te(TA*(A)) VT € T(H#),YA € B(H). (1.4)

1.2.5 Statisticky operator

Statisticky operdtor, téz zvany matice hustoty, je pozitivni jaderny operator s jednot-
kovou stopou. Mnozinu téchto operatori budeme v této praci znacit VV. Statistické
operatory tvorf konvexni mnozinu, protoze pro pi, p2 € W a « € (0;1) plati

Oéﬁl‘f‘(l—a)ﬁg >0 Tr(aﬁ1+(1—a)ﬁ2) = 1.

Extrémni body konvexni mnoziny M jsou takové body m, ze Vmy,mqy € M a
a € (0,1) splnujici rovnost

m = amy + (1 — a)my,

plati m; = mo = m. Extrémni body W se nazyvaji ¢isté stavy a jsou to jednoroz-
meérné projektory na 7. Z toho vyplyvaji dvé charakteristiky c¢istého stavu:

A

pPr=p el =1

Kazdy statisticky operator p € W tedy lze rozepsat jako konvexni kombinaci ¢istych
stavi

p=2_pilti) (5],
J
kde vektory [¢) jsou normované k jedné, p; > 0a ¥, p; = 1.

12



K popisu vlastnosti matice hustoty se pouzivaji nékteré funkcionaly, nejcastéji ent-
ropie. Von-Neumannovo zobecnéni Boltzmanovy entropie je dano néasledujici definici

S(p)=—Tr(plnp) = Z)\ln)\,,

kde A; jsou vlastni ¢isla operatoru p . Entropie je nezaporné konkavni funkce na W,
to znamena, Ze pro p; > 0, >>;p; = 1 a p; € W plati

ij )< S (ijpj) -

Entropii lze mérit smiSenost stavu a plati, ze stav je ¢isty pravé tehdy, kdyz je jeho
entropie nulova.

1.3 Tenzorovy soucin

Necht 7, 7 jsou dva Hilbertovy prostory se skaldrnim soucinem (-|-);, (:|-)2.
Realizaci jejich tenzorového soucinu nazveme libovolnou dvojici 47, ¢, kde J je
Hilbertav prostor a bilinedrni zobrazeni ¢ : S X 565 — H a p(z,y) = 2 Q@ y
splnujici tyto podminky

([V) @ 1e), W) ® ) = (W Nh(ple)2 VIY),[¥) € A Vo), |¢) € 5 (1.5)
mnozina M ={pQ¢';p € 4,0 € 3} je totdlni v . (1.6)
V dalsim textu, pokud to nebude nezbytné nutné, budeme znak ® vynechavat.

V kone¢né rozmérném pripadé lze pomoci Schmidtovy dekompozice [11] ke kazdému
prvku |¢) € S najit bazi \0§1)> prostoru 4 a bazi |o”)) prostoru 4

v = silo")o”),

kde Schmidtovy koeficienty s; jsou realna nezaporna ¢isla a pocet prvki sumy od-
povida dimenzi mensiho z prostori 4 a 7%

Napiiklad je-li dim s = 3 a dim J#% = 2, a maji-li vektory |z) € JA a |y) € 45

v dané bazi tento tvaru
T y
=l | w=(n).
T3 2

potom pokud ma vektor |z)|y) tento tvar

11
T1Y2
T2y
T = ) 1.7
)l = | oo (L7)
I3y
I3Y2

13



tak spliiuje vlastnosti (1.5) a (1.6). Kazd4 jind realizace tenzorového soucinu je s
touto izomorfni. Necht jsou dany operatory Ay, Ay na S a . Tenzorovy soucin
téchto operatori definujeme

Ay ® Aolipn)|th) = |Aren)| Asth) (1.8)

a tento vztah linearné rozsitime na celé 4 ® 5. Defini¢ni obor A; ® A, je

D(A,; ® Ay) = D(A;) @ D(A,).

Uvedeme zde jeden konkrétni piiklad realizace tenzorového soucinu. Necht A € R?3
a B € R?? jsou matice operéatort

aix daiz Az b b
A — B— 11 012
= a21 Qg2 A3 = b b )
21 022

a31 daszz2 33

potom je matice operatort C = A ® B € R%% rovna

anB CL12B algB
C= ang a22B a23B ) (1-9)
a31B Cl32B Cl?,gB

coz se da ovérit dosazenim (1.9) a (1.7) do vzorce (1.8). Oznafme vlastni ¢isla
operatoru A jako a; a vlastni vektory |a;) a podobné pro operator B oznadime
vlastni ¢isla b; a vektory |b;). Potom jsou vlastni ¢isla a vektory operatoru Ao B
dany takto

vlastni vektory: |a;)|b;) vlastni ¢isla:  a;b; Vi, j.

Dale se budeme zabyvat vlastnostmi tenzorovych soucini operatorti. Jsou-li dany
operatory A, € T a Ay € T potom pro né plati

Tr(A; ® Ay) = Tr(A;) Tr(A,). (1.10)

Jsou-li p; a py matice hustoty pak ze vztahu (1.10) a (1.5) plyne, Ze p; ® ps je také
matice hustoty. Pro entropii tenzorového souc¢inu matic hustoty plati

S(p1 ® p2) = S(p1) + S(p2)-
7 toho plyne, Ze tenzorovy soucin cistych stavi je opét cisty stav.

Jestlize p je statisticky operator na J# ® 74, potom je nasledujicim vztahem dan
jednoznacné statisticky operator p; € W(74)

TrpA=Tr(p(A® L)) VAeB(A),

kde I, je operéator identity na 7. Tato operace se nazyva cistecnd stopa a statisticky
operator p; definovany timto vztahem se nazyva redukovand matice hustoty

pr = T, .

14



Ekvivalentni definice matice ¢astecnd stopy v bazi {a;} v 74 a bazi {b,} v 75 takto

(ai| Trom(p)lag) = > {a; @ by|pla; @ b,).

v

Jsou-li py € W(IA) a ps € W(5#4) da se overit, ze
Trom pr ® p2 = 1 Trom L ® P2 = po.

Ale castecna stopa cistého stavu jiz nemusi byt cisty stav. Je-li poc¢et nenulovych
prvka Schmidtovy dekompozice tohoto stavu vétsi nez jedna, potom se jedné o pro-
vazany stav obou podsystémil a entropie udava miru provazani. Neni-li cely systém
v Cistém stavu, potom je urcéeni miry provazani komplikovanéjsi a pouziva se vice
ruznych zptisobi, ale vSechny prechazeji pro cisty stav von Neumanovu entropii.
Je-li p1 = Truy p a p2 = Try p, potom pro entropii plati nerovnost

S(p) < S(p1) + S(p2)

a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz je p tenzorovym soucinem p; a po, to znamena,
ze systémy nejsou provazané.

1.4 Postulaty kvantové mechaniky

V této podkapitole zavedeme strucné zakladni postulaty kvantové mechaniky. Znéni
postulati je prevzato z [5]. Prvni postulat ndm fiké, jak je mozné matematicky
popsat stav kvantového systému.

P 1.1 Kazdému kvantovému systému prislusi komplexni Hilbertuv prostor €, ktery
nazyvame stavovym prostorem daného systému.

P 1.2 Kazdému stavu uvaZovaného systému odpovidd néjaky paprsek, tj. jednoroz-
meérny podprostor v .

Stav systému definujeme jako vysledek posloupnosti fyzikdlnich operaci provede-
nych na systému, které dohromady tvori pripravu tohoto stavu. Navic, zachovame-li
pri pripravé vsSechny podstatné podminky, ziskame vzdy stejny stav. Obvykle se
predpoklada, ze 7 je navic separabilni prostor.

P 1.3 KazZdé pozorovatelné daného systému odpovida néjaky samosdruZeny operdtor

na .

Pozorovatelna je veli¢ina kvantového systému, u které lze méticimi pristroji urcit
jejl hodnotu, napriklad poloha a hybnost ¢éstice.

Protoze se budeme v dalsi kapitole zabyvat jevy spojenymi s dekoherenci, je nutné
pouzit obecnéjsi popis systému nez pomoci paprsku v 7Z. Postulat P 1.2 lze zobecnit
takto

P 1.2 Kazdému stavu odpovida néjaky operator hustoty p € W na stavovém
prostoru, .
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Dalsi postulat nam 1ika jak se systém vyviji v Case.
P 2.1 Casovy vijvoj systému je popsdn unitdrnim propagdtorem a plati

pt)=U(t,s)p(s)U(t,s)T Vst eR, (1.11)
kde p(t) je stav v case t.

P 2.2 Je-li systém konzervativni, potom md propagdtor tvar
Ut,s)=U(t —s) = e #H0=),

kde H je hamiltonian tohoto systému. Navic propagdtor U(t) tvori jedno-
parametrickou silné spojitou grupu.

Unitarni propagator je mnozina {U (t,s);s,t € R} unitarnich operdtori na 4, pro
které plati

1 Ut s)U(s,u) = U(t,u) Vs, t,u € R

2. zobrazeni (s,t) — U(s,t) je silné spojité na R2.

V postulatu P 2.1 predpokladame, ze systém je bud izolovany nebo interaguje s vnéj-
sim makroskopickym polem, které neni kvantovym systémem ovliviiovano. V dalsi
kapitole uvidime, Ze neni-li tento predpoklad splnén, potom nemusi byt ¢asovy vyvoj
systému unitarni. Lze dokézat, ze pokud pro defini¢ni obor H plati

A A

p(s)D(H) C D(H),

A

pro néjaky cas s € R potom Vi € D(H) at € R je funkce t — p;3) diferencovatelna
a Casovy vyvoj systému je dan kvantovou Liouvilleovu rovnici

Pty = [H, 0w Yo e DU, (1.12)

Nésledujici postulat se tyka popisu systému slozenych z koneéného mnozstvi pod-
systémil.

P 3.1 Stavovy prostor sloZeného systému je tenzorovym soucinem stavovych prostori
podsystémai

H =00 ... Q5.

v postulatu predpokladame, zZe prostory .77, jsou navzajem ruzné, neni-li tomu tak,
musime jako stavovy prostor vzit podprostor 7 symetrickych, resp. antisymetric-
kych funkci odpovidajicich bosontim, resp. fermiontm.

Pro srovnani stavovy prostor klasického systému je dan direktnim souctem sta-
vovych prostori podsystému. Tento postulat ma nékolik neintuitivnich dusledkii.
Stav slozeného systému nelze, kromé specidlnich pripadi, rozlozit do tenzorového
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soucinu podsystému. Mezi algebrou pozorovatelnych &7 slozeného systému a jeho
podsystému <7 plati vztah
o > Q) A,
i

takze opét az na specialni pripady nelze pozorovatelnou na 7 zapsat jako tenzorovy
soucin pozorovatelnych na J.
Dalsi postulaty se tykaji kvantového mérent:

P 4.1 Moznymi vysledky mereni veliciny A jsou body ze spektra prislusejiciho operd-
toru A.

P 4.2 Pravdépodobnost toho, Ze na systém ve stavu p nameérime hodnotu pozorova-
telné A lezici v borelovské mnozine A C R je rovna

pi (D) = Tr(Ea(A)p), (1.13)

u? je pravdépodobnostni mira pozorovatelné A ve stavu p a E4 je spektralni

mira A.

P 4.3 Necht je systém pred mérenim ve stavu p. Namérime-li hodnotu pozorovatelné
A v mnoziné A, potom je stav po méreni popsdan statistickym operdtorem p'

,_ Ea(A)pEA(D)
Tr(Ba(2)7)

A,

, (1.14)

pokud je pravdépodobnost naméreni hodnoty z A nenulovd.

Pro stfedni hodnotu veliciny A ve stavu p, kterou budeme znacit (A), plyne z
postulatu P 4.2

(A), = /R o (de) = /R 2 Te(E4(dz)p) = Tr(Ap).
Méfime-li vysledek n kompatibilnich pozorovatelnych® fl,-, zavadime spektralni miru
E 7ze VA, ..., A, C R plati

E(A; x ... x Ay) = Ea (A)) ... Eyx (A).

Pravdépodobnostni mira i stav po méfeni jsou dany opét vztahy (1.13), (1.14). Pt
méfeni se nezachovava unitarita ¢asového vyvoje, protoze zobrazeni (1.14) nemusi
byt unitarni.

Lpozorovatelné jsou kompatibilni pravé tehdy, kdyz jejich operatory komutuji.
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Kapitola 2
Vyvoj otevienych systému

Postulat P2.1 z predchozi kapitoly nam tika jak se bude vyvijet uzavieny systém.
Interaguje-li systém s okolim, tak nemuzeme k popisu jeho casového vyvoje pouzit
propagatory z postulatu P2.1 . V této kapitole si ukazeme jak lze vyvoj takového
systému popsat pomoci Markovovi rovnice a dynamickych semigrup.

2.1 Dynamika redukovanych systému

Nejjednodussi model otevieného systému S 1ze ziskat, pokud se tento systém obklopi
rezervoarem R, se kterym interaguje. Stavovy prostor celého systému S+R je potom

Hior = Hs Q@ Hz.
Hamiltonian celého systému H,.;' 1ze napsat v tomto tvaru
Hipp = Hs + Hr + Hipy,

Hgs a Hy jsou hamiltonianu jednotlivych uzavienych systémi a H;,; je hamiltonian
vzajemné interakce. Predpokladejme, ze mame v casu ¢t = 0 systém ve faktorizo-
vaném stavu wy = pg ® 09 € Hix. Vyvoj celkového systému je unitarni, proto
v libovolném c¢ase ¢ > 0 existuje unitarni operator U, splnujici

w; = UwoU f
Stav systému S ziskame castecnou stopou operatoru w pres R
p = Trr(Upy ® ooU"),

vztahem p = Wp, je definovano linearni zobrazeni W. Na rozdil do vyvoje uzavieného
systému, toto zobrazeni udéva nevratny vyvoj systému a nemusi mit tvar (1.11). Ten
by mélo, pokud by H;,, = 0. Zvolme béazi {b,} prostoru # takovou, aby v ni méla

matice oy diagonalni tvar
0o = Z >\l/|bl/><bll|

v nésledujicich kapitolach budeme stiigky nad operatory vynechvét
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a libovolnou bézi {ay} prostoru .#%. Spocteme-li ¢astecnou stopu vzhledem k %%
v téchto bazich, ziskdme maticovy zapis ¥
(Vp) = Z )‘VUfz/;pan?:'
wyv,m,n
Pokud zavedeme operdtory A, tak, ze {a} = {(u,v)}, (Aa)kn = VAU, vyjde

kup o
predpis pro ¥
Up=3 AupAl S AlA, =1, (2.1)

kde takto ziskané W budeme nazyvat dynamické zobrazend.

2.2 Uplné pozitivni zobrazeni

Aby zobrazovalo dynamické zobrazeni pozitivni matice hustoty opét na matice hus-
toty i tehdy je-li systém provazany s dalsim systémem, musi dynamické zobrazeni
splnovat specialni podminku, uplnou pozitivitu. Zacneme definici iplné pozitivniho
zobrazeni. Necht U je C*-algebra operatoru, coz je podprostor B (), uzavieny
vzhledem ke sdruzeni (involuci) a uzavieny v operdtorové normé. Zobrazeni ® je
uplné pozitivni, pokud pro vSechna N € N a libovolnou matici (X jkf)é\,[kzl s prvky
Xjr € U, kterd je pozitivné definitni ve smyslu, Ze

N

(| Xjelow) 20 VL, € A

Jk=1
je matice (®(Xji)) e také pozitivné definitni

N

(W1 2(Xp)|n) >0 VY L, € .

J,k=1

Ekvivalentni definice, pro vSechny N € N, libovolnou posloupnost operatort { X; };V: 1
a vektorti {¢y }_, € A plati

(;10(XTX)|4by,) > 0.

N
k=1

75

Oznac¢ime ® jako dudlni zobrazeni k W ze vzorce (2.1), & = U*. D4 se dokazat (viz
[9]), Ze zobrazeni ® je uplné pozitivni. A naopak, je-li ® tplné pozitivni, potom
existuje prostor 4, stav w € 4 a unitarni operator U na ¢ = s Q 4 tak, ze
plati

V(p) = Tr Ulp @ w)UT.

2.3 Dynamické semigrupy

K urcéeni ¢asového vyvoje otevieného systému potfebujeme znat jedno-parametrickou
mnozinu zobrazeni

{\Ijbt > 0}7

19



které zobrazuji stav v ¢asu t = 0 do stavu v ¢ase t > 0. Obecné nalezeni této mnoziny
muze byt velmi obtizné. Nicméné se ukazuje, ze vyvoj mnoha fyzikdlnich systémii lze
zapsat pomoci kvantové dynamickych semigrup [1]. Kvantové dynamické semigrupa
na stavovém prostoru je mnozina dynamickych zobrazeni {¥;,t € R*} € T () spl-
nujicich

1. \Ijt'qls :qjt+5 pro t,S €R+
2. Ug=1

3. zobrazeni {¥;} z R* — B(T(J)) je silné spojité, tedy spojité v normé
na 7 (J€)
lim | W,(T) ~ T, =0 VT & T(0).

Pokud se budeme zajimat o casovy vyvoj v Heisenbergové obraze musime zavézt
dynamickou semigrupu ®; na prostoru pozorovatelnych. Ta spliuje stejné podminky
jako Uy, s tim rozdilem, ze pozadujeme pouze w*-spojitost

W*t—})im o (X)=X VX eB(H).

Vztahem v(T)-T

K(T) = lim VT € T(H#) (2.2)

je urcen husté definovany infinitesimélni generator W, a plati ¥; = exp(Kt)
pro t > 0. Je-li ¥; stejnomérné spojité, potom je K vsude definované omezené
zobrazeni. Casovy vyvoj systému splnuje ustfedni Markovovu rovnici

dpr
dt

V pripadé uzavieného systému prechazi tato rovnice na Liouvilleovu rovnici. Po-
dobné v Heisenbergové obraze pro vyvoj pozorovatelné X; plati

dX .
Nyni odvodime obecny tvar I pro konecné N-rozmérné prostory [1]. Zavedeme bazi

{B,}°51 v prostoru T (%) takovou, 7e By = I a zapiSeme v ni W, rozlozené podle

vzorce (2.1) ]
N2-1

\I/tp: Z Ckl(t)kaBlT
k=0

a (C’kl)g l2:_01 je pozitivné definitni komplexni matice. Dosadime do definice IC (2.2)

1 N2-1 N2-1
Kp =lim ((Coo(t) — 1)BopBj +>_(Cor(t) BupBj + Cio(t) BopBL) +>_ Cra(t) BrpB]
k=1 k=1
Vyuzijeme toho, ze Cy; je symetricka matice a By = I. Definujeme operator A

N2-1

A= Z aok By,

k=1
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kde oznacime ay = limy o Cii(t)/t. Protoze je Wy (I) = I, plati Cop = 1 a ziskdme
generator K ve tvaru

N2-1
Kp= Ap+ pAl + > anBrpBl (2.4)
k=1

matice (akl)fx ;:_11 je také pozitivné definitni. Vyuzijeme toho, ze zobrazeni ¥, zacho-
vava stopu, z ¢ehoz plyne podminka Tr(Kp) = 0 a K£*(I) = 0, kterou dosadime do
(2.4)

N2-1

A + AT = — Z CLMB};B[.

k=1
Matici A rozdélime na redlnou a imaginarni ¢ast, zadporné vzatou imaginarni ¢ast
oznac¢ime jako operdtor H/h a za redlnou dosadime z predchoziho vzorce

N2-1 .

1 1 1 {
A=_(A+ AN +i—(A-AT) = — BIB — -H
A A TG )= =3 2 wBBi— G,
to samé provedeme i s AT a dosadime vzorce (2.4)
: = ; ;
Kp=—2UH.pl+5 3 au(|Beo. B] + B pBl]). (2.5)
k=1

porovnani tohoto vzorce s Liouvilleovou rovnici (1.12) je vidét, Ze operdator H mé
vyznam hamiltonianu, ktery nemusi odpovidat hamiltonianu systému kdyby byl uza-
vieny a za druhou ¢ast ve vzorci je zodpovédna interakce s rezervoarem. Vzorec (2.5)
muzeme ,diagonalizovat®. V konec¢né rozmérném pripadé lze vzdy nalézt mnozinu

posloupnosti {Ba}f\f{l, zZe B
Q5 = Z ﬁzaﬁja
(0%

Definujeme operator V,, = >, 55 B;, poté ziska predpis pro K tento tvar

Kp =1 1H 0+ 5 5 ([Van V] + [Var VL)) (2.6)

Tento vztah se nazyva Lindbladtovska forma. Bylo dokézano v ¢lanku [13], Ze toto je
nejobecnéjsi tvar omezeného generatoru K i na separabilnich nekonecné rozmérnych
Hilbertovych prostorech.

Pti odvozovani priblizné Markovovy rovnice se pouzivaji rizné aproximace. Napri-
klad se predpoklada, zZe je interakce mezi systémem S a rezervoarem R je slaba a
nebo tzv. Markovova aproximace, které je zalozend a predpokladu, ze stav systému
zavisi pouze na stavech, které mu bezprostiedné predchézely [1].

Dokézeme-li nalézt néjakym zptisobem operatory V,,, tak ziskdme predpis pro ¢asovy
vyvoj takového systému a mizeme vysettit jeho dynamiku, nalézt asymptiticky stav
atd.
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Kapitola 3

Kvantové sité

3.1 Kvantové obvody

Kvantové obvody jsou obdobou klasickych logickych obvodi, s tim rozdilem, zZe lo-
gickda hradla jsou nahrazena jejich kvantovymi analogiemi. Informace se obvykle
prenasi pomoci qubitii, obecnéji qupiti, coz jsou p-hladinové systémy. Qubit je kvan-
tova analogie klasického bitu pomoci vektoru v dvourozmérném Hilbertoveé prostoru.
Je-li systém slozen z vice qubitii, potom je jejich stavové prostor dan tenzorovym
sou¢inem jednotlivych dvourozmérnych prostori. Baze takového prostoru tvorena
tenzorovymi souciny vektoru |0), |1). Budeme je oznacovat zkracenym zdpisem

|jljn> = |jl>|jn> ]z € {Ovl}'

Prikladem fyzikalni realizace qubitu je treba castice se dvéma dobre definovanyma
hladinama nebo dvé polarizace fotonu.

Kvantova hradla predstavuji zakladni stavebni prvky kvantovych obvodi a jsou re-
prezentovana pomoci unitarnich operatorti pusobicich na stavovém prostoru sys-
tému. Kvantové obvody budeme zakreslovat podobné jako klasické logické obvody,
stavovy systém n qubiti budeme znazornovat jako n cest jdoucich zleva doprava.
Podobné, pocet vstuptu do hradla bude odpovidat tomu na kolik qubiti hradlo pi-
sobi. Pro definici N-qubitového hradla staci zadat, jak ptisobi na bazové vektory
nebo ekvivalentné pomoci matice v 2V-rozmérném prostoru.

Nejjednodussi hradla jsou jednoqubitova. V tabulce (3.1) jsou uvedena ta nejbéznéjsi
hradla, spolu s unitarnim operatorem pomoci kterého pusobi.

Prikladem vice qubitovych hradel jsou takova kvantové hradla, kde je vykonéni
daného unitarniho operatoru na druhém qubitu kontrolovano stavem prvniho qubitu.
Oznaceni a univerzalni matice téchto hradel je v tabulce (3.2).

V dalsich kapitolach se budeme hloubéji zabyvat hradlem kontrolovaného fazového
posunu.

Nyni zavedeme pojem kvantové sité. Tak budeme nazyvat n qubiti a mnozinu hradel
pusobicich na tomto systému. Analogicky ke klasické siti z teorie grafi, budou qubity
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, - 10
Jednotkové I I = ( 01 )
Had d H H= L I 1

adamardovo = AR
Pauliho X X X = 01
10
. 0 —i
Pauliho Y Y Y = ( ) >
7 0
) - 1 0
Pauliho Z 7 7 = < 0 1 >
, , 10
Fazové R®) R(9) = ( 0 e >

Tabulka 3.1: Zékladni jednoqubitova hradla

1 000

01 0 0
U Wev=1 ¢4 o

ooU

Tabulka 3.2: Priklad dvou qubitového hradla, kontrolované hradlo U

predstavovat vrcholy sité a dvouqubitova hradla tvori hrany. Vice qubitova hradla
ziskdme slozenim jedno a dvou qubitovych hradel [1 1]. Podobné zavedeme ndhodnou
unitdarni sit, kterd 1ze reprezentovat vazenym grafem, kde vaha kazdé hrany odpovida
pravdépodobnosti, se kterou dana unitarni operace miize nastat.

Vlastnosti sité budou ovlivnény jak hradly, které pouzijeme, tak i jejich usporada-
nim. Jedno z moznych usporadani je mazimdiné propojend sit, kde je kazdy uzel
spojen s kazdym.

3.2 Dynamické matice

Pred tim, nez se pustime do zkouméani vlastnosti kvantovych siti, musime odvo-
dit nekolik podstatnych tvrzeni. Nékteré dikazy a zédkladni vliastnosti dynamickych
matic, které zde byly pouzity, jsou uvedeny v publikacich [2, 6, 15].

Kazdy operator A € B(.7,) na konecné rozmérném Hilbertové prostoru lze v dané
bézi zapsat jako matici, tedy prvek prostoru CPP. Tento prostor je izomorfni s pro-
storem CP° [17], proto mtizeme kazdou matici interpretovat jako p*-rozmérny vektor.
Oznacime-li slozku operatoru p € B(7;,) v bazi {e;};_; jako pp,, potom danému
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operatoru odpovida vektor

PZ(,01170127--~aP21,-~~;Ppp)‘ (3-1>

Pokud to bude vyhodné, budeme nazyvat prvky 9B(7%,) vektory a budeme s nimi
i tak zachézet. Kazdé linedrni zobrazeni na 9B (%) lze reprezentovat matici v C?”,
napiiklad zobrazeni ® : B(77,)) — B(.7,) lze zapsat jako matici a jeji prvky oznacit
D, 1,7 € {1,...,p*}, ale jak déle ukdzeme, je praktictéjsi vyuzit indexace pomoci
¢tyT indext. Zobrazeni ® z prostoru operatort do prostoru operatorti budeme nazy-
vat superoperdtor. Vyuzijeme toho, ze zobrazeni ® muze predstavovat jak operator
v 2, tak i operdtor na tenzorovém soucinu 5%, ®5,. Zvolime-li na prvnim prostoru

bazi {a;}7-, a na druhém {b;},_;, potom je mozné ® zapsat jako

(I)Zlylﬁ = <am|<bu|®|an>‘bu>> (32)

kde m,n,u,v € {1,...,p}. Kroneckeruv souc¢in matic A, B € CP?, C' = A® B,
uvedeny v 1. kapitole vzorec (1.9), lze rozepsat po prvcich

C™ = A B,

Nasledujici vzorec ndm umozni zapsat nékterd zobrazeni na B(.77,) jako linearni
zobrazeni na JZ

ABC = ®B, (3.3)

kde zobrazen{ ® € B(#:) je definovdno jako ® = A® CT a matice ABC' je vektor
z CP° prerovnany podle vzorce (3.1). Dikaz tohoto vztahu je snadny,

p p p p
(@B)m,u - Z (I)zl#Bnu == Z Amncyp,Bny = Z < lAmanj> CVH = (ABC)mu .

n,v=1 n,v=1 v=1 \n=

Tento vztah umoznuje piepsat dynamické zobrazeni dané v Krausové tvaru [10]

O(X) =) A XAl

Polozime-li ve vzorci (3.3) A= A;, C = Al tak ziskdme predpis pro ®

kde A; znamenda komplexni sdruzeni.

Prerovnanim prvka matice ®"* dostaneme dynamickou matici D(®) definovanou

vztahem
D(®)T = o,

N

vvvvvv

je, ze zobrazeni ® je plné pozitivni pravé tehdy, kdyz D(®) je pozitivni. Je to
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disledek Choiho véty [7]. Také plati, ze obrazem hermitovské matice pii zobrazeni
® je opét hermitovska matice pravé tehdy, kdyz je D(®) hermitovska matice. Dalsi
dvé dilezité vlastnosti jsou

o & zachovava stopu pravé tehdy, kdyz Try D(®) = 1
e &(I) = I pravé tehdy, kdyz Trp D(®) = I
Necht @ je zobrazeni z B () Q@ Hp), #y = A = F, a Trs resp. Trp znamena Cas-

tecnou stopu pres subsystém A, resp. B. Nejdrive dokazeme tvrzeni, ze ® zachovava
stopu, potom

Tr(®(T)) = Tr (Z AJAI) =Tr (TZ AZTAZ) = Tr(T).

Tato rovnost plati pro vSechny matice T € B(.7?). Pokud budeme stopu interpre-
tovat jako Hilbert-Schmidtiv skalarni soucin, potom odtud plyne, ze ® zachovava
stopu prave tehdy, kdyz >, AIAi =1.

Tra D(®) = > D(®)n = > o = ZZAmn -

m

Zapiseme-li rovnost >, AIAi = I, ziskdme hledany vztah

Podobné se dokaZe, 7e je-li ® unitalni (®(I) = I), plati vatahy ¥, A,Al = T a
Trp D(®) = I

3.3 Nahodné unitarni operatory

Nyni si zadefinujeme a prozkoumame zakladni vlastnosti nahodnych unitarnich ope-
ratori, protoze jejich vlastnosti jsou klicové k urceni dynamiky nahodnych unitar-
nich siti. Budou nas zajimat predevsim asymptotické vlastnosti operatort, stav sys-
tému do kterého dostane po dostatecném mnozstvi interakei, ale také jak rychle se
do toho asymptotického stavu dostane.

Nahodny unitarni operator je specidlni pripad obecného vyvoje otevieného systému
reprezentovaného dynamickymi zobrazenimi. V knize [9] je uveden predpis Mar-
kovovy tustfedni rovnice (2.2) pro koneénérozmérné systémy, jejichz vyvoj je dan
klasickymi stochastickymi procesy

K(p) = h pl+ 5 Z A, pAi] + [Aip, A +sz( Ul —p).  (34)

kde A; jsou hermitovské operatory, U; unitarni, p; > 0 a H je hamiltonian zkouma-
ného systému. Je to specidlni pfipad vzorce (2.5). Budeme se zajimat jen o tiidu
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generatoru K, kde jsou A; nulové. Stavovy prostor systému je dan jako tenzorovy
soucin prostoru N ¢édstic (napifklad Lo(R3YN, d*Nz)) s prostorem vnitinich stavi vol-
nosti qubiti! C2". Navic budeme predpokladat, Zze hamiltonidan H plsobi jen na
Lo(R3N, d3Nz) a operator U; jen €2

Déle budeme uvazovat jen ¢ast zobrazeni ® ptisobici na €?". Budeme potiebovat
ziskat predpis pro diskrétni c¢asovy vyvoj systému. SpiSe nez dikaz zde uvedme
motivaci, jak toho lze dosdhnout. Polozime-li ¢ = 1 ve vzorci (2.2), dostaneme z
predpisu pro generdtor (3.4)

®1(p) = ijUjPUJT- (3.5)

Tento operator budeme nazyvat ndahodnd unitirni operace. Diskrétni ¢asovy vyvoj
®,, bude dan opakovanou aplikaci @,

(I)n == (q)1>n7

z podminky, aby zobrazeni ®; zachovavalo stopu pro libovolnou matici p plyne
podminka duélni zobrazeni ¥ na B(.7) (1.4) a na p; ve vzorci (3.5)

Tr(p) = Te(®4(p)) = Te(¥(1)p) = Te((U(I) — I)p) =0 Vp e W.

Takze U je unitalni, W(/) = . Navic ¥ m4 tvar
V(X) = X pUjXU;:
J

stejny tvar ma i dualni zobrazeni v kone¢né rozmérném prostoru vzhledem k Hilbert-
Schmidtovu skaldrnimu souc¢inu. Z podminky W(7) = I plyne, ze >, p; = 1, navic p;
byly kladné, proto je mizeme interpretovat jako pravdépodobnosti se kterou dana
operace U; muze nastat.

Prozkoumejme asymptotické chovani . Pro normu ®; plati
o]l = sup [#(6)l, = sup Tr (| S pio01) < supTe (S ntilvr ) = sup Lol = 1
pEW pEW i pPEW i pEW

kde ||-||; je norma v Banachové prostoru jadernych operatort. Navic ®; nechéava
maximalné smiSeny stav invariantni (je-li dim 57 = d < o0)

@2 (1/d)lly = M /dlly = 1.

Z toho plyne, ze vlastni ¢isla ®; jsou mensi nebo rovna jedné. Nyni predpokladejme,
ze ®; je normélni tedy je i diagonizovatelny. Nalezneme ortonormalni bazi B(7¢)

'Mohli bychom uvazovat qupity (p-hladinové systémy), ale abychom si zjednodusili odvozovan,
omezime se jen na qubity.
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tvorenou vlastnimi vektory operdatoru ®; a oznac¢ime je X;. Libovolny stav p lze
rozepsat v této bazi
p=> X, pyusX; = ZTY(XJP)XI'
i

)

a muzeme snadno spocist stav p, po n interakcich

P = ®"(p) = 3N Te(X] p) X;. (3.6)

Mnozinu vlastnich cisel o velikosti jedna oznacime o). Vsechny prvky spektra o
mimo oyy| ve vzorci (3.6) piijdou limitné k nule, ziistanou pouze vlastni ¢isla z oy).
Nésobnost vlastniho ¢isla A oznacime dy, vektory prislusejici k vlastnimu cislu A
oznac¢ime X} a asymptoticky stav, ktery oznacime p,, ma nésledujici tvar

dy ' .
peo(n) = 3 A"Tr(Xp)X], (3.7)
)\EO’H',i:l
pro ktery plati lim, o |[peo(n) — pnl|| = 0. Tento asymptoticky stav je zvlastni v

tom, Ze neni staticky, miiZe se v ¢ase ménit. Dokonce, pokud neni fize vSech A € oy
racionalni, nemusi byt ani periodicky.

Ze vzorce (3.7) je vidét, Ze py bude vzdy v této mnoziné

U Ker(®, — ),

)\60"1‘

budeme ji nazyvat atraktorovy prostor a znacit Atr(®;). Ve ¢lanku [10] je dokdzano,
ze atraktorovy prostor je jednorozmérny pravé tehdy, kdyz mnozina operatorta U; je
ireducibilni a neexistuje operator P splnujici podminky

e IneN UMPUMN =P #0
« UPWUN' =UPU)T Vi,g.heN

Zavedeme asymptoticky tvar ®;, oznacme ho @,

()= Y ATHX ()X, (33)
A€oy i=1

dosazenim p a n-nasobnym slozenim ziskame po,

Poc(n) = @g (),

takze @ se pro velké n bliz k 7, lim, o " — @2, || =0,

Stejné tvrzeni plati i pro superoperator @4, ktery neni diagonizovatelny. Staci doka-
zat, Ze vlastnim ¢isliim z o}y piislusi vZdy jednorozmérné Jordanovy bloky. Pro ®"
se v limité vynuluji vSechny Jordanovy bloky odpovidajici zbylym vlastnim ¢islim a
ziskame tak diagonizovatelny operator ®@,,, ve tvaru (3.8). Dukaz jednorozmeérnosti
blokti pro A € o}y je uveden v [15].
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3.3.1 Vlastni vektory superoperatoru

Cilem této kapitoly je nalézt vlastni vektory superoperatoru prislusejici vlastnim
¢islim jejichz absolutni hodnota je rovna jedné. Pomoci nich dokazeme zjistil tvar
atraktorového prostoru Atr(®) a také urcit asymptoticky stav p,, nebo asymptoticky
operator ®,,,. Piedpokladdme, Ze vzdjemné interakce mezi jednotlivymi qubity bu-
dou zprostiedkované operatorem kontrolovaného fazového posunu, definovanym v
kapitole 3.1. Protoze v této praci zadné jiné kvantové operace pouzivat nebudeme,
oznacime operator fazového posunu U. Tento operator ma dvé podstatné vlastnosti,
velmi zjednodusuje vSechny vypocty. Pokud by diagonalni nebyl, tak by bylo potteba
pouzit k hledani vlastnich vektorii a vlastnich ¢isel operdtoru obecnéjsich postupti z
¢lanku [15]. Druhd dulezita vlastnost je, Ze tato operace je neorientovand, oba dva
qubity v nim vystupuji rovnocenné.

Nejdrive prozkoumame obecné vlastnosti spektra a vlastnich vektorti. Nahodnou
unitarni operaci lze zapsat jako (3.5)

O(X) =3 pU XU, (3.9)

kde p; jsou pravdépodobnosti, ze nastane dana operace, tudiz p; > 0a Y p;, =1 a U;
jsou libovolné unitarni operatory, napiiklad jiz zminény operator fazového posunu.
V nasem pripadé budou vsechny U; diagonalni. Potom pro libovolny vlastni vektor

operatoru ¢ plati
O(X) =Y pUXU = \(X)X,

A(X) znadi vlastni ¢islo prislusejici k X € 52(B). Aplikaci hermitovského sdruzeni
ziskame nasledujici vztah

d(X) = ZpiUiXTUZT = MX)xT.

Odtud je vidét, ze pokud je A ve spektru, tak tam je i A s vlastnim vektorem
hermitovsky sdruzenym. Pokud nalezneme vlastni ¢islo A € o};) a k nému piislusejic
vlastni vektor, tak bude existovat i komplexné sdruzené vlastni ¢islo s hermitovsky
sdruzenym vlastnim vektorem. Tento zdvér pro A € oy plati obecné pro vsechny
ndhodné unitérni transformace [15].

Pro hledani vlastnich ¢isel z mnoziny o)y je velmi diilezité nasledujici tvrzeni. Vektor
X je vlastnim vektorem @ pfislusejicim k vlastnimu ¢islu A € o}y pravée tehdy, kdyz
operatory U; tvorici rozklad ® (3.9) splnujici tento vztah

UXU =XX Vi (3.10)

Pro nase ucely postaci provézt diikkaz jen pro operatory U;, které spolu komutuji,
obecny dikaz je v [15]. Dikaz implikace zprava doleva je trividlni. Opacny smér
je obtiznéjsi. Protoze U; vzajemné komutuji, muzeme nalézt ortonormalni bazi, ve
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které maji vSechny diagonalni tvar. Nasledujici vypoc¢ty budeme provadét v této
bazi. Protoze jsou U; unitarni diagonalni operatory, tak prvky na diagonale budou
komplexni ¢isla o velikosti jedna. Pokud vyuzijeme vzorce (3.3) odvozeného v pred-
chozi kapitole, tak muzeme ®(X) spocist takto

protoZe jsou operatory U;@U; opét diagonalni s prvky o velikosti jedna na diagonale,
budeme vlastni vektory ® hledat jako prvky indukované baze v prostoru B(.77,).
Vybereme bazovy zobecnény vektor Xy, prislusny k vlastnimu ¢islu A € o). Protoze
jsou U; v dané bazi diagondlni, vektor X,,. je také vlastnim vektorem zobrazeni
U; @ UZ-T s vlastnim ¢islem \; o velikosti jedna. Dosazenim X,,, do ® vyjde

D(Xpoo) = > piUi XUl = " pidi Xoaz = A Xz (3.12)

K dikazu tvrzeni véty, vzorce (3.10) staci ovéfit, ze A; = A. Podle vzorce (3.12)
to znamena, ze konvexni kombinace komplexnich ¢isel o velikosti jedna ma velikost
rovnu jedné pravé tehdy, kdyz jsou vsechna cisla, ktera tvori konvexni kombinaci,
stejna. Zvolime si ¢isla p;, tak aby > p; = 1 a ovéfime primym vypoctem

’ijewj g (ij coS 0j)2 + (ij sin Qj)2

= Z Z bipj COs 0; cos 9j + Z Zpl-pj sin 6; sin Hj

J L

=Y pipj(cosb;cosb; +sinb;sinh;) = > > pp;cos(b; — 0;),
i 5

J

coz je rovno jedné pouze pokud pro vSechna ¢, j plati 6; = 6;.

Na zavér posledni uZitecna vlastnost, jsou-li Xy, X, vlastni vektory zobrazeni ¢
pifslusejici vlastnim ¢islim A, p potom X, X, je vlastni vektor piislusejici vlastnimu
¢islu Ap nebo je to nulové zobrazeni. Ditkaz tohoto tvrzeni jednoduchy, z predchoziho
tvrzeni plyne platnost vztahu U; X, = aX,U; a nyni staci piimo dosadit X, X, do
definice .
(X X,) = S pUXn X, Ul = MiXy X,
(2

3.4 Maximalné propojena sit

Predtim, nez se pustime do TeSeni jinych typu siti, prozkoumame maximalné pro-
pojenou sit, tedy sit, kde je kazdy qubit spojen s kazdym pomoci kontrolovaného
fazového posunu (obr 3.1). Je to ekvivalent vazeného tiplného grafu z klasické teorie.
Na vlastni vektory je kladeno nejvice podminek (3.10) a proto predpokladame, ze
atraktorovy prostor takové sité bude podprostorem jakékoli jiné sité kde jsou hrany
tvoreny hradly kontrolovaného fazového posunu.
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5 4
Obrazek 3.1: Priklad péti qubitové maximalné propojené sité
Maximéalné propojena sit n qubiti ma (g) hran, a proto tam bude piisobit prave

tolik riznych operatort fazového posunu. Ndhodny unitarni operator kontrolovaného
fazového posunu ma tvar

(5)
= pUXU{

=1

a pomoci formalismu zavedeného v podkapitole (3.2) 1ze ®X zapsat jako
OX = ZpiUz» ® U;X.
Navic protoze U je diagonalni, tak maji jednotlivé prvky tento tvar
DY P00 Uy Z PiOmn Uty U s

z tohoto duvodu je rovnéz ¢ diagonalni ve vypocetni bazi. Bazi prostoru Atr(®)
budeme hledat jako prvky vypocetni baze prislusejici k vlastnim ¢islim o velikosti
jedna.

Jeden ze zpusobii, jak muzeme zapsat operator fazového posunu ptisobici mezi uzly
a, b, je napsat primo predpis, jak operator piuisobi na prvek vypocetni baze

Ui, .. ) = 90,

Vk € {1,...n} je jr € {0,1}, ¢ € R. Pro praktické ticely nyni zapiSeme tento
operator jako matici. Pro obecny zapis matice fazového posunu definujeme

mli] = (m—1) > (i — 1))&I, (3.13)

tj. i-ty bit ¢isla m — 1, > oznacuje bitovy posun a & bitovy soucin. Je to definovano
tak, aby se mohly ¢islovat prvky matic a ¢isla bith normalné od jedné.
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Potom diagonalni matice fazového posunu mezi i-tym a j-tym uzlem lze zapsat jako

U7 = (1= 1[i) 1[j]) - 1+ 0[] 1[5]) - € = (1 + 1] 1[j] (¢ — 1)), (3.14)
kde I € {1,...,2"}. Vzorec (3.14) ndm umoznuje zapsat matici superoperatoru ®
takto

7k n 1—1
(I)mu _ Zpk ko W Z ZP@JU(M)U i) _
k=1 i=1j=1 (315)
n t—1
= >3 pig (14 mli] mlj] (€% = 1)) (1 + pli] ulj] (7 = 1)).
=1 j=1

Komplexni ¢islo na diagondle oznac¢ime pismenem z

z(m, p,i,7) = (1 + mli] m[j] (ew - 1)) (1 + pli] plg] (e’i“" - 1)) , (3.16)

ma absolutni hodnotu rovnu jedné, protoze muze v zavislosti na m, u, 7,7 nabyvat
pouze hodnot 1, e, e~

Pottebujeme nalézt vSechna m, p tak, aby z(m, u,1,j) bylo pro vsechny i, j, i # j
stejné, potom podle tvrzeni (3.10) bude z(m, u,i,7) vlastni ¢islo a dvojice m, u
umoznuji nalézt vlastni vektory tvorici bazi atraktorového prostoru.

To nastane podle vzorce (3.16) pokud

L (mli) = 0V mlj] = 0) A (ulil = 0V ulj] = 0) i, j € {1,....,n},i # J,
potom je vlastni ¢islo z(m, p, 1, 7) = 1. Existuji dva druhy reseni

(a) ¢islom =1ataké p =1
(b) m=2"1+1,pu=2"14+1,Vi,j€{1,...,n},

kombinaci (a), (b) se ziskd celkem tedy (n + 1)? vlastnich ¢isel

2. (mli] = ) A (u[i] =0V ulj] =0) Vi,j € {1,...,n},i #J,
potom je vlastni ¢islo z(m, u, i, j) = €.
To nastane v pifpadé m = 2" a u =21+ 1Vi € {1,...,n}, anebo pu = 1,
celkem n + 1 vlastnich cisel

potom je Vlastnl ¢islo z(m, Wyi,7) = e "
symetricky k predchozimu pripadu dalsich n + 1 vlastnich ¢isel

4. mli] = pli) =1Vi e {1,...,n},
potom je vlastni ¢islo z(m, pu,1,j) =1
jedind moznost je, ze m = p = 2", tedy jediné vlastni ¢islo.

5. m = p pak je z(m, u,i,7) =1
tomuto pripadu odpovida 2" vlastnich ¢isel, ale n + 2 z nich uz bylo zahrnuto
do predchozich pripad.
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K zapsani vysledkt pouzijeme decimdlniho zdpisu vypocetni bdze, napriklad na ket-
vektor |0110), ktery je tenzorovym sou¢inem jednotlivych vektort v dvou rozmér-
nych Hilbertovych prostorech, miize pohlizet jako na binarni zapis decimalniho ¢isla
a tim zprehlednit notaci. Potom napiiklad plati |0110) = |6). Vlastni vektory pfi-
padajici k vlastnim ¢islim o velikosti jedna lze zapsat nasledujicim zptisobem

0)(2" — 1] Vie{l,...,n}

128 —1)(0] Vie{l,...,n}

120 —1)(27 — 1| Vi,j €{l,....,n},i#j
12" —1)(2' — 1] Vi€ {0,...,n}

120 —1)(2" — 1| Vi€ {0,...,n}

Ip){p| VpeA{0,...,2" =1}

(3.17)

Celkem je tedy 2" +n%+43n+2 ortonormélnich vektort udavajicich bazi atraktorového
prostoru maximalné propojené sité. Odstranénim libovolné hrany v této siti se tento
prostor zvétsi. Napriklad pfi odstranéni hrany (1,2) ptibudou v bodu 4 predchoziho
seznamu dalsi t¥i vlastni vektory, podobneé i v libovolnych jinych pripadech.

3.4.1 Odhad rychlosti konvergence

V podkapitole 3.3 jsme dokézali, Ze tvar Atr(®) nezdvisi na hodnotach p;. Co ale na
téchto hodnotach zavisi, je rychlost, s jakou systém dosdhne svého asymptotického
tvaru. Pro mald n miZeme na pocitaci nalézt vsechna vlastni ¢isla (diagonalni prvky
matice ®) a urcit jejich velikost. My zvolime jiny postup, pokusime se o odhad toho
nejvetsiho vlastniho ¢isla mensiho nez 1 pro libovolné velkou sit a prozkouméme,
jaky maji vliv hodnoty p; na jeho velikost.

Zkusme udélat odhad nejvétsiho vlastniho éisla A4, z mnoziny o \ o). Protoze
vlastni ¢isla @7 jsou prvky na diagondle, mtzeme vzorec (3.15) prepsat takto

(I)zﬁ:/\ma:v:PA'€i¢+PB'€_i¢+PC'17

pro nezndamé hodnoty m a pu, kde Py, I € {A, B,C'} je soucet Cisel p; piislusejicich
k danému komplexnimu ¢islu e, e~ nebo 1. Tato ¢isla budou mit stejné vlastnosti
jako p;, tzn. P € R™ a P4+ Pp + Pc = 1. Pokud je ngjaké Py = 1, pak |A\pas| = 1,
jinak je mensi.

Nejprve se vysetii pripad, kdy se P; = 1 — a. Nakonec se odhadne a.

e Necht Po =1 — a, potom P4 + Pg = a a plati

Amazl” = ((Pa+ Pg) cos g + Po)* + ((Pa — Pp) sinp)” =
=(acosp+1—a)®+ (a —2Pg)?sin? .
(acose ) @

Protoze \)\max|2 tvori vzhledem k Pp konvexni parabolu, tak bude nabyvat
maxima v krajnim bodé intervalu (0, a). Dosazenim za Pg = 0 a potom Pg = a
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zjistime, 7e vychazi totoznd hodnota [Ames|” . Odhadneme-li maximum této
funkce jednim téchto krajnich bodt, vyjde

Amaz|” <1 —2(1 = cosp)a(l —a). (3.18)

o Pokud plati Py =1 —a a Pg + Po = a, ziskdme odhad

Amaz)? = (1 = Po)cos o + Po)® + (1 + Po — 2a)sinp)® <

< max {((1 — P)cosp+ Po)? 4 ((1 — Po — 2a) sin gp)Q] :
Pc€e(0,a)

To je opét stejné jako v predchozim pripadé parabola, dosazenim krajnich bodu
vyjde, Ze maxima nabyva pro Po = a. A plati opét odhad (3.18). Velikost
vlastniho ¢isla je invariantni viaci zaméné P4 a Pg, takze pro kazdé vlastni
¢islo plati odhad (3.18), ale velikost ¢isla a se miuze ménit podle m a p.

Posledni problém je urceni a. Musi se urcit tak, aby platilo pro vSechna vlastni ¢isla
s absolutni hodnotou mensi nez 1. Pro libovolné P; plati

a= Z Dij = min Pij = min p;;.

g Z il
nepiislugejici k p; ~ [OPTSUSANA KT Vi, g,g <i

7 definice ® je p; > 0. Na prvni pohled je to hruby odhad, ale nejhorsi pripad miize
snadno nastat. Napiiklad pokud je py = min, ; p;;, pak pro m' = 2h=1 1 9=l 11 4
i =1 plati

mu 2
‘@m/ﬁ, =1-2(1—=cos)pr(l — pr).

Na zaver tedy vysledny vztah

k
H<I>’“—CI>’ésyH2§\/22n max [0 = 2" (1-do(1 - a) (sin? £))7, (3.19)

Vmp, | @t | <1

kde a := min, ;. j<; p;j a Pusy je asymptoticky tvar operdatoru @ (3.8) a je pouzita
norma generovana Hilbert-Schmidtovym skalarnim soucinem.

Nejrychlejsi konvergence bude dosazeno, pokud budou vsSechny pravdépodobnosti
stejné, takze ppa. = 1/ (;‘) Ale odebere-li se néktera hrana v maximalné propojené
siti, potom se pqe zvetsi a systém se do asymptotického stavu mize dostat jesté
rychleji.
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Kapitola 4

Atomové procesory

V této kapitole se budeme zabyvat specialnim typem kvantové sité, ve které jsou
qubity umisténé do mrizky a mizeme mezi nimi provadét jen nékteré typy operaci.
Takovy systém zkoumame, protoze se o jeho realizaci jiz experimentatori pokousi viz
¢lanky [4, 3, 12]. Pomoci pole mikroskopickych coc¢ek dokézali vytvorit laserem pole
magnetickych pasti, ve kterych zachytili atomy rubidia. Mezi nejvétsi vyhody to-
hoto Teseni atomového procesoru patii témér neomezené moznosti zvétsovani. Také
navrhli postup pro ¢teni, nastavovani hodnot jednotlivych qubitt a manipulaci s qu-
bity. Na druhou stranu musi prekonat jesté mnoho problémi, napriklad v kazdé pasti
se misto jediného qubitu reprezentovaného atomem rubidia nachézi asi 200 atomu

[12].

4.1 Superoperator na atomovém procesoru

Budeme uvazovat specidlni typ sité, kde jsou jednotlivé uzly umistény do mrizky a
mezi uzly lze provadét pouze urc¢ité druhy operaci. Interagovat mohou vzdy pouze
vedlejsi Tady a sloupce a vSechny jejich prvky interaguji pouze s protéjsimi prvky
(viz schéma 4.1). Takové uskupeni qubiti budeme nazyvat atomovy procesor.

o<«—>0 ® [ o 1 e 2 e 3 e 4
5 6 7 8 I i I I
o<«——>0 ® ® ® 5 ® 6 e 7 e 8
9 10 11 12

o<——>0 ® ® e 9 e 10 o 11 e 12
13 14 15 16

o<—>o ® ® e 13 o 14 e 15 e 16

Obrazek 4.1: Vlevo je jedna horizontalni operace a vpravo vertikalni operace na
atomovém procesoru

Vzajemnou operaci mezi uzly bude fazovy posun. Hilbertav prostor soustavy s n
qubity bude opét predstavovat tenzorovy soucin n dvoudimenziondlnich prostorii.

H =R ... .09,
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V pripadé horizontalnich operaci lze celou operaci zapsat pomoci tenzorovych sou-
¢int. Operace mezi qubity 7 a ¢ + 1 ma tvar

U =N®.. . ®L10UL1a®... ),

Kvantovou operaci provadéjici interakci mezi j-tym a j+ 1-nim sloupcem miizeme
zapsat jako slozeni jednotlivych dil¢ich interakei.

b—1
UH' — H U(ka+j,ka+j+1) (41)
T o
j €A{l,...,a— 1}, a je pocet sloupct, b je pocet fadka procesoru. Operace mezi

radky uz tak jednoduse do tenzorového soucinu zapsat nelze. Ale lze pfimo zapsat,
jak operace piisobi na jednotlivé prvky vypocetni baze. Operaci mezi radky lze
zapsat nasledujicim zpusobem

Uv|jis - -5 Jab) = €xp (W Zj(k—l)a+ljka+l> 715+ Jab)s (4.2)
=1

kde k € {1,...,b— 1}. Obdobné lze zapsat operaci mezi sloupci

b
Ublgis -+ Jab) = €xp (W Zj(l—l)a+kj(l—1)a+k+1> 715+ Jab)s (4.3)
=1

kde k € {1,...,a — 1}. Pfipadné lze podobné jako v (3.14) zapsat piimo matici
operatoru Uy, pomoci bitovych operaci (3.13)

(), = TL (1 91— D+ 1) alja+ £ +1] (6 1)),

Kdyz takto prepiseme i operator horizontélni interakce (4.1), ziskdme predpis pro
superoperator ® ve tvaru

a—1 b—1
O(X) =Y plUn XU, + 3 pl Uy, XU, (4.4)
k=1 k=1
a—1 b—1 b—1 a—1
o = pr H z(m, p, ka+j, ka—i—j—{—l)%—Zp}/ H z(m, pu, (j—1)a+k+1, jat+k+1),
J=1 " k=0 =1 k=0
(4.5)

kde komplexni ¢islo z bylo definovdno ve vzorci (3.16). Pozadavek unitality ® im-
plikuje pro pf a p}/ podminku

a—1 b—1
p =1
j=1 j=1

35



K hledani vlastnich vektoru lze pristupovat podobné jako u maximalné propojené
sité. Protoze ® je opét diagondlni ve vypocetni bazi, plati o jeho vlastnich vektorech
vsechna jiz dokdzand tvrzeni. Strucné je zde zopakujeme, hledame vlastni vektory ve
tvaru |a)(b|, kde |a) a (b] jsou prvky vypocetni béze prostoru .#°. Navic X je vlast-
nim vektorem & s vlastnim ¢islem o velikosti jedna pravé tehdy, kdyz pro vSechny
operatory U; tvorici konvexni rozklad @ plati (3.10). Déle pokud je X vlastni vektor,
tak je i XT vlastni vektor se sdruzenym vlastnim ¢islem. A posledni diileZité tvrzeni,
které pouzijeme k hledani vlastnich vektoru je, ze souc¢in dvou vlastnich vektori
s vlastnimi cisly z o}y je opét vlastni vektor s vlastnim cislem z o nebo nulovy
operator.

Na zévér jedna uzitecnd vlastnost. Pokud jsou |a), |b) € J# vlastni vektory operatoru
U; s vlastnimi ¢isly A a p, potom |a)(b| je vlastni vektor ® s vlastnim ¢islem A

®(|a)(b]) = 3" pilila) (O|UT = Npala) (b, (4.6)
a také je-li |c) zcela libovolny bazovy vektor, potom |c)(c| je vlastni vektor s vlastnim
¢islem rovnym jedné.

(|e)(cl) = D pilile) (e|Uf = 37 Aikile)(c] = le){el, (4.7)

A; jsou komplexni ¢isla o velikost jedna.

4.1.1 Vztah mezi maximalné propojenou siti a atomovym
procesorem

Nyni prozkoumame nékolik dalsich zajimavych vlastnosti operatort Ug, a Uy, které
nam umozni nalézt a popsat vlastnosti atraktorového prostoru. Nalezneme vztah
mezi atraktorovym prostorem maximalné propojené sité a atomového procesoru.
Nejprve uvazujme atomovy procesor, kde jsou interakce dany operatory

AZH — U(iﬂ‘rl); i#ka;, keN; ie{l,... ab}, (4.8)
AL, =UGFD e {1, ab— 1)}

kde U@ je kontrolovany fazovy posun mezi i-tym a i+1-nfm qubitem. Zvolme
libovolny vlastni vektor X tohoto systému s vlastnim cislem o velikosti jedna. Pro
néj musi podle tvrzeni (3.10) platit

LXAT = ALX AT = \X.

Operace Uy, a Uy, jsou pouze slozenim operaci (4.8). Budeme-li uvazovat ¢tvercovy
J
atomovy procesor o hrané n, potom plati

Up, XU}, = Uy, XUf, = \"X.

Takze atraktorovy prostor zjednoduseného systému (4.8) je podprostorem atrakto-
rového prostoru ¢tvercového atomového procesoru. Navic systém operaci (4.8) vznikl
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vypusténim nékterych hran v maximalné propojené siti takze atraktorovy prostor
(3.17) je podprostorem zjednoduseného systému (4.8) a ten je podprostorem ¢tver-
cového atomového procesoru.

4.2 Symetrie a invariance

Budeme se zabyvat nékterymi dalsimi zajimavymi vlastnostmi operatoru Uy, a Uy,
které nam umozni nalézt a popsat vlastnosti atraktorového prostoru.

4.2.1 Symetrie super-operatoru

Operator A nazveme invariantni vici operatoru B pokud AB = B nebo ekvivalentné
RanA C Ker(B — I). Nejjednodussi invariance operatortt Uy, je vii¢i permutaci
7 tadka procesoru. Tato skutecnost plyne z komutativity souctu ve vzorci (4.3).
Operator permutace radki oznac¢ime jako U f(l)mﬂ(b) a invariance implikuje

Urty..xnUnt; = U,

™

pro vsechna j a pro vSechny permutace 7. Dale je operdtor Uy, invariantni i vici
transpozici sloupcii, kromé zamén tykajicich se k-tého a k + 1-niho, ty se mohou
zameénit pouze mezi sebou. Invariance plyne z komutativity soucinu ve vzorci (4.3) a
z toho, Ze se ve vzorci (4.3) zadné jiné prvky nez prvky z k-tého a k+1-niho sloupce
nevyskytuji.

Operator permutace sloupcti budeme znacit analogicky k operatoru permutace radku
jako US +(1)..w(a)» COZ UMoOZNuje zapsat invarianci

c _
Ul,...k+1,k,...aUHk - UHk
Mezi zakladni vlastnosti operatoru patii symetrie, protoze plati
U L k+1k.. aU k+1k.. a_I_ U k+1,k.. aU k+1k...a"
Analogickymi argumenty se odvodi invariance Uy, vici permutaci sloupcti a proho-
zeni nékterych radkii.

Nyni jeden priklad, jak toho lze vyuzit. Uvazujme atomovy procesor o velikosti 3x3
a vlastni vektor X s vlastnim ¢islem A € o)y spliiujici podminku

Uty (U213 X\Us13) Uy, = AU13 X2 Usyz, (4.9)

splnéni této jediné podminky uz zarucuje, ze X’ := Us13X,\Us13 je také vlastni vektor
se stejnym vlastnim ¢islem \. Zajimavé jsou samoziejmé jen pripady, kdy

X\ # U3 X\Usiz. Stejné tvrzeni plati, je-li splnéna analogicka podminka pro jaké-
koli Uy, ¢i Uy,. V piipadé vétsich atomovych procesorti uz musi byt splnéno podob-
nych podminek vic.
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Pro zjednoduseni nasledujicich avah budeme uvazovat pouze procesory o stejném
poctu sloupct a radk, ktery ozna¢ime n. Potom lze vyuzit dalsi podstatné vlastnosti
operatoru U;, coz je symetrie vuci dihedralni grupé [18] transformaci Dy, tzv. grupé
symetrii ¢tverce. Mezi zakladni vlastnosti grupy D, patti, Ze neni abelovska, tedy
jeji prvky nekomutuji a déle jeji generatory tvori rotace kolem stiedu o 7/2 a osova
symetrie kolem libovolné osy ¢tverce. Grupa ma celkem 8 prvki. Prvky oznacime

Oznaceni
normalni | alternativni | symetrie
fn So otoceni kolem horizontalni osy
fa Sy otoceni kolem osy 1. a 3. kvadrantu
fo So otoceni kolem vertikalni osy
fe Ss otoceni kolem osy 2. a 4. kvadrantu
id Ry identické zobrazeni
R R, rotace o /2 po sméru hodinovych rucicek
R, R, rotace o 7 (stfedova symetrie)
Rs Rs rotace o 3/2 7

Alternativni oznaceni je zavedeno, aby platili tyto vzorce pro skladani symetrii
RZ' o Rj = R,q_j RZ o) Sj = Sz'+j SZ o Rj = Sz’—j S, o Sj = Ri—j7 (410)

séitani a odcitani je se uvazuje ve smyslu modularni aritmetiky s modulo 4. Slozeni
jednotlivych operatori je potom vypsano v tabulce (4.1). Napriklad slozenim oto-
¢eni kolem vertikalni osy o slozené s rotaci R; ziskdme otoceni kolem osy 1. a 3.
kvadrantu Sy. Slozeni znamend, ze se napted aplikuje operace vpravo a az potom
vlevo.

Ze vzorcu (4.10) je vidét, Ze lze opravdu vSechny symetrie ziskat z generdatoru Ry
a So.

| [ Ro[Ri|Ry [R5 [So[S:[Sy|8Ss ]
Ro || Ro | Ry | Ro | Rg | So | Si | S2 | Ss
Ry|| Ri | Ro | Rs | Ry | S1 | S2 | Sz | So
Ry || Ry | R3 | Ro | Ry | S2 | Sz | So | Si
Rs || R3 | Ro | Ry | Ry | S3| So | S1 | S
So || So | Sz | S| Si | Ro| Ry | Ry | R3
Sy || S1 | So | S| S| Re| Ro| Rs| Iy
Sy | S2 | Si| So | S3 | Ry | Ri| Ry | Ry
Sz | Sz | So | Si | S | Bi|Rs| Ry | Ry

Tabulka 4.1: Skladani prvka grupy Dy

Nyni zkusime prozkoumat, jaky tvar maji operatory Uy, a Uy, pokud se slozi s prvky
grupy Dy. Nejdiive je tieba Uy,, Uy, pieznacit. Je-li n liché, potom tyto operace
muzeme rozdélit do skupin po ¢tytech clenech

Uéi) =Uy, Ul(i) = Up, Uz(i) = Uy,_, Uéi) = Uy, ,, (4'11>

7 7
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kdei e {l,...,(n—1)/2}. Pronsudé ai e {1,...,n/2 — 1} pouzijeme pieznaceni
jako ve vzorci (4.11) a zbylé dva operatory oznac¢ime

|3
ol

UZ :=Uy, Ug:=Uy,. (4.12)

NS

Jak pro lich4 tak i pro sudd n proto bude index i z mnoziny {1,...,[n/2]}

Pokud budeme reprezentovat grupu D4 pomoci unitarnich operatort na ., potom
je mozné primym vypocCtem ovérit vztahy v tabulce (4.2). S; a Ry jsou symetrické
operatory, protoze S;5; = RoRy = Ry = 1.

| [ Uo | Us | | | Uo [ Uy | Us | Us |
SO ® S() U() U1 S() ° S() U() U3 UQ U1
Sl ® Sl U1 UO Sl L4 Sl U3 UQ U1 U(]
SQ [ ] Sg Uo U1 SQ ° SQ U2 U1 U() U3
Sg L] 53 U1 Uo S3 [ ] Sg U1 Uo U3 U2
RO ° RU Uo U1 Ro o RO U[) U1 U2 Ug
RioeR | U, |U | |RieR | U | U | U | U,
R2 [ R2 U() U1 RQ o R2 U2 U3 U() U1
Rye Ri|U | U, | |Rse Ry UL | UL | Us | U

Tabulka 4.2: Skladani grupy D, s operacemi na procesoru pron =2 an =3

Takze napriklad plati S3UsS3 = Us. Obecné plati nasledujici vzorce, pro operatory
rozdélené do skupin podle (4.11,4.12)

k) g _ 77k) (k) pt _ 77(k)
kde k € {1,...,[n/2]}. S¢itani je opét brano ve smyslu moduldrni aritmetiky. Z

téchto vztahu je videét, ze skupiny (4.11,4.12) jsou uzaviené vuci pusobeni grupy D,
a misto 2(n — 1) operaci Uy, a Uy, na atomovém procesoru staci pouzivat pouze
[n/2] a ostatni ziskat pomoci symetrii kolem os nebo pomoci rotaci.

Posledni vyznac¢na vlastnost je, ze libovolny prvek grupy S € D, ptisobi na prvky
vypocetni baze néasledujicim zptisobem

Sljlv"'aj’!ﬂ) = |j7r5(1)7"'aj7rs(n2)>a (414)
ms je permutace {1,...,n}, piislusejici k S, j; € {0,1}. To mimo jiné znamena, ze
obrazem prvku vypocetni baze pri zobrazeni A je opét prvek baze.

4.2.2 Symetrie atraktorového prostoru
Pomoci vlastnosti grupy D4, odvozenych v predchozi kapitole, nalezneme nékteré

podstatné vlastnosti mnoziny vlastnich vektorti Ker(® — AI) pro A € opy|. Nejdiive
je treba zadefinovat, ¢emu budeme rikat symetrie mnoziny.
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Definice: Necht B je libovolnd mnozina, AC B, S: B — B

1. Zobrazeni S se nazyva symetrii A, pokud S(A) = A.
2. Zobrazeni S se nazyva slabd symetrie A, jestlize S(A) C A

Nejprve dokazeme, ze libovolny prvek grupy Dj je symetrii Ker(® —AI') pro A € oyy.
Toto tvrzeni staci dokazat pro generatory grupy, ostatni prvky se ziskaji skladanim.
Nejdifve pro rotaci Ry, n liché, X € Ker(® — XI) a X € oy

b—1
O(R XR)) = ZpkHUHleXRIUT + > p{ Uy, R XRIU|, =
k=1 k=1
wAE o A . .
= Y S pPUP R XRIUPT = SN p® R RIUY R X RIUMTR, R} =
k=1 =0 k=1 =0
n/2 3 " A s
=Ry | S pPuBxUuB ) R = Ry [ 32 SSpMAX | RY = AR X R]
k=1 =0 k=1 =0

pii vypoctu jsme operdtory prerovnali, preznacili podle (4.11), vyuzili toho, ze
X € Ker(® — M) a A € oy). Pro n sudé je diikaz analogicky.

Déle pro n liché a otoceni kolem horizontalni osy Sy

n/2) 3 /2) 3
D(Sp X Sp) = Z S MU s, x S UtT = 5, (Z Zp?“)U(’?XU(’?T) So = ASoX Sy
k=1 i=0 k=1 =0

ProtoZze R a Sy jsou izomorfizmy, ziskame konecny vysledek, pro A € o plati
SoKer(® — \)Sy = R, Ker(® — MR} = Ker(® — \I). (4.15)

Kdybychom v predchozi odvozenich predpokladali, ze vsechny p; jsou stejné, potom
by pro libovolny prvek A grupy Dy a libovolné X € 9B(#) platilo

P(AXAT) = AD(X)AT

tato vlastnost se nazyva kovariance ® vzhledem k Dy, zminky o této problematice
jsou v [9].

Symetrie plati i pro spoleéné vlastni vektory konvexniho rozkladu ®. Pro libovolny
vlastni vektor
ayeN (UM =A1)  vke{o,....3}

a libovolny prvek grupy 7' € D, plati podle vzorcu (4.13)
UM Tla) = T (THUOT) |a) = AT]a), (4.16)

takze prvky grupy D, jsou symetriemi mnoiiny N (Ui(k) — Al), stejnym postupem
vyjde, Ze je i symetriemi mnoziny (;, k( — ).

Déle dokdzeme vztah pro operdtor asymptotického vyvoje @4, (3.3).
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dx

Pusy() = > ATr(X1,()) X,

)\EO’|1| ,Z:1

kde dy nasobnost vlastniho ¢isla A. Pro libovolny prvek X € 98(.) a libovolnou
symetrii A € Dy plati

Duey (AXAT) = A, (X) AT

Diikaz tohoto tvrzeni neni slozity, staci vyuzit toho, ze A je symetrie Ker(® — AI)

d
Dy (AX AN = Z AT (X[, AXAT) Xy, =

)\60"1‘ ,’L'Zl

— A i ATt ((ATXA,Z-A)TX> (Afx,,4) AT

)‘GU\1| ,i=1

protoze At X ;A tvoii opét ortonormalnf mnozinu, tak se nic nezméni, kdy? je pouziji
jako bazi Ker(® — AI) misto X, ;. Celkové tedy vyjde

Doy (AXAT) = A, (X) AT

Na zavér posledni tvrzeni, oznacme jako £, bazi Ker(® — A\I) tvofenou zobrazenimi
tvaru |a)(b|,|a) a |b) jsou prvky vypocetni baze. Potom z unitarity prvkt Dy, symetrie
Ker(® —AI) pro A € oy viici prvkim grupy Dy a z tvrzeni (4.14) plyne, Ze libovolny
prvek A € D, zobrazuje bazi £, samu na sebe

A&y = &), (4.17)

4.3 Atomové procesory 2x2 a 3x3

Nejprve nalezneme bazi atraktorového prostoru pro 4 a 9 qubitovy procesor. Pritom
tvrzeni odvozena ve 4. kapitole napriklad, ze vlastni vektory lze hledat jako prvky
vypocetni baze. Problém s hledani téchto vlastnich vektort je predevsim v jejich
poc¢tu. Pokud vezmeme jako minimalni odhad pro jejich pocet vysledek ziskany
pro maximélné propojenou sit (4.1.1) a maximalni odhad jako dimenzi celého 7,
potom v pripadé procesoru 2x2 bude dimenze atraktorového prostoru mezi 46 a
256 a v pripadé 3x3 bude dimenze mezi 622 a 262144. Navic, kromé specialnich
pripadu, neumoznuji doposud nalezena tvrzeni ziskat vsechny vlastni vektory. Ale
pokud nékteré zndme miizeme pomoci nich ziskat dalsi.

Zacneme 4-qubitovym procesorem. Vlastni vektory s A € o) lze rozdélit do trf
skupin, prvni jsou tvaru (4.7), druhou skupinu tvoii vlastni vektory tvaru |b){c|, pro
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|b) a |c) plati

Un,

by = Uy,

b)y = Ab)  Unlc) = Uy,

c) =pley VieN (4.18)
Un, [b){(e|Uf;, = Uy, b)(e|UY, = Malb)(c]

a do posledni skupiny zaradime zbylé vlastni vektory, pro které neplati (4.7) ani
(4.18). Pfi koneéném urcovani dimenze se musi uvazovat, ze tyto skupiny nejsou
disjunktni. Prvni skupina obsahuje piesné 2* vektorti.

Nejnazornéjsi zptisob prezentace vektorti odpovidajicich nékterému z bazovych stavi
je pomoci jednoduchého schématu (obr. 4.2) kde jsou qubity usporddané jako na
schématu (obr. 4.1) s tim, Ze plna kolecka odpovidaji stavu jedna a krouzky stavu
nula.

Konkrétné jsou na nakresu (4.2) znazornény nékteré spoleéné vlastni vektory ope-
ratort Uy, a Uy,. Aplikaci grupy symetrii, (tvrzeni (4.16)) z nich ziskdme vsechny

a) b)) ¢ d) e
OO €0 €0 00 00
OO0 OO O®@ O® o6

Obrézek 4.2: Schematicky nakres bazového vektoru procesoru 2 x 2

spolec¢né vlastni vektory operatort Uy, a Uy, kterych je 12. Po vytvoreni vSech moz-
nych kombinaci a odecteni téch, které jiz byli zapoc¢teny do prvni skupiny ziskame
11 - 12 = 132 vlastnich vektoru operatoru .

Treti skupina se ziskd pomoci slozenim prvkta grupy Dy s témito vektory:

oco~&
ooXZ

®e|®O e|Ce@
|00 | B NOXN

Takto ziskdme 8 vlastnich vektori, ale 4 patii do prvni skupiny. Celkem vychazi 152

ruznych vlastnich vektorta operatoru .

Pro pripad procesoru 3 x 3, je problém s velkym poctem vektoru jesté vyraznéjsi.
Opét budeme hledat vlastni vektory ve tvaru slozeni dvou prvki vypocetni baze ¢
(4.6) a opét se tam objevi nékteré projektory (4.7). Pokud vyuzijeme dekadického
zapisu bazovych vektorii, potom jsou to projektory

lm){m)| vm € {0,...,2°—1}.

Oznac¢me mnozinu téchto projektoru &.

Nalezneme co nejmensi mnozinu vektort z 77, ze které po rozsireni pomoci nékteré
mnoziny operaci ziskame vsechny zbylé vektory.

o Vezmeme-li libovolny vypocetni baze |A) € S, potom lze nalézt mnozinu
bazovych vektoru z 7, takovych, Ze jejich slozeni s |A) je atraktor. Je-li
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tato mnozina prazdna, zvolime jiny bazovy vektor. Mnozinu vektort, které pri
slozeni s vektorem |A) daji atraktor, ozna¢ime M. Tato mnozina tedy spliuje
tuto podminku

|A)(b| € Atr(®)  V|b) € My

o Atraktorem je i transpozice a také soucéin téchto vektoru (operédtori), pokud
nevznikne nulovy operator. Timto ziskdme podstatné vétsi mnozinu atraktori

b)(c| € Atr(®) VB, |c) € M.

Tuto mnozinu je mozné rozsitit podle vzorce (4.17) pomoci grupy symetrii Dy
a dosdahnout tak jejtho maximalniho rozsiteni, to oznac¢ime M,,,,. Mnozina
atraktortt M,,.. je tedy jednoznacné urcena libovolnym svym prvkem.

o Pokud jsou nékteré prvky D, symetriemi M4, potom lze s jejich pomoci mno-
zinu M, zredukovat na nezbytné minimum M,,;, tak, Ze rozsifenim pomoci
téchto symetrii dostaneme znovu celou mnozinu M 4.

Cely tento postup muzeme provézt pro vSechny prvky vypocetni baze 77 a ziskat
stejnym postupem jako M,,,, nékolik disjunktnich skupin, které jsou po sjednoceni
s mnozinou £ ortonormdlni bézi prostoru Atr(®). Jedind rozumnd cesta, jak tyto
skupiny nalézt, je pomoci pocitace. Vysledky jsou v tabulce (4.3). Existuje tedy
pravé 13 skupin vektorii. Nejvétsi skupina odpovida vlastnim vektorim operatort
Un; a Uy,. Nejmensi mozny pocet vektori, kterymi je mozné vsechny tyto mnoziny
zapsat je 102 (suma ¢tvrtého sloupce tabulky 4.3) a tyto mnoziny vektoru se nasledné
rozsiti pomoci symetrii ve tfetim sloupci. Pokud je tfeba urcit dimenzi atraktorového
prostoru, staci secist pocet prvka v téchto 13-ti mnozinach po maximalnim rozsireni
a bez zapocCteni prvki, co patii do € (paty sloupec), a nakonec pricist pocet prvku
v dim & = 27 = 512. Celkové vychdzi dimenze prostoru Atr(®) rovna 18366.

4.3.1 Rychlost konvergence

Odhadnéme, jak rychle se bude stav systému blizit k asymptotickému stavu. Po-
dobné jako u maximéalné propojené sité odhadneme velikosti nejvétsiho vlastniho
¢isla v zavislosti na hodnotach p;.

Pro odhad konvergence je nutné si uvédomit, ze vzorec (4.5) nabyva hodnoty v kom-
plexni roviné s vrcholy na jednotkové kruznici

ke ke{-n,...,n},

kde n = max{a, b}, a a b je pocet sloupct a fadku procesoru. Hodnotu libovolného
vlastniho ¢isla A operatoru @ je mozné zapsat jako konvexni kombinaci vrcholi

A= > pre, (4.19)
k=—n
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nejvetsi pocet | uzavrené vuci pocet | pocet prvka M,, ..
prvek | prvka M symetrie prvka M., | bez projektoru £
|398) 2 fo, id 2 8
|433) 2 fe, 1d 2 8
|454) 2 Ry, id 1 8
|455) L f, fn, R, id 1 0
1483) 1 id 1 0
|493) 16 | fo, fn, Ro,1d 8 480
|497) 3 id 3 48
|499) 21 fn, id 12 1680
|504) 1 fn, 1d 1 0
|508) 6 fn, 1d 5 120
|509) 26 fn, 1d 15 2600
|510) 26 fe, 1d 19 2600
|511) 102 Dy 32 10302

Tabulka 4.3: Skupiny vektortu umoznujici ziskat ON béazi Atr(P),

kde Y. pr = 1 a pp > 0. Vrcholy mnohosténu odpovidaji hodnotam |A| = 1. Navic
vzdy je mozné vybrat tfi vrcholy tak, aby A lezelo uvniti simplexu, ktery je jimi
generovan. Jinak feCeno, existuji vzajemné ruznd la,lg,lc € {—n,...,n} a kladnd
cisla Py, P, Po, Py + Pg + Po = 1 takova, ze

n

A = Pye% 4 Ppels? + Poe''c? = N pre’?, (4.20)
k=—n

nyni se podobnym postupem a stejnymi odhady jako v minulé kapitole dostaneme
ke vztahu

IAI? < 1—4a(1 — a) min {sin2 21— 1), sin® 2 (1 - zc)} L @21

a je rovno nejmensimu nenulovému Pr; I € {A, B,C}, takze a € (0;1/3), takové Py
musi existovat, jinak by A mélo velikost rovnu jedné. Nyni zbyva posledni problém,
jak odhadnout @ a ur¢it minimum ve vzorci (4.21).

Ze zpusobu konstrukce ¢isel Py ve vzorci (4.19) a (4.20) a z nenulovosti a muzeme
udélat jednoduchy odhad

a= P> p;, > Pmin ::min{pf{,pﬂié{1,...a—1},j6{1,...b—1}}>0.

Takze a se da, podobné jako u maximalné propojené sité, odhadnout hodnotou p; u
nejméné pravdépodobné interakce.

Dalsi problém je s odhadnutim druhé ¢asti vzorce (4.21). Pokud je ¢ dostatecné malé
aby platilo (2n + 1)]¢| < 27 potom je mozné udélat nésledujici odhad nezévisle na
hodnotach [ 4, (g, lc



Pro A tak vychazi uplné stejny odhad (3.18) jako u maximalné propojenych siti. Je-li
(2n+1)|¢| > 27 potom se musi faze p(l4 — ) ve vzorci (4.21) odhadnou nejhorsim
moznym pripadem

Pmin :le{l,.TZI%,kEZ{”SO - 2]{?7T| 7é O} :

V konkrétnich pripadech je mozné udélat jesté presnéjsi odhad. Projdou-li se vSechny
vlastni vektory, potom napiiklad pro atomovy procesor o velikosti 2 x 2 a 3 x 3 staci
hledat minimum pfes mensi mnozinu.

Pmin = min {|le — 2km| # 0} . (4.22)

le{l,....2n—2} keZ

Dosazenim za @, ziskd nerovnost (4.21) jednodussi tvar

I < \/1 — 4a(1 - a) sinQ%. (4.23)

Pokud by se ndm podaii nalézt vlastni vektory, ve kterych v v nerovnosti (4.23)
nastava rovnost, dokazeme tim, ze lepsi odhad uz udélat nelze.

Plati-li (2n + 1)]p| < 27, potom muzeme vektor s touto vlastnosti, podobné jako
u maximalné propojené sité, vzdy nalézt. Dokonce muzeme nalézt konkrétni pri-
klady. Je-li napriklad pf nejmensi z pravdépodobnosti uskute¢néni interakce, potom
rovnost ve vzorci (4.23) nastane naptiklad pro vektor, ktery ma v decimalnim zapisu
tvar (obr. 4.3a ) )

X = |(142)2771)(0], (4.24)

a je-li nejmensi p}/, potom v pripadé ¢tvercového procesoru staci vzit vektor Ry X JH R,
obecnéji pro procesor o a sloupcich a b radcich lze zvolit

XY =207 4 209)(0]. (4.25)
Pro (2n + 1)|¢| > 27 je slozité nalézt vektory splnujici rovnost ve vzorci v (4.23) a
proto se omezime jen na procesory rozméru 2 X 2 a 3 X 3. Pro mensi procesor 2 x 2
miize nastat rovnost bud pro X = |3)(0] nebo |3)(5|, v zavislosti na velikosti .
Pokud vzorec (4.22) nabyva minima pro [ = 1, pak rovnost plati pro X{{ , a je-li
minimum pro [ = 2, potom nastava rovnost pro |3)(5|.

Rozeberme nyni situaci pro vétsi procesor 3 x 3 a pripad, kdy nejmensi pravdépo-
dobnost je napifklad pf. Potom v zévislosti na ¢ nastane rovnost v (4.23) pro jeden
z vektoru (ale i mnoho dalsich) ve schématu (obr.4.3). Pokud je ve vzorci (4.22)
minimum v [ = 1 nastane rovnost pro (obr. 4.3a), je-li [ = 2, potom pro vektor (obr.
4.3b) atd. az pro | = 4. Pokud je nejmensi pravdépodobnost jind nez pl, staéi na
jiz. zminéné vektory aplikovat rotace Ry, Ry nebo Rs.

Zkusme nyni porovnat rychlost konvergence ¢tvercového atomového procesoru a
maximalné propojené sité. Pro zjednoduseni budeme uvazovat (2n+ 1)|¢| < 27. Na
prvni pohled se mohou vzorce pro rychlost konvergence (3.18) a (4.23) zdat stejné,
ale rozdil je v tom, jakych hodnot muze a v téchto vzorcich nabyvat. V maximélné
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propojené sit o n? qubitech je (”22) interakei, takze ag; lezi v intervalu (0, 1/ (”;)} a
ve atomovém procesoru o hrané n (n? qubitech) je 2(n — 1) interakel, tudiZ a,po. €
(0,1/(2n—2)). Jsou-li vSechny interakce stejné pravdépodobné, potom je aproc/asit =
n*(n + 1) a rychlost konvergence procesoru je vyrazné rychlej$i nez v maximalné

propojené siti. Srovnani rychlosti konvergence do asymptotického stavu atomového
procesoru a maximalné propojené sité je na grafu (4.4).

Naopak volbou dostatecné malé pravdépodobnosti p; lze konvergenci nékterych
vlastnich ¢isel udélat libovolné pomalou.

a) b)

0e0O0JOOO @e00]JOO0OO
OO0O0OJO000 000000
OO0OO0OJ0O00 eeO0]0O0O0
c) d)

000jOOG0O® o000]COO
OO0O0Oj0cee® OOOfjCee
(oNeNo) o X TN N JNoj NoN N J

Obrazek 4.3: Specialni pripady rozlozeni qubiti v atomovych procesorech.
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Obréazek 4.4: Rychlost konvergence vektoru |3)(0| v atomovém procesoru 3 x 3 a

maximélné propojené siti, jsou-li vSechny operace stejné pravdépodobné a ¢ = 7 /5
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Zaver

V ramci této bakalarské prace jsem vysetifoval vlastnosti atomovych procesori. Na-
lezl jsem zakonitosti, které splnuji prvky atraktorového prostoru, ale kromeé spe-
cidlnich ptipadii neumoznuji nalezeni jeho konkrétniho tvaru. Proto jsem alespon
zkracené zapsal tvar atraktorového prostoru procesoru o velikosti 2x2 a 3x3 qubi-
tech.

V dalsi ¢asti prace jsem prozkoumal vliv jednotlivych pravdépodobnosti vykonani
unitarnich operaci na atomovém procesoru, na rychlost konvergence systému. Pro-
vedl jsem odhad nejhorsiho pripadu konvergence a dokazal jsem, ze zavisi pouze na
velikosti té nejmensi pravdépodobnosti interakce. Navic jsem ovéril pro maximalné
provazanou sif a atomovy procesor velikosti 2x2 a 3x3, Ze tento nejhorsi pripad
muze nastat. Na zavér jsem porovnal rychlost konvergence procesoru a maximélné
provazané sité.

Na tuto bakalarskou praci lze navazat vysetfenim vlastnosti atomovych procesorii i
pro dalsi zakladni typy hradel. Navic existuje teoretickd moznost experimentalnich
ovéreni zaveéru této prace.
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