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Kapitola 1

Uvod

V stcasnosti sa Casto sklonuje pridavné meno ”kvantovy” v spojeniach ako ”kvantovy
pocitac¢” ¢i "kvantova kryptografia” a operuje sa pritom formulkami ako ”"nerozbitelné Sif-
rovanie” alebo ”ziadna klasickd Sifra nie je bezpecnd”. Aj ked niektoré z tychto spojeni su
len medialne dobre znejucim prehananim, vicsina je zalozena na znamych vysledkoch —
existuje napriklad polynomialny algoritmus pre problémy faktorizacie a diskrétneho loga-
ritmu [Sho94], ktoré sa povazuju za ”tazké” pre klasicky pocitac, ¢ protokoly pre vymenu
klaca [BB84], ktorych bezpec¢nost je za istych podmienok garantovana fyzikou. Oba tieto
algoritmy maji spolo¢ného menovatela — na ich realiziciu je potrebné vyuzit fenomény
popisované kvantovou fyzikou. Zatial¢o v pripade druhého z nich boli zaznamenané velké
experimentalne uspechy, praktické vyuzitie prvého vyzaduje zdroje, ktoré zatial nie st k
dispozicii. Niektori odbornici dokonca zastavaju nazor, ze jeho prakticka realizacia nebude
mozna nikdy.

Na druhej strane, rovnako, ako je zmysluplné studovat napriklad Turingove stroje s
nerekurzivnymi orakulami, ¢i r6zne modely hypervypoc¢tov, ma zmysel studovat aj modely
motivované fyzikou, no nemajuce fyzikalnu realiziciu. Prave ”fyzikalne” znejice slovko
kvantovy vSak casto vytvara dojem, ze Studium tejto oblasti vyzaduje hlboké fyzikalne
zéklady a tym odradi mnohych potencidlnych zaujemcov.

Hlavnym ciefom tejto prace je preto vysvetlenie zdkladnych pojmov potrebnych pre
pochopenie mechanizmu kvantovych vypoctov, oprostené od potreby akychkolvek netri-
vidlnych znalosti z oblasti fyziky. Na druhej strane, od ¢itatela sa vyzaduji matematické
znalosti (praca s maticami, predstava o vektorovych priestoroch, ...) a zékladné znalosti
z oblasti klasickej tedrie vypoctov. Pozadované znalosti neprekracuja rozsah prednasok zo
zakladnych vysokoskolskych kurzov matematiky a informatiky.

V kapitole 2 st definované a vysvetlené zdkladné pojmy z klasickej tedrie vypoctov a
zlozitosti, na ktoré sa budeme neskor odvolavat. Kvoli zjednoteniu klasickych a kvantovych
vypoc¢tov bol zvoleny pristup vyuzivajuci abstraktny jednotny model, vdaka ktorému je
mozné uskutocnit prechod od klasickych modelov k modelom kvantovym jednoduchsie.
Danou za toto zjednodusenie je vySsi stupen abstrakcie a s tym spojena néaroc¢nost na
pochopenie. Preto je vhodné, aby si tato kapitolu preStudoval aj citatel oboznameny s
klasickymi modelmi vypoctov.
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Kapitola 3 je jednou z dvoch hlavnych kapitol tejto prace. Si v nej definicie zakladnych
pojmov, ktoré sa vyuzivaji v tedrii kvantovych vypoctov, pri¢com sa na ne snazime pozerat
¢isto matematickou optikou.

V kapitole 4 sa zaoberame niektorymi druhmi kvantovych vypoctovych modelov a Spe-
cidlne modelmi kone¢nymi. Prave konec¢nost, v podobe, v akej ju zavedieme, je vlastnost,
ktora by mohla pomdct pretvorit ¢isto matematicky model do fyzickej podoby. Nekladieme
si za ciel spravit prehlad kvantovych vypoc¢tovych modelov; zamerali sme sa len na modely,
ktoré su dostatocne jednoduché, no napriek tomu je mozné demonstrovat na nich jednot-
livé odlisnosti medzi klasickymi a kvantovymi vypoc¢tami. Podrobnejsi prehlad mnohych
druhov modelov mozno najst napriklad v [Pet98].

Napokon v poslednej kapitole st zosumarizované zname vysledky a niektoré z otvore-
nych problémov, ktoré suvisia s kvantovymi vypoctovymi modelmi.



Kapitola 2

Klasické modely vypoctov

V tejto kapitole zavedieme zakladné pojmy z oblasti tedrie vypoctov a zlozitosti, ktoré
budeme neskor vyuzivat pri prechode ku kvantovym zariadeniam. Abstraktny vypoctovy
model, ktory tu definujeme, sa napriek svojej nazornosti bezne nevyuziva.

2.1 Vypoctové zariadenie

Najprv si ujasnime, ¢o si budeme predstavovat pod vypoc¢tovym zariadenim. Aby bola
nasa definicia ¢o najvseobecnej$ia, snazili sme sa vytvorit ¢o najabstraktnejsi model, ktory
by bol na jednej strane dostato¢ne vSeobecny, aby bol aplikovatelny aj na ne-klasické (v
tomto pripade kvantové) modely, no pritom aby bol princip jeho operovania dostatocne
nenaroc¢ny na predstavivost. Intuitivne, ak hovorime, ze sme ¢osi vypocitali, zvycajne tym
myslime proces podobny nasledujicej schéme:

1. Dostaneme akési ”zadanie” problému; v pripade nasho abstraktného zariadenia ho
budeme nazyvat wvstup. Tymto mdze byt napriklad rovnica, obrazok ¢i slovné zada-
nie. V zadani sa vyskytuje tiez otazka, od ktorej budeme pozadovat, aby mnozina
odpovedi na fiu bola kone¢na (zviésa dokonca bude iba dvojprvkova — ”ano” /" nie”).
Ako taky, vstup je vo vicSine pripadov nevhodny na priamu manipuléciu — preto ho
najprv treba prelozit do podoby vhodnej na dalSie spracovanie.

2. To aj spravime — vstup si "prelozime” do podoby, s ktorou manipulovat vieme. Na-
priklad tak moézeme z obrazku vybrat podstatné ¢iastkové informaécie, slovni ulohu
si mozeme previest do podoby rovnic, ...V pripade abstraktného zariadenia budeme
takto pretvoreny vstup nazyvat konfigurdcia. Konfiguracia reprezentuje kompletnt
informéaciu, ktord v danom momente o tlohe existuje — Specialne, pokial sa pri rie-
Seni dvoch tloh dostaneme do rovnakej konfiguréacie, dal$i postup sa v oboch tlohach
nemodze ligit. V naSom modeli pozostava konfiguracia z troch ¢asti — jedna je cast re-
prezentujica samotné zariadenie (jeho (vnitornyg) stav), druhd sa vztahuje ku vstupu
(vonkajsi stav — vyjadruje momentélny vzfah zariadenia a zadaného vstupu) a vy-
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znam tretej, ktora sa vztahuje k vysledkom ¢innosti zariadenia, ozrejmime zanedlho.
Vnutorny a vonkajsi stav budeme spoloc¢ne nazyvat iba kompletny stav zariadenia.

3. S ”prerobenym” zadanim potom vykondvame ur¢ité operacie (napriklad na rovnicu
aplikujeme ekvivalentné tpravy), dokym nedospejeme do stavu, ktory povazujeme
za findlny (napriklad, ked sa ndm podari vyjadrit hodnotu nezndmej pomocou zada-
nych tdajov). Vo formalizme abstraktnych zariadeni to mozeme sformulovat tak, ze
realizujeme urcité kroky viypoctu.

Pocas robenia tychto krokov sa obc¢as moze stat, ze prideme do stavu, ked budeme
vediet povedat niec¢o v zmysle: ” Ak je ¢osi zelené, tak je odpoved ano, ak je to modré,
je odpoved nie, inak si zatial nie sme isti odpovedou.” Inak povedané, obcas sa stane,
ze vypocet za urcitych podmienok budeme vediet ukoncit v urcitej sade pripadov, no
v inej sade eSte budeme potrebovat pokracovat dalej. Takato situdcia bude nastavat
hlavne za podmienky, Ze pri vypocte sa na istych miestach budeme rozhodovat podla
nahody — napriklad podla vysledku ”hodenia kockou”.

Uz spominanou trefou ¢astou konfiguracie je teda aj k-tica (kde k je pocet moznych
odpovedi, ktoré mozeme od zariadenia dostat; najcastejsie k = 2) redlnych ¢isel, ktoré
reprezentuju pravdepodobnosti toho, ze od zariadenia dostaneme v danom momente
prislusnt odpoved. Kazdy jednotlivy krok vypo¢tu mdze (ale nemusi) tato k-ticu
upravit. Takdto tprava musi byt monoténna — ak sa vypocet ukoné¢i s odpovedou
74no” s pravdepodobnostou 30%, je nemyslitelné, aby po vykonani akejkolvek dalSej
operacie tato pravdepodobnost klesla.

Dalej, aby sa nam nestalo, Ze by sme sa pri vipocte ”zasekli” — t.j. nevedeli, aky
krok spravit dalej, budeme tiez pozadovat, aby sme v kazdej konfiguracii vedeli jed-
noznac¢ne povedat, ¢o mame robit dalej. Specidlnu vynimku tvoria konfiguracie, ktoré
oznacime ako ukoncujice. Niekedy budeme napriklad pozadovat, aby vypocet skon-
¢il, az ked uz bude tplne isté, ze dostaneme niektora z odpovedi (zjavne, akonéhle
takyto moment nastane, niet dovodu dalej pokracovat vo vypocte). Na druhej strane,
nie vzdy nas buda zaujimat skuto¢né pravdepodobnosti tej ¢i onej odpovede — obcas
nam moze stacit, ak pravdepodobnost niektorej z odpovedi prekroci isty prah.

Formalne je tento postup zachyteny v definiciach 1, 2, 3 a 4.

Este pred ich uvedenim je vhodné uvedomit si isté detaily. Co napriklad robit v pripade,
ze vypocet bude bezat ”donekonecna” — ze nikdy nenarazime na ukonc¢ujacu konfiguraciu?
V takomto pripade urobime jeden nevypoctovy krok — vezmeme limity pravdepodobnosti
prisluchajicich jednotlivym odpovediam. KedZze vSetky pravdepodobnosti st zhora ohra-
nicené a monotonne rastu, tieto limity budu existovat.

Teraz uz moézeme uviest formalne definicie jednotlivych pojmov:

Definicia 1 Usporiadani Sesticu M = (I,i,S,F,T,0) budeme nazjval (abstraktné) vy-
poctové zariadenie M, ak platia nasledujice podmienky. Oznacme mnoZinu (nedplngch)
pravdepodobnostngjch rozloZeni P = {(p,) € (0, WO > .o po < 1} a C = S x P mnoZinu



KAPITOLA 2. KLASICKE MODELY VYPOCTOV 5

konfigurdcii zariadenia. Pre dand konfigurdciu bude p,(C) oznacovat prislusni zloZku
rozloZenia pravdepodobnosti. Podobne, s(C) bude oznacovat prislusny kompletny stav za-
riadenia v danej konfigurdcii. Vysvetlenie pouZitej symboliky:

e [ je akdkolvek mnoZina vstupov.

S je akakolvek mnozina kompletnijch stavov zariadenia.

O je akakolvek mnozina vystupov; budeme na nej predpokladat nejaké intuitivne
usporiadanie — napriklad {a,b} bude formdlne ind ako mnoZina {b,a}.

T C C je mnozZina ukoncéujicich konfigurdcii

e i : 1 — S je zobrazenie prekladajice vstupy na stavy, ktoré trividlne rozsirime na
zobrazenie 1 : I — C pomocou predpisu i(x) = (i(z),0,...,0). Pre zjednodusSenie
budeme pisat i(x) namiesto i(x); vjznam bude zrejmy z kontextu.

F: (S —s(T)) — S x P je zobrazenie, ktoré danému kompletnému stavu priradi na-
sledugici kompletny stav a urci pravdepodobnosti, Ze sa vypocet ukonci s jednotlivymai
odpovedami.

Pokial to nebude zrejmé z kontextu, jednotlivé zlozky usporiadanej Sestice patriacej k
zariadeniu M budeme oznacovat dolnym indexom M (napriklad Ips, Fpr, ...,

Definicia 2 Nech M je abstraktnée vypoctové zariadenie. Potom postupnost konfiguracii
{Cy € Oy }i_y budeme nazijvat (konecny) vypoéet dizky n, ak je splnené:

1. F (s (Ck)) = (s (Cr11)) s (do)oco)- Inak povedané, konfigurdcie musia na seba pomo-
cou zobrazenia = nadvdzovat.

2. o (Cri1) = po(Ck) +do (1 =X ,coP0 (Ck))) pre kazdé o € O. Pravdepodobnostné
rozloZenie odpovedi v nasledujicej konfiguracii teda dostaneme tak, ako ndm hovori
zobrazenie &, akurdt ho este naskdlujeme na interval (0,p), kde p oznacuje pravde-
podobnost, Ze vypocet este neskoncil.

Kedze druhd podmienka jednoznacne rozsiruje zobrazenie = na zobrazenie FO—T —
C, budeme ho nadalej pouzival aj v takejto forme. Pre zjednoduSenie zdpisu budeme pisat
x F y namiesto = (x) = y a pokial nds pravdepodobnosti nebudi explicitne zaujimat,
budeme ich vynechdvat.

Vigpocet budeme nazijval ukonéeny, ok konfiguricia C,, je ukoncujica (t.j. Cy € Ty ).

Definicia 3 Nech M je abstraktné vypoctové zariadenie. Potom vypocet {Cy}_, sa nazgva
vijpoctom (dlZky n) na vstupe w, ak plati Cy = iy (w).

Ked7e relacia i je zobrazenim (podla definicie 1), kazdy vypocet abstraktného zariade-
nia na vstupe w € I je bud ukonceny, alebo je jednoznac¢ne predlzitelny o dalsi krok. M4
preto zmysel zaviest nasledujiucu definiciu:
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Definicia 4 Nech M je abstrakinée viypoctove zariadenie. Potom pravdepodobnostné roz-
loZenie pocitané zariadenim M je zobrazenie: f : Iy — (0,1), f:w = (fo(w))oco, kde
folw) = po(Ch), ked {Cr}r_y je ukonceny viypocet na vstupe w.

Podobne, mozeme povedat, Ze postupnost {Cy € Cp}32, budeme nazjvat nekoneény
vypocet, ak kaZdy jeho pociatocny usek (t.j. kaZdd podpostupnost tvaru {Cy € Car}r_)
je vgpoctom. Vtedy kladieme f,(w) = nli_}rrolopo(C’n).

Citatel oboznadmeny s pojmami z tedrie vypoctov si akiste povsimol, Ze nase abstraktné
zariadenie sa javi byt deterministickym. Je to skutoc¢ne tak; v kazdom okamihu je jasné,
ako vypocet bude pokracovat dalej. AvSak vhodnou volbou zobrazenia ”krok vypoctu”
mozno realizovat aj mnohé nedeterministické modely, ako ukdzeme v Casti 2.4.

Tradi¢ne sa vypocet zariadenia, ktoré nie je stopercentne deterministické (t.j. mé viac
ako jeden moZny vypocet) znazoriuje ako strom, ktorého uzlami si konfiguracie a listami
ukoncujtce konfiguracie a jednotlivé hrany ¢i uzly v tomto strome st obcas ohodnotené.
Nage zariadenie takyto strom vo svojej podstate skryte obsahuje — jednotlivé jeho konfigu-
racie zodpovedaju nie jednotlivym uzlom ¢i listom stromu, ale celym poschodiam. Vyznam
tohto pristupu sa ukdze v dalSom texte.

2.2 Vypoctovy model

Abstraktné zariadenie ako také je prili§ "silné”. Ak si vezmeme Tubovolnt funkciu f : A —
B (kde B je konefna mnozina), staci vziat zariadenie M = (1,4, S,F,T,0) definované
nasledovne:

«eI=A 0O=B
e S= AxU{0} (kde O ¢ A)
T = (Dapla R Jp\B\)

° ’L(.’L‘) =z

f(@)-1 |B|—f()
——
z F(0,0,...,0,1,0,...,0) (inak povedané, pravdepodobnost odpovede f(x) sa na-
stavi na 1, ostatné buda nulové).

Toto zariadenie ma tu vlastnost, ze na kazdom vstupe je jeho vypocet jednokrokovy a na
vstupe z je vystupom pravdepodobnostné rozlozenie, v ktorom mé hodnota f(x) priradent
pravdepodobnost 1. Mozno teda povedat, ze zariadenie M ”dokonale pocita” funkciu f.
Zjavne, zaoberat sa ¢imsi natolko trividlnym by nemalo zmysel.

Namiesto toho si budeme v§imat, ¢o vSetko dokaze zariadenie pocitat, ak budeme uplat-
novat nejaké obmedzenia na mnoziny stavov S, ukoncujucich konfiguricii T a zobrazenie
"krok vypoc¢tu” . Tieto obmedzenia mozu byt mnohych druhov:
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e Mnozina S moze mat predpisany tvar — napriklad musi byt tvaru K x @) x ¥*, kde
K a @) st dve mnoziny a X je nejakd abeceda. Obyc¢ajne mnoziny K, () a X nebu-
deme blizsie $pecifikovat (t.j. ich volbou budi parametrizované jednotlivé abstraktné
zariadenia, ktoré tymto obmedzeniam vyhovuji), iba uréime nejaké velmi vSeobecné
podmienky typu ” K je kone¢na neprazdna mnozina” a podobne.

e Rovnako modzeme predpisat nejaki vlastnost kroku vypocCtu — zvicSa zobrazenie
kroku vypoctu dostaneme ako predlzenie nejakej jednoduchsej funkcie na celdt mno-
zinu kompletnych stavov. Vypocet sa tym stane istym sposobom ”lokalne definovany”
— predlzovana funkcia obycajne nebude mat k dispozicii kompletny stav, ale len jeho
¢ast; nebude sa teda divat na konfiguraciu globalne, ale len lokéalne.

e Dalsia mozna zmena spociva vo vhodnej volbe mnoziny 7. Jej vhodnym rozsire-
nim/zazenim mozeme niekedy vyznamne regulovaft silu zariadenia.

Kazda sada obmedzeni urcuje isty vypoctovy model. Akonahle uré¢ime model, ma
zmysel zacat sa zaoberat jeho vlastnostami — t.j. aké funkcie dokaze vypocitat ¢i ako
rychlo to dokdze (v zmysle Casti 2.6).

Teraz sa uz moézeme zacat venovat jednotlivym klasickym vypoctovym modelom.

2.3 Koneéné automaty

Jednym z najjednoduchsich vypoc¢tovych modelov je (jednosmerny) koneény automat (FSA
alebo len FA'). Intuitivna predstava je velmi jednoduchd — koneény automat je zariadenie
s 7velmi malou” pamdtou, ktoré rozdeluje slovd zo vstupnej abecedy do dvoch skupin —
slova patriace do nejakej mnoziny (tdto mnozina sa nazyva jazyk rozpoznavany danym
automatom) a slova do nej nepatriace. Vykonava to tak, ze vstupné slovo ¢ita pismenko
po pismenku a v kazdom kroku moze na zdklade precitaného pismenka zmenit informéaciu
uloZenu vo svojej pamiti. Ked pride na koniec vstupného slova, na zaklade obsahu svojej
pamiite rozhodne, ¢i slovo do jazyka patri, alebo nie.

Formalnu definiciu uvedieme vo formalizme abstraktnych vypoctovych zariadeni zave-
denych v ¢asti 2.1. Pre uplnost vSak najprv uvedieme niekolko uzito¢nych definicii z oblasti
formélnych jazykov:

Definicia 5 MnozZina ¥ sa nazijva abeceda, ak je konecnd a neprizdna. Proky abecedy sa
nazyvaji pismena alebo symboly. Konecna postupnost w = ajasas . . . a, pismen abecedy X
sa nazyva slovo v abecede X. DlZka tejto postupnosti je dlZka slova a oznacuje sa |w].
MnoZina vsetkijch slov v abecede ¥ sa oznacuje ¥* (oznacenie pochddza zo vSeobecnejsej
operdacie, ktorou sa tu vsak nebudeme zaoberat).

Prikladmi abecied st mnoziny ¥; = {a, b, c}, ¥y = {a}, X3 = {a,r,s,5,t,t,v}. Slovami st
napriklad bacbba (v abecede X)), ¢i sturturstva v abecede 3. Specidlne je slovom aj prazdna

7 angl. Finite (State) Automaton
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postupnost pismen — takzvané prazdne slovo, ktoré sa oznacuje € (pouziva sa napriklad,
ak treba explicitne zdoraznit, Ze niekde sa nachadza "ni¢”; na rozdiel od pripadu, ked sa
niekde nenachadza ani "ni¢”).

Na slovach sa zavddza operédcia zretazenia (zna¢ime -), definovand ako nadviazanie
dvoch postupnosti pismeniek. Napriklad tak sturt-vrstva = stvrtvrstva. Specilne, pre kazdé
slovo w plati € - w = w - ¢ = w. Namiesto oznacenia u - v budeme obcas pisat iba uv. Na
zjednodusSenie zapisu sa pouziva oznacenie a” ako skratka pre gaa . ..aaq,

n

Definicia 6 Ak X je abeceda, tak lubovolnd podmnoZina L C X* sa nazyva jazyk nad
abecedou 3.

Prikladom jazyka (nad abecedou ¥;) moéze byt L; = {ab, bab,bba} (kone¢ny jazyk), ¢
Ly = {a* | n > 0}. Specialne, nad kazdou abecedou existuji jazyky ) a $*.

Teraz sme uz pripraveni na definiciu kone¢ného automatu. Jeho pamit bude repre-
zentovana (neprazdnou) koneénou mnozinou K, ktora sa tradi¢ne nazyva mnoZina stavov
(vnttornych stavov nasho abstraktného zariadenia). Kazdy jej prvok zodpoveda jednému
moznému obsahu pamiite. Po¢iato¢ny obsah pamiite budeme oznacovat gy (kde ¢y € K) a
tie obsahy pamite, ktoré sposobia kladni odpoved na otdzku, ¢i slovo patrilo do jazyka —
tzv. akceptacné stavy — budi oznacené F'. VSetky zvysSné stavy sa z definicie zamietacie.
Zostava nam esSte urcit, ako automat funguje — t.j. ako si upravuje obsah pamite na za-
klade prec¢itaného pismenka. Na tento ucel sa zavadza prechodova d-funkcia, ktora nam na
tito otazku odpovedé z nasledujicom zmysle: § : K x ¥ — K je zobrazenie, ktoré dvojici
(aktudlny obsah pamite, pre¢itané pismenko) priradi novy obsah pamite. Tradi¢ne sa pod
koneénym automatom chépe prave usporiadand pitica (K,X,0,qo, F); v nasSom pripade
vSak bude vyhodné, ak tieto pojmy prevedieme do podoby abstraktnych zariadeni.

Definicia 7 Nech ¥ je abeceda, K je konecnd neprizdna mnozina stavov, F' C K je
mnozina akceptacnijch stavov, qy € K je pociatocny obsah pamdite a 6 : K x ¥ — K je
prechodova funkcia. PoloZme

1. I:=%" (vstupom konecného automatu je akékolvek slovo)

2.8 = K x YU {d} - prva zlozka reprezentuje obsah pamdte, druhd doposial ne-
precitany usek vstupného slova; Specialny stav U je urceny na ukoncenie vypoctu;
predpokladad sa, Ze 1 ¢ K x ¥*

3. T:={0O}

4. O :={T, L} (T reprezentuje odpoved kladni, L odpoved zaporni)
5. i(w) = (qo, w)

6. (p,a-w)t (¢,w,0,0) aka € X, we X pge K ad(p,a)=q

7. (p,e) F(0,1,0) akp € F
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8. (p,e) - (0,0,1) akpe K — F.

Potom abstraktné zariadenie M = (I,4,S,,T,0) nazveme jednosmerny koneény
automat (pracujici nad abecedou X.), skratene piseme 1FA.

Je zrejmé, ze takto definovany model nemo6ze na nejakom vstupe bezat donekonecna.
Navyse, zakazdym je vysledkom jeho prace rozlozenie pravdepodobnosti, ktoré je aplné
— sucet pravdepodobnosti je rovny jednotke. Mozeme preto definovat jazyk, ktory takyto
automat rozpoznava:

Definicia 8 Ak M je 1FA nad abecedou X, potom jazyk nim rozpozndvany (akceptovany)
je mnoZina

L(M) ={w e X" | pr(w) =1}

Mozeme si tiez vSimnit triedu vSetkych jazykov, ktoré su akceptované nejakym 1FA:

Definicia 9 Trieda jazykov akceptovangch 1FA sa nazyva trieda reguldarnych jazykov
a oznacuje sa R.

Je mnoho zndmych charakterizéacii triedy R, viac o nich sa mozno dozvediet v kto-
rejkolvek publikdcii venovanej formalnym jazykom. Nas buda zaujimat hlavne uzaverové
vlastnosti tejto triedy vzhladom na isté operacie.

Najprv vSeobecnd definicia:

Definicia 10 Nech A je mnoZina, g : A™ — A akdkolvek n-drna operdcia na mnoZine A
a X C A. Potom mnoZina X je uzavretd na operdciu g ak plati g(xy,...,2,) € X pre
vsetky (z1,...,12,) € X"

KedZe prvkami triedy jazykov st jazyky a jazyky st mnoziny, zakladnymi operaciami,
ktoré nas buda zaujimat, si operacie mnozinové — prienik, zjednotenie, pripadne komple-

ment vzhladom na uré¢ita $pecifikovani mnozinu (napriklad ¥*). Dalsia zaujimava operacia
je uz nemnozinového charakteru — je to takzvané zretazenie dvoch jazykov:

Definicia 11 Nech L, C ¥*, Ly C ¥* su dva jazyky nad abecedou Y. Potom jazyk
Ll'LQ I:{U,'U | UGLl,’UGLQ}
sa nazyva zretazenie jazykov L, a L.

Napokon, dalsie dve zaujimavé a bezne Studované operacie su operacie homomorfizmu
a inverzného homomorfizmu. Pod homomorfizmom rozumieme presne to isté, ¢o sa pod
nim chépe v algebre, kedze mnozina ¥* s operéaciou zrefazenia tvori pologrupu.
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Definicia 12 Nech L C X%, L' C X% sd jazyky a h : X7 — X5 je homomorfizmus (t.j.
zobrazenie spliiajice h(u - v) = h(u) - h(v) ). Potom homomorfniy obraz jazyka L je

jazyk

h(L) := {h(w) | we L}

a tnverznym homomorfnym obrazom jazyka L je jazyk

hH (L) :={wex;| hw)e L'}

Trieda regularnych jazykov R je jednou z mala ”beznych” tried, ktora je uzavretd na
vSetky vymenované uzaverové operacie.

2.4

Nedeterminizmus a iné rozsirenia

Ako uz bolo povedané, kone¢ny automat je jednym z najjednoduchsich vypoc¢tovych mode-
lov. Danou za tuto jeho jednoduchost je jeho mala vypoctova sila — trieda regularnych jazy-
kov neobsahuje mnozstvo jednoducho-vyzerajacich jazykov; napriklad jazyk {a"d" | n > 0}
uz nie je regularny.

Bolo preto navrhnutych mnoho tprav, ktoré by kone¢nému automatu pridali vypoctoviu
silu, no sucasne nezvysili prili§ jeho zlozitost.

Najbeznejsie rozSirenie, pouzivané aj u inych modelov, je pridanie vlastnosti nede-
terminizmu. Intuitivna predstava za nim je velmi jednoducha; zmeni sa iba pre-
chodova d-funkcia automatu. Namiesto toho, aby si zmenil obsah pamite na jednu
konkrétnu hodnotu podla pre¢itaného pismenka zo vstupu, automat dostane moz-
nost volby — bude mat na vyber viacero novych obsahov paméte. Automat sa ”bude
snazit” vybrat si taky, ktory spdsobi, ze skoné¢i s vystupom T. V pripade, ze je to
nemozné, vyberie si lubovolny z nich.

Takyto pohlad vsak nesuhlasi s nasou predstavou o pocitani prezentovanou v c¢asti
2.1 — v zmysle, v akom chapeme vypocet, dalsi krok vypoc¢tu nemozeme uhadnut, ale
musime vediet sformulovat pravidlo, podla ktorého ho jednoznac¢ne urc¢ime.

Preto sa pokusime pretvorit priamociaru ”hadaciu” predstavu do podoby "nehéada-
cej”. Namiesto toho, Ze automat v danom mieste uhddne spravnu odpoved, bude
dalej skumat sucasne vSetky mozné dalSie pokracovania. Pokial pride na koniec a
zisti, ze sa mu podarilo v aspon jednom pripade sa dostat do stavu, v ktorom dava
odpoved T, odpovie T; inak d& odpoved L. Inak povedané, keby sme si vypocet
predstavovali ako strom (kde uzly by boli konfiguracie), automat by vlastne robil
jeho prehladavanie do Sirky.

Obycajne sa tato konstrukcia pouziva prave na dokaz ekvivalentnej vypoctovej sily
deterministickych a nedeterministickych kone¢nych automatov. V nasom pripade je
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uzito¢nejsie vnimat nedeterminizmus prave z pohladu prehladavania vSetkych moz-
nych pokracovani vo vypocte, ako z pohladu akéhosi "uhadnutia” spravnej cesty —
podobne sa totiz buda spravat niektoré kvantové modely.

Formalna definicia nedeterministického konec¢ného automatu je prakticky totozna
s definiciou kone¢ného automatu (oznacenie 2% pouZivame pre potenénii mnoZinu
tvorent vSetkymi podmnozinami mnoziny X):

Definicia 13 Nech X je abeceda, K je konecnd neprazdna mnozina stavov, F' C K je
mnozina akceptacnych stavov, qy € K je pociatocny obsah pamdte a 0 : K x ¥ — K
je prechodovad funkcia. PoloZme

1. =%

2. S : =28 x¥*u{0} - prvd zloZka reprezentuje mozné obsahy pamite, druhd do-
posial neprecitany usek vstupného slova; Specidlny stav O je urceny na ukoncenie
vipoctu; predpokladd sa, Ze O & 25 x ¥

T :={O}

O:={T,1}

i(w) := ({@}, w)

(Aja-w) F (B,w,0,0) dka e X, weX*, ABCKaB={¢geK|p¢c
ANGS(p,a) =q}

(A,e) F (0,1,0) ak ANF #0

8. (A,e) - (0,0,1) ak ANF = 0.

S & e

=

Uvazujme teraz nasledovny priklad (nedeterministického) automatu:

L. K = {40, 9a; Gab> Gabb> Gabba ¥

2. ¥ ={a,b}

3. F = {qabba }

4. 6(q0, @) = {q0, a}
5. 6(qo,b) = {QO}

6. 0(qq,a) =

7. 0(qa,b) = {qab}

8. §(qap,a) =

9. 0(qab, 0) = {qabb}
10. 6(qatp, @) = {qabba}
11. 0(qaps, b) =
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12. (5(qabba, a) = {Qabba}
13. (5(qabba, b) = {Qabba}

Tento automat akceptuje jazyk, ktory pozostava prave zo slov obsahujicich (pod)slovo
abba. Formalnejsie, L(M) = {w € ¥* | Ju,v € ¥* : w = u - abba - v}. Vdaka
nedeterminizmu automat ”vie uhadnut”, kedy sa mé zacat pokuasat o spracovanie
podpostupnosti abba.

Napriklad, na slove aabbaa by vypocet automatu vyzeral nasledovne:

({qo}, aabbaa, 0,0) = ({qo, ¢ }, abbaa, 0,0) = ({qo, ¢ }, bbaa, 0,0) = ({qo, gas }, baa, 0,0) F
({(Io; Qabb}a aa, 07 0) - ({qm a, Qabba}a a, 07 0) - ({(Io; Gas Qabba}a g, 07 0) - (Da 17 O)

Teraz si vSimneme jednu zaujimavi reprezentaciu (nedeterministickych) koneénych
automatov. Predstavme si, 7e mnozina K pozostava zo stipcovych vektorov nad mno-
zinou {0,1} (to mdzeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat; konkrétny tvar
prvkov mnoZiny K nie je nikde vo vypocte vyuZivany):

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Podmnozindm mnoziny K potom priradime vektory, ktoré st sactom vektorov prisla-
chajucich jednotlivym prvkom a vyberme si fixné pismenko a € X. d-funkciu (alebo
presnejSie zobrazenie ) pre toto jedno pismeno potom mozeme reprezentovat ako
vhodnt operaciu na takychto vektoroch — konkrétne ako nasobenie booleovskych ma-
tic (resp. matice a vektoru). Nasobenie booleovskych matic je definované rovnako, ako
Standardné nasobenie. Tato operacia je definovana rovnako, ako obyc¢ajné nasobenie
matic, akurat namiesto operacie nasobenia dvoch prvkov matice je tu booleovska
operacia A, s¢itaniu zodpoveda operacia V.

Cely vypocet takéhoto automatu si mozno teda predstavit nasledovne:

1. Automat si v pamiiti ulozi vektor zodpovedajuci stavu gq.

2. V kazdom kroku precita pismenko zo vstupu a podla neho vynasobi aktualny
obsah paméte maticou prislichajicou danému pismenku.

3. Na konci vypoctu precita obsah pamiite a podla neho zisti, ¢i ma dat odpoved
T alebo L.

Efektivne teda automat nepotrebuje obsah pamiite ¢itat pocas vypocétu; sta¢i mu
schopnost realizovat prislusni operaciu nasobenia matic. AZ na konci vypoctu je po-
trebné obsah pamite skuto¢ne precitat. Aj ked klasicky je tento rozdiel zanedbatelny,
v kvantovom pripade to tak nebude.
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Automatu z predchadzajiceho prikladu zodpovedaji matice:

1 0000 1 0000
1 0000 00000
My=100000 |[My=|0120UO0O0
0000O0O0 00100
00011 00001

e Dal$im moZnym rozsirenim je pridanie moznosti ndhodného vyberu nasledujiceho
stavu, pricom budeme predpokladat, ze z kazdého stavu automat niekam prejst musi
(t.j. suma pravdepodobnosti prechodov z daného stavu je rovna jednotke pre kazdé
fixné pismenko a). Na rozdiel od priamociareho nedeterminizmu, ktory sme popisali,
v tomto pripade nejde o "uhadnutie” spravneho pokracovania; automat si nemoze
vyberat, len hddze kockou a podla vysledku sa presunie. Samozrejme, tymto zna-
hodnenim sme opéat v situdcii, ktort si moézeme predstavit tak, ze automat moze
byt vo viacerych stavoch. Na rozdiel od predchadzajiuceho pripadu, tu maja jednot-
livé mozné stavy (t.j. obsahy pamiite) pridelené pravdepodobnosti z intervalu (0, 1),
kdezto v pripade ¢istého nedeterminizmu mali iba dve moznosti — 0 alebo 1.

Kroku vypoctu v tomto pripade tiez zodpoveda nasobenie maticou; v tomto pripade
ide o obycCajné nasobenie matic a matica obsahuje prave pravdepodobnosti jednot-
livych predchodov medzi stavmi. Tato matica obsahuje iba nezaporné realne cisla a
mé navyse ta vlastnost, ze zobrazuje vektor, ktorého stcet zloziek je rovny 1 opit na
vektor s touto vlastnostou (t.j. v kazdom kroku automat v nejakom stave byt musi).
Opét, pri takomto vypocte nie je potrebné poznat skutoé¢né hodnoty pravdepodob-
nosti, staci ich vediet upravit vhodnou operaciou (v tomto pripade je to nasobenie
maticou).

Otézkou je, ako v takomto pripade zaviest odpoved automatu — na konci je jeho pa-
miit reprezentovana nejakou pravdepodobnostnou distribtciou, takze na fiu nemozno
uplatnit klasicky pristup ”ak je v akcepta¢nom stave, tak slovo patri do jazyka, inak
nie”. Mozno v8ak zaviest pravdepodobnost akceptovania a neakceptovania — polozme

Pace *= »_ Dg» kde p, oznacuje pravdepodobnost prislichajicu stavu g. Podobne,
qeF

Prej = Y Pq je pravdepodobnost zamietavej odpovede.
q¢F

Teraz mame mnoho moznosti, ako prelozit tieto pravdepodobnosti na odpovede au-
tomatu. Mohli by sme napriklad povedat, Ze slovo patri do jazyka, pokial dostaneme
na konci vypoctu p,.. = 1. Rovnako dobre by sme mohli povedat, ze slovo je akcepto-
vané (t.j. patri do jazyka), ak pee. > 0 (o je ekvivalentné s pozadovanim podmienky
Prej = 1 pre neakceptované slova). Casto sa eSte pouziva akceptovanie s jednostran-
nou chybou — pozaduje sa, aby pre slova patriace do jazyka bolo p,.. = 1 a pre
ostatné slova aby bolo p,.; > 1—¢, kde € je kladna realna konStanta a aby na kazdom
slove platilo peec +prej = 1 (v tomto pripade je viak tato podmienka zbytoc¢na, kedze
vSetky vypocty jednosmerného automatu st konecéné).
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Je na tvorcovi automatu, aby zabezpecil, Zze pravdepodobnosti skuto¢ne tieto pod-
mienky splitat budi.

e Mozeme tiez automatu dovolit, aby obc¢as mohol vykonat nejaky krok vypoétu bez
toho, aby pismenko zo vstupu spracoval. KedZe ¢ oznacuje prazdne slovo, takejto
¢innosti sa hovori ”prechod na ”. Ako sa vSak ukazuje, takéto rozsirenie opit schop-
nosti automatu nezdokonali. Dokonca moézeme kone¢nému automatu povolit Citat
vstup viackrat — ¢i uz tym, ze sa bude po vstupe posuvat cyklicky, alebo tak, ze bude
moct ist aj opaénym smerom — t.j. vratit sa na predchadzajice pismenko/a (skryte
to vlastne zahffia aj prechody na £). Akonahle vSak toto povolime, musime upravit
aj definiciu ukoncenia vypoc¢tu. Pri jednosmernych automatoch (bez prechodov na
£) totiz bolo toto ukonéenie uplne prirodzené — akonahle dospel automat na koniec
vstupu, uz sa nemal na zaklade ¢oho dalej rozhodovat, a tak skon¢il s vypoc¢tom. Pri
dvojsmernych automatoch je situacia odlisna; podmienka na ukoncenie tu musi byt
iné.

e Inou moznostou je umoznenie ¢itania niekolkych (fixného poc¢tu) pismeniek naraz.
Ako je v8ak zrejmé z maticovej reprezentacie nedeterministickych aj pravdepodob-
nostnych jednosmernych automatov, takato dprava nema nadej im pomoct — viacna-
sobné nasobenie maticami je ekvivalentné jednému vyndasobeniu ich sic¢inom, a teda
mozno k danému rozsirenému automatu najst ekvivalentny? obycajny automat.

Samozrejme, vSetky tieto rozsirenia mozno navzajom kombinovat, ¢im dostdvame ne-
preberné mnozstvo kombinacii. Ukazuje sa vSak, ze pri mnohych takychto vylepSeniach
sa sila automatu nezvysi. Napriklad, dvojsmerny nedeterministicky automat, ktory moze
¢itat naraz viac pismeniek® stale dokdZe rozpoznavat len reguldrne jazyky.

Na druhej strane, dvojsmerny pravdepodobnostny automat, ktory pracuje v exponen-
cidlnom case uz moze akceptovat aj neregularne jazyky. Ako vSak bolo ukdzané v ¢lanku
[DS90], je to skutocne len za cenu exponencidlneho ¢asu. V ¢asti 4.3 bude demonstrované,
ze z tohto pohladu st kvantové automaty skutoc¢ne silnejsie ako klasické — nielenze dokazu
urcity takyto jazyk akceptovat v polynomidlnom case, ale existuje dokonca aj jazyk, ktory
dokaze akceptovat isty kvantovy kone¢ny model aj napriek tomu, ze to ziadny pravdepo-
dobnostny dvojsmerny konec¢ny automat nedokaze.

2.5 Zasobnikové a pocitadlové automaty

Dal$im moznym rozsirenim koneénych automatov, tentokrat uz skuto¢ne silnej$im, je pri-
danie neobmedzenej zapisovatelnej paméite. Najjednoduchsim typom takejto pamiite je
zasobnik — t.j. datova struktira podporujica dve operacie — pridanie objektu na vrch za-
sobnika a vybratie objektu, ktory je momentalne na vrchu (pripadne so signaliziciou, Ze
zésobnik je prazdny). Standardne sa povoluje, aby na kazdom mieste v zdsobniku mohol

2 Automaty povazujeme za ekvivalentné, pokial akceptuji ten isty jazyk.
3Nie, ze m4 viac hlav!
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byt jeden prvok istej pevne zvolenej kone¢nej mnoziny — takzvanej zasobnikovej/pracovne;
abecedy.

Je zrejmé, ze takyto model si uz nezaslazi privlastok ”konec¢ny” — tym, ze sme mu dali
k dispozicii neohrani¢ent zapisovatelnt pamit, prestal mat charakter zariadenia, ktoré je
nemenné a spracuva akykolvek velky vstup nezavisle od jeho velkosti. Je Tahké ukazat, Ze
podmienka neohranicenosti je pre tieto automaty kritickd — ak by sme povolili akakolvek
konstantn maximalnu velkost zasobnika, dostali by sme iba pamét koneént (a dokonca
velmi obmedzenti — ned4 sa do nej pristupovat priamo, iba cez spominané dve operacie), a
ta sa da simulovat aj v kone¢nom automate.

Na druhej strane, tento model je zaujimavy z hladiska rozSirovania — na rozdiel od
kone¢nych automatov, mnohé rozsirenia tohto modelu st odlisné z hladiska vypoctovej sily.
Napriklad tak je rozdiel medzi deterministickymi a nedeterministickymi zasobnikovymi
automatmi; je tiez lahko nahliadnutelné, Ze dva zdsobniky (spolu s e-prechodmi) st uz
ekvivalentné najsilnejsiemu tradi¢cnému vypoctovému modelu — Turingovmu stroju, ...

Je zrejmé, ze kazdy kone¢ny automat si mozno predstavit ako zasobnikovy automat,
ktory akurat zasobnik nevyuziva. Teda trieda regularnych jazykov je urcite podtriedou
triedy jazykov akceptovanych zasobnikovymi automatmi. Tieto dve triedy sa vSak nerov-
naji, inkltzia je vlastna, ako ukazuje napriklad jazyk L = {a™b" | n > 0}*.

Formalnu definiciu zasobnikového automatu uvadzat nebudeme, presny princip jeho
fungovania nie je z hladiska tejto prace podstatny.

Zrekapitulujme si teraz uzaverové vlastnosti zasobnikovych automatov:

Definicia 14 Trieda jazykov akceptovanych nedeterministickymsi zdsobnikovymi auto-
matmi sa nazyjva trieda bezkontextovych jazykov a oznacuje sa Lop (z anglického
"Context-Free”).

Trieda L p je uzavreta na operacie zjednotenia, zretazenia a inverzného homomorfizmu,
no nie je uzavreta na operaciu prieniku (a teda ani komplementu). Jej ne-uzavretost na
prienik demonstruja jazyky L; = {a"b"c™ | n,m > 0} a Ly = {a™b"c" | n,m > 0}, ktorych
prienikom je jazyk L; N Ly = {a™b"c” | n > 0}. Teda plati ostra inklazia

R C Ler.

Specialnym druhom zasobnikovych automatov st takzvané pocitadlové automaty. Na-
miesto zasobnika maju jednu ciselni premenni, ktorej hodnotu mézu v jednom kroku
zvacsit ¢i zmensit o jednotku (resp. dozvediet sa, Ze premennd je rovna nule). Podobne
ako pri zasobnikovych automatoch, aj tu je dolezitd podmienka neohranic¢enosti obsahu
premennej; bez nej sme stale na irovni konec¢ného automatu. Pocitadlovy automat dokaze
rozoznavat napriklad jazyky L,, ¢i Ls. Obdobne ako pri zasobnikoch, d& sa ukazat, Ze
automat s viacerymi pocitadlami je uz silny ako Turingov stroj.

4Doékaz, Ze ho nie je mozné akceptovat koneénym automatom, sa dé spravif napriklad pomocou tzv.

.....

nym jazykom.
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2.6 Casova naroc¢nost

Zatial vieme porovnavat jednotlivé modely podTla ich vypoctovej sily — ¢ize podla toho, c¢o
dokazu rozpoznavat. Na druhej strane, nevsimali sme si ako rjchlo dokazu ten ¢i onen jazyk
rozpoznat. Z hladiska praktickej vyuzitelnosti je ¢asto prave tento parameter zaujimavy.
Aby sme vedeli porovnavat jednotlivé modely aj z takéhoto pohladu, potrebujeme zaviest
vhodny spdsob merania veli¢iny ”¢as”. Spravime tak priamo v abstraktnom modeli:

Definicia 15 Nech M je abstrakin€ zariadenie a w € Iy jeho vstup. Ak existuje ukonceny
vipocet dizky n zariadenia M na slove w, tak hovorime, Ze vijpocet M na vstupe w trval n
krokov a oznacujeme to ty(w) = n. Ak vijpocet M na w neskoncéi, kladieme tp(n) = oo.

Definicia 16 Nech M je abstrakiné zariadenie a S C Iy je akdkolvek mnoZina. Potom
poloZime tp(S) = maxyesty(w) a hovorime, Ze M rozpozndva mnoZinu S v dase
tar(S). Pokial' ¥ je abeceda a Iy = X%, hovorime, Ze M rozpozndva jazyk S v case tpr(S).

Napriklad, podla nasich definicii vypocet jednosmerného kone¢ného automatu (rovnako
ako aj jeho nedeterministickej ¢i pravdepodobnostnej verzie) na slove dlzky |w| trva |w]
krokov. Teda ¢as vypoctu je linedrny od dlzky vstupu. Situacia je vyrazne odlisna napriklad
pri dvojsmernych nedeterministickych koneénych automatoch — pri nich vela zavisi od
vyberu ukoncujicich konfiguracii.



Kapitola 3

Zakladné kvantové pojmy

V tejto kapitole si ozrejmime zakladné pojmy z tedrie kvantovych vypoctov a vSimneme si
rozdiely oproti vypoc¢tom klasickym. Niektoré ¢asti vykladu st motivované knihou [NCO00].

3.1 Kvantovy stav

Majme akykolvek klasicky systém obsahujici informécie (moze to byt bajt v paméti poci-
taca, stranka v zapisniku, ...) Predpokladajme, Ze dany objekt moze ponat iba konecne
vela roznych ”obsahov” — napriklad jeden bajt moze nadobudnit len 256 rozli¢nych hodnét.
Tymto moznym hodnotam ¢i obsahom budeme hovorit stavy systému.

Klasické systémy (a ich stavy) maja niekolko uzito¢nych vlastnosti, ktoré si budeme
vsimat aj pri ich kvantovych analégiach. Preto si ich najprv zosumarizujme:

1. Vsetky stavy klasického systému su navzajom (dokonale) odlisitelné.

2. Je mozné ziskat kompletni informéaciu o akomkolvek stave — a teda aj vyrobit jeho
presnid képiu.

3. Ak chceme poznat stav systému pozostavajiceho z dvoch podsystémov, sta¢i poznat
stavy podsystémov.

Ako sa ukaze, ani jedna z tychto vlastnosti nie je dokonale splnena pri kvantovych
stavoch. Podrobnejsie si to rozoberieme v dalSom.

Jeden z postulatov kvantovej mechaniky hovori, ze stavy kazdého kvantového systému
st reprezentovatelné ako prvky urc¢itého vektorového priestoru (takzvaného unitarneho
priestoru) nad polom komplexnych ¢isel. Odteraz preto nebudeme rozliSovat medzi systé-
mom a jeho reprezenticiou v unitarnom priestore — napriklad budeme hovorit o systéme
A a stcasne o unitarnom priestore A.

Okrem Standardnych operacii — s¢itania vektorov a nasobenia vektoru skaldrom — je
v tomto priestore definovana eSte komplexnd binarna funkcia nazyvana skalarny sucin!,

! Niekedy sa oznacuje aj ako vnitorny sucin

17
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ktory spliia niekolko podmienok. Takémuto priestoru sa hovori unitarny priestor; niektori
autori pouzivaji aj nazov Hilbertov priestor?. Presni definiciu unitdrneho priestoru mozno
najst napriklad v [NCO00] (sekcia 2.1), ¢i [LG68].

Kanonickym prikladom komplexného unitarneho priestoru je priestor C". Jeho prvky
mozno reprezentovat ako komplexné n-zlozkové stIpcové vektory. Séitanie vektorov je pria-
modiare — s¢itavame ich po zlozkach, rovnako nasobenie vektoru skaldrom (t.j. komplexnym
¢islom) je po-zlozkové. Akonahle mame tieto dve operacie, mozeme zaviest pojem linedrnej
kombinéacie vektorov:

Definicia 17 Nech vy, ...,v, su vektory, cq,...,c, komplexné cisla. Potom vektor civ, +
.o+ Ccuun nazyvame linedrnou kombindciou vektorov vy, ..., v, s koeficientami ¢y, ..., cp.

Je zrejmé, ze niektoré vektory sa daju vyjadrovat pomocou inych (napriklad, (1 +
i, —2i) = (14 3i,0) — 2(4,4)). Toto motivuje k definicii pojmu generujicej mnoziny:

Definicia 18 Howvorime, Ze mnoZina M je generujicou mmnozZinou priestoru H, ak
kazdy vektor z H mozZno napisat ako linedrnu kombindciu vektorov z mnoZiny M. Ak ma
priestor aspon jednu konecni generujicu mnozinu, nazyva sa koneénorozmerny.

V dalsom vyklade si budeme v§imat iba kone¢norozmerné unitarne priestory. Zo vset-
kych generujicich mnozin si budeme v§imat iba tie "najmensie” — také, co maji ¢o najme-
nej prvkov. Je zrejmé, ze v takejto mnozine nemoze byt jeden vektor lineArnou kombinéciou
ostatnych — inak by sme jeho vylucenim zachovali vlastnost generovania celého priestoru,
a to by bolo v spore s "najmensostou” mnoziny. Takéto mnoziny sa nazyvaja bazy. Da
sa ukazat, ze vSetky bazy maja rovnako vela prvkov, tomuto po¢tu sa hovori dimenzia
priestoru.

Napriklad v priestore C* je bazou mnoZina vektorov

1 0 0
0 1 0|,
0 0 1

kedze kazdy vektor mozno napisat v tvare ich linedrnej kombinécie. Skutocne, kazdy vektor
v takomto C* mé tvar

aq
(65 s
a3
a teda je rovny
1 0 0
(6] 0 —+ Qo 1 + Qs 0
0 0 1

2Tento nazov sa vak v niektorej literattire pouziva vyhradne na oznac¢enie nekone¢norozmerného tpl-
ného unitdrneho priestoru, preto sa mu budeme snazit vyhybat.
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Pravdaze, tato baza nie je jedinad v tomto priestore. Rovnako dobra je napriklad baza

1 0 1
1 1 0|,
0 1 1

Okrem popisanych operacii, spolo¢nych pre vsetky vektorové priestory, obsahuje uni-
tarny priestor operaciu skaldrneho stacinu.

Poznamka 1 V knizke [NC00] sa od skaldrneho sicinu poZadugje pravd linedrnost (linedr-
nost v druhom argumente), v [LG68] je to linedrnost v prvom argumente. Aj ked je tento
rozdiel velmi maly, implikuje, Ze si treba pri preberani vysledkov z ingch zdrojov ddvat po-
zor na poradie pouZivané v tom-ktorom zdroji. V dalsom texte sa budeme drzat definicie z

[NCOO].

Definicia 19 Nech H je komplexny vektorovy priestor. Zobrazenie < -,- >: H x H — C
sa nazjva skaldrny sucin, ak splia nasledovné podmienky:

1. Linedarnost v druhom argumente, t.j. rovnost (u,y  a;v;) = Y oy (u, v;)
2. Kongugovand symetria — (u,v) = (v,u)* (kde * oznacuge ¢islo komplezne zdruZené)
3. Pozitivna definitnost (v,v) > 0 (t.5. je to nezdaporné redlne ¢islo).

Prikladom skaldrneho stc¢inu zavedeného v priestore C* je

Uy U1
n
Uz U2 .
( : S :E uiv;.
: : i=1
UTL UTL

Pomocou skaldrneho stéinu sa da zaviest pojem dlzky vektora u, ktord sa znad¢i ||ul|
ako ||u]| = +/(u,u) (vdaka tretej vlastnosti skaldrneho sicinu tdto odmocnina existuje,
je redlna a nezdpornd). Okrem toho sa zavadza aj pojem ortogonality dvoch vektorov —
vektory s ortogonalne pokial ich skalarny sacin je nulovy.

7 baz st najzaujimavejsie tie, ktoré spliiaji podminenku ortonormdlnosti — baza je
ortonormalna, pokial je tvorena ortogonalnymi vektormi, ktorych dizky st rovné jednej.
Prv4 z horeuvedenych baz je ortonormalna, zatialéo druh4 nie je (nespliia ani podmienku
normovanosti, ani ortogonality). O spdsobe hladania takejto bazy a o jej vlastnostiach sa
mozno viac dozvediet v [LG68], pod ndzvom Gram-Schmidtova ortogonaliza¢ny proces. Ak
budeme odteraz hovorit o baze, budeme automaticky predpokladat, ze ide o ortonormalnu
bazu.

Uz spominany postulat kvantovej mechaniky hovori o ¢osi viac, ako sme zatial povedali.
Stavom kvantového systému totiz nemdze byt [ubovolny vektor unitarneho priestoru, iba
vektor normovany (t.j. jeho velkost je rovna jednej). Naopak, kazdy normovany vektor
moze byt stavom systému.
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Specialne teda plati, Ze ak systém moze byt v dvoch stavoch, tak moze byt aj v akej-
kolvek ich linedrnej kombinacii s koeficientami «, 3, pokial tieto splhaja |a|?> + |3]> = 1.
Takému stavu sa hovori superpozicia tychto dvoch stavov.

Je tiez Tahké vidiet, ze ak uy, ..., u, je (ortonormdlnal!) baza, kazdy pripustny stav ma
tvar > 1 auu;.

3.2 Kvantovy bit, trit, dit

Zakladna jednotka informécie vo viicsine klasickych pocitacov je (jeden) bit. Ak abstrahu-
jeme od jeho fyzickej realizdcie (Groven napitia v obvode, dierka na diernom Stitku, ...),
bit je abstraktny ”"objekt”, ktory moze nadobudat jednu z dvoch moznych hodnot — 0 alebo
1. Z toho vznikol aj jeho nazov — ”binary digit”.

Jeho kvantovou analdgiou je kvantovy bit, skratene qubit. VSeobecne, qubit je aky-
kolvek kvantovy systém s dvoma zakladnymi stavmi. Ak méa systém tri zdkladné stavy,
nazyvame ho qutrit; pre viac-stavové systémy sa neujalo Speciadlne oznacenie, spolo¢ne sa
oznacuju qudit®.

3.3 Notacia

Na oznacovanie stavov kvantovych systémov bol zavedeny univerzalny a velmi prehladny
sposob zapisu — tzv. Diracova bra-ket notdcia*. V nej sa obycajny (Cisty) stav nazvany ¢
oznaluje |¢) a nazyva sa ket-vektor. Je dolezité uvedomit si, Ze ¢ je iba oznacenie stavu,
rovnako dobre by sme mohli napisat |£) ¢ [1011). Specialne je dolezité uvedomit si, Ze stav
|0) nezodpoveda nulovému vektoru, 0 je iba jeho nézov.

Skalarny sucin vektorov |¢) a |1)) sa tu oznacuje (¢[1)). Pomocou neho mozno ku kaz-
dému ket-vektoru |¢) priradit linedrne zobrazenie — jeho dudl, takzvany bra-vektor — ozna-
¢ované (¢| a definované rovnostou:

(0 (1)) = (o).

V algebre sa hovori, ze bra-vektory tvoria priestor dudlny k priestoru ket-vektorov. Ana-
logickou konstrukciou mozno k danému bra-vektoru priradit ket-vektor, dokonca to bude
ten isty, z ktorého prislusny bra-vektor dostaneme horeuvedenou konstrukciou (jeho dudl).
Zvycajne budeme zatvorky okolo argumentu bra-operatoru vynechéavat, ¢im sa ukazuje
prva ¢ast pohodlnosti takéhoto zapisu — symbol {¢|1)) by sme mohli chapat v dvoch roz-
nych vyznamoch — bud ako skalarny suc¢in vektorov |¢) a |¢)) alebo ako aplikaciu operatora
(¢| na vektor [¢). Vdaka horeuvedenej definicii je to jedno.

Ket- a bra- vektory je mozné reprezentovat aj vo velmi elegantnej a velmi jednoduche;j
podobe. Ako sme uz spominali, kazdy kone¢norozmerny (n-rozmerny) unitarny priestor je
totiz izomorfny s priestorom C" (plynie to z existenie ortonormalnej bazy). Bez ujmy na

3Toto pomenovanie vzniklo z anglického ” quantum digit”, podobne, ako vznikol ”bit” z ”binary digit”.
4z angl. bra-c-ket; vyznam bude vysvetleny zanedlho
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vSeobecnosti preto moézeme (a budeme) predpokladat, Ze sa vSetko odohrava v priestore C”
(pre vhodné n). Ket-vektory st v takomto priestore reprezentované stipcovymi komplex-
nymi vektormi s n zlozkami a zodpovedajuci bra-vektor k danému ket-vektoru dostaneme
jeho transponovanim a komplexnou konjugaciou — takzvanou Hermitovskou konjugdciou.

Namiesto ket- a bra- vektorov teda mozno hovorit o stlpcovych a riadkovych komplex-
nych vektoroch toho istého rozmeru. Napriklad, najvSeobecnejsi mozny qubit (resp. jemu
zodpovedajici ket-vektor) méa tvar

(5)
g

kde |a|? 4+ |3]? = 1. Podobne, najv8eobecnejsi mozny bra-vektor je

(o 7).

Tieto dva vektory nie si navzdjom dudlne; na to, aby boli, museli by byt este zlozky
bra-vektora nahradené komplexne zdruzenymi c¢islami.

Skisme si teraz predstavif, Ze by sme ket-vektor |¢) a bra-vektor (| vynasobili v
opa¢nom poradi, ako sme to robili doteraz — spravime sacin |¢) (|. Na prvy pohlad to
nedava zmysel, no v maticovej reprezentacii je jednoduché vidiet, zZe vysledkom bude matica
— a teda operator! Vdaka asociativite nasobenia matic je lahké vidiet, Ze jeho spravanie je
mozné popisat nasledovne (druhé rovnost plati, lebo skaldrny suéin je iba ¢islo, mozno ho
preto pisat na obe strany vektora):

|6) (W1 (|2) = |¢) ((Dlz) = (Y|} [6) -

Ak tento vztah pouZijeme ako definiciu operatora |¢) (1|, opit sa raz ukdze pohodl-
nost Diracovej notécie — dve pol-zatvorky (bra- a ket-) mozeme spojit do celej zatvorky
(bra(c)ket).

Hermitovska konjugéciu mozeme rovnako, ako v pripade, ked sme vytvarali bra-vektor
z ket-vektoru, pouzit aj na lubovolny operator (resp. na jeho maticovii reprezentéciu)
M. Dostaneme tym jeho Hermitovsky dudl, oznacovany M. Hermitovska konjugicia ma
niekolko zrejmych vlastnosti — napriklad (AB)" = BYA!. Viac o ich vlastnostiach mozno
najst napriklad v [LG68] alebo [NCO00].

3.4 Zlozeny systém

Dalsi z postulatov kvantovej mechaniky hovori, Ze ak mame dva systémy A a B, ktoré
maji bazy {|a)}ier resp. {|5))}jes, tak systém zlozeny z tychto dvoch podsystémov ma
mnozinu bazovych stavov {|a;, ;) }ier jes. Formélne tento fakt zapisujeme tak, Ze povieme,
ze priestor zodpovedajuci zlozenému systému A a B je tenzorovym saéinom priestorov
zodpovedajicich systému A a systému B a znac¢ime ho A® B. Vektory |a;, 3;) oznac¢ujeme
aj |oy) ® |beta,).

Forméalne méa tenzorovy sucin napriklad nasledovné dve vlastnosti:
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1. Pre Tubovolny skalar « plati a(|z) ® |y)) = (a]z)) ®@ |y) = |2) ® (a|y)) =

2. Linearnost v oboch zlozkich |z) @ (|y1) + |y2)) = (|2) ® |y1)) + (|z) ® |y2)) a (Jx1) +
[22)) @ ([y)) = (J21) @ [9)) + (|22) © [y))

Ak mame v systéme A operator X a v systéme B operator Y, mozno zaviest aj pojem
tenzorového stcinu operatorov — siucin X ® Y je operator, ktory stavu |« 5) priradi stav
X |a),Y |B). Specialne mozeme takto zaviest v zlozenom priestore A ® B skaldrny sdcin
nasledovne:

<Z Ci,j |Oéi, betaj> | Z di,j |Oéz', betaj>> = Z C;Fjdij
i,J i,J

Vsimnime si to teraz celé z pohladu komplexnych vektorov a ich maticovej reprezenta-
cie. Pokial fixujeme bazu v nejakom priestore dimenzie k, kazdému linéarnemu operatoru
zodpoveda komplexnd matica (typu k x k) a naopak, kazdej komplexnej matici zodpoveda
operator.

Predstavme si, Ze mame priestor A dimenzie m a priestor B dimenzie n. Ako sme uz
povedali, bazu priestoru A aj B mozeme reprezentovat akostlpcové vektory. Otéazkou je,
ako vhodne reprezentovat prvky béazy ich tenzorového st¢inu (ktory by mal mat dimenziu
mn)?

Jedna z moznych reprezentacii vyuziva Kroneckerov sicin matic a jeho definicia znie:

Definicia 20 Nech A je matica m X n, B je matica p X q. Potom Kroneckerov sicin
matic A a B je:

nq
TANB AnB .. AnB \

A®B = 4213 74223 AQnB

ApiB ApB ... ApB

Napriklad tak mame

1.3 3

(2)e(3)=]25 |5

2.4 8

3.5 Kvantovy register

Tak, ako klasicky register v pocitaci je systém zlozeny z niekolkych klasickych bitov, rov-
nako je aj kvantovy register systém zlozeny z niekolkych qubitov. Tam sa vSak podobnost
kondi. . .
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Tak, ako v klasickom registri hodnoty ¢asto zapisujeme v bindrnej podobe (napriklad
0010, alebo 1101), v kvantovom registri podobne oznacujeme bazu — [0010) a |1101)°.
Napriklad, dvojqubitovy kvantovy register moze byt v stave +(3]01) 4 4 [10)) (zlomok +
je potrebny kvoli normovanosti).

Predstavme si teraz velmi jednoduchy kvantovy register, pozostavajuci len z dvoch qu-
bitov. Z predchadzajuicich sekcii vieme, ze vSeobecny stav takéhoto registra je vyjadritelny
v tvare:

Qo |0,0> + Qo1 |0, 1> + oo |1, 0> + Q11 |1, 1>, kde |Oé()0|2 + |Oé()1|2 + |O[10|2 + |a11|2 = 1.
Prikladom takéhoto stavu moze byt £(]0,0) + [0,1) + |1,0) + |1,1)). Tento stav sa dé
rovnako dobre napisat v tvare %(|0> +11)) ® %(|0> +|1)). Inak povedané, jeho stav sa da
vyjadrit pomocou stavu jedného qubitu a druhého qubitu. Ni¢ zvlastne, v klasickom svete
je to dokonca uplne ocakavatelné. ..

Co vsak so stavom %(|0, 0) 4+ |1,1))? Ako zachvilku ukdzeme, akokolvek sa budeme
snazit, tento stav sa ndm v podobnej podobe vyjadrit nepodari. Teda dva qubity mdézu
byt spolu akymsi sposobom previazané® a to dokonca tak, ze dohromady tvoria systém,
na ktorého popis nam nestaci informécia o jednej a druhej zlozke samostatne. V klasickom
systéme takato situdcia nastat nemoze.

No a teraz ten s[ibeny dokaz:

Veta 1 Neexistuji také stavy |@) a 1), Ze |¢) @ |¢) = %(|0,0> +11,1)).
Dokaz Predpokladajme, ze také stavy existuju, potom sa daji napisat ako

|6) = [0) + 1)

) =710) +411)

a musi platit ay = 80 = 1, ad = By = 0. Potom vSak mame 0 = 0.0 = adfy = ayf3d =
1.1 =1, ¢o je spor.
Kvantovy register je teda o Cosi zlozitejsi, ako jeho klasicky naprotivok.

3.6 Zapis — evolucia kvantového stavu

Ako sme povedali, kazdy kvantovy stav ma tvar ) . o, |¢;), kde {|#;)}; je baza prislusného
priestoru. Komplexné &sla «; navyse splitaji podmienku Y, |o;|> = 1. Kazdé opericia,
ktord ma transformovat kvantové stavy na kvantové stavy (nad tou istou bazou) musi preto
zachovévat normovanost vektorov. Ukézeme, Ze tato podmienka je pre linedrne zobrazenie
A ekvivalentnd podmienke ATA = I, kde I je jednotkovd matica. Dokaz spravime pre
matice 2 X 2.

Este raz je treba upozornit, Ze stav |0) neoznacuje nulovy vektor.
67 anglického ”entangled”.
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Veta 2 Nech A je matica 2 x 2. Potom pre A plati
ATA=1.

ul] =1 = ||Au|| =1 prave vtedy, ked

Dokaz NajvSeobecnejSia matica 2 X 2 ma tvar

A:(gg).

Aplikujme ju postupne na vektory

(9. a()5()
Dostaneme vektory
().(2) (22 ()

Kedze vstupné vektory boli normované, aj vysledné vektory také musia byt. Teda plati:

bb* + dd*

aa* 4+ cct =

aa* + bb* + cc* +dd* +a*b+b'a+c'd+d'c =
aa® + bb* + cc* + dd* + a*bi — b ai + ¢*di — d*ci

N DN =

Po dosadeni z prvej a druhej rovnice do tretej a Stvrtej dostavame
a'b+ba+c'd+dc = 0
ab—ba+c'd—dc = 0
skadial potom
a'b+c'd = 0
b'a+d'c = 0

Vypoéitajme teraz stcin ATA:

AUI:(G* c*)(a b>:<aa*+cc* a*b+c*d>:<1 0)
b d* c d b*a + d*c bb* + dd* 0 1)°

Dokaz opa¢nym smerom je mozné spravit analogicky, stac¢i obratit tento postup.

KedZe inverzné zobrazenie k unitarnemu zobrazeniu je opéat unitarne, ku kazdej trans-
formécii kvantového stavu musi existovat transformdcia inverzna. Z pohladu dlhodobejsej
evolucie kvantového systému to znamena, ze systém si ”musi” pri evolicii niest ”so sebou”
informaciu o tom, ako sa vratit naspéit.

Z hladiska kvantovych vypoctov by to znamenalo, Ze ak by jediny povoleny krok vy-
poc¢tu bol aplikacia niektorej unitarnej operacie, takyto systém by zakonite musel byt
reverzibilny. Ak chceme tito podmienku porusit, musime povolit aj ini operaciu — a s
jednou takou operaciou sa zozndmime v nasledujicej Casti.
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3.7 Citanie — meranie

Zatial vieme, akym sposobom mozeme menit obsah kvantového registra. Otazkou je, na-
kolko tento stav vieme ¢itat? Keby sme totiz vedeli priamo zistit koeficienty « a 3 v stave
a|0)+ 3 |1), vedeli by sme v jednom qubite ulozit potencidlne nekone¢nii informéaciu (kedze
a a [ st [ubovolné komplexné ¢isla), ¢o vSak odporuje tradiénym predstavam o ukladani
informacie.

Zial, tu nas kvantovd mechanika prili§ nepusti — zistovaf stav kvantového systému
mozno len meranim, a merania maji urcité neprijemné obmedzenia. Prv nez sa s nimi
zoznamime, zavedieme si niekolko pojmov:

Definicia 21 Linedrny operdtor P sa nazyva projektor, ak je rovny svojmu Hermitov-
skému dudlu sa a ma tvar P = ). |i) (i| pre niektord mnoZinu ortonormalnych vektorov

(I
Je Tahké vidiet, Ze pre projektory plati rovnost P? = P:
P2(|z)) = (Z i) (ﬂ)(Z 7Y (D) =) =
= (I DY) Gl
= 2 Ule) Q1) (ils)

J

= > (i) (D 1))

= > ()
= P(j)

Definicia 22 Ortogondlnym (alebo von Neumannovskym) meranim nazgvame mno-
Zinu projektorov {P}yi € I} takych, Ze pre vietky j # i plati P;P; = 0. Okrem toho este

must platit > P; = Id, kde Id je identicky operdtor. Uvedenej noZine operdtorov sa hovori
iel
pozorovatelnd’ pripadne pozorovanie.

Postuluje sa, Ze v pripade, Ze na kvantovy stav |¢) pouZijeme takéto meranie, udeje sa
nasledovné:
1. Ako vysledok merania dostaneme index z mnoziny I — vysledok merania.

2. Pravdepodobnost, Ze dostaneme prave vysledok k je rovna || Py |¢) ||?

"Z anglického ”observable”.



KAPITOLA 3. ZAKLADNE KVANTOVE POJMY 26

3. Systém sa pretransformuje do stavu Hp—l‘@”P] |¢) — t.j. pri opakovanom merani bu-
J

deme dostavat tie isté vysledky, kedze Pj2 =Pja PPj=0aki#j.

Inak povedané, operacia citania kvantového stavu tento stav zmeni! Na jednej strane
sa toto spravanie moze javit ako strasné — ved takto si moZeme uprostred vypoctu niec¢o
pokazit!

Na druhej strane, prave toto spravanie ndm umoznuje robit nereverzibilné — operacie
napriklad, nastavit dany qubit na urc¢itd hodnotu. Staci zrealizovat meranie, ¢im qubit
dostaneme do jedného zo stavov, ktoré pozname (ked7e sme si pomocou nich vytvarali
meranie) a potom aplikovat prislusnii unitarnu operéciu, ktord stav prevedie do ziadanej
podoby.

Inou moznou aplikiciou je generovanie ndhodnych hodnét — ak vieme opakovane vy-
tvorit vhodny kvantovy stav, mozeme pomocou merania generovat nahodné hodnoty s
urcenymi pravdepodobnostami.

Samozrejme, hlavnym tc¢elom merania je skuto¢ne zistenie stavu systému; na pri vy-
poc¢tovych modeloch sa ¢asto meranim zistuje, ¢i automat uz prisiel do akcepta¢ného alebo
zamietacieho stavu. Na ten ncel sa vytvori pozorovatelna, v ktorej jeden projektor zodpo-
veda akceptacnym stavom, druhy zamietacim a treti zvysnym.

Napriklad, ak mame kvantovy stav 3 |0) + @ |1) a zmeriame ho vzhladom na pozorova-
telna { Py, P}, kde P, = |0) (0] a P, = |1) (1], dostaneme vysledok 1 s pravdepodobnostou
(%)2 = i a vysledok 2 s pravdepodobnostou (%)2 = %. V prvom pripade bude novy stav
qubitu rovny |0), v druhom |1).

Ako je zrejmé z tohto prikladu, pri Specifikovani merania vlastne netreba urcovat sa-
motné projektory, stacia napriklad iba ket-vektory, ktoré ich tvoria. V tomto pripade by
sme napriklad povedali, ze P, meria stav |0) a P stav |1).

O Cosi zaujimavejsi stav dosiahneme, ked skisime zmerat stary-znamy previazany stav
) = %(|0, 0) + |1,1)) vzhladom na pozorovanie udané projektormi P, = |0,0) + |0,1) a
P, =|1,0) +|1,1). Je Tahké vidiet, Ze dostaneme vysledok 1 alebo 2 s pravdepodobnostou
%. Zaujimavejsi je vSak stav, v akom bude systém po takomto merani — ak dostaneme

vysledok 1, systém bude v stave HTIW)HPI |¢) = 10,0). Ak dostaneme vysledok 2, vyjde
1

ndm stav ge o P |¢) = |1, 1). Pouzité meranie v8ak fungovalo tak, ze meralo hodnotu iba

prvého qubitu (ako je Tahko vidief z jeho zépisu), no napriek tomu sa zmenil stic¢asne aj
druhy qubit. Teda pri previazanych stavoch mdze zmeranim jednej ¢asti systému dojst ku
zmene Uplne inej Casti, a treba si na takéto stavy davat Specidlny pozor.

Poznamka 2 FErxistuji aj vseobecnejsie druhy merani — napriklad POTM merania, no tie
nie st pre dalsi vgklad potrebné. Viac o nich sa mozno dozvediet v [NC00], casti 2.2.3-2.2.6.

Neprijemnym dosledkom principu fungovania merani je tiez znama “no-cloning the-
orem” — veta o nemoznosti dokonalého klonovania kvantovych stavov. Ako sme videli,
meranie nam pri klonovani prili§ pomoct nevie, kedZe ono samotné stav takmer iste zmeni
(detailny dokaz je v8ak nad ramec tejto prace). Zostavaju nam preto evoluéné operacie
— t.j. operacie unitarne. Predpokladajme teda, ze existuje unitarna operacia U taka, ze
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U 0) |z) ly) = [0)|0)|20), U |1)|z) |y) = |1)|1)]|21), kde = je poliato¢ny obsah qubitu, v
ktorom chceme vytvorit kopiu stavu, y je pociato¢né pomocné miesto a zg resp. z; su
koncové obsahy tohoto pomocného miesta.

Potom musi platit aj U%(|0> +11)) |2y |y) = %(|0> + |1>)%(|0> +11)) |2), kde, tak ako
predtym |z) je vysledny obsah pomocného miesta. Problémom je linedrnost zobrazenia U,
ktord hovori, ze dostaneme vysledok:

U(10) + 1)) [2) ly) = U5 [0) |2} [y) + U5 1) |2) [y) = Z5(10) [0} [z0) + [1) 1) |21)).
Je Tahké vidiet, Zze tento stav nie je rovnaky, ako ten, ktory mal vzniknat — dokonca to,
¢o sme dostali, je, na rozdiel od pozadovaného vysledku, previazané. Dokonalé kopirova-
nie kvantovych stavov teda nie je mozné. Na druhej strane, existuji metédy umoznujice
kopirovanie s istou nedokonalou tispesnostou/chybou.



Kapitola 4

Konec¢né kvantové vypocétové modely

V tejto kapitole si vSimneme dva zaujimavé kvantové vypoctové modely, ktoré vznikli ako
zovSeobecnenie klasickych kone¢nych automatov, a pritom si zachovali vlastnost konecnosti,
ktort rozoberieme v prvej casti. Ako zdroj informaécii o inych modeloch moze poslazit
¢lanok [Gru00], diplomova praca [Pet98] a kniha [Gru99].

4.1 Koneénost

Konecénost budeme chapat ako fyzikdlnu vlastnost — aby bol kone¢ny, systém by mal byt
"zostrojitelny” z kone¢ného mnozstva surovin. Konefny automat napriklad konecny je,
no taky zasobnikovy automat uz nie — jeho zasobnik totiz moze rast cez vSetky medze v
zavislosti od toho, ¢o automat dostane ako vstup.

Zatial¢o v pripade klasickych modelov je k dispozicii surovin velké mnozstvo, pri kvan-
tovych to zatial neplati — pokusy udrzaft i velmi malé (v porovnani s klascikym pripadom)
poc¢ty kvantovych stavov pohromade a izolovane od okolia zatial zlyhavaji. Preto, je uzi-
tocné hladat modely, ktoré si menej naro¢né na vyuzivanie kvantovych fenoménov, no
napriek tomu si iné ako ich klasické naprotivky.

4.2 1QFA

Tento model je priamociarym prekladom konec¢ného automatu do kvantovej podoby. Za-
vedeny bol v ¢élanku [KW97] ako $pecidlny pripad dvojsmerného kvantového ”koneéného”
automatu (2QFA), ktory vsak nespliia nagu podmienku konecnosti v pravom zmysle slova
(moze byt v superpozicii nad vSetkymi pismenkami vstupu, a teda velkost jeho kvantovej
¢asti by musela byt tmerna dlzke vstup), preto sa nim podrobnejsie nezaoberame.
Namiesto konec¢nej klasickej pamite ma 1QFA konec¢ni kvantovi paméit. Postup vy-
po¢tu automatu je velmi jednoduchy — prakticky totozny s klasickym kone¢nym automa-
tom. V jednom kroku precita pismenko a na jeho zdklade si upravi stav svojej pamdiite.
KedZze jeho pamit je kvantova, tato Gprava musi byt unitarna. Po kaZdej takejto tprave
sa vykond meranie vzhladom na pozorovatelni, o ktorej sme uz hovorili — pomocou nej sa

28
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rozhodne, ¢i automat slovo zakceptuje, odmientne, alebo pokracuje dalej v ¢itani vstupu.

Takémuto modu ¢innosti sa hovori aj "many-measurements”; niektori autori uvazovali aj o

pripade, Ze by sa meranie uskuto¢hovalo len raz, a to na konci vypoc¢tu (”measure-once”).
V nasom abstraktnom modeli sa da zadefinovat napriklad nasledovne:

Definicia 23 Nech ¥ je abeceda, K je konecnd neprazdna mnoZina stavov, K je mnozina
normovangch vektorov v |K |-rozmernom unitdrnom priestore (oznacime ich tak, Ze K C
K), F C K je mnozZina akceptacnych stavov, R C K mnoZina zamietacich stavov, gy € K
je pociatocny obsah pamite a {V, : K-> K | a € ¥} je mnoZina prechodovijch unitarnych
operdcii pre jednotlivé pismenkd. Budeme pouZival projektory Pue = Y . cp |i) (], Prej =
> icr |1} (il, Paon = ZieK—(RUF) |2} (il PoloZme:

1. I:=%"

2.5 : =K x X - prvd zlozka reprezentuje obsah pamdte, druhd doposial neprecitany
usek vstupného slova

T:=K x {e} — vgpocet skonci, ked je cely vstup spracovany
O:={T,1}
i(w) := (lg0) , w)

(|¢>,CL'LU) - (|77b>7w7pa7pr)7 ak a € E; w e 2*7 Do = ||Pacc|¢> ||7 Dbr = ||Prej |¢> || a

) = umm |o) je vysledok merania vzhladom na projektor Pg,.

S & e

Kedze takyto automat je zo svojej podstaty pravdepodobnostny, na akceptovanie jazyka
je potrebné vziat niektort z definicii pravdepodobnostného akceptovania. V tomto pripade
je to este navySe skompilkované moznostou, ze automat moze na danom vstupe skoncit
bez toho, aby vstup akceptoval alebo zamietol.

D4 sa vsak demonstrovat, ze podmienka unitarnosti vyvoja obsahu pamite je omnoho
tvrdsia, ako by sa mohlo zdat. Takyto model nedokaze akceptovat ani vsetky regularne
jazyky (a pritom vSetky jazyky, ktoré akceptuje, regularne si). Ukazuje sa teda, ze pria-
mociara konverzia z klasického automatu na kvantovy je v tomto pripade velmi nevyhodné
— kvantové fenomény nam skor skodia ako pomahaju.

Tento nedostatok sa snazi riesit druhy model, ktory spomenieme v nasledujtcej casti.

4.3 2QCFA

Model bol navrhnuty v ¢lanku [AWO02] ako isty medzistupen medzi 1QFA, ktoré s prilis
slabé a 2QFA, ktoré, vzhladom na to, ze velkost ich kvantového stavu je tmerna dlzke
vstupu, su prili§ "nepraktické”.

Samotny automat je definovany velmi jednoducho — jeho pamit pozostava z dvoch
Casti — klasickej a kvantovej. V kazdom kroku moze urobif jednu z dvoch veci — podla
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pismenka na vstupe bud upravit svoju klasicka a kvantova ¢ast, alebo obsah kvantovej ¢asti
zmerat vzhladom na urcentt pozorovatelni (a podla vysledku merania upravit obe svoje
pamiite). Principidlne mozno tieto dve aktivity spojit do jednej — sta¢i merat vzhladom
na pozorovatelni, ktord obsahuje iba identicky projektor. Teda mozeme predpokladat, ze
automat vzdy spravi meranie a potom sa rozdhodne podla obsahuje péasky a vysledku
merania.

Vzhladom na to, Ze merania st pravdepodobnostné, aj akceptovanie musi byt prav-
depodobnostné. V origindlnom ¢lanku autori ukézali, Ze pokial sa akceptovanie definuje
ako akceptovanie s jednostrannou chybou — t.j. na kazdom vstupe automat skonci v ak-
ceptacnom alebo zamietacom stave s pravdepodobnostou 1, pricom na slovach patriacich
do jazyka je pravdepodobnost akceptovania rovna 1 a na ostatnych je pravdepodobnost
zamietnutia aspon 1 — €, tak tento model ma velmi zaujimavé vypoctové vlastnosti.

Ciasto¢ne sformalizovana definicia takéhoto automatu (origindlni autori volili radsej
neformélnejsi pristup):

Definicia 24 Nech ¥ je abeceda, K, Q) stu konecné neprazdne mnoziny stavov — klasickijch
a kvantovych, Q je mnozina normovanych vektorov v |Q|-rozmernom unitdrnom priestore
(kde Q C Q), F C K je mnoZina akceptacnych stavov, R C K mnoZina zamietacich stavov,
ko € K,qo € Q si pociatoéné obsahy pamdti, m je funkcia priradujica dvojici (aktudlny
stav, ¢itané pismenko) meranie, ktoré sa ma v prislusnom stave previest, a 6 : K XX x M —
K x U x {-1,0,1} je prechodovd funkcia, ktord priraduge trojici (klasicky stav, pismenko,
vysledok merania) trojicu (novy klasicky stav, unitdrna operdcia na Q, posun automatu,).

Budeme pouzivat projektory Poee = > |i) (i|, Prej = >, |0) (3|, Poon = >, [9) (7]
el I€ER €K —(RUF)
PoloZme:
1. I:=%"

2. §:=Kx Q X (AY*0) x N = prud a druhd zloZka reprezentuji obsahy pamiiti, tretia
vstup (spolu s okrajovgmi znackami /N o ), Stortd miesto, ktoré je automatom prdve
citané.

T nebudeme zapisovat formalne

3.

4. 0:={T,1}

5. i(w) = (ko, |qo0) , Aw,0) kde

6. (k, |9}, w,n) = (K, [¢), w, 1, pa, pr), ak w € 3%, 5(k,a,m(k,a)) = (K,U,d) a |¢) =
oy || Pron 10}, kde 10) = U |6). pa = [|Pace 10) 1, Pr = 1| Prej 10) |1.

Je zrejmé, Ze takyto model rozpoznava vsetky jazyky, ktoré su rozpoznavatelné dvoj-
smernymi pravdepodobnostnymi automatmi, kedze, ako sme uz povedali, kvantovy auto-
mat si "moze hodit kockou”. Podobne, ako sme vysvetlovali pri koneénych pravdepodob-
nostnych automatoch, vypocet automatu si mozno predstavit ako priamociare poc¢itanie s
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maticami. V tomto pripade viak matice nemusia byt stochastické!, ale unitarne. Unitarnost
je vlastnost, ktora v tomto pripade automatu vyrazne pomoze — vdaka tomu, Ze v matici
mozu byt zaporné ¢isla, je mozné dosiahnut napriklad isttl operaciu aj jej navratenie spit
— ¢o pri pravdepodobnostnych automatoch mozné nebolo.

Ukéazeme dva priklady, ktoré st zaujimavé z hladiska (oba priklady st spracované podla
[AW02]):

Prvym jazykom je jazyk palindrémov — Ly, = {w € {a,b}* | w = w'}. Tento jazyk nie
je mozné akceptovat ziadnym dvojsmernym pravdepodobnostnym automatom. Na druhej
strane, existuje 2QCFA, ktory tento jazyk akceptuje a jeho kvantova c¢ast ma velkost je-
diného qubitu! Zakladom c¢innosti 2QCFA akceptujiceho tento jazyk je fakt, ze v grupe
unitarnych operacii na jednom qubite existuje podgrupa izomorfna s dvojgeneratorovou
volnou grupou:

Definicia 25 Volnd grupa s dvoma generatormi je grupa tvorend slovami nad abecedou
{z,y, 2=y~ t}, pricom ak slovo obsahuje dvojicu vz, x tz,yy 1y ty, tdto sa povaZuje
za ekvivalentni s €. Grupovou operdciou je skladanie slov.

Pre zjednodusenie vSak budeme uvazovat namiesto jedného qubitu jeden qutrit. Napri-
klad je mozné vziat rotacie Priklady unitarnych operécii, ktoré tvoria grupu izomorfnu s
volnou dvojgenerdtorovou grupou su:

4 3 4 3
s, 7V 5 0 3
U=|-2 :0|,=[0 10
0 01 -2 0 3

Méame teda volna grupu s dvoma generatormi — U, a Uy,. Zadany vstup zinterpretujeme
tak, ze ho precitame dvakrat, prvykrat pri kazdom pismenku a pouzijeme operaciu U, a pri
kazdom b operéciu U, pri druhom prechode pouzivame U, ' a U, 1. Ak vysledok nebude
ekvivalentny s neutralnym prvkom grupy (t.j. s prazdnym slovom), slovo zamietneme, inak
zostane potencidlnym kandidatom na akceptaciu.

Zjavne, ak w = w', kazda operacia U, ! vyrusi prislusna U,, ktora bola aplikovana pri
prvom prechode, podobne je to s U, a Ub’l. Ak vSak w # w’, niekedy nastane pripad,
ked bola aplikovand operécia U, a za tiou U, ' (alebo U, a za tiou U;'). Takéto slovo viak
nemdze byt ekvivalentné s prazdnym slovom.

Problémom je, ze pravdepodobnost zamietnutia zlého slova je sice nenulova, no velmi
nizka (exponencialne klesa s dlzkou vstupného slova). Preto je potrebné tento postup mno-
hokrat opakovat. Na tento tcel sa vyuziva trik, ktory by sme mohli nazvat ” amyselné zdrzo-
vanie” — stroj vykona postupnost krokov, ktorej pravdepodobnost tispechu je exponencialne
nizka a ak sa tato ¢innost skon¢i uspechom, automat skon¢i s akceptujicou odpovedou.
Prikladom takej ¢innosti je ”"hadzanie mincou” na kazdom pismenku vstupného slova a
pokial nepadne vSade hlava, tak sa opakuje horeuvedené overovanie prislusnosti slova do
jazyka.

1Teda splhajtice podmienku celkovej pravdepodobnosti rovnej jednotke
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Inak povedané, stroj sa vlastne snazi hladat sposob, ako slovo zamietnut, a iba ak sa
mu to dostato¢ne dlho nepodari najst nepodari, di kladnt odpoved. Tento pristup je aj
zdrojom problémov pri pokusoch o rozsirenie modelu 2QCFA o isty druh nedeterminizmu —
priamociary nedeterminizmus sa totiz snazi prave o ¢o najskorsie dosiahnutie akceptacného
stavu.

Zaujimavym problémom je otézka, ¢i je mozné dosiahnut aj vicsie ako exponencidlne
"zdrzovanie” a ¢i by takéto zdrzovanie malo prinos pre vypoctovu silu automatu. Na za-
klade doterajsieho skiimania je odpoved zaporna.

Druhym jazykom je jazyk L., = {a"b" | n > 0}. Tento je sice pravdepodobnostnym
automatom akceptovatelny, no takyto automat potrebuje exponencidlny ¢as, zatial¢o pri-
slusnému 2QCFA staci ¢as polynomialny.

Automat akceptujuci tento jazyk je jednoduchsi ako predchadzajici — za kazdé pis-
menko a aplikuje na svoj stav rotaciu o uhol, ktory generuje istt1 nekonec¢nii podgrupu grupy
vSetkych unitarnych operacii na jednom qubite. Podobne, za kazdé b realizuje operaciu k
tejto rotacii inverzni. Po prejdeni slova overi, ¢i vysledny stav zodpoveda neutradlnemu
prvku. Opit, pravdepodobnost zamietnutia je relativne nizka, no nie exponencialne nizka.
Aj ked by bolo mozné pouzit rovnaky sposob ”zdrzovania” pomocou hadzania mince, zby-
tocne by sa tym zvicsila doba vypoctu. Preto je v tomto pripade pouzita technika znama
ako "random-walk”, pri ktorej sa na zdklade hodu mincou automat prestiva dolava alebo
doprava a ak pride aZ po koncové pismenko, tak akceptuje. Vdaka tejto technike je mozné
zdrzat chod automatu polynomialne — a tym dosiahnut ocakavany polynomialny ¢as behu.

Podobne ako predtym, aj na ¢innost tohto automatu sa mozno divat tak, ze vstupné
slovo je popisom prvku v istej grupe a automat tento prvok priamo konstruuje (vdaka faktu,
ze prislusna grupa je podgrupou grupy unitarnych transformaécii jeho stavového priestoru)
a na konci konstrukcie porovnava s jednym 8pecifickym prvkom (bez ujmy na vSeobecnosti
s neutralnym prvkom). Kedze vSak kvantové stavy nie je mozné dokonale porovnavat, ide
len o pravdepodobnostny pristup — a teda tento postup treba viackrat opakovat.

Pokial je ndm zndme, takyto pohlad zatial nebol skiimany

Pomocou standardnych konstrukcii mozno ukézat, ze trieda jazykov akceptovand ta-
kymito automatmi je uzavretd na prienik aj inverzny homomorfizmus. Konstrukciou po-
dobnou tej, ktort sme ukazali, vieme ukazat aj to, ze takéto automaty dokazu akcep-
tovat jazyky {a"b"c™ | n,m > 0} a {a"b"c¢™ | n,m > 0}, ktorych prienikom je jazyk
{a™"c™ | n > 0}, ktory nie je ani bezkontextovy.

Na jednej strane teda takyto automat dokdze rozpoznavat jazyky, ktoré nie st ani
bezkontextové (a teda nie si akceptovatelné ani klasickym zasobnikovym automatom, ktory
nie je, na rozdiel od tohto modelu, kone¢ny), no na druhej strane sa zatial zda, ze nedokaze
akceptovat ani niektoré jazyky kontextové. Jednou takouto ukazkou je jazyk, v 4.3 oznaceny
ako Lpaiances = {x € {(,)}* | uzatvorkovanie je korektné, t.j. ku kazdej lavej zatovorke
existuje prislichajica prava }.

Okrem toho, popisané konstrukcie vyzadovali velmi vysokt mieru presnosti, a tak ich
praktickd vyuzitelnost nie je prili§ vysoka. Zaujimavé by vS8ak mohlo byt pokusit sa o roz-
Sirenie tohto modelu o dalsie moznosti — napriklad, pridanim urc¢itej nekvantovej operacie
(konkrétne porovnavanie dvoch kvantovych stavov) sa zdé, Ze by bolo mozné tento model
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povysit na uroven klasickych pocitadlovych automatov, pouzitim tejto operacie v automate
Mg, by malo byt mozné simulovat klasické poc¢itadlo. Tym by sa vSak tento model dostal
mimo kategdrie ”praktickych” modelov, kedze jeho fyzicka realizécia by priamo odporovala
kvantovej mechanike.



Kapitola 5

Zaver

V predkladanej diplomovej praci sme sa zaoberali klasickymi a kvantovymi modelmi,
uviedli sme aj pripady, ked rozsirenie automatu (nahradenie klasickej pamiite kvanto-
vou) sposobilo rozsirenie jeho moznosti, no analogické rozsirenie ekvivalentného modelu
mu naopak vypoctovu silu ubralo.

Problém tuplnej charakterizicie vypoctovej sily roznych modifikacii modelov 1QFA i
2QCFA zostava i nadalej otvoreny. Zaujimavé by mohlo byt aj zistenie, aki vypoc¢tova silu
ma 2QCFA, pokial mu priddme (nekvantovii) moznost overenia, ¢i jeho kvantova ¢ast je v
niektorom pevne zvolenom stave. Takyto model by, intuitivne, mal byt aspon taky silny,
ako dvojsmerny pocitadlovy automat. Otazkou tiez zostava pozadovana presnost realizacie
kvantovych operacii.

Mnozstvo vysledkov z tejto oblasti mozno najst v praci [Gru00].

Pocas pisania prace bolo vyskaSanych viacero pristupov k problematike vysvetlovania
tedrie kvantovych vypoc¢tov na trovni zrozumitelnej studentovi informatiky. Viacero mo-
delov, ktoré zjednocovali klasické a kvantové vypocty, sa ukazalo byt nevhodnymi, ¢i uz z
hladiska nazornosti alebo vSeobecnosti. Model, ktory sme zaviedli v tejto praci, je dosta-
to¢ne univerzalny, aby ho bolo mozné pouzit na viacero znamych kvantovych aj klasickych
modelov, a pritom sa snazi byt ¢o najnazornejsi, aby umoznil urobit prechod od klasického
ku kvantovému c¢o najjednoduchsie.

Iny pristup k problematike modelov kvantovych vypoctov bol zvoleny v [Gud00], kde
sa vsak autor nesnazi o vysvetlenie zakladov kvantovych vypoctov, ale o ich zjednotenie a
vzajomné porovnanie.

34



Literatura

[AW02]

[BB84]

[DS90]

[Gru99]

[Gru00]

[Gud00)]

[KW97]

[LG68]

[NC00]

[Pet98]

[Sho94]

A.Ambainis and J. Watrous. Two-way finite automata with quantum and classical
states. Theoretical Computer Science, 287(1), 2002.

C. H. Bennett and G. Brassard. Public key distribution and coin tossing. In
Proceedings of IEEE International Conference on Computers, Sysetms and Signal
Processing, pages 175-179. IEEE, New York, Bangalore, India, 1984.

C. Dword and L. Stockmeyer. A time-complexity gap for two-way probabilistic
finite state automata. SIAM Journal of Computing, 19:1011-1023, 1990.

Jozef Gruska. Quantum Computing. McGraw-Hill, 1999.

Jozef Gruska. Descriptional complexity issues in quantum computing. Internati-
onal Workshop on Descriptional Complezity of Automata, Grammas and Related
Structures, 2000.

Stanley Gudder. Basic properties of quantum automata. Technical report, Uni-
versity of Denver, 2000.

A. Kondacs and J. Watrous. On the power of quantum finite state automata. In
Proceedings of the 38th Annual Symposium on Foundations of Computer Science,
pages 6675, 1997.

S.Mac Lane and G.Birkhoff. Algebra. Alfa, Bratislava, 1968.

M. A. Nielsen and I. L. Chuang. Quantum computation and quantum information.
Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2000.

Pavel Petrovi¢c. Kvantové automaty. Diplomova praca, MFF UK, Bratislava,
1998.

Peter Shor. Algorithms for quantum computation: discrete logarithms and fac-

toring. In Proceedings, 35" Annual Symposium on Foundations of Computer
Science. IEEE Press, Los Alamitos, CA, 1994.

35



