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Kapitola 1

Úvod

V súèasnosti sa èasto skloòuje prídavné meno "kvantový" v spojenia
h ako "kvantový

poèítaè" èi "kvantová kryptogra�a" a operuje sa pritom formulkami ako "nerozbiteµné ¹if-

rovanie" alebo "¾iadna klasi
ká ¹ifra nie je bezpeèná". Aj keï niektoré z tý
hto spojení sú

len mediálne dobre znejú
im preháòaním, väè¹ina je zalo¾ená na známy
h výsledko
h {

existuje napríklad polynomiálny algoritmus pre problémy faktorizá
ie a diskrétneho loga-

ritmu [Sho94℄, ktoré sa pova¾ujú za "»a¾ké" pre klasi
ký poèítaè, èi protokoly pre výmenu

kµúèa [BB84℄, ktorý
h bezpeènos» je za istý
h podmienok garantovaná fyzikou. Oba tieto

algoritmy majú spoloèného menovateµa { na i
h realizá
iu je potrebné vyu¾i» fenomény

popisované kvantovou fyzikou. Zatiaµèo v prípade druhého z ni
h boli zaznamenané veµké

experimentálne úspe
hy, prakti
ké vyu¾itie prvého vy¾aduje zdroje, ktoré zatiaµ nie sú k

dispozí
ii. Niektorí odborní
i dokon
a zastávajú názor, ¾e jeho prakti
ká realizá
ia nebude

mo¾ná nikdy.

Na druhej strane, rovnako, ako je zmysluplné ¹tudova» napríklad Turingove stroje s

nerekurzívnymi orákulami, èi r�zne modely hypervýpoètov, má zmysel ¹tudova» aj modely

motivované fyzikou, no nemajú
e fyzikálnu realizá
iu. Práve "fyzikálne" znejú
e slovko

kvantový v¹ak èasto vytvára dojem, ¾e ¹túdium tejto oblasti vy¾aduje hlboké fyzikálne

základy a tým odradí mnohý
h poten
iálny
h záujem
ov.

Hlavným 
ieµom tejto prá
e je preto vysvetlenie základný
h pojmov potrebný
h pre

po
hopenie me
hanizmu kvantový
h výpoètov, oprostené od potreby aký
hkoµvek netri-

viálny
h znalostí z oblasti fyziky. Na druhej strane, od èitateµa sa vy¾adujú matemati
ké

znalosti (prá
a s mati
ami, predstava o vektorový
h priestoro
h, . . . ) a základné znalosti

z oblasti klasi
kej teórie výpoètov. Po¾adované znalosti neprekraèujú rozsah predná¹ok zo

základný
h vysoko¹kolský
h kurzov matematiky a informatiky.

V kapitole 2 sú de�nované a vysvetlené základné pojmy z klasi
kej teórie výpoètov a

zlo¾itosti, na ktoré sa budeme nesk�r odvoláva». Kv�li zjednoteniu klasi
ký
h a kvantový
h

výpoètov bol zvolený prístup vyu¾ívajú
i abstraktný jednotný model, vïaka ktorému je

mo¾né uskutoèni» pre
hod od klasi
ký
h modelov k modelom kvantovým jednodu
h¹ie.

Daòou za toto zjednodu¹enie je vy¹¹í stupeò abstrak
ie a s tým spojená nároènos» na

po
hopenie. Preto je vhodné, aby si túto kapitolu pre¹tudoval aj èitateµ oboznámený s

klasi
kými modelmi výpoètov.
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KAPITOLA 1. ÚVOD 2

Kapitola 3 je jednou z dvo
h hlavný
h kapitol tejto prá
e. Sú v nej de�ní
ie základný
h

pojmov, ktoré sa vyu¾ívajú v teórii kvantový
h výpoètov, prièom sa na ne sna¾íme pozera»

èisto matemati
kou optikou.

V kapitole 4 sa zaoberáme niektorými druhmi kvantový
h výpoètový
h modelov a ¹pe-


iálne modelmi koneènými. Práve koneènos», v podobe, v akej ju zavedieme, je vlastnos»,

ktorá by mohla pom�
» pretvori» èisto matemati
ký model do fyzi
kej podoby. Nekladieme

si za 
ieµ spravi» prehµad kvantový
h výpoètový
h modelov; zamerali sme sa len na modely,

ktoré sú dostatoène jednodu
hé, no napriek tomu je mo¾né demon¹trova» na ni
h jednot-

livé odli¹nosti medzi klasi
kými a kvantovými výpoètami. Podrobnej¹í prehµad mnohý
h

druhov modelov mo¾no nájs» napríklad v [Pet98℄.

Napokon v poslednej kapitole sú zosumarizované známe výsledky a niektoré z otvore-

ný
h problémov, ktoré súvisia s kvantovými výpoètovými modelmi.



Kapitola 2

Klasi
ké modely výpoètov

V tejto kapitole zavedieme základné pojmy z oblasti teórie výpoètov a zlo¾itosti, ktoré

budeme nesk�r vyu¾íva» pri pre
hode ku kvantovým zariadeniam. Abstraktný výpoètový

model, ktorý tu de�nujeme, sa napriek svojej názornosti be¾ne nevyu¾íva.

2.1 Výpoètové zariadenie

Najprv si ujasníme, èo si budeme predstavova» pod výpoètovým zariadením. Aby bola

na¹a de�ní
ia èo najv¹eobe
nej¹ia, sna¾ili sme sa vytvori» èo najabstraktnej¹í model, ktorý

by bol na jednej strane dostatoène v¹eobe
ný, aby bol aplikovateµný aj na ne-klasi
ké (v

tomto prípade kvantové) modely, no pritom aby bol prin
íp jeho operovania dostatoène

nenároèný na predstavivos». Intuitívne, ak hovoríme, ¾e sme èosi vypoèítali, zvyèajne tým

myslíme pro
es podobný nasledujú
ej s
héme:

1. Dostaneme akési "zadanie" problému; v prípade ná¹ho abstraktného zariadenia ho

budeme nazýva» vstup. Týmto m�¾e by» napríklad rovni
a, obrázok èi slovné zada-

nie. V zadaní sa vyskytuje tie¾ otázka, od ktorej budeme po¾adova», aby mno¾ina

odpovedí na òu bola koneèná (zväè¹a dokon
a bude iba dvojprvková { "áno"/"nie").

Ako taký, vstup je vo väè¹ine prípadov nevhodný na priamu manipulá
iu { preto ho

najprv treba prelo¾i» do podoby vhodnej na ïal¹ie spra
ovanie.

2. To aj spravíme { vstup si "prelo¾íme" do podoby, s ktorou manipulova» vieme. Na-

príklad tak m�¾eme z obrázku vybra» podstatné èiastkové informá
ie, slovnú úlohu

si m�¾eme previes» do podoby rovní
, . . . V prípade abstraktného zariadenia budeme

takto pretvorený vstup nazýva» kon�gurá
ia. Kon�gurá
ia reprezentuje kompletnú

informá
iu, ktorá v danom momente o úlohe existuje { ¹pe
iálne, pokiaµ sa pri rie-

¹ení dvo
h úloh dostaneme do rovnakej kon�gurá
ie, ïal¹í postup sa v obo
h úlohá
h

nem�¾e lí¹i». V na¹om modeli pozostáva kon�gurá
ia z tro
h èastí { jedna je èas» re-

prezentujú
a samotné zariadenie (jeho (vnútorný) stav), druhá sa vz»ahuje ku vstupu

(vonkaj¹í stav { vyjadruje momentálny vz»ah zariadenia a zadaného vstupu) a vý-
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KAPITOLA 2. KLASICKÉ MODELY VÝPOÈTOV 4

znam tretej, ktorá sa vz»ahuje k výsledkom èinnosti zariadenia, ozrejmíme zanedlho.

Vnútorný a vonkaj¹í stav budeme spoloène nazýva» iba kompletný stav zariadenia.

3. S "prerobeným" zadaním potom vykonávame urèité operá
ie (napríklad na rovni
u

aplikujeme ekvivalentné úpravy), dokým nedospejeme do stavu, ktorý pova¾ujeme

za �nálny (napríklad, keï sa nám podarí vyjadri» hodnotu neznámej pomo
ou zada-

ný
h údajov). Vo formalizme abstraktný
h zariadení to m�¾eme sformulova» tak, ¾e

realizujeme urèité kroky výpoètu.

Poèas robenia tý
hto krokov sa obèas m�¾e sta», ¾e prídeme do stavu, keï budeme

vedie» poveda» nieèo v zmysle: "Ak je èosi zelené, tak je odpoveï áno, ak je to modré,

je odpoveï nie, inak si zatiaµ nie sme istí odpoveïou." Inak povedané, obèas sa stane,

¾e výpoèet za urèitý
h podmienok budeme vedie» ukonèi» v urèitej sade prípadov, no

v inej sade e¹te budeme potrebova» pokraèova» ïalej. Takáto situá
ia bude nastáva»

hlavne za podmienky, ¾e pri výpoète sa na istý
h miesta
h budeme rozhodova» podµa

náhody { napríklad podµa výsledku "hodenia ko
kou".

U¾ spomínanou tre»ou èas»ou kon�gurá
ie je teda aj k-ti
a (kde k je poèet mo¾ný
h

odpovedí, ktoré m�¾eme od zariadenia dosta»; najèastej¹ie k = 2) reálny
h èísel, ktoré

reprezentujú pravdepodobnosti toho, ¾e od zariadenia dostaneme v danom momente

príslu¹nú odpoveï. Ka¾dý jednotlivý krok výpoètu m�¾e (ale nemusí) túto k-ti
u

upravi». Takáto úprava musí by» monotónna { ak sa výpoèet ukonèí s odpoveïou

"áno" s pravdepodobnos»ou 30%, je nemysliteµné, aby po vykonaní akejkoµvek ïal¹ej

operá
ie táto pravdepodobnos» klesla.

Ïalej, aby sa nám nestalo, ¾e by sme sa pri výpoète "zasekli" { t.j. nevedeli, aký

krok spravi» ïalej, budeme tie¾ po¾adova», aby sme v ka¾dej kon�gurá
ii vedeli jed-

noznaène poveda», èo máme robi» ïalej. ©pe
iálnu výnimku tvoria kon�gurá
ie, ktoré

oznaèíme ako ukonèujú
e. Niekedy budeme napríklad po¾adova», aby výpoèet skon-

èil, a¾ keï u¾ bude úplne isté, ¾e dostaneme niektorú z odpovedí (zjavne, akonáhle

takýto moment nastane, niet d�vodu ïalej pokraèova» vo výpoète). Na druhej strane,

nie v¾dy nás budú zaujíma» skutoèné pravdepodobnosti tej èi onej odpovede { obèas

nám m�¾e staèi», ak pravdepodobnos» niektorej z odpovedí prekroèí istý prah.

Formálne je tento postup za
hytený v de�ní
ia
h 1, 2, 3 a 4.

E¹te pred i
h uvedením je vhodné uvedomi» si isté detaily. Èo napríklad robi» v prípade,

¾e výpoèet bude be¾a» "donekoneèna" { ¾e nikdy nenarazíme na ukonèujú
u kon�gurá
iu?

V takomto prípade urobíme jeden nevýpoètový krok { vezmeme limity pravdepodobností

prislú
hajú
i
h jednotlivým odpovediam. Keï¾e v¹etky pravdepodobnosti sú zhora ohra-

nièené a monotónne rastú, tieto limity budú existova».

Teraz u¾ m�¾eme uvies» formálne de�ní
ie jednotlivý
h pojmov:

De�ní
ia 1 Usporiadanú ¹esti
u M = (I; i; S;`; T; O) budeme nazýva» (abstraktné) vý-

poètové zariadenieM , ak platia nasledujú
e podmienky. Oznaème mno¾inu (neúplný
h)

pravdepodobnostný
h rozlo¾ení P = f(p

o

) 2 h0; 1i

jOj

k

P

o2O

p

o

� 1g a C = S � P mno¾inu
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kon�gurá
ií zariadenia. Pre danú kon�gurá
iu bude p

o

(C) oznaèova» príslu¹nú zlo¾ku

rozlo¾enia pravdepodobnosti. Podobne, s(C) bude oznaèova» príslu¹ný kompletný stav za-

riadenia v danej kon�gurá
ii. Vysvetlenie pou¾itej symboliky:

� I je akákoµvek mno¾ina vstupov.

� S je akákoµvek mno¾ina kompletný
h stavov zariadenia.

� O je akákoµvek mno¾ina výstupov; budeme na nej predpoklada» nejaké intuitívne

usporiadanie { napríklad fa,bg bude formálne iná ako mno¾ina fb,ag.

� T � C je mno¾ina ukonèujú
i
h kon�gurá
ií

� i : I ! S je zobrazenie prekladajú
e vstupy na stavy, ktoré triviálne roz¹írime na

zobrazenie

^

i : I ! C pomo
ou predpisu

^

i(x) = (i(x); 0; : : : ; 0). Pre zjednodu¹enie

budeme písa» i(x) namiesto

^

i(x); význam bude zrejmý z kontextu.

� `: (S � s(T )) ! S � P je zobrazenie, ktoré danému kompletnému stavu priradí na-

sledujú
i kompletný stav a urèí pravdepodobnosti, ¾e sa výpoèet ukonèí s jednotlivými

odpoveïami.

Pokiaµ to nebude zrejmé z kontextu, jednotlivé zlo¾ky usporiadanej ¹esti
e patria
ej k

zariadeniu M budeme oznaèova» dolným indexom M (napríklad I

M

, `

M

, . . . ).

De�ní
ia 2 Ne
h M je abstraktné výpoètové zariadenie. Potom postupnos» kon�gurá
ií

fC

k

2 C

M

g

n

k=0

budeme nazýva» (koneèný) výpoèet då¾ky n, ak je splnené:

1. ` (s (C

k

)) = (s (C

k+1

)) ; (d

o

)

o2O

). Inak povedané, kon�gurá
ie musia na seba pomo-


ou zobrazenia ` nadväzova».

2. p

o

(C

k+1

) = p

o

(C

k

) + d

o

�

1�

P

o2O

p

o

(C

k

))

�

pre ka¾dé o 2 O. Pravdepodobnostné

rozlo¾enie odpovedí v nasledujú
ej kon�gurá
ii teda dostaneme tak, ako nám hovorí

zobrazenie `, akurát ho e¹te na¹kálujeme na interval h0; pi, kde p oznaèuje pravde-

podobnos», ¾e výpoèet e¹te neskonèil.

Keï¾e druhá podmienka jednoznaène roz¹iruje zobrazenie ` na zobrazenie

^

` : C �T !

C, budeme ho naïalej pou¾íva» aj v takejto forme. Pre zjednodu¹enie zápisu budeme písa»

x ` y namiesto ` (x) = y a pokiaµ nás pravdepodobnosti nebudú expli
itne zaujíma»,

budeme i
h vyne
háva».

Výpoèet budeme nazýva» ukonèený, ak kon�gurá
ia C

n

je ukonèujú
a (t.j. C

n

2 T

M

).

De�ní
ia 3 Ne
hM je abstraktné výpoètové zariadenie. Potom výpoèet fC

k

g

n

k=0

sa nazýva

výpoètom (då¾ky n) na vstupe w, ak platí C

0

= i

M

(w).

Keï¾e relá
ia ` je zobrazením (podµa de�ní
ie 1), ka¾dý výpoèet abstraktného zariade-

nia na vstupe w 2 I je buï ukonèený, alebo je jednoznaène predå¾iteµný o ïal¹í krok. Má

preto zmysel zavies» nasledujú
u de�ní
iu:
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De�ní
ia 4 Ne
h M je abstraktné výpoètové zariadenie. Potom pravdepodobnostné roz-

lo¾enie poèítané zariadením M je zobrazenie: f : I

M

! h0; 1i, f : w 7! (f

o

(w))

o2O

, kde

f

o

(w) = p

o

(C

n

), keï fC

k

g

n

k=0

je ukonèený výpoèet na vstupe w.

Podobne, m�¾eme poveda», ¾e postupnos» fC

k

2 C

M

g

1

k=0

budeme nazýva» nekoneèný

výpoèet, ak ka¾dý jeho poèiatoèný úsek (t.j. ka¾dá podpostupnos» tvaru fC

k

2 C

M

g

n

k=0

)

je výpoètom. Vtedy kladieme f

o

(w) = lim

n!1

p

o

(C

n

).

Èitateµ oboznámený s pojmami z teórie výpoètov si akiste pov¹imol, ¾e na¹e abstraktné

zariadenie sa javí by» deterministi
kým. Je to skutoène tak; v ka¾dom okamihu je jasné,

ako výpoèet bude pokraèova» ïalej. Av¹ak vhodnou voµbou zobrazenia "krok výpoètu"

mo¾no realizova» aj mnohé nedeterministi
ké modely, ako uká¾eme v èasti 2.4.

Tradiène sa výpoèet zariadenia, ktoré nie je stoper
entne deterministi
ké (t.j. má via


ako jeden mo¾ný výpoèet) znázoròuje ako strom, ktorého uzlami sú kon�gurá
ie a listami

ukonèujú
e kon�gurá
ie a jednotlivé hrany èi uzly v tomto strome sú obèas ohodnotené.

Na¹e zariadenie takýto strom vo svojej podstate skryte obsahuje { jednotlivé jeho kon�gu-

rá
ie zodpovedajú nie jednotlivým uzlom èi listom stromu, ale 
elým pos
hodiam. Význam

tohto prístupu sa uká¾e v ïal¹om texte.

2.2 Výpoètový model

Abstraktné zariadenie ako také je príli¹ "silné". Ak si vezmeme µubovoµnú funk
iu f : A!

B (kde B je koneèná mno¾ina), staèí vzia» zariadenie M = (I; i; S;`; T; O) de�nované

nasledovne:

� I = A, O = B

� S = A� [f�g (kde � 62 A)

� T = (�; p

1

; : : : ; p

jBj

)

� i(x) = x

� x ` (�;

f(x)�1

z }| {

0; : : : ; 0; 1;

jBj�f(x)

z }| {

0; : : : ; 0) (inak povedané, pravdepodobnos» odpovede f(x) sa na-

staví na 1, ostatné budú nulové).

Toto zariadenie má tú vlastnos», ¾e na ka¾dom vstupe je jeho výpoèet jednokrokový a na

vstupe x je výstupom pravdepodobnostné rozlo¾enie, v ktorom má hodnota f(x) priradenú

pravdepodobnos» 1. Mo¾no teda poveda», ¾e zariadenie M "dokonale poèíta" funk
iu f .

Zjavne, zaobera» sa èímsi natoµko triviálnym by nemalo zmysel.

Namiesto toho si budeme v¹íma», èo v¹etko doká¾e zariadenie poèíta», ak budeme uplat-

òova» nejaké obmedzenia na mno¾iny stavov S, ukonèujú
i
h kon�gurá
ií T a zobrazenie

"krok výpoètu" `. Tieto obmedzenia m�¾u by» mnohý
h druhov:
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� Mno¾ina S m�¾e ma» predpísaný tvar { napríklad musí by» tvaru K � Q� �

�

, kde

K a Q sú dve mno¾iny a � je nejaká abe
eda. Obyèajne mno¾iny K, Q a � nebu-

deme bli¾¹ie ¹pe
i�kova» (t.j. i
h voµbou budú parametrizované jednotlivé abstraktné

zariadenia, ktoré týmto obmedzeniam vyhovujú), iba urèíme nejaké veµmi v¹eobe
né

podmienky typu "K je koneèná neprázdna mno¾ina" a podobne.

� Rovnako m�¾eme predpísa» nejakú vlastnos» kroku výpoètu { zväè¹a zobrazenie

kroku výpoètu dostaneme ako predå¾enie nejakej jednodu
h¹ej funk
ie na 
elú mno-

¾inu kompletný
h stavov. Výpoèet sa tým stane istým sp�sobom "lokálne de�novaný"

{ predl¾ovaná funk
ia obyèajne nebude ma» k dispozí
ii kompletný stav, ale len jeho

èas»; nebude sa teda díva» na kon�gurá
iu globálne, ale len lokálne.

� Ïal¹ia mo¾ná zmena spoèíva vo vhodnej voµbe mno¾iny T . Jej vhodným roz¹íre-

ním/zú¾ením m�¾eme niekedy významne regulova» silu zariadenia.

Ka¾dá sada obmedzení urèuje istý výpoètový model. Akonáhle urèíme model, má

zmysel zaèa» sa zaobera» jeho vlastnos»ami { t.j. aké funk
ie doká¾e vypoèíta» èi ako

rý
hlo to doká¾e (v zmysle èasti 2.6).

Teraz sa u¾ m�¾eme zaèa» venova» jednotlivým klasi
kým výpoètovým modelom.

2.3 Koneèné automaty

Jedným z najjednodu
h¹í
h výpoètový
h modelov je (jednosmerný) koneèný automat (FSA

alebo len FA

1

). Intuitívna predstava je veµmi jednodu
há { koneèný automat je zariadenie

s "veµmi malou" pamä»ou, ktoré rozdeµuje slová zo vstupnej abe
edy do dvo
h skupín {

slová patria
e do nejakej mno¾iny (táto mno¾ina sa nazýva jazyk rozpoznávaný daným

automatom) a slová do nej nepatria
e. Vykonáva to tak, ¾e vstupné slovo èíta písmenko

po písmenku a v ka¾dom kroku m�¾e na základe preèítaného písmenka zmeni» informá
iu

ulo¾enú vo svojej pamäti. Keï príde na konie
 vstupného slova, na základe obsahu svojej

pamäte rozhodne, èi slovo do jazyka patrí, alebo nie.

Formálnu de�ní
iu uvedieme vo formalizme abstraktný
h výpoètový
h zariadení zave-

dený
h v èasti 2.1. Pre úplnos» v¹ak najprv uvedieme niekoµko u¾itoèný
h de�ní
ií z oblasti

formálny
h jazykov:

De�ní
ia 5 Mno¾ina � sa nazýva abe
eda, ak je koneèná a neprázdna. Prvky abe
edy sa

nazývajú písmená alebo symboly. Koneèná postupnos» w = a

1

a

2

a

3

: : : a

n

písmen abe
edy �

sa nazýva slovo v abe
ede �. Då¾ka tejto postupnosti je då¾ka slova a oznaèuje sa jwj.

Mno¾ina v¹etký
h slov v abe
ede � sa oznaèuje �

�

(oznaèenie po
hádza zo v¹eobe
nej¹ej

operá
ie, ktorou sa tu v¹ak nebudeme zaobera»).

Príkladmi abe
ied sú mno¾iny �

1

= fa; b; 
g, �

2

= fag, �

3

= fa,r,s,¹,t,»,vg. Slovami sú

napríklad ba
bba (v abe
ede �

1

), èi ¹tvr»vrstva v abe
ede �

3

. ©pe
iálne je slovom aj prázdna

1

z angl. Finite (State) Automaton
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postupnos» písmen { takzvané prázdne slovo, ktoré sa oznaèuje " (pou¾íva sa napríklad,

ak treba expli
itne zd�razni», ¾e niekde sa na
hádza "niè"; na rozdiel od prípadu, keï sa

niekde nena
hádza ani "niè").

Na slová
h sa zavádza operá
ia zre»azenia (znaèíme �), de�novaná ako nadviazanie

dvo
h postupností písmeniek. Napríklad tak ¹tvr» �vrstva = ¹tvr»vrstva. ©pe
iálne, pre ka¾dé

slovo w platí " � w = w � " = w. Namiesto oznaèenia u � v budeme obèas písa» iba uv. Na

zjednodu¹enie zápisu sa pou¾íva oznaèenie a

n

ako skratka pre aaa : : : aa

| {z }

n

.

De�ní
ia 6 Ak � je abe
eda, tak µubovoµná podmno¾ina L � �

�

sa nazýva jazyk nad

abe
edou �.

Príkladom jazyka (nad abe
edou �

1

) m�¾e by» L

1

= fab; bab; bbag (koneèný jazyk), èi

L

2

= fa

2

n

j n � 0g. ©pe
iálne, nad ka¾dou abe
edou existujú jazyky ; a �

�

.

Teraz sme u¾ pripravení na de�ní
iu koneèného automatu. Jeho pamä» bude repre-

zentovaná (neprázdnou) koneènou mno¾inou K, ktorá sa tradiène nazýva mno¾ina stavov

(vnútorný
h stavov ná¹ho abstraktného zariadenia). Ka¾dý jej prvok zodpovedá jednému

mo¾nému obsahu pamäte. Poèiatoèný obsah pamäte budeme oznaèova» q

0

(kde q

0

2 K) a

tie obsahy pamäte, ktoré sp�sobia kladnú odpoveï na otázku, èi slovo patrilo do jazyka {

tzv. ak
eptaèné stavy { budú oznaèené F . V¹etky zvy¹né stavy sú z de�ní
ie zamieta
ie.

Zostáva nám e¹te urèi», ako automat funguje { t.j. ako si upravuje obsah pamäte na zá-

klade preèítaného písmenka. Na tento úèel sa zavádza pre
hodová Æ-funk
ia, ktorá nám na

túto otázku odpovedá z nasledujú
om zmysle: Æ : K � �! K je zobrazenie, ktoré dvoji
i

(aktuálny obsah pamäte, preèítané písmenko) priradí nový obsah pamäte. Tradiène sa pod

koneèným automatom 
hápe práve usporiadaná päti
a (K;�; Æ; q

0

; F ); v na¹om prípade

v¹ak bude výhodné, ak tieto pojmy prevedieme do podoby abstraktný
h zariadení.

De�ní
ia 7 Ne
h � je abe
eda, K je koneèná neprázdna mno¾ina stavov, F � K je

mno¾ina ak
eptaèný
h stavov, q

0

2 K je poèiatoèný obsah pamäte a Æ : K � � ! K je

pre
hodová funk
ia. Polo¾me

1. I := �

�

(vstupom koneèného automatu je akékoµvek slovo)

2. S := K � �

�

[ f�g { prvá zlo¾ka reprezentuje obsah pamäte, druhá doposiaµ ne-

preèítaný úsek vstupného slova; ¹pe
iálny stav � je urèený na ukonèenie výpoètu;

predpokladá sa, ¾e � 62 K � �

�

3. T := f�g

4. O := f>;?g (> reprezentuje odpoveï kladnú, ? odpoveï zápornú)

5. i(w) := (q

0

; w)

6. (p; a � w) ` (q; w; 0; 0) ak a 2 �, w 2 �

�

, p; q 2 K a Æ(p; a) = q

7. (p; ") ` (�; 1; 0) ak p 2 F
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8. (p; ") ` (�; 0; 1) ak p 2 K � F .

Potom abstraktné zariadenie M = (I; i; S;`; T; O) nazveme jednosmerný koneèný

automat (pra
ujú
i nad abe
edou �), skrátene pí¹eme 1FA.

Je zrejmé, ¾e takto de�novaný model nem�¾e na nejakom vstupe be¾a» donekoneèna.

Navy¹e, zaka¾dým je výsledkom jeho prá
e rozlo¾enie pravdepodobnosti, ktoré je úplné

{ súèet pravdepodobností je rovný jednotke. M�¾eme preto de�nova» jazyk, ktorý takýto

automat rozpoznáva:

De�ní
ia 8 Ak M je 1FA nad abe
edou �, potom jazyk ním rozpoznávaný (ak
eptovaný)

je mno¾ina

L(M) = fw 2 �

�

j p

>

(w) = 1g

.

M�¾eme si tie¾ v¹imnú» triedu v¹etký
h jazykov, ktoré sú ak
eptované nejakým 1FA:

De�ní
ia 9 Trieda jazykov ak
eptovaný
h 1FA sa nazýva trieda regulárny
h jazykov

a oznaèuje sa R.

Je mnoho známy
h 
harakterizá
ii triedy R, via
 o ni
h sa mo¾no dozvedie» v kto-

rejkoµvek publiká
ii venovanej formálnym jazykom. Nás budú zaujíma» hlavne uzáverové

vlastnosti tejto triedy vzhµadom na isté operá
ie.

Najprv v¹eobe
ná de�ní
ia:

De�ní
ia 10 Ne
h A je mno¾ina, g : A

n

! A akákoµvek n-árna operá
ia na mno¾ine A

a X � A. Potom mno¾ina X je uzavretá na operá
iu g ak platí g(x

1

; : : : ; x

n

) 2 X pre

v¹etky (x

1

; : : : ; x

n

) 2 X

n

.

Keï¾e prvkami triedy jazykov sú jazyky a jazyky sú mno¾iny, základnými operá
iami,

ktoré nás budú zaujíma», sú operá
ie mno¾inové { prienik, zjednotenie, prípadne komple-

ment vzhµadom na urèitú ¹pe
i�kovanú mno¾inu (napríklad �

�

). Ïal¹ia zaujímavá operá
ia

je u¾ nemno¾inového 
harakteru { je to takzvané zre»azenie dvo
h jazykov:

De�ní
ia 11 Ne
h L

1

� �

�

, L

2

� �

�

sú dva jazyky nad abe
edou �. Potom jazyk

L

1

� L

2

:= fu � v j u 2 L

1

; v 2 L

2

g

sa nazýva zre»azenie jazykov L

1

a L

2

.

Napokon, ïal¹ie dve zaujímavé a be¾ne ¹tudované operá
ie sú operá
ie homomor�zmu

a inverzného homomor�zmu. Pod homomor�zmom rozumieme presne to isté, èo sa pod

ním 
hápe v algebre, keï¾e mno¾ina �

�

s operá
iou zre»azenia tvorí pologrupu.
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De�ní
ia 12 Ne
h L � �

�

1

, L

0

� �

�

2

sú jazyky a h : �

�

1

! �

�

2

je homomor�zmus (t.j.

zobrazenie spåòajú
e h(u � v) = h(u) � h(v) ). Potom homomorfný obraz jazyka L je

jazyk

h(L) := fh(w) j w 2 Lg

a inverzným homomorfným obrazom jazyka L je jazyk

h

�1

(L

0

) := fw 2 �

�

1

j h(w) 2 L

0

g

.

Trieda regulárny
h jazykov R je jednou z mála "be¾ný
h" tried, ktorá je uzavretá na

v¹etky vymenované uzáverové operá
ie.

2.4 Nedeterminizmus a iné roz¹írenia

Ako u¾ bolo povedané, koneèný automat je jedným z najjednodu
h¹í
h výpoètový
h mode-

lov. Daòou za túto jeho jednodu
hos» je jeho malá výpoètová sila { trieda regulárny
h jazy-

kov neobsahuje mno¾stvo jednodu
ho-vyzerajú
i
h jazykov; napríklad jazyk fa

n

b

n

j n � 0g

u¾ nie je regulárny.

Bolo preto navrhnutý
h mnoho úprav, ktoré by koneènému automatu pridali výpoètovú

silu, no súèasne nezvý¹ili príli¹ jeho zlo¾itos».

� Najbe¾nej¹ie roz¹írenie, pou¾ívané aj u iný
h modelov, je pridanie vlastnosti nede-

terminizmu. Intuitívna predstava za ním je veµmi jednodu
há; zmení sa iba pre-


hodová Æ-funk
ia automatu. Namiesto toho, aby si zmenil obsah pamäte na jednu

konkrétnu hodnotu podµa preèítaného písmenka zo vstupu, automat dostane mo¾-

nos» voµby { bude ma» na výber via
ero nový
h obsahov pamäte. Automat sa "bude

sna¾i»" vybra» si taký, ktorý sp�sobí, ¾e skonèí s výstupom >. V prípade, ¾e je to

nemo¾né, vyberie si µubovoµný z ni
h.

Takýto pohµad v¹ak nesúhlasí s na¹ou predstavou o poèítaní prezentovanou v èasti

2.1 { v zmysle, v akom 
hápeme výpoèet, ïal¹í krok výpoètu nem�¾eme uhádnu», ale

musíme vedie» sformulova» pravidlo, podµa ktorého ho jednoznaène urèíme.

Preto sa pokúsime pretvori» priamoèiaru "háda
iu" predstavu do podoby "neháda-


ej". Namiesto toho, ¾e automat v danom mieste uhádne správnu odpoveï, bude

ïalej skúma» súèasne v¹etky mo¾né ïal¹ie pokraèovania. Pokiaµ príde na konie
 a

zistí, ¾e sa mu podarilo v aspoò jednom prípade sa dosta» do stavu, v ktorom dáva

odpoveï >, odpovie >; inak dá odpoveï ?. Inak povedané, keby sme si výpoèet

predstavovali ako strom (kde uzly by boli kon�gurá
ie), automat by vlastne robil

jeho prehµadávanie do ¹írky.

Obyèajne sa táto kon¹truk
ia pou¾íva práve na d�kaz ekvivalentnej výpoètovej sily

deterministi
ký
h a nedeterministi
ký
h koneèný
h automatov. V na¹om prípade je



KAPITOLA 2. KLASICKÉ MODELY VÝPOÈTOV 11

u¾itoènej¹ie vníma» nedeterminizmus práve z pohµadu prehµadávania v¹etký
h mo¾-

ný
h pokraèovaní vo výpoète, ako z pohµadu akéhosi "uhádnutia" správnej 
esty {

podobne sa toti¾ budú správa» niektoré kvantové modely.

Formálna de�ní
ia nedeterministi
kého koneèného automatu je prakti
ky toto¾ná

s de�ní
iou koneèného automatu (oznaèenie 2

X

pou¾ívame pre potenènú mno¾inu

tvorenú v¹etkými podmno¾inami mno¾iny X):

De�ní
ia 13 Ne
h � je abe
eda, K je koneèná neprázdna mno¾ina stavov, F � K je

mno¾ina ak
eptaèný
h stavov, q

0

2 K je poèiatoèný obsah pamäte a Æ : K ��! K

je pre
hodová funk
ia. Polo¾me

1. I := �

�

2. S := 2

K

��

�

[f�g { prvá zlo¾ka reprezentuje mo¾né obsahy pamäte, druhá do-

posiaµ nepreèítaný úsek vstupného slova; ¹pe
iálny stav � je urèený na ukonèenie

výpoètu; predpokladá sa, ¾e � 62 2

K

� �

�

3. T := f�g

4. O := f>;?g

5. i(w) := (fq

0

g; w)

6. (A; a � w) ` (B;w; 0; 0) ak a 2 �, w 2 �

�

, A;B � K a B = fq 2 K j p 2

A ^ Æ(p; a) = qg

7. (A; ") ` (�; 1; 0) ak A \ F 6= ;

8. (A; ") ` (�; 0; 1) ak A \ F = ;.

Uva¾ujme teraz nasledovný príklad (nedeterministi
kého) automatu:

1. K = fq

0

; q

a

; q

ab

; q

abb

; q

abba

g

2. � = fa; bg

3. F = fq

abba

g

4. Æ(q

0

; a) = fq

0

; q

a

g

5. Æ(q

0

; b) = fq

0

g

6. Æ(q

a

; a) = ;

7. Æ(q

a

; b) = fq

ab

g

8. Æ(q

ab

; a) = ;

9. Æ(q

ab

; b) = fq

abb

g

10. Æ(q

abb

; a) = fq

abba

g

11. Æ(q

abb

; b) = ;
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12. Æ(q

abba

; a) = fq

abba

g

13. Æ(q

abba

; b) = fq

abba

g

Tento automat ak
eptuje jazyk, ktorý pozostáva práve zo slov obsahujú
i
h (pod)slovo

abba. Formálnej¹ie, L(M) = fw 2 �

�

j 9u; v 2 �

�

: w = u � abba � vg. Vïaka

nedeterminizmu automat "vie uhádnu»", kedy sa má zaèa» pokú¹a» o spra
ovanie

podpostupnosti abba.

Napríklad, na slove aabbaa by výpoèet automatu vyzeral nasledovne:

(fq

0

g; aabbaa; 0; 0) ` (fq

0

; q

a

g; abbaa; 0; 0) ` (fq

0

; q

a

g; bbaa; 0; 0) ` (fq

0

; q

ab

g; baa; 0; 0) `

(fq

0

; q

abb

g; aa; 0; 0) ` (fq

0

; q

a

; q

abba

g; a; 0; 0) ` (fq

0

; q

a

; q

abba

g; "; 0; 0) ` (�; 1; 0):

Teraz si v¹imneme jednu zaujímavú reprezentá
iu (nedeterministi
ký
h) koneèný
h

automatov. Predstavme si, ¾e mno¾inaK pozostáva zo ståp
ový
h vektorov nad mno-

¾inou f0; 1g (to m�¾eme bez ujmy na v¹eobe
nosti predpoklada»; konkrétny tvar

prvkov mno¾iny K nie je nikde vo výpoète vyu¾ívaný):

0

B

B

B

�

1

0

.

.

.

0

1

C

C

C

A

0

B

B

B

�

0

1

.

.

.

0

1

C

C

C

A

� � �

0

B

B

B

�

0

0

.

.

.

1

1

C

C

C

A

.

Podmno¾inám mno¾inyK potom priradíme vektory, ktoré sú súètom vektorov prislú-


hajú
i
h jednotlivým prvkom a vyberme si �xné písmenko a 2 �. Æ-funk
iu (alebo

presnej¹ie zobrazenie `) pre toto jedno písmeno potom m�¾eme reprezentova» ako

vhodnú operá
iu na taký
hto vektoro
h { konkrétne ako násobenie booleovský
h ma-

tí
 (resp. mati
e a vektoru). Násobenie booleovský
h matí
 je de�nované rovnako, ako

¹tandardné násobenie. Táto operá
ia je de�novaná rovnako, ako obyèajné násobenie

matí
, akurát namiesto operá
ie násobenia dvo
h prvkov mati
e je tu booleovská

operá
ia ^, sèítaniu zodpovedá operá
ia _.

Celý výpoèet takéhoto automatu si mo¾no teda predstavi» nasledovne:

1. Automat si v pamäti ulo¾í vektor zodpovedajú
i stavu q

0

.

2. V ka¾dom kroku preèíta písmenko zo vstupu a podµa neho vynásobí aktuálny

obsah pamäte mati
ou prislú
hajú
ou danému písmenku.

3. Na kon
i výpoètu preèíta obsah pamäte a podµa neho zistí, èi má da» odpoveï

> alebo ?.

Efektívne teda automat nepotrebuje obsah pamäte èíta» poèas výpoètu; staèí mu

s
hopnos» realizova» príslu¹nú operá
iu násobenia matí
. A¾ na kon
i výpoètu je po-

trebné obsah pamäte skutoène preèíta». Aj keï klasi
ky je tento rozdiel zanedbateµný,

v kvantovom prípade to tak nebude.
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Automatu z pred
hádzajú
eho príkladu zodpovedajú mati
e:

M

a

=

0

B

B

B

B

�

1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 1

1

C

C

C

C

A

M

b

=

0

B

B

B

B

�

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

1

C

C

C

C

A

� Ïal¹ím mo¾ným roz¹írením je pridanie mo¾nosti náhodného výberu nasledujú
eho

stavu, prièom budeme predpoklada», ¾e z ka¾dého stavu automat niekam prejs» musí

(t.j. suma pravdepodobností pre
hodov z daného stavu je rovná jednotke pre ka¾dé

�xné písmenko a). Na rozdiel od priamoèiareho nedeterminizmu, ktorý sme popísali,

v tomto prípade nejde o "uhádnutie" správneho pokraèovania; automat si nem�¾e

vybera», len hád¾e ko
kou a podµa výsledku sa presunie. Samozrejme, týmto zná-

hodnením sme opä» v situá
ii, ktorú si m�¾eme predstavi» tak, ¾e automat m�¾e

by» vo via
erý
h stavo
h. Na rozdiel od pred
hádzajú
eho prípadu, tu majú jednot-

livé mo¾né stavy (t.j. obsahy pamäte) pridelené pravdepodobnosti z intervalu h0; 1i,

kde¾to v prípade èistého nedeterminizmu mali iba dve mo¾nosti { 0 alebo 1.

Kroku výpoètu v tomto prípade tie¾ zodpovedá násobenie mati
ou; v tomto prípade

ide o obyèajné násobenie matí
 a mati
a obsahuje práve pravdepodobnosti jednot-

livý
h pred
hodov medzi stavmi. Táto mati
a obsahuje iba nezáporné reálne èísla a

má navy¹e tú vlastnos», ¾e zobrazuje vektor, ktorého súèet zlo¾iek je rovný 1 opä» na

vektor s touto vlastnos»ou (t.j. v ka¾dom kroku automat v nejakom stave by» musí).

Opä», pri takomto výpoète nie je potrebné pozna» skutoèné hodnoty pravdepodob-

ností, staèí i
h vedie» upravi» vhodnou operá
iou (v tomto prípade je to násobenie

mati
ou).

Otázkou je, ako v takomto prípade zavies» odpoveï automatu { na kon
i je jeho pa-

mä» reprezentovaná nejakou pravdepodobnostnou distribú
iou, tak¾e na òu nemo¾no

uplatni» klasi
ký prístup "ak je v ak
eptaènom stave, tak slovo patrí do jazyka, inak

nie". Mo¾no v¹ak zavies» pravdepodobnos» ak
eptovania a neak
eptovania { polo¾me

p

a



:=

P

q2F

p

q

, kde p

q

oznaèuje pravdepodobnos» prislú
hajú
u stavu q. Podobne,

p

rej

:=

P

q 62F

p

q

je pravdepodobnos» zamietavej odpovede.

Teraz máme mnoho mo¾ností, ako prelo¾i» tieto pravdepodobnosti na odpovede au-

tomatu. Mohli by sme napríklad poveda», ¾e slovo patrí do jazyka, pokiaµ dostaneme

na kon
i výpoètu p

a



= 1. Rovnako dobre by sme mohli poveda», ¾e slovo je ak
epto-

vané (t.j. patrí do jazyka), ak p

a



> 0 (èo je ekvivalentné s po¾adovaním podmienky

p

rej

= 1 pre neak
eptované slová). Èasto sa e¹te pou¾íva ak
eptovanie s jednostran-

nou 
hybou { po¾aduje sa, aby pre slová patria
e do jazyka bolo p

a



= 1 a pre

ostatné slová aby bolo p

rej

> 1��, kde � je kladná reálna kon¹tanta a aby na ka¾dom

slove platilo p

a



+p

rej

= 1 (v tomto prípade je v¹ak táto podmienka zbytoèná, keï¾e

v¹etky výpoèty jednosmerného automatu sú koneèné).
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Je na tvor
ovi automatu, aby zabezpeèil, ¾e pravdepodobnosti skutoène tieto pod-

mienky spåòa» budú.

� M�¾eme tie¾ automatu dovoli», aby obèas mohol vykona» nejaký krok výpoètu bez

toho, aby písmenko zo vstupu spra
oval. Keï¾e " oznaèuje prázdne slovo, takejto

èinnosti sa hovorí "pre
hod na "". Ako sa v¹ak ukazuje, takéto roz¹írenie opä» s
hop-

nosti automatu nezdokonalí. Dokon
a m�¾eme koneènému automatu povoli» èíta»

vstup via
krát { èi u¾ tým, ¾e sa bude po vstupe posúva» 
ykli
ky, alebo tak, ¾e bude

m�
» ís» aj opaèným smerom { t.j. vráti» sa na pred
hádzajú
e písmenko/á (skryte

to vlastne zahàòa aj pre
hody na "). Akonáhle v¹ak toto povolíme, musíme upravi»

aj de�ní
iu ukonèenia výpoètu. Pri jednosmerný
h automato
h (bez pre
hodov na

") toti¾ bolo toto ukonèenie úplne prirodzené { akonáhle dospel automat na konie


vstupu, u¾ sa nemal na základe èoho ïalej rozhodova», a tak skonèil s výpoètom. Pri

dvojsmerný
h automato
h je situá
ia odli¹ná; podmienka na ukonèenie tu musí by»

iná.

� Inou mo¾nos»ou je umo¾nenie èítania niekoµký
h (�xného poètu) písmeniek naraz.

Ako je v¹ak zrejmé z mati
ovej reprezentá
ie nedeterministi
ký
h aj pravdepodob-

nostný
h jednosmerný
h automatov, takáto úprava nemá nádej im pom�
» { via
ná-

sobné násobenie mati
ami je ekvivalentné jednému vynásobeniu i
h súèinom, a teda

mo¾no k danému roz¹írenému automatu nájs» ekvivalentný

2

obyèajný automat.

Samozrejme, v¹etky tieto roz¹írenia mo¾no navzájom kombinova», èím dostávame ne-

preberné mno¾stvo kombiná
ií. Ukazuje sa v¹ak, ¾e pri mnohý
h taký
hto vylep¹enia
h

sa sila automatu nezvý¹i. Napríklad, dvojsmerný nedeterministi
ký automat, ktorý m�¾e

èíta» naraz via
 písmeniek

3

stále doká¾e rozpoznáva» len regulárne jazyky.

Na druhej strane, dvojsmerný pravdepodobnostný automat, ktorý pra
uje v exponen-


iálnom èase u¾ m�¾e ak
eptova» aj neregulárne jazyky. Ako v¹ak bolo ukázané v èlánku

[DS90℄, je to skutoène len za 
enu exponen
iálneho èasu. V èasti 4.3 bude demon¹trované,

¾e z tohto pohµadu sú kvantové automaty skutoène silnej¹ie ako klasi
ké { nielen¾e doká¾u

urèitý takýto jazyk ak
eptova» v polynomiálnom èase, ale existuje dokon
a aj jazyk, ktorý

doká¾e ak
eptova» istý kvantový koneèný model aj napriek tomu, ¾e to ¾iadny pravdepo-

dobnostný dvojsmerný koneèný automat nedoká¾e.

2.5 Zásobníkové a poèítadlové automaty

Ïal¹ím mo¾ným roz¹írením koneèný
h automatov, tentokrát u¾ skutoène silnej¹ím, je pri-

danie neobmedzenej zapisovateµnej pamäte. Najjednodu
h¹ím typom takejto pamäte je

zásobník { t.j. dátová ¹truktúra podporujú
a dve operá
ie { pridanie objektu na vr
h zá-

sobníka a vybratie objektu, ktorý je momentálne na vr
hu (prípadne so signalizá
iou, ¾e

zásobník je prázdny). ©tandardne sa povoµuje, aby na ka¾dom mieste v zásobníku mohol

2

Automaty pova¾ujeme za ekvivalentné, pokiaµ ak
eptujú ten istý jazyk.

3

Nie, ¾e má via
 hláv!
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by» jeden prvok istej pevne zvolenej koneènej mno¾iny { takzvanej zásobníkovej/pra
ovnej

abe
edy.

Je zrejmé, ¾e takýto model si u¾ nezaslú¾i prívlastok "koneèný" { tým, ¾e sme mu dali

k dispozí
ii neohranièenú zapisovateµnú pamä», prestal ma» 
harakter zariadenia, ktoré je

nemenné a spra
úva akýkoµvek veµký vstup nezávisle od jeho veµkosti. Je µahké ukáza», ¾e

podmienka neohranièenosti je pre tieto automaty kriti
ká { ak by sme povolili akúkoµvek

kon¹tantnú maximálnu veµkos» zásobníka, dostali by sme iba pamä» koneènú (a dokon
a

veµmi obmedzenú { nedá sa do nej pristupova» priamo, iba 
ez spomínané dve operá
ie), a

tá sa dá simulova» aj v koneènom automate.

Na druhej strane, tento model je zaujímavý z hµadiska roz¹irovania { na rozdiel od

koneèný
h automatov, mnohé roz¹írenia tohto modelu sú odli¹né z hµadiska výpoètovej sily.

Napríklad tak je rozdiel medzi deterministi
kými a nedeterministi
kými zásobníkovými

automatmi; je tie¾ µahko nahliadnuteµné, ¾e dva zásobníky (spolu s "-pre
hodmi) sú u¾

ekvivalentné najsilnej¹iemu tradiènému výpoètovému modelu { Turingovmu stroju, . . .

Je zrejmé, ¾e ka¾dý koneèný automat si mo¾no predstavi» ako zásobníkový automat,

ktorý akurát zásobník nevyu¾íva. Teda trieda regulárny
h jazykov je urèite podtriedou

triedy jazykov ak
eptovaný
h zásobníkovými automatmi. Tieto dve triedy sa v¹ak nerov-

najú, inklúzia je vlastná, ako ukazuje napríklad jazyk L = fa

n

b

n

j n � 0g

4

.

Formálnu de�ní
iu zásobníkového automatu uvádza» nebudeme, presný prin
íp jeho

fungovania nie je z hµadiska tejto prá
e podstatný.

Zrekapitulujme si teraz uzáverové vlastnosti zásobníkový
h automatov:

De�ní
ia 14 Trieda jazykov ak
eptovaný
h nedeterministi
kými zásobníkovými auto-

matmi sa nazýva trieda bezkontextový
h jazykov a oznaèuje sa L

CF

(z angli
kého

"Context-Free").

Trieda L

CF

je uzavretá na operá
ie zjednotenia, zre»azenia a inverzného homomor�zmu,

no nie je uzavretá na operá
iu prieniku (a teda ani komplementu). Jej ne-uzavretos» na

prienik demon¹trujú jazyky L

1

= fa

n

b

n




m

j n;m � 0g a L

2

= fa

m

b

n




n

j n;m � 0g, ktorý
h

prienikom je jazyk L

1

\ L

2

= fa

n

b

n




n

j n � 0g. Teda platí ostrá inklúzia

R � L

CF

:

©pe
iálnym druhom zásobníkový
h automatov sú takzvané poèítadlové automaty. Na-

miesto zásobníka majú jednu èíselnú premennú, ktorej hodnotu m�¾u v jednom kroku

zväè¹i» èi zmen¹i» o jednotku (resp. dozvedie» sa, ¾e premenná je rovná nule). Podobne

ako pri zásobníkový
h automato
h, aj tu je d�le¾itá podmienka neohranièenosti obsahu

premennej; bez nej sme stále na úrovni koneèného automatu. Poèítadlový automat doká¾e

rozoznáva» napríklad jazyky L

1

, èi L

2

. Obdobne ako pri zásobníko
h, dá sa ukáza», ¾e

automat s via
erými poèítadlami je u¾ silný ako Turingov stroj.

4

D�kaz, ¾e ho nie je mo¾né ak
eptova» koneèným automatom, sa dá spravi» napríklad pomo
ou tzv.

pumpova
ej lemy pre regulárne jazyky. Podrobnosti mo¾no nájs» vo väè¹ine publiká
ií venovaný
h formál-

nym jazykom.
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2.6 Èasová nároènos»

Zatiaµ vieme porovnáva» jednotlivé modely podµa i
h výpoètovej sily { èi¾e podµa toho, èo

doká¾u rozpoznáva». Na druhej strane, nev¹ímali sme si ako rý
hlo doká¾u ten èi onen jazyk

rozpozna». Z hµadiska prakti
kej vyu¾iteµnosti je èasto práve tento parameter zaujímavý.

Aby sme vedeli porovnáva» jednotlivé modely aj z takéhoto pohµadu, potrebujeme zavies»

vhodný sp�sob merania velièiny "èas". Spravíme tak priamo v abstraktnom modeli:

De�ní
ia 15 Ne
h M je abstraktné zariadenie a w 2 I

M

jeho vstup. Ak existuje ukonèený

výpoèet då¾ky n zariadeniaM na slove w, tak hovoríme, ¾e výpoèet M na vstupe w trval n

krokov a oznaèujeme to t

M

(w) = n. Ak výpoèet M na w neskonèí, kladieme t

M

(n) =1.

De�ní
ia 16 Ne
h M je abstraktné zariadenie a S � I

M

je akákoµvek mno¾ina. Potom

polo¾íme t

M

(S) = max

w2S

t

M

(w) a hovoríme, ¾e M rozpoznáva mno¾inu S v èase

t

M

(S). Pokiaµ � je abe
eda a I

M

= �

�

, hovoríme, ¾e M rozpoznáva jazyk S v èase t

M

(S).

Napríklad, podµa na¹i
h de�ní
ií výpoèet jednosmerného koneèného automatu (rovnako

ako aj jeho nedeterministi
kej èi pravdepodobnostnej verzie) na slove då¾ky jwj trvá jwj

krokov. Teda èas výpoètu je lineárny od då¾ky vstupu. Situá
ia je výrazne odli¹ná napríklad

pri dvojsmerný
h nedeterministi
ký
h koneèný
h automato
h { pri ni
h veµa závisí od

výberu ukonèujú
i
h kon�gurá
ií.



Kapitola 3

Základné kvantové pojmy

V tejto kapitole si ozrejmíme základné pojmy z teórie kvantový
h výpoètov a v¹imneme si

rozdiely oproti výpoètom klasi
kým. Niektoré èasti výkladu sú motivované knihou [NC00℄.

3.1 Kvantový stav

Majme akýkoµvek klasi
ký systém obsahujú
i informá
ie (m�¾e to by» bajt v pamäti poèí-

taèa, stránka v zápisníku, . . . ) Predpokladajme, ¾e daný objekt m�¾e poòa» iba koneène

veµa r�zny
h "obsahov" { napríklad jeden bajt m�¾e nadobudnú» len 256 rozlièný
h hodn�t.

Týmto mo¾ným hodnotám èi obsahom budeme hovori» stavy systému.

Klasi
ké systémy (a i
h stavy) majú niekoµko u¾itoèný
h vlastností, ktoré si budeme

v¹íma» aj pri i
h kvantový
h analógia
h. Preto si i
h najprv zosumarizujme:

1. V¹etky stavy klasi
kého systému sú navzájom (dokonale) odlí¹iteµné.

2. Je mo¾né získa» kompletnú informá
iu o akomkoµvek stave { a teda aj vyrobi» jeho

presnú kópiu.

3. Ak 
h
eme pozna» stav systému pozostávajú
eho z dvo
h podsystémov, staèí pozna»

stavy podsystémov.

Ako sa uká¾e, ani jedna z tý
hto vlastností nie je dokonale splnená pri kvantový
h

stavo
h. Podrobnej¹ie si to rozoberieme v ïal¹om.

Jeden z postulátov kvantovej me
haniky hovorí, ¾e stavy ka¾dého kvantového systému

sú reprezentovateµné ako prvky urèitého vektorového priestoru (takzvaného unitárneho

priestoru) nad poµom komplexný
h èísel. Odteraz preto nebudeme rozli¹ova» medzi systé-

mom a jeho reprezentá
iou v unitárnom priestore { napríklad budeme hovori» o systéme

A a súèasne o unitárnom priestore A.

Okrem ¹tandardný
h operá
ií { sèítania vektorov a násobenia vektoru skalárom { je

v tomto priestore de�novaná e¹te komplexná binárna funk
ia nazývaná skalárny súèin

1

,

1

Niekedy sa oznaèuje aj ako vnútorný súèin

17
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ktorý spåòa niekoµko podmienok. Takémuto priestoru sa hovorí unitárny priestor; niektorí

autori pou¾ívajú aj názov Hilbertov priestor

2

. Presnú de�ní
iu unitárneho priestoru mo¾no

nájs» napríklad v [NC00℄ (sek
ia 2.1), èi [LG68℄.

Kanoni
kým príkladom komplexného unitárneho priestoru je priestor C

n

. Jeho prvky

mo¾no reprezentova» ako komplexné n-zlo¾kové ståp
ové vektory. Sèítanie vektorov je pria-

moèiare { sèítavame i
h po zlo¾ká
h, rovnako násobenie vektoru skalárom (t.j. komplexným

èíslom) je po-zlo¾kové. Akonáhle máme tieto dve operá
ie, m�¾eme zavies» pojem lineárnej

kombiná
ie vektorov:

De�ní
ia 17 Ne
h v

1

; : : : ; v

n

sú vektory, 


1

; : : : ; 


n

komplexné èísla. Potom vektor 


1

v

1

+

: : :+ 


n

v

n

nazývame lineárnou kombiná
iou vektorov v

1

; : : : ; v

n

s koe�
ientami 


1

; : : : ; 


n

.

Je zrejmé, ¾e niektoré vektory sa dajú vyjadrova» pomo
ou iný
h (napríklad, (1 +

i;�2i) = (1 + 3i; 0)� 2(i; i)). Toto motivuje k de�ní
ii pojmu generujú
ej mno¾iny :

De�ní
ia 18 Hovoríme, ¾e mno¾ina M je generujú
ou mno¾inou priestoru H, ak

ka¾dý vektor z H mo¾no napísa» ako lineárnu kombiná
iu vektorov z mno¾iny M . Ak má

priestor aspoò jednu koneènú generujú
u mno¾inu, nazýva sa koneènorozmerný.

V ïal¹om výklade si budeme v¹íma» iba koneènorozmerné unitárne priestory. Zo v¹et-

ký
h generujú
i
h mno¾ín si budeme v¹íma» iba tie "najmen¹ie" { také, èo majú èo najme-

nej prvkov. Je zrejmé, ¾e v takejto mno¾ine nem�¾e by» jeden vektor lineárnou kombiná
iou

ostatný
h { inak by sme jeho vylúèením za
hovali vlastnos» generovania 
elého priestoru,

a to by bolo v spore s "najmen¹os»ou" mno¾iny. Takéto mno¾iny sa nazývajú bázy. Dá

sa ukáza», ¾e v¹etky bázy majú rovnako veµa prvkov, tomuto poètu sa hovorí dimenzia

priestoru.

Napríklad v priestore C

3

je bázou mno¾ina vektorov

0

�

1

0

0

1

A

0

�

0

1

0

1

A

0

�

0

0

1

1

A

;

keï¾e ka¾dý vektor mo¾no napísa» v tvare i
h lineárnej kombiná
ie. Skutoène, ka¾dý vektor

v takomto C

3

má tvar

0

�

�

1

�

2

�

3

1

A

;

a teda je rovný

�

1

0

�

1

0

0

1

A

+ �

2

0

�

0

1

0

1

A

+ �

3

0

�

0

0

1

1

A

:

2

Tento názov sa v¹ak v niektorej literatúre pou¾íva výhradne na oznaèenie nekoneènorozmerného úpl-

ného unitárneho priestoru, preto sa mu budeme sna¾i» vyhýba».
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Pravda¾e, táto báza nie je jediná v tomto priestore. Rovnako dobrá je napríklad báza

0

�

1

1

0

1

A

0

�

0

1

1

1

A

0

�

1

0

1

1

A

;

Okrem popísaný
h operá
ií, spoloèný
h pre v¹etky vektorové priestory, obsahuje uni-

tárny priestor operá
iu skalárneho súèinu.

Poznámka 1 V kni¾ke [NC00℄ sa od skalárneho súèinu po¾aduje pravá lineárnos» (lineár-

nos» v druhom argumente), v [LG68℄ je to lineárnos» v prvom argumente. Aj keï je tento

rozdiel veµmi malý, implikuje, ¾e si treba pri preberaní výsledkov z iný
h zdrojov dáva» po-

zor na poradie pou¾ívané v tom-ktorom zdroji. V ïal¹om texte sa budeme dr¾a» de�ní
ie z

[NC00℄.

De�ní
ia 19 Ne
h H je komplexný vektorový priestor. Zobrazenie < �; � >: H �H ! C

sa nazýva skalárny súèin, ak spåòa nasledovné podmienky:

1. Lineárnos» v druhom argumente, t.j. rovnos» hu;

P

�

i

v

i

i =

P

�

i

hu; v

i

i

2. Konjugovaná symetria { hu; vi = hv; ui

�

(kde

�

oznaèuje èíslo komplexne zdru¾ené)

3. Pozitívna de�nitnos» hv; vi � 0 (t.j. je to nezáporné reálne èíslo).

Príkladom skalárneho súèinu zavedeného v priestore C

n

je

h

0

B

B

B

�

u

1

u

2

.

.

.

u

n

1

C

C

C

A

;

0

B

B

B

�

v

1

v

2

.

.

.

v

n

1

C

C

C

A

=

n

X

i=1

u

�

i

v

i

:

Pomo
ou skalárneho súèinu sa dá zavies» pojem då¾ky vektora u, ktorá sa znaèí jjujj

ako jjujj =

p

hu; ui (vïaka tretej vlastnosti skalárneho súèinu táto odmo
nina existuje,

je reálna a nezáporná). Okrem toho sa zavádza aj pojem ortogonality dvo
h vektorov {

vektory sú ortogonálne pokiaµ i
h skalárny súèin je nulový.

Z báz sú najzaujímavej¹ie tie, ktoré spåòajú podminenku ortonormálnosti { báza je

ortonormálna, pokiaµ je tvorená ortogonálnymi vektormi, ktorý
h då¾ky sú rovné jednej.

Prvá z horeuvedený
h báz je ortonormálna, zatiaµèo druhá nie je (nespåòa ani podmienku

normovanosti, ani ortogonality). O sp�sobe hµadania takejto bázy a o jej vlastnostia
h sa

mo¾no via
 dozvedie» v [LG68℄, pod názvom Gram-S
hmidtova ortogonalizaèný pro
es. Ak

budeme odteraz hovori» o báze, budeme automati
ky predpoklada», ¾e ide o ortonormálnu

bázu.

U¾ spomínaný postulát kvantovej me
haniky hovorí o èosi via
, ako sme zatiaµ povedali.

Stavom kvantového systému toti¾ nem�¾e by» µubovoµný vektor unitárneho priestoru, iba

vektor normovaný (t.j. jeho veµkos» je rovná jednej). Naopak, ka¾dý normovaný vektor

m�¾e by» stavom systému.
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©pe
iálne teda platí, ¾e ak systém m�¾e by» v dvo
h stavo
h, tak m�¾e by» aj v akej-

koµvek i
h lineárnej kombiná
ii s koe�
ientami �; �, pokiaµ tieto spåòajú j�j

2

+ j�j

2

= 1.

Takému stavu sa hovorí superpozí
ia tý
hto dvo
h stavov.

Je tie¾ µahké vidie», ¾e ak u

1

; : : : ; u

n

je (ortonormálna!) báza, ka¾dý prípustný stav má

tvar

P

n

i=1

�

i

u

i

.

3.2 Kvantový bit, trit, dit

Základná jednotka informá
ie vo väè¹ine klasi
ký
h poèítaèov je (jeden) bit. Ak abstrahu-

jeme od jeho fyzi
kej realizá
ie (úroveò napätia v obvode, dierka na diernom ¹títku, . . . ),

bit je abstraktný "objekt", ktorý m�¾e nadobúda» jednu z dvo
h mo¾ný
h hodn�t { 0 alebo

1. Z toho vznikol aj jeho názov { "binary digit".

Jeho kvantovou analógiou je kvantový bit, skrátene qubit. V¹eobe
ne, qubit je aký-

koµvek kvantový systém s dvoma základnými stavmi. Ak má systém tri základné stavy,

nazývame ho qutrit ; pre via
-stavové systémy sa neujalo ¹pe
iálne oznaèenie, spoloène sa

oznaèujú qudit

3

.

3.3 Notá
ia

Na oznaèovanie stavov kvantový
h systémov bol zavedený univerzálny a veµmi prehµadný

sp�sob zápisu { tzv. Dira
ova bra-ket notá
ia

4

. V nej sa obyèajný (èistý) stav nazvaný �

oznaèuje j�i a nazýva sa ket-vektor. Je d�le¾ité uvedomi» si, ¾e � je iba oznaèenie stavu,

rovnako dobre by sme mohli napísa» j�i èi j1011i. ©pe
iálne je d�le¾ité uvedomi» si, ¾e stav

j0i nezodpovedá nulovému vektoru, 0 je iba jeho názov.

Skalárny súèin vektorov j�i a j i sa tu oznaèuje h�j i. Pomo
ou neho mo¾no ku ka¾-

dému ket-vektoru j�i priradi» lineárne zobrazenie { jeho duál, takzvaný bra-vektor { ozna-

èované h�j a de�nované rovnos»ou:

h�j (j i) := h�j i :

V algebre sa hovorí, ¾e bra-vektory tvoria priestor duálny k priestoru ket-vektorov. Ana-

logi
kou kon¹truk
iou mo¾no k danému bra-vektoru priradi» ket-vektor, dokon
a to bude

ten istý, z ktorého príslu¹ný bra-vektor dostaneme horeuvedenou kon¹truk
iou (jeho duál).

Zvyèajne budeme zátvorky okolo argumentu bra-operátoru vyne
háva», èím sa ukazuje

prvá èas» pohodlnosti takéhoto zápisu { symbol h�j i by sme mohli 
hápa» v dvo
h r�z-

ny
h významo
h { buï ako skalárny súèin vektorov j�i a j i alebo ako apliká
iu operátora

h�j na vektor j i. Vïaka horeuvedenej de�ní
ii je to jedno.

Ket- a bra- vektory je mo¾né reprezentova» aj vo veµmi elegantnej a veµmi jednodu
hej

podobe. Ako sme u¾ spomínali, ka¾dý koneènorozmerný (n-rozmerný) unitárny priestor je

toti¾ izomorfný s priestorom C

n

(plynie to z existenie ortonormálnej bázy). Bez ujmy na

3

Toto pomenovanie vzniklo z angli
kého "quantum digit", podobne, ako vznikol "bit" z "binary digit".

4

z angl. bra-
-ket; význam bude vysvetlený zanedlho
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v¹eobe
nosti preto m�¾eme (a budeme) predpoklada», ¾e sa v¹etko odohráva v priestore C

n

(pre vhodné n). Ket-vektory sú v takomto priestore reprezentované ståp
ovými komplex-

nými vektormi s n zlo¾kami a zodpovedajú
i bra-vektor k danému ket-vektoru dostaneme

jeho transponovaním a komplexnou konjugá
iou { takzvanou Hermitovskou konjugá
iou.

Namiesto ket- a bra- vektorov teda mo¾no hovori» o ståp
ový
h a riadkový
h komplex-

ný
h vektoro
h toho istého rozmeru. Napríklad, najv¹eobe
nej¹í mo¾ný qubit (resp. jemu

zodpovedajú
i ket-vektor) má tvar

�

�

�

�

kde j�j

2

+ j�j

2

= 1. Podobne, najv¹eobe
nej¹í mo¾ný bra-vektor je

�

� �

�

:

Tieto dva vektory nie sú navzájom duálne; na to, aby boli, museli by by» e¹te zlo¾ky

bra-vektora nahradené komplexne zdru¾enými èíslami.

Skúsme si teraz predstavi», ¾e by sme ket-vektor j�i a bra-vektor h j vynásobili v

opaènom poradí, ako sme to robili doteraz { spravíme súèin j�i h j. Na prvý pohµad to

nedáva zmysel, no v mati
ovej reprezentá
ii je jednodu
hé vidie», ¾e výsledkom bude mati
a

{ a teda operátor! Vïaka aso
iativite násobenia matí
 je µahké vidie», ¾e jeho správanie je

mo¾né popísa» nasledovne (druhá rovnos» platí, lebo skalárny súèin je iba èíslo, mo¾no ho

preto písa» na obe strany vektora):

j�i h j (jxi) = j�i (h jxi) = h jxi j�i :

Ak tento vz»ah pou¾ijeme ako de�ní
iu operátora j�i h j, opä» sa raz uká¾e pohodl-

nos» Dira
ovej notá
ie { dve pol-zátvorky (bra- a ket-) m�¾eme spoji» do 
elej zátvorky

(bra(
)ket).

Hermitovskú konjugá
iu m�¾eme rovnako, ako v prípade, keï sme vytvárali bra-vektor

z ket-vektoru, pou¾i» aj na µubovoµný operátor (resp. na jeho mati
ovú reprezentá
iu)

M . Dostaneme tým jeho Hermitovský duál, oznaèovaný M

y

. Hermitovská konjugá
ia má

niekoµko zrejmý
h vlastností { napríklad (AB)

y

= B

y

A

y

. Via
 o i
h vlastnostia
h mo¾no

nájs» napríklad v [LG68℄ alebo [NC00℄.

3.4 Zlo¾ený systém

Ïal¹í z postulátov kvantovej me
haniky hovorí, ¾e ak máme dva systémy A a B, ktoré

majú bázy fj�

i

ig

i2I

resp. fj�

j

ig

j2J

, tak systém zlo¾ený z tý
hto dvo
h podsystémov má

mno¾inu bázový
h stavov fj�

i

; �

j

ig

i2I;j2J

. Formálne tento fakt zapisujeme tak, ¾e povieme,

¾e priestor zodpovedajú
i zlo¾enému systému A a B je tenzorovým súèinom priestorov

zodpovedajú
i
h systému A a systému B a znaèíme ho A
B. Vektory j�

i

; �

j

i oznaèujeme

aj j�

i

i 
 jbeta

j

i.

Formálne má tenzorový súèin napríklad nasledovné dve vlastnosti:
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1. Pre µubovoµný skalár � platí �(jxi 
 jyi) = (� jxi)
 jyi = jxi 
 (� jyi) =

2. Lineárnos» v obo
h zlo¾ká
h jxi 
 (jy

1

i+ jy

2

i) = (jxi 
 jy

1

i) + (jxi 
 jy

2

i) a (jx

1

i+

jx

2

i)
 (jyi) = (jx

1

i 
 jyi) + (jx

2

i 
 jyi)

Ak máme v systéme A operátor X a v systéme B operátor Y , mo¾no zavies» aj pojem

tenzorového súèinu operátorov { súèin X 
 Y je operátor, ktorý stavu j�; �i priradí stav

X j�i ; Y j�i. ©pe
iálne m�¾eme takto zavies» v zlo¾enom priestore A 
 B skalárny súèin

nasledovne:

*

X

i;j




i;j

j�

i

; beta

j

i j

X

i;j

d

i;j

j�

i

; beta

j

i

+

:=

X




�

ij

d

ij

V¹imnime si to teraz 
elé z pohµadu komplexný
h vektorov a i
h mati
ovej reprezentá-


ie. Pokiaµ �xujeme bázu v nejakom priestore dimenzie k, ka¾dému linéarnemu operátoru

zodpovedá komplexná mati
a (typu k� k) a naopak, ka¾dej komplexnej mati
i zodpovedá

operátor.

Predstavme si, ¾e máme priestor A dimenzie m a priestor B dimenzie n. Ako sme u¾

povedali, bázu priestoru A aj B m�¾eme reprezentova» akoståp
ové vektory. Otázkou je,

ako vhodne reprezentova» prvky bázy i
h tenzorového súèinu (ktorý by mal ma» dimenziu

mn)?

Jedna z mo¾ný
h reprezentá
ii vyu¾íva Krone
kerov súèin matí
 a jeho de�ní
ia znie:

De�ní
ia 20 Ne
h A je mati
a m� n, B je mati
a p� q. Potom Krone
kerov súèin

matí
 A a B je:

A
B =

nq

z }| {

0

B

B

B

�

A

11

B A

12

B : : : A

1n

B

A

21

B A

22

B : : : A

2n

B

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

A

m1

B A

m2

B : : : A

mn

B

1

C

C

C

A

Napríklad tak máme

�

1

2

�




�

3

4

�

=

0

B

B

�

1:3

1:4

2:3

2:4

1

C

C

A

=

0

B

B

�

3

4

6

8

1

C

C

A

3.5 Kvantový register

Tak, ako klasi
ký register v poèítaèi je systém zlo¾ený z niekoµký
h klasi
ký
h bitov, rov-

nako je aj kvantový register systém zlo¾ený z niekoµký
h qubitov. Tam sa v¹ak podobnos»

konèí. . .
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Tak, ako v klasi
kom registri hodnoty èasto zapisujeme v binárnej podobe (napríklad

0010, alebo 1101), v kvantovom registri podobne oznaèujeme bázu { j0010i a j1101i

5

.

Napríklad, dvojqubitový kvantový register m�¾e by» v stave

1

5

(3 j01i + 4i j10i) (zlomok

1

5

je potrebný kv�li normovanosti).

Predstavme si teraz veµmi jednodu
hý kvantový register, pozostávajú
i len z dvo
h qu-

bitov. Z pred
hádzajú
i
h sek
ií vieme, ¾e v¹eobe
ný stav takéhoto registra je vyjadriteµný

v tvare:

�

00

j0; 0i + �

01

j0; 1i + �

10

j1; 0i + �

11

j1; 1i, kde j�

00

j

2

+ j�

01

j

2

+ j�

10

j

2

+ j�

11

j

2

= 1.

Príkladom takéhoto stavu m�¾e by»

1

2

(j0; 0i + j0; 1i + j1; 0i + j1; 1i). Tento stav sa dá

rovnako dobre napísa» v tvare

1

p

2

(j0i+ j1i)


1

p

2

(j0i+ j1i). Inak povedané, jeho stav sa dá

vyjadri» pomo
ou stavu jedného qubitu a druhého qubitu. Niè zvlá¹tne, v klasi
kom svete

je to dokon
a úplne oèakávateµné. . .

Èo v¹ak so stavom

1

p

2

(j0; 0i + j1; 1i)? Ako za
hvíµku uká¾eme, akokoµvek sa budeme

sna¾i», tento stav sa nám v podobnej podobe vyjadri» nepodarí. Teda dva qubity m�¾u

by» spolu akýmsi sp�sobom previazané

6

a to dokon
a tak, ¾e dohromady tvoria systém,

na ktorého popis nám nestaèí informá
ia o jednej a druhej zlo¾ke samostatne. V klasi
kom

systéme takáto situá
ia nasta» nem�¾e.

No a teraz ten sµúbený d�kaz:

Veta 1 Neexistujú také stavy j�i a j i, ¾e j�i 
 j i =

1

p

2

(j0; 0i+ j1; 1i).

D�kaz Predpokladajme, ¾e také stavy existujú, potom sa dajú napísa» ako

j�i = � j0i+ � j1i

a

j i = 
 j0i+ Æ j1i

a musí plati» �
 = �Æ = 1, �Æ = �
 = 0. Potom v¹ak máme 0 = 0:0 = �Æ�
 = �
�Æ =

1:1 = 1, èo je spor.

Kvantový register je teda o èosi zlo¾itej¹í, ako jeho klasi
ký náprotivok.

3.6 Zápis { evolú
ia kvantového stavu

Ako sme povedali, ka¾dý kvantový stav má tvar

P

i

�

i

j�

i

i, kde fj�

i

ig

i

je báza príslu¹ného

priestoru. Komplexné èísla �

i

navy¹e spåòajú podmienku

P

i

j�

i

j

2

= 1. Ka¾dá operá
ia,

ktorá má transformova» kvantové stavy na kvantové stavy (nad tou istou bázou) musí preto

za
hováva» normovanos» vektorov. Uká¾eme, ¾e táto podmienka je pre lineárne zobrazenie

A ekvivalentná podmienke A

y

A = I, kde I je jednotková mati
a. D�kaz spravíme pre

mati
e 2� 2.

5

E¹te raz je treba upozorni», ¾e stav j0i neoznaèuje nulový vektor.

6

Z angli
kého "entangled".
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Veta 2 Ne
h A je mati
a 2� 2. Potom pre A platí jjujj = 1) jjAujj = 1 práve vtedy, keï

A

y

A = I.

D�kaz Najv¹eobe
nej¹ia mati
a 2� 2 má tvar

A =

�

a b


 d

�

:

Aplikujme ju postupne na vektory

�

0

1

�

;

�

1

0

�

;

1

p

2

�

1

1

�

;

1

p

2

�

1

i

�

:

Dostaneme vektory

�

b

d

�

;

�

a




�

;

1

p

2

�

a+ b


+ d

�

;

1

p

2

�

a + bi


+ di

�

:

Keï¾e vstupné vektory boli normované, aj výsledné vektory také musia by». Teda platí:

bb

�

+ dd

�

= 1

aa

�

+ 



�

= 1

aa

�

+ bb

�

+ 



�

+ dd

�

+ a

�

b + b

�

a+ 


�

d+ d

�


 = 2

aa

�

+ bb

�

+ 



�

+ dd

�

+ a

�

bi� b

�

ai + 


�

di� d

�


i = 2

Po dosadení z prvej a druhej rovni
e do tretej a ¹tvrtej dostávame

a

�

b + b

�

a + 


�

d+ d

�


 = 0

a

�

b� b

�

a+ 


�

d� d

�


 = 0

skadiaµ potom

a

�

b+ 


�

d = 0

b

�

a+ d

�


 = 0

Vypoèítajme teraz súèin A

y

A:

A

y

A =

�

a

�




�

b

�

d

�

��

a b


 d

�

=

�

aa

�

+ 



�

a

�

b + 


�

d

b

�

a+ d

�


 bb

�

+ dd

�

�

=

�

1 0

0 1

�

:

D�kaz opaèným smerom je mo¾né spravi» analogi
ky, staèí obráti» tento postup.

Keï¾e inverzné zobrazenie k unitárnemu zobrazeniu je opä» unitárne, ku ka¾dej trans-

formá
ii kvantového stavu musí existova» transformá
ia inverzná. Z pohµadu dlhodobej¹ej

evolú
ie kvantového systému to znamená, ¾e systém si "musí" pri evolú
ii nies» "so sebou"

informá
iu o tom, ako sa vráti» naspä».

Z hµadiska kvantový
h výpoètov by to znamenalo, ¾e ak by jediný povolený krok vý-

poètu bol apliká
ia niektorej unitárnej operá
ie, takýto systém by zákonite musel by»

reverzibilný. Ak 
h
eme túto podmienku poru¹i», musíme povoli» aj inú operá
iu { a s

jednou takou operá
iou sa zoznámime v nasledujú
ej èasti.
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3.7 Èítanie { meranie

Zatiaµ vieme, akým sp�sobom m�¾eme meni» obsah kvantového registra. Otázkou je, na-

koµko tento stav vieme èíta»? Keby sme toti¾ vedeli priamo zisti» koe�
ienty � a � v stave

� j0i+� j1i, vedeli by sme v jednom qubite ulo¾i» poten
iálne nekoneènú informá
iu (keï¾e

� a � sú µubovoµné komplexné èísla), èo v¹ak odporuje tradièným predstavám o ukladaní

informá
ie.

®iaµ, tu nás kvantová me
hanika príli¹ nepustí { zis»ova» stav kvantového systému

mo¾no len meraním, a merania majú urèité nepríjemné obmedzenia. Prv ne¾ sa s nimi

zoznámime, zavedieme si niekoµko pojmov:

De�ní
ia 21 Lineárny operátor P sa nazýva projektor, ak je rovný svojmu Hermitov-

skému duálu sa a má tvar P =

P

i

jii hij pre niektorú mno¾inu ortonormálny
h vektorov

fjiig.

Je µahké vidie», ¾e pre projektory platí rovnos» P

2

= P :

P

2

(jxi) = (

X

i

jii hij)(

X

j

jji hjj) jxi =

= (

X

i

jii hij)(

X

j

jji hjjxi)

=

X

j

hjjxi (

X

i

jii hijji)

=

X

j

hjjxi (

X

i;i=j

jii)

=

X

j

hjjxi jji

= P (j)

De�ní
ia 22 Ortogonálnym (alebo von Neumannovským) meraním nazývame mno-

¾inu projektorov fP

i

g

f

i 2 Ig taký
h, ¾e pre v¹etky j 6= i platí P

i

P

j

= 0. Okrem toho e¹te

musí plati»

P

i2I

P

i

= Id, kde Id je identi
ký operátor. Uvedenej no¾ine operátorov sa hovorí

pozorovateµná

7

prípadne pozorovanie.

Postuluje sa, ¾e v prípade, ¾e na kvantový stav j�i pou¾ijeme takéto meranie, udeje sa

nasledovné:

1. Ako výsledok merania dostaneme index z mno¾iny I { výsledok merania.

2. Pravdepodobnos», ¾e dostaneme práve výsledok k je rovná jjP

k

j�i jj

2

7

Z angli
kého "observable".
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3. Systém sa pretransformuje do stavu

1

jjP

j

j�ijj

P

j

j�i { t.j. pri opakovanom meraní bu-

deme dostáva» tie isté výsledky, keï¾e P

2

j

= P

j

a P

i

P

j

= 0 ak i 6= j.

Inak povedané, operá
ia èítania kvantového stavu tento stav zmení! Na jednej strane

sa toto správanie m�¾e javi» ako stra¹né { veï takto si m�¾eme uprostred výpoètu nieèo

pokazi»!

Na druhej strane, práve toto správanie nám umo¾òuje robi» nereverzibilné { operá
ie

napríklad, nastavi» daný qubit na urèitú hodnotu. Staèí zrealizova» meranie, èím qubit

dostaneme do jedného zo stavov, ktoré poznáme (keï¾e sme si pomo
ou ni
h vytvárali

meranie) a potom aplikova» príslu¹nú unitárnu operá
iu, ktorá stav prevedie do ¾iadanej

podoby.

Inou mo¾nou apliká
iou je generovanie náhodný
h hodn�t { ak vieme opakovane vy-

tvori» vhodný kvantový stav, m�¾eme pomo
ou merania generova» náhodné hodnoty s

urèenými pravdepodobnos»ami.

Samozrejme, hlavným úèelom merania je skutoène zistenie stavu systému; na pri vý-

poètový
h modelo
h sa èasto meraním zis»uje, èi automat u¾ pri¹iel do ak
eptaèného alebo

zamieta
ieho stavu. Na ten úèel sa vytvorí pozorovateµná, v ktorej jeden projektor zodpo-

vedá ak
eptaèným stavom, druhý zamieta
ím a tretí zvy¹ným.

Napríklad, ak máme kvantový stav

1

2
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p

3

2

j1i a zmeriame ho vzhµadom na pozorova-

teµnú fP

1

; P

2

g, kde P

1

= j0i h0j a P

2

= j1i h1j, dostaneme výsledok 1 s pravdepodobnos»ou

(

1

2

)

2

=

1
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a výsledok 2 s pravdepodobnos»ou (

3

2

)

2

=

3

4

. V prvom prípade bude nový stav

qubitu rovný j0i, v druhom j1i.

Ako je zrejmé z tohto príkladu, pri ¹pe
i�kovaní merania vlastne netreba urèova» sa-

motné projektory, staèia napríklad iba ket-vektory, ktoré i
h tvoria. V tomto prípade by

sme napríklad povedali, ¾e P

1

meria stav j0i a P

2

stav j1i.

O èosi zaujímavej¹í stav dosiahneme, keï skúsime zmera» starý-známy previazaný stav

j�i =

1

p

2

(j0; 0i+ j1; 1i) vzhµadom na pozorovanie udané projektormi P

1

= j0; 0i + j0; 1i a

P

2

= j1; 0i+ j1; 1i. Je µahké vidie», ¾e dostaneme výsledok 1 alebo 2 s pravdepodobnos»ou

1

2

. Zaujímavej¹í je v¹ak stav, v akom bude systém po takomto meraní { ak dostaneme

výsledok 1, systém bude v stave

1

jjP

1

j�ijj

P

1

j�i = j0; 0i. Ak dostaneme výsledok 2, vyjde

nám stav

1

jjP

2

j�ijj

P

2

j�i = j1; 1i. Pou¾ité meranie v¹ak fungovalo tak, ¾e meralo hodnotu iba

prvého qubitu (ako je µahko vidie» z jeho zápisu), no napriek tomu sa zmenil súèasne aj

druhý qubit. Teda pri previazaný
h stavo
h m�¾e zmeraním jednej èasti systému d�js» ku

zmene úplne inej èasti, a treba si na takéto stavy dáva» ¹pe
iálny pozor.

Poznámka 2 Existujú aj v¹eobe
nej¹ie druhy meraní { napríklad POTM merania, no tie

nie sú pre ïal¹í výklad potrebné. Via
 o ni
h sa mo¾no dozvedie» v [NC00℄, èasti 2.2.3-2.2.6.

Nepríjemným d�sledkom prin
ípu fungovania meraní je tie¾ známa "no-
loning the-

orem" { veta o nemo¾nosti dokonalého klonovania kvantový
h stavov. Ako sme videli,

meranie nám pri klonovaní príli¹ pom�
» nevie, keï¾e ono samotné stav takmer iste zmení

(detailný d�kaz je v¹ak nad ráme
 tejto prá
e). Zostávajú nám preto evoluèné operá
ie

{ t.j. operá
ie unitárne. Predpokladajme teda, ¾e existuje unitárna operá
ia U taká, ¾e
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U j0i jxi jyi = j0i j0i jz

0

i, U j1i jxi jyi = j1i j1i jz

1

i, kde x je poèiatoèný obsah qubitu, v

ktorom 
h
eme vytvori» kópiu stavu, y je poèiatoèné pomo
né miesto a z

0

resp. z

1

sú

kon
ové obsahy tohoto pomo
ného miesta.

Potom musí plati» aj U

1

p

2

(j0i+ j1i) jxi jyi =

1

p

2

(j0i+ j1i)

1

p

2

(j0i+ j1i) jzi, kde, tak ako

predtým jzi je výsledný obsah pomo
ného miesta. Problémom je lineárnos» zobrazenia U ,

ktorá hovorí, ¾e dostaneme výsledok:

U

1

p

2

(j0i + j1i) jxi jyi = U

1

p

2

j0i jxi jyi + U

1

p

2

j1i jxi jyi =

1

p

2

(j0i j0i jz

0

i + j1i j1i jz

1

i).

Je µahké vidie», ¾e tento stav nie je rovnaký, ako ten, ktorý mal vzniknú» { dokon
a to,

èo sme dostali, je, na rozdiel od po¾adovaného výsledku, previazané. Dokonalé kopírova-

nie kvantový
h stavov teda nie je mo¾né. Na druhej strane, existujú metódy umo¾òujú
e

kopírovanie s istou nedokonalou úspe¹nos»ou/
hybou.



Kapitola 4

Koneèné kvantové výpoètové modely

V tejto kapitole si v¹imneme dva zaujímavé kvantové výpoètové modely, ktoré vznikli ako

zov¹eobe
nenie klasi
ký
h koneèný
h automatov, a pritom si za
hovali vlastnos» koneènosti,

ktorú rozoberieme v prvej èasti. Ako zdroj informá
ií o iný
h modelo
h m�¾e poslú¾i»

èlánok [Gru00℄, diplomová prá
a [Pet98℄ a kniha [Gru99℄.

4.1 Koneènos»

Koneènos» budeme 
hápa» ako fyzikálnu vlastnos» { aby bol koneèný, systém by mal by»

"zostrojiteµný" z koneèného mno¾stva surovín. Koneèný automat napríklad koneèný je,

no taký zásobníkový automat u¾ nie { jeho zásobník toti¾ m�¾e rás» 
ez v¹etky medze v

závislosti od toho, èo automat dostane ako vstup.

Zatiaµèo v prípade klasi
ký
h modelov je k dispozí
ii surovín veµké mno¾stvo, pri kvan-

tový
h to zatiaµ neplatí { pokusy udr¾a» i veµmi malé (v porovnaní s klas
ikým prípadom)

poèty kvantový
h stavov pohromade a izolovane od okolia zatiaµ zlyhávajú. Preto, je u¾i-

toèné hµada» modely, ktoré sú menej nároèné na vyu¾ívanie kvantový
h fenoménov, no

napriek tomu sú iné ako i
h klasi
ké náprotivky.

4.2 1QFA

Tento model je priamoèiarym prekladom koneèného automatu do kvantovej podoby. Za-

vedený bol v èlánku [KW97℄ ako ¹pe
iálny prípad dvojsmerného kvantového "koneèného"

automatu (2QFA), ktorý v¹ak nespåòa na¹u podmienku koneènosti v pravom zmysle slova

(m�¾e by» v superpozí
ii nad v¹etkými písmenkami vstupu, a teda veµkos» jeho kvantovej

èasti by musela by» úmerná då¾ke vstup), preto sa ním podrobnej¹ie nezaoberáme.

Namiesto koneènej klasi
kej pamäte má 1QFA koneènú kvantovú pamä». Postup vý-

poètu automatu je veµmi jednodu
hý { prakti
ky toto¾ný s klasi
kým koneèným automa-

tom. V jednom kroku preèíta písmenko a na jeho základe si upraví stav svojej pamäte.

Keï¾e jeho pamä» je kvantová, táto úprava musí by» unitárna. Po ka¾dej takejto úprave

sa vykoná meranie vzhµadom na pozorovateµnú, o ktorej sme u¾ hovorili { pomo
ou nej sa

28
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rozhodne, èi automat slovo zak
eptuje, odmientne, alebo pokraèuje ïalej v èítaní vstupu.

Takémuto módu èinnosti sa hovorí aj "many-measurements"; niektorí autori uva¾ovali aj o

prípade, ¾e by sa meranie uskutoèòovalo len raz, a to na kon
i výpoètu ("measure-on
e").

V na¹om abstraktnom modeli sa dá zade�nova» napríklad nasledovne:

De�ní
ia 23 Ne
h � je abe
eda, K je koneèná neprázdna mno¾ina stavov,

^

K je mno¾ina

normovaný
h vektorov v jKj-rozmernom unitárnom priestore (oznaèíme i
h tak, ¾e K �

^

K), F � K je mno¾ina ak
eptaèný
h stavov, R � K mno¾ina zamieta
í
h stavov, q

0

2 K

je poèiatoèný obsah pamäte a fV

a

:

^

K !

^

K j a 2 �g je mno¾ina pre
hodový
h unitárny
h

operá
ii pre jednotlivé písmenká. Budeme pou¾íva» projektory P

a



=

P

i2F

jii hij, P

rej

=

P

i2R

jii hij, P

non

=

P

i2K�(R[F )

jii hij. Polo¾me:

1. I := �

�

2. S :=

^

K � �

�

{ prvá zlo¾ka reprezentuje obsah pamäte, druhá doposiaµ nepreèítaný

úsek vstupného slova

3. T :=

^

K � f"g { výpoèet skonèí, keï je 
elý vstup spra
ovaný

4. O := f>;?g

5. i(w) := (jq

0

i ; w)

6. (j�i ; a � w) ` (j i ; w; p

a

; p

r

), ak a 2 �, w 2 �

�

, p

a

= jjP

a



j�i jj, p

r

= jjP

rej

j�i jj a

j i =

1

jjP

non

j�ijj

P

non

j�i je výsledok merania vzhµadom na projektor P

non

.

Keï¾e takýto automat je zo svojej podstaty pravdepodobnostný, na ak
eptovanie jazyka

je potrebné vzia» niektorú z de�ní
ií pravdepodobnostného ak
eptovania. V tomto prípade

je to e¹te navy¹e skompilkované mo¾nos»ou, ¾e automat m�¾e na danom vstupe skonèi»

bez toho, aby vstup ak
eptoval alebo zamietol.

Dá sa v¹ak demon¹trova», ¾e podmienka unitárnosti vývoja obsahu pamäte je omnoho

tvrd¹ia, ako by sa mohlo zda». Takýto model nedoká¾e ak
eptova» ani v¹etky regulárne

jazyky (a pritom v¹etky jazyky, ktoré ak
eptuje, regulárne sú). Ukazuje sa teda, ¾e pria-

moèiara konverzia z klasi
kého automatu na kvantový je v tomto prípade veµmi nevýhodná

{ kvantové fenomény nám sk�r ¹kodia ako pomáhajú.

Tento nedostatok sa sna¾í rie¹i» druhý model, ktorý spomenieme v nasledujú
ej èasti.

4.3 2QCFA

Model bol navrhnutý v èlánku [AW02℄ ako istý medzistupeò medzi 1QFA, ktoré sú príli¹

slabé a 2QFA, ktoré, vzhµadom na to, ¾e veµkos» i
h kvantového stavu je úmerná då¾ke

vstupu, sú príli¹ "neprakti
ké".

Samotný automat je de�novaný veµmi jednodu
ho { jeho pamä» pozostáva z dvo
h

èastí { klasi
kej a kvantovej. V ka¾dom kroku m�¾e urobi» jednu z dvo
h ve
í { podµa
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písmenka na vstupe buï upravi» svoju klasi
kú a kvantovú èas», alebo obsah kvantovej èasti

zmera» vzhµadom na urèenú pozorovateµnú (a podµa výsledku merania upravi» obe svoje

pamäte). Prin
ipiálne mo¾no tieto dve aktivity spoji» do jednej { staèí mera» vzhµadom

na pozorovateµnú, ktorá obsahuje iba identi
ký projektor. Teda m�¾eme predpoklada», ¾e

automat v¾dy spraví meranie a potom sa rozdhodne podµa obsahuje pásky a výsledku

merania.

Vzhµadom na to, ¾e merania sú pravdepodobnostné, aj ak
eptovanie musí by» prav-

depodobnostné. V originálnom èlánku autori ukázali, ¾e pokiaµ sa ak
eptovanie de�nuje

ako ak
eptovanie s jednostrannou 
hybou { t.j. na ka¾dom vstupe automat skonèí v ak-


eptaènom alebo zamieta
om stave s pravdepodobnos»ou 1, prièom na slová
h patria
i
h

do jazyka je pravdepodobnos» ak
eptovania rovná 1 a na ostatný
h je pravdepodobnos»

zamietnutia aspoò 1� �, tak tento model má veµmi zaujímavé výpoètové vlastnosti.

Èiastoène sformalizovaná de�ní
ia takéhoto automatu (originálni autori volili rad¹ej

neformálnej¹í prístup):

De�ní
ia 24 Ne
h � je abe
eda, K;Q sú koneèné neprázdne mno¾iny stavov { klasi
ký
h

a kvantový
h,

^

Q je mno¾ina normovaný
h vektorov v jQj-rozmernom unitárnom priestore

(kde Q �

^

Q), F � K je mno¾ina ak
eptaèný
h stavov, R � K mno¾ina zamieta
í
h stavov,

k

0

2 K; q

0

2 Q sú poèiatoèné obsahy pamätí, m je funk
ia priraïujú
a dvoji
i (aktuálny

stav, èítané písmenko) meranie, ktoré sa má v príslu¹nom stave previes», a Æ : K���M !

K � U � f�1; 0; 1g je pre
hodová funk
ia, ktorá priraïuje troji
i (klasi
ký stav, písmenko,

výsledok merania) troji
u (nový klasi
ký stav, unitárna operá
ia na

^

Q, posun automatu).

Budeme pou¾íva» projektory P

a



=

P

i2F

jii hij, P

rej

=

P

i2R

jii hij, P

non

=

P

i2K�(R[F )

jii hij.

Polo¾me:

1. I := �

�

2. S := K �

^

Q� (4�

�

�)� N { prvá a druhá zlo¾ka reprezentujú obsahy pamätí, tretia

vstup (spolu s okrajovými znaèkami 4 a �), ¹tvrtá miesto, ktoré je automatom práve

èítané.

3. T nebudeme zapisova» formálne

4. O := f>;?g

5. i(w) := (k

0

; jq

0

i ;4w�; 0) kde

6. (k; j�i ; w; n) ` (k

0

; j i ; w; n

0

; p

a

; p

r

), ak w 2 �

�

, Æ(k; a;m(k; a)) = (k

0

; U; d) a j i =

1

jjP

non

j�i

jjP

non

j�i, kde j�i = U j�i. p

a

= jjP

a



j�i jj, p

r

= jjP

rej

j�i jj.

Je zrejmé, ¾e takýto model rozpoznáva v¹etky jazyky, ktoré sú rozpoznávateµné dvoj-

smernými pravdepodobnostnými automatmi, keï¾e, ako sme u¾ povedali, kvantový auto-

mat si "m�¾e hodi» ko
kou". Podobne, ako sme vysvetµovali pri koneèný
h pravdepodob-

nostný
h automato
h, výpoèet automatu si mo¾no predstavi» ako priamoèiare poèítanie s
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mati
ami. V tomto prípade v¹ak mati
e nemusia by» sto
hasti
ké

1

, ale unitárne. Unitárnos»

je vlastnos», ktorá v tomto prípade automatu výrazne pom�¾e { vïaka tomu, ¾e v mati
i

m�¾u by» záporné èísla, je mo¾né dosiahnu» napríklad istú operá
iu aj jej navrátenie spä»

{ èo pri pravdepodobnostný
h automato
h mo¾né nebolo.

Uká¾eme dva príklady, ktoré sú zaujímavé z hµadiska (oba príklady sú spra
ované podµa

[AW02℄):

Prvým jazykom je jazyk palindrómov { L

pal

= fw 2 fa; bg

�

j w = w

R

g. Tento jazyk nie

je mo¾né ak
eptova» ¾iadnym dvojsmerným pravdepodobnostným automatom. Na druhej

strane, existuje 2QCFA, ktorý tento jazyk ak
eptuje a jeho kvantová èas» má veµkos» je-

diného qubitu! Základom èinnosti 2QCFA ak
eptujú
eho tento jazyk je fakt, ¾e v grupe

unitárny
h operá
ií na jednom qubite existuje podgrupa izomorfná s dvojgenerátorovou

voµnou grupou:

De�ní
ia 25 Voµná grupa s dvoma generátormi je grupa tvorená slovami nad abe
edou

fx; y; x

�1

; y

�1

g, prièom ak slovo obsahuje dvoji
u xx

�1

, x

�1

x,yy

�1

,y

�1

y, táto sa pova¾uje

za ekvivalentnú s �. Grupovou operá
iou je skladanie slov.

Pre zjednodu¹enie v¹ak budeme uva¾ova» namiesto jedného qubitu jeden qutrit. Naprí-

klad je mo¾né vzia» rotá
ie Príklady unitárny
h operá
ií, ktoré tvoria grupu izomorfnú s

voµnou dvojgenerátorovou grupou sú:

U

a

=

0

�

4

5

3

5

0

�

3

5

4

5

0

0 0 1

1

A

U

b

=

0

�

4

5

0

3

5

0 1 0

�

3

5

0

4

5

1

A

Máme teda voµnú grupu s dvoma generátormi { U

a

a U

b

. Zadaný vstup zinterpretujeme

tak, ¾e ho preèítame dvakrát, prvýkrát pri ka¾dom písmenku a pou¾ijeme operá
iu U

a

a pri

ka¾dom b operá
iu U

b

, pri druhom pre
hode pou¾ívame U

�1

a

a U

�1

b

. Ak výsledok nebude

ekvivalentný s neutrálnym prvkom grupy (t.j. s prázdnym slovom), slovo zamietneme, inak

zostane poten
iálnym kandidátom na ak
eptá
iu.

Zjavne, ak w = w

R

, ka¾dá operá
ia U

�1

a

vyru¹í príslu¹nú U

a

, ktorá bola aplikovaná pri

prvom pre
hode, podobne je to s U

b

a U

�1

b

. Ak v¹ak w 6= w

R

, niekedy nastane prípad,

keï bola aplikovaná operá
ia U

a

a za òou U

�1

b

(alebo U

b

a za òou U

�1

a

). Takéto slovo v¹ak

nem�¾e by» ekvivalentné s prázdnym slovom.

Problémom je, ¾e pravdepodobnos» zamietnutia zlého slova je sí
e nenulová, no veµmi

nízka (exponen
iálne klesá s då¾kou vstupného slova). Preto je potrebné tento postup mno-

hokrát opakova». Na tento úèel sa vyu¾íva trik, ktorý by sme mohli nazva» "úmyselné zdr¾o-

vanie" { stroj vykoná postupnos» krokov, ktorej pravdepodobnos» úspe
hu je exponen
iálne

nízka a ak sa táto èinnos» skonèí úspe
hom, automat skonèí s ak
eptujú
ou odpoveïou.

Príkladom takej èinnosti je "hádzanie min
ou" na ka¾dom písmenku vstupného slova a

pokiaµ nepadne v¹ade hlava, tak sa opakuje horeuvedené overovanie príslu¹nosti slova do

jazyka.

1

Teda spåòajú
e podmienku 
elkovej pravdepodobnosti rovnej jednotke
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Inak povedané, stroj sa vlastne sna¾í hµada» sp�sob, ako slovo zamietnu», a iba ak sa

mu to dostatoène dlho nepodarí nájs» nepodarí, dá kladnú odpoveï. Tento prístup je aj

zdrojom problémov pri pokuso
h o roz¹írenie modelu 2QCFA o istý druh nedeterminizmu {

priamoèiary nedeterminizmus sa toti¾ sna¾í práve o èo najskor¹ie dosiahnutie ak
eptaèného

stavu.

Zaujímavým problémom je otázka, èi je mo¾né dosiahnu» aj väè¹ie ako exponen
iálne

"zdr¾ovanie" a èi by takéto zdr¾ovanie malo prínos pre výpoètovú silu automatu. Na zá-

klade doteraj¹ieho skúmania je odpoveï záporná.

Druhým jazykom je jazyk L

eq

= fa

n

b

n

j n � 0g. Tento je sí
e pravdepodobnostným

automatom ak
eptovateµný, no takýto automat potrebuje exponen
iálny èas, zatiaµèo prí-

slu¹nému 2QCFA staèí èas polynomiálny.

Automat ak
eptujú
i tento jazyk je jednodu
h¹í ako pred
hádzajú
i { za ka¾dé pís-

menko a aplikuje na svoj stav rotá
iu o uhol, ktorý generuje istú nekoneènú podgrupu grupy

v¹etký
h unitárny
h operá
ií na jednom qubite. Podobne, za ka¾dé b realizuje operá
iu k

tejto rotá
ii inverznú. Po prejdení slova overí, èi výsledný stav zodpovedá neutrálnemu

prvku. Opä», pravdepodobnos» zamietnutia je relatívne nízka, no nie exponen
iálne nízka.

Aj keï by bolo mo¾né pou¾i» rovnaký sp�sob "zdr¾ovania" pomo
ou hádzania min
e, zby-

toène by sa tým zväè¹ila doba výpoètu. Preto je v tomto prípade pou¾itá te
hnika známa

ako "random-walk", pri ktorej sa na základe hodu min
ou automat presúva doµava alebo

doprava a ak príde a¾ po kon
ové písmenko, tak ak
eptuje. Vïaka tejto te
hnike je mo¾né

zdr¾a» 
hod automatu polynomiálne { a tým dosiahnu» oèakávaný polynomiálny èas behu.

Podobne ako predtým, aj na èinnos» tohto automatu sa mo¾no díva» tak, ¾e vstupné

slovo je popisom prvku v istej grupe a automat tento prvok priamo kon¹truuje (vïaka faktu,

¾e príslu¹ná grupa je podgrupou grupy unitárny
h transformá
ii jeho stavového priestoru)

a na kon
i kon¹truk
ie porovnáva s jedným ¹pe
i�
kým prvkom (bez ujmy na v¹eobe
nosti

s neutrálnym prvkom). Keï¾e v¹ak kvantové stavy nie je mo¾né dokonale porovnáva», ide

len o pravdepodobnostný prístup { a teda tento postup treba via
krát opakova».

Pokiaµ je nám známe, takýto pohµad zatiaµ nebol skúmaný

Pomo
ou ¹tandardný
h kon¹truk
ií mo¾no ukáza», ¾e trieda jazykov ak
eptovaná ta-

kýmito automatmi je uzavretá na prienik aj inverzný homomor�zmus. Kon¹truk
iou po-

dobnou tej, ktorú sme ukázali, vieme ukáza» aj to, ¾e takéto automaty doká¾u ak
ep-

tova» jazyky fa

n

b

n




m

j n;m � 0g a fa

n

b

n




m

j n;m � 0g, ktorý
h prienikom je jazyk

fa

n

b

n




n

j n � 0g, ktorý nie je ani bezkontextový.

Na jednej strane teda takýto automat doká¾e rozpoznáva» jazyky, ktoré nie sú ani

bezkontextové (a teda nie sú ak
eptovateµné ani klasi
kým zásobníkovým automatom, ktorý

nie je, na rozdiel od tohto modelu, koneèný), no na druhej strane sa zatiaµ zdá, ¾e nedoká¾e

ak
eptova» ani niektoré jazyky kontextové. Jednou takouto uká¾kou je jazyk, v 4.3 oznaèený

ako L

balan
ed

= fx 2 f(; )g

�

j uzátvorkovanie je korektné, t.j. ku ka¾dej µavej zátovorke

existuje prislú
hajú
a pravá g.

Okrem toho, popísané kon¹truk
ie vy¾adovali veµmi vysokú mieru presnosti, a tak i
h

prakti
ká vyu¾iteµnos» nie je príli¹ vysoká. Zaujímavé by v¹ak mohlo by» pokúsi» sa o roz-

¹írenie tohto modelu o ïal¹ie mo¾nosti { napríklad, pridaním urèitej nekvantovej operá
ie

(konkrétne porovnávanie dvo
h kvantový
h stavov) sa zdá, ¾e by bolo mo¾né tento model
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pový¹i» na úroveò klasi
ký
h poèítadlový
h automatov, pou¾itím tejto operá
ie v automate

M

equ

by malo by» mo¾né simulova» klasi
ké poèítadlo. Tým by sa v¹ak tento model dostal

mimo kategórie "prakti
ký
h" modelov, keï¾e jeho fyzi
ká realizá
ia by priamo odporovala

kvantovej me
hanike.



Kapitola 5

Záver

V predkladanej diplomovej prá
i sme sa zaoberali klasi
kými a kvantovými modelmi,

uviedli sme aj prípady, keï roz¹írenie automatu (nahradenie klasi
kej pamäte kvanto-

vou) sp�sobilo roz¹írenie jeho mo¾ností, no analogi
ké roz¹írenie ekvivalentného modelu

mu naopak výpoètovú silu ubralo.

Problém úplnej 
harakterizá
ie výpoètovej sily r�zny
h modi�ká
ii modelov 1QFA i

2QCFA zostáva i naïalej otvorený. Zaujímavé by mohlo by» aj zistenie, akú výpoètovú silu

má 2QCFA, pokiaµ mu pridáme (nekvantovú) mo¾nos» overenia, èi jeho kvantová èas» je v

niektorom pevne zvolenom stave. Takýto model by, intuitívne, mal by» aspoò taký silný,

ako dvojsmerný poèítadlový automat. Otázkou tie¾ zostáva po¾adovaná presnos» realizá
ie

kvantový
h operá
ií.

Mno¾stvo výsledkov z tejto oblasti mo¾no nájs» v prá
i [Gru00℄.

Poèas písania prá
e bolo vyskú¹aný
h via
ero prístupov k problematike vysvetµovania

teórie kvantový
h výpoètov na úrovni zrozumiteµnej ¹tudentovi informatiky. Via
ero mo-

delov, ktoré zjedno
ovali klasi
ké a kvantové výpoèty, sa ukázalo by» nevhodnými, èi u¾ z

hµadiska názornosti alebo v¹eobe
nosti. Model, ktorý sme zaviedli v tejto prá
i, je dosta-

toène univerzálny, aby ho bolo mo¾né pou¾i» na via
ero známy
h kvantový
h aj klasi
ký
h

modelov, a pritom sa sna¾í by» èo najnázornej¹í, aby umo¾nil urobi» pre
hod od klasi
kého

ku kvantovému èo najjednodu
h¹ie.

Iný prístup k problematike modelov kvantový
h výpoètov bol zvolený v [Gud00℄, kde

sa v¹ak autor nesna¾í o vysvetlenie základov kvantový
h výpoètov, ale o i
h zjednotenie a

vzájomné porovnanie.
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