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Kapitola 1
Uvod

Ked’ sa zaciatkom 20. storocia zacala do povedomia nie len fyzikov, ale celej verejnosti dostévat
kvantov4 fyzika, znamenalo to vyznamny prelom. Clovek bol niteny pripustit svoj omyl tak,
ako to urobil iba niekol'’kokrat v histérii (a ze to ¢asto nebolo jednoduché, ukazuju kruté osudy
prvych zéstancov heliocentrickej sistavy). Museli sme si priznat, ze vsetko to, ¢o okolo seba
vidime a vnimame, ¢o povazujeme za tak samozrejmé ako modri oblohu alebo hrejici ohen, je
len priblizenie skuto¢nosti, ktord stéle zostdva zahalend riskom tajomstva. Nasa kazdodennd
skisenost’ nds uci, ze na konkrétne otdzky existuji konkrétne odpovede. Vieme povedat)
ale hovori, ze sa nemodzeme pytat, ¢o je to vlastne svetlo, kde presne je elektrén. Nie preto,
ze by sme odpoved nepoznali, je predsa ilohou badatelov kldst’ si podobné otédzky. Odpoved
nikdy nedokdzeme pochopit, rovnako ako nikdy nemozeme vysvetlit’ slepému ¢loveku rozdiel
medzi ervenou a modrou farbou; ako spieval Karel Kryl:

. chces hluchym vyprdvet, co pisen znamend, a slepym co jsou kridla labuti? ...

Aj ked bol matematicky formalizmus na svete, trvalo niekol’ko rokov, kym sa fyzici zhodli
na tom, ¢o vlastne znamend. V dnesnej dobe je vo vicsine odbornej verejnosti preferovnd
pravdepodobnostné (kodanska!) interpretédcia kvantovej mechaniky. A to aj napriek tomu, ze
prindsa mnoho vnitornych paradoxov a predpoklada veci, ktoré su tazko zlucitelné s nasou
kazdodennou sktsenostou a priam sa priecia zdravému rozumu. Naucili sme sa bez velkého
pozastavenia prijimat,, Ze pri merani sa stav castice skokom meni a Ze meracie pristroje sa
nedaji popisovat kvantovomechanicky. Priptustame tak hned’ na zaciatku, ze tedria nie je
uiplnd, pretoze potrebuje elementy popisované inou teériu, aby sa dala vobec pouzit. Na
druhej strane si ale jej vysledky natol’ko prevratné, ze musi byt akceptovana.

Samozrejme, existuju aj iné tedrie chdpania a interpretovania zndmej matematiky. Kazda
z nich mé svoje vyhody a snazi sa svojim spdsobom spojit’ to, ¢o pozndme z bezného sveta s
tym, ¢o hovoria rovnice. Kazdé z nich ma vsak aj svoje nevyhody a vniitorné problémy, ktoré
ich zarad'uju len do zoznamu alternativnych interpetécii ku kodanskej.

Vsetko toto su zrejme dovody, preco aj na prahu nového tisicro¢ia nachddzame aj v oblas-
tiach jednoduchej kvantovej mechaniky problémy, ktoré si neprebadané. Myslienky kvantovej
komunikécie a kvantovych pocitacov ldkaji aj laikov, ktorf si od nich sl'ubuji radikdlnu zmenu

'Kodansks podla dédnskeho mesta, kde sa konalo stretnutie fyzikov, na ktorom bol dohodnuty spolo¢ny
pohl'ad na problematiku interpetécie kvantovej mechaniky.



v spOsobe spracovania dédt a informécie, ktora sa stala v poslednom desatroc¢i snad’ najcastejsie
sklonovanym slovom vébec.

V mojej diplomovej praci sa pokisam poskytnit’ uceleny pohlad na kvantovi vizbu - en-
tanglement, podl'a moznosti ¢o najsirSiemu okruhu ¢itatelov. V druhej kapitole je historicky
a vecny prehlad o tom, ako sa na kvantové koreldcie prislo, ako boli experimentdlne dokdzané
a tiez ako sa daju teoreticky a prakticky (aj ked’ to dosial len v laboratéridch) vyuzit. Snazil
som sa, aby kazdy, kto absolvoval kurz elementdrnej kvantovej mechaniky, dokédzal bez d’alsich
znalosti precitat’ tito ¢ast’ a pochopit, ¢o to entanglement je, preco je taky zvlastny a dolezity
a tiez to, preco sa dosial nepodarilo vyuzivat’ ho efektivnejsie.

Kvantovd informécia, zakédovand napriklad v stave elektrénu so spinom % alebo v po-
larizacii foténu je daleko krehkejsia a zranitelnejsia pod vplyvom okolitého prostredia ako
klasickd. Na to, aby sme boli v budicnosti schopni vyuzivat prednosti, ktoré poskytuje,
musime vypracovat algoritmy na predchadzanie a ndpravu chyb, ktoré vplyvom prostredia
vznikajui. V tretej kapitole rozoberdam jeden z moznych scendrov vhodny hlavne pre prostredie
so silnym vplyvom a ukazujem, za akych okolnost{ je vyhodné ho pouzit. Jednd sa o kédovanie
bitu kvantovej informécie (v dalsom texte nazyvanom qgbit) do priestoru stavov, ktory vznikol z
povodnej castice a niekolkych d’alsich rovnakych ¢astic (je to ista obdoba klasického sposobu
kédavania opakovanim, ked tu isti informéciu posielam niekolkokrat). Vyuzijem vsak silu
kvantovej vizby a stavy nekédujem do niekolkondsobnych képif, ale do symetrického stavu.
Vysledkom je potom, pre dany model a parametre posobenia prostredia, optimédlny pocet
castic, do ktorych je vhodné stav kédovat.

Stvrta kapitola je venovand tplne inému problému. Jednd sa o ¢isto fenomenologicky
pohlad na entanglement v konkrétnom fyzikdlnom modeli. Vybral som si Isingov model v
jednom rozmere s prie¢cnym magnetickym polom, lebo z klasického pohladu je vel'mi dobre
preskimany. Snazim sa ukdzat, ze stidium ¢asového vyvoja entanglementu medzi jednotlivy-
mi Casticami aj v malych systémoch moze ukizat niektoré zaujimavé skutocnosti, ktoré nie si
z klasického pohl'adu na model zrejmé. Pokisil som sa tiez hladat’ ndznaky fazovych prechodov
v modeli s malym poc¢tom ¢astic a overoval som niektoré nerovnosti pre miery entanglementu,
ktoré dosial’ neboli vieobecne dokazané.



Kapitola 2

Entanglement

2.1 Paradox Einsteina, Podolskeho a Rosena

V roku 1935 mala kvantovd mechanika za sebou burlivy vyvoj. Teéria, ktora tak ako ziadna
predtym popierala nase skisenosti z bezného zivota, sa ukdzala ako vel'mi presné a produktiv-
na v predpovedani vysledkov pokusov vo svete elementdrnych castic. Klddla vsak aj otdzky,
na ktoré nevieme casto odpovedat’ ani dnes. Na jednu z nich upozornil Einstein et al. v ¢lanku
[1]. Pokusili sa na zdklade vlastnej definicie reality poukdzat na to, Ze opis reality pomocou
vlnovej funkcie nemoéze byt kompletny, teda ze znalost’ vlnovej fukcie nezodpovedd znalosti
v8etkych faktov o systéme (svedéi o tom uz aj ndzov ¢lanku, v preklade: ”Mozeme povazovat
kvantovo-mechanicky opis fyzikélnej reality za kompletny?”, ktory priam navadza odpovedat’
nie). Pokisim sa tu pretlmocit’ argumenty uvedené v ¢lanku a v d’alsom aj argumenty opo-
nentov.

Zdakladné Einsteinova axiéma, ktori povazoval za nespochybnitelnd, sa tykala prave defini-
cie fyzikdlnej reality. Einstein tvrdi: ” Posta¢ujica podmienka na to, aby sme fyzikdlnu veli¢inu
povazovali za redlnu je to, ze dokdzeme jej hodnotu pre dany fyzikdlny systém predpovedat’
bez toho, aby sme narusili tento systém”. V kvantovej mechanike ale nedokdzeme s istotou
predpovedat’ hodnoty veli¢in reprezentovanych dvoma nekomutujicimi operdatormi. V zmysle
tejto argumentdcie mame teda len dve moznosti: bud nemdézu byt obe veli¢iny naraz ”redlne”,
alebo opis prirody a reality pomocou vlnovej funkcie nie je tplny.

Zoberme na zaciatok priklad trividlneho systému s jednym stupiiom volnosti, ktory sa
nachddza v stave

U(z) = el2mi/Mpoz (2.1)

kde h je Planckova konstanta, py konstanta a z nezdvisld premennd. Uvedend funkcia je
vlastnym stavom operédtora hybnosti

Y

p = (h/2mi) pe (2.2)
s vlastnou hodnotou py. Nie tak ale pre operdator polohy z, kde moézeme zaviest’ len hustotu
pravdepodobnosti toho, Ze sa Castica nachddza v danom mieste. Ak m4 castica presne defino-

vanu hybnost, pojem polohy ¢i siradnic v priestore nemd pre nu ziaden fyzikdlny vyznam.
Predstavme si teraz ale zlozitejsi fyzikdlny systém, ktory mozeme rozdelit’ na dve casti, 1
a II, so suradnicami x; a x5. Nech tieto casti isty ¢as, povedzme od ¢t = 0 do ¢t = T spolu
interagovali. Po tomto ¢ase uz nie je mozna ziadna interakcia oboch systémov, a preto, podla

)



argumentdcie v ¢lanku, Ziadna zmena ¢i meranie, odohravajice sa iba na systéme I, nemoze
ovplyvnit’ stav systému II. Vyberme teraz dve veli¢iny, A a B, s vlastnymi funkciami 1; a ;.
Celkovi vlnovi funkciu potom mézeme napisat’ ako rozklad podla vlastnych stavov tychto
veli¢in (pre jednoduchost’ predpokladdme nedegenerovanost):

I (2, 25) Z% 1)U (22) Z% 1) Un(232). (2.3)

Ak teraz prevedieme na systéme I meranie veliciny A, vysledkom moze byt len jedna z
jej vlastnych hodnét. Pritom sa ale vlnova funkcia zredukuje na jeden jediny ¢len zo sumy v
rovnici (2.3). Ak napriklad nameriame hodnotu a;, druhy systém zostane v stave u;(zs). Ak
zasa zmeriame veli¢inu B a ziskame b;, druhy systém musi byt' v stave v;(z2). Ked’ze ale druhy
systém ”nevie”, ktord veli¢cinu meriame, musia obe funkcie zodpovedat’ tej istej realite, ked’ze
neexistuje ziadna interakcia medzi systémami. Druhy systém teda musi byt v stave, ktorého
"realita” zodpovedd obom funkcidm u;(x3) i vj(x2) naraz. Ni¢ ale nebrani tomu, aby tieto
funkcie boli vlastnymi funkciami dvoch nekomutujicich operatorov, napriklad uz spominane;j
polohy a hybnosti. To by ale znamenalo, Zze druhy systém ma redlne presne urceni aj polohu,
aj hybnost, ¢o je v prikrom rozpore s tym, ¢o tvrdi kvantovd mechanika.

V zévere clanku je polozend otdzka, ¢i je naozaj popis systému pomocou vlnovej funkcie
kompletny.

Kritko po uverejneni tohoto ¢ldnku sa objavila odpoved’, ktori publikoval Niels Bohr v
[2]. Prijal definiciu reality, uvedent v poévodnom ¢lanku, snazil sa vsak ukdzat, ze problém je
niekde inde. Totiz, ze kazdy pokus ¢i experiment, ktory vykondme, musi byt vyhodnocovany
samostatne a ze nemozeme vytvarat zdvery na zédklade toho, ¢o by sme mohli zmerat), ale len
a len na zaklade toho, ¢o naozaj zmeriame. A ako vieme, naozaj zmerat’ mozeme len jeden z
nekomutujucich operatorov, ak zmeriame aj ten druhy, porusime stav systému.

Einstein vo svojich pamitiach neprijal tito argumentédciu. Povazoval aj nad’alej za nezvra
titelny fakt, ze akékol'vek meranie ¢i ind manipuldcia so systémom I, ktory je priestorovo
separovany od zvysku systému II, nemoze ovplyvnit’ tento systém.

Jednuduchsi priklad, zakladajici sa ale na tplne rovnakej dileme ako predchddzajice,
uverejnil Bohm [3]. Predpokladajme rozpad bezspinovej Castice na dve Castice so spinom
1/2 (napriklad mp — ete™), ktoré sa od seba velkou rychlostou vzdaluju. Na elektréne
mozeme vykonat’ napriklad meranie spinu v smere osi . Dostaneme vysledok +1/2, ktory
uz s urcitostou zafixuje velkost’ spinu v smere osi x aj pre pozitrén. Rovnako dobre ale
mozeme uskutocnit’ merania aj spinu v smeroch inych osf, napriklad y ¢i z. Vychddza ndm, ze
spin pozitréonu musi byt’ teda uréeny vo vsetkych osiach, ¢o je znova v rozpore s predikciami
kvantovej mechaniky, ktord to povol'uje maximélne pre jednu os.

Zaver zo vsetkych tychto dvah bol jednozna¢ny. Nie vsetky fakty a skuto¢nosti, ktoré sme
povazovali az doteraz za nezvratitelné, mozu ostat’ v platnosti. Kvantovd mechanika vo svojej
podstate nie je lokdlnou tedriou. Nazory, ¢i takou ma ostat’ alebo sa mé (ak sa d&d) doplnit
na kompletnejsiu tedriu, v ktorej sa obnovi lokalita, mali svojich privrzencov i odporcov. Ak
totiz prijmeme definiciu fyzikdlnej reality, kvantovd mechanika vo svojej vtedajsej i siicasnej
podobe idu ruka v ruke s porusenim lokality. Ak naopak postavime na prvé miesto poziadavku
lokalnosti, poprieme definiciu reality, ¢o je neakceptovatelné.



2.2 Bellove nerovnosti

Velky prinos v hladani odpovede na otdzku, ¢i je potrebné doplnit’ popis reality vlnovou
funkciou este o akési skryté parametre, ktoré by zabezpecili zachovanie lokality v kvantovej
mechanike, priniesol Bellov ¢lanok [4]. Autor v nom ukazuje, ze akdakol'vek tedria, ktord v sebe
obsahuje skryté parametre a zachovdva predpovedné vlastnosti kvantovej mechaniky, musi byt
nelokdlna. A tiez opacne, akdkol'vek lokdlna tedria skrytych parametrov déva pri vhodnych
pokusoch statisticky iné vysledky ako kvantovd mechanika. Kvantova mechanika totiz v stati-
stickych vysledkoch priptsta koreldcie, ktoré si prilis silné nato, aby sa dali vysvetlit pomocou
klasickej fyziky.

Argumentéciu predviedol na zjednodusenom priklade dvoch ¢astic spinu 1/2 z [3]. My
sa na zaciatok ale pozrime na jednoduchy priklad z klasickej fyziky [5]. Predstavme si maly
balén, ktory po vypustent vo velkej vyske praskne a rozpadne sa na dve ¢asti, ktoré sa od seba
vzd’aluji. Kazdéd z nich mé nejaky moment hybnosti, ale celkovy moment hybnosti je nula
(predpokladédme, ze balén sa pred prasknutim neotdcal). Oznaéme momenty hybnosti tychto

Castic ako j{ a j; Urcime tiez dva jednotkové vektory N1 a ng, vV smere ktorych budeme
merat momenty hybnosti casti baléna. V skuto¢nosti nds ani nezaujima velkost’ momentu,
ale len jeho smer, budeme teda merat’ veli¢inu a = sign (W o 7) Vysledok bude vzdy +1,
Specidlny pripad nulového priemetu je pri velkom mnozstve Statisticky nezaujimavy a modzeme
ho obist’ napriklad definovanim funkcie sign ako +1 aj pre nulovy vyraz v zdtvorke.

Ak pouzijeme vela balénov, ktoré nechdame prasknit, mozeme vykonat’ vela merani pri
rovnakych hodnotéch n; a ny. Mozeme hl'adat priemerni hodnotu a; & ay (priemetu momentu
hybnosti jednych ¢i druhych ¢asti baléna), ktoré by podla statistickych zdkonov mali klesat
s poc¢tom merani N ako (a) ~ \/Lﬁ Ak ale hladdme koreldciu vysledkov merani, t4 uz vo

& : : y — =
vSeobecnosti nevymizne. Napriklad pre ny = ns bude

aldl
<CLlCL2> = ‘ 172 = —1, (24)
J
lebo a; = —as pre 'ubovol'né meranie. Toto vyplyva z poziadavky celkovo nulového momentu
hybnosti oboch ¢asti baléna. Ak spoc¢itame vyraz (2.4) vseobecne, dostaneme koreldciu
2a
(ara2) = — -1 (2.5)

. L= = ,
kde « je uhol medzi n; a ny v tomto poradi.

Pokrac¢ujme teraz v nasich ivahach. Predstavme si, ze balén zmensfme natolko, ze sa za-
¢ne spravat’ podla zdkonov kvantovej fyziky a oznacime si jeho stav 1. Jeho prasknutie moze
zodpovedat’ napriklad uz spominanému rozpadu my — e*e” a meranie znamienka momen-
tu hybnosti zamenime za meranie spinu elektrénu a pozitrénu pomocou Stern-Gerlachovho

. . . [ — — — . . . “_ 2 .
pristroja. Meriame teda pozorovatelné o7 o ny a g3 o ny (priemety spinu na prislusné osi),
ktorych vlastné hodnoty si znova len +1. Ak vyuzijeme skutocnost!, ze celkovy spin systému
. , . . . ) — o —
je nulovy, matematicky vyjadreni vztahom i1y = —o31, dostaneme

(ayay) = —nj oy = — cos(a). (2.6)

Z obrazku 2.2 je zrejmé, ze koreldcie v kvantovej mechanike su pre vsetky pripady (okrem
trividlnych, ked’ je koreldcia nulovd alebo maximélna) silnejsie ako klasické. Bell ale ukézal,
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s=+1/2

s=-1/2

|s|=1/2//

Obrézok 2.1: Na meranie priemetu spinu ¢astic so spinom 1/2 v definovanom smere sa pouziva
takzvany Stern-Gerlachov pristroj. Medzi dvoma pdélmi magnetu je vytvorend tizka Strbina,
v ktorej vznikd vysoko nehomogénne magnetické pole. Castica prelietava cez strbinu a v
zavislosti od smeru priemetu spinu sa vychyl'uje hore alebo dole.
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05 |- -7
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-1,0 L
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Obrazok 2.2: Na grafe je vidiet’ porovanie klasickych (¢iarkovand ¢iara) a kvantovych (plnd
¢iara) koreldcif. Okrem $pecidlnych bodov, kde si koreldcie rovnaké, su kvantové vsade silnejsie
ako klasické.



ako uvidime dalej, daleko viacej. Nehovori o porovnani klasickej a kvantovej mechaniky.
Hovori o tom, aké vlastnosti musi mat’ teéria, ktord je lokdlna. Zdroven ale ukazuje, ze
kvantovd mechanika tieto vlastnosti nema a dava tak moznost raz a jednozna¢ne pomocou
experimentu overit, ¢i je moznd existencia ”lepsej”, kompletnejsej tedrie, ako to navrhovali
Einstein, Podolski a Rosen.

Predstavme si teraz dva linedrne polarizované fotény, ktoré vznikli napriklad na spolo¢nej
SPS! kaskdde a maji rovnakud polarizdciu. Oba fotény sa rozbehni pre¢ a v dostatocnej
vzdialenosti od seba, aby sme vylucili akékol'vek vzdjomné ovplyviiovanie, budi vystavené
meraniu svojej polarizacie. Nazvime pre ndzornost’ aparaty, ktoré budi merat polarizaciu
prvej a druhej castice Alica a Bob. Obaja maji moznost’ zvolit’ si smer svojho merania (az
potial'to je scénar zhodny s prikladom s balénom) ako jednu z dvoch moznosti. Alica m& na
vyber smery n, a n., Bob n; a n, (tu je délezité to, ze dva z troch pripustnych smerov st presne
rovnaké). Ozna¢me vysledky merani a,b a ¢ (nadobudajui hodnotu 41, znamenaju v pripade
+1 polarizaciu zhodni s meranym smerom a v pripade —1 polarizaciu kolmi), pricom vieme,
7e ak sa obaja rozhodni pre meranie v smere vektora 7., vysledok im musi vyjst’ rovnaky.
Vieme teraz napisat’ identitu, ktord plati bez ohl'adu na to, ktoré merania sa uskutoé¢nili:

ab—c)==+(1-bc). (2.7)

Jednoduchym overenim pripustnych moznosti pre a,b a ¢ sa moézeme presvedcit, ze skutocne
plati, hoci v skuto¢nosti mézeme na zéklade merania ziskat’ len dva z troch idajov v rovnici.
Predpokladajme ale, ze mame akusi (nijak blizsie neurcenti) deterministicki lokdlnu teériu
skrytych premennych. V tomto pripade musia byt vSetky tri vysledky dopredu a-priori dané
a mozu zavisiet len na hodnote premennych, ktoré si ¢astice moézu niest’ zo sebou. Oznac¢me
mnozinu tychto premennych \;, kde i oznacuje poradové ¢islo pokusu (budeme pracovat s
mnohymi ¢asticami). Lokédlnost vyzaduje, aby \; nezédviseli od smeru merania (¢astica v Alici
nesmie vediet, v akom smere uskuto¢ituje meranie v tom okamihu Bob).
Napisme teraz identitu (2.7) pomocou skrytych premennych:

a(As) (b(Ni) = e(Ni)) = £ (1 = b(Ai)e(X)) (2.8)

pricom, samozrejme, tato identita musi stdle platit. Kedze nepozname \; pre jednotlivé
pokusy, ani sposob ako ovplyviiuji vysledok, rovnica (2.8) ndm neddva ziadnu informé-
ciu. Mozeme ale urobit’ priemer cez mnohé pokusy a dostdvame vztah nazyvany Bellova
nerovnost”

[{ab) — (ac)| <1 — (be), (2.9)

kde (ab) je ziskané ako sucet vsetkych a(\;)b();) predelenych po¢tom pokusov. Inymi slovami
je (ab) koreldcia vysledkov meranf v smeroch 7, a 7.

Pozrime sa teraz ale na kvantovii mechaniku. T& tiez nedokdze predpovedat vysledky
jediného pokusu, ale statistické vysledky dano. Tieto vysledky sa naviac daju experimentdlne
pozorovat, teda otdzku, ¢i je spravna kvantovd mechanika alebo nejaka lokdlna tedria, moze
vyriesit’ spravne postaveny experiment. Koreldcie v kvantovej mechanike si dané vzajomnymi
uhlami medzi smermi merania. Ak ozna¢ime odklon smeru 72, od definovanej osi a a podobne /3
a 7, nerovnica (2.9) nadobudne tvar

lcos2(av — ) — cos2(av — ¥)| < 1 —cos2(5 — 7). (2.10)

1SPS oznacuje skratku pre typ kaskddy, kde elektrény postupne prechddzaji do nizieho energetického
stavu. Vseobecne zo stavu sy cez stav py do stavu sg, presne to zdvisi vzdy od typu pouzitych atémov.
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Tu uz nie je ale ziaden problém ndjst’ také uhly, pre ktoré by nerovnost’ nebola splnené, si to
napriklad

a=0°
5= 30°
v = 60° (2.11)

a mozeme teda pisat, ze za istych okolnosti kvantovd mechanika porusuje Bellove nerovnos-
ti.

Uved'me si teraz jeden mozno este nézornejsi priklad, podla ¢lénku [6]. Uvdzme konkrétny
stav dvoch ¢astic so spinom % v tvare

1

V2

teda v stave s nulovym celkovym spinom. Budeme merat’ spin oboch ¢astic (znova si pomozeme
oznacenim Alica a Bob) v roznych smeroch. Ozna¢me tentokrat smer, v ktorom meria Alica
— — ” z 2, 2 . s
ako n, a Bobov smer ako n,. Pravdepodobnost, ze ndm oba aparity ozndmia vysledky +1,
teda Zze oba spiny boli zmerané v smere otocenia meracieho Stern-Gerlachovho pristroja bude
st . s P . = — 4 . . . . N
zavisly len od vzajomného uhla medzi n, a n; (celkovy spin je nulovy a nie je teda dopredu
urceny ziaden vyznamny smer) a bude dang

™) (101) — 10)), (2.12)

1 1 1
Py (ng, mp) = W51+ 775-0_1))@5(1 +y-03)[Y7) = (1 —cost), (2.13)

kde o7 posobi na prvi a o5 na druhd ¢asticu a 0 je uhol medzi n. a ny. Rovnakui pravde-
podobnost’ ziskame aj pre oba spiny otoc¢ené opacne, teda pre vysledky —1:

1 1 1
P, ) = (50— mea)es (- manh ) = 11 —cosh).  (214)
Zoberme teraz tri rdézne osi ny, ny, ng s tym, ze medzi kazdymi dvoma bude uhol, ktorého
kosinus je 1/2. Podla kvantovej mechaniky plati pre sicet pravdepodobnosti, ze nameriame

na jednotlivych dvojiciach osf spiny hore:

=2 (2.15)

N —
(0]

1
P(n;,ny) + P(ny,n3) + P(ns,ny) = 3.1
Rovnako to bude aj pre oba spiny dole, spolo¢né pravdepodobnost’ pre nameranie rovnakého

spinu teda bude
3

1
Podl'a klasickej fyziky ale tato pravdepodobnost musi byt viicsia rovnd jednej! Ak je totiz
priemet spinu na kazdid os urceny dopredu, mam k dispozicii tri osi a len dva mozné vysledky
merania (hore-dole), musi aspon na jednej dvojici osi padmit’ rovnaky spin. Rovnako, ako
ked’ mam v ruke tri mince a hodim ich na stoél. Nech sa deje, ¢o sa deje, vzdy mi padni aspon
dva znaky alebo dve hlavy, ziaden iny vysledok nie je mozny.

Po,+P _ = (2.16)
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2.3 CHSH nerovnost’

Pozornému citatelovi iste neuslo, ze pri odvodzovani Bellovej nerovnosti sme vybrali isty
$pecialny pripad. Hoci oba meracie pristroje, Alica aj Bob, mali kazdy moznost’ vybrat' si jeden
z dvoch smerov, v ktorych budd merat’ polarizécie, bolo tam nie vel'mi vysvetlené obmedzenie,
7ze dva z tychto $tyroch smerov musia byt rovnaké. Vskutku nie je problém sformulovat’
podobnti nerovnost’ ako (2.9) aj pre 4 nezavislé smery. Zavedme teda smer iy a vysledok z
merania v tomto smere d, ktory pochopitelne tiez nadobida hodnoty +1. Ulohu identity (2.7)
spifla

(a+c)b+ (a—c)d = +£2, (2.17)
znova mozeme prejst’ k zavislosti od skrytych parametrov a urobit’ stredné hodnoty. Dostdvame
nerovnicu

[(ab) + (bc) + (cd) — (da)| < 2. (2.18)

Tento vysledok je nazyvany Clauser-Horne-Shimony-Holtova nerovnost’ [6]. Rovnako ako
Bellova nerovnost’ aj CHSH nerovnost’ urc¢uje horny limit na koreldcie v tedridch lokalnych
premennych. V kvantovej mechanike ma (2.18) tvar

lcos2(a — ) + cos2(8 — ) + cos2(y — §) — cos2(6 — a)| < 2. (2.19)

Napriklad ale pre vyber uhlov

a=0°

B =922.5°

v = 45°

0 =67.5° (2.20)

nadobtida l'avd strana rovnice (2.19) hodnotu 2v/2, ¢o je zjavnie viac ako 2.

Zaujimava otédzka je, ako vel'mi moze stav v kvantovej mechanike porusit CHSH nerovnost.
Zistili sme, 7e sa dé ndjst’ takd konfigurdcia experimentu, ze l'ava strana rovnice nadobudne
hodnotu 2v/2. Je mozné néjst’ iné, lepsie konfigurécie, kde je tdto hodnota este vicsia?

Uvazme operétor

C =ab +bc + cd —da, (2.21)

kde a, b, c,d si operdtory merajice polarizdciu a ich kvadrat je vzdy rovny 1. Na zdklade
toho moézeme pisat’
C?=4+[a,b][c,d] (2.22)

a v suprémovej norme pre operator C plat{
|C*|| < 4+4llall. [[b]l. el |d| = 8. (2.23)
Pre samotny operator dostavame podmienku
IC|| < 2v2. (2.24)

Hodnota operdtora neméze nikdy prekrocit’ hodnotu 2v/2 (nerovnost’ (2.24) sa nazyva Cirel-
sonova nerovnost) . KedZze sme nasli pripad, v ktorom dosahujeme rovnost, nasli sme aj
maximéalnu hodnotu.
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2.4 Experimentilne potvrdenie

Publikovanie Bellovho ¢léanku samozrejme viedlo k tomu, Ze sa mnohf experimentatori snazili
navrhnit’ a zrealizovat’ experimenty, ktoré by dokdzali rozhodnit), ¢i si alebo nie si Bellove
nerovnosti porusované. Jedny z prvych dolezitych vysledkov publikoval v roku 1976 Ed Fry
[24]. 'V tom case este rozne vedecké skupiny publikovali rozne vysledky, z ktorych niektoré
potvrdzovali poruSovanie nerovnosti a iné nie. Nebolo jasné, ¢i sa jednd o nedostatocne presné
meranie, alebo ide o zdvislost’ od typu vystavaného experimentu. Citovany ¢ldanok s dovte-
dy najvyssou presnostou ukdzal porusovanie Bellovych nerovnosti a tiez vynikajicu zhodu s
ocakavanymi vysledkami tak, ako boli spoc¢itané pomocou kvantovej mechaniky, so zardtanim
neurcitosti detektorov a experimentalneho zariadenia ako celku.

Napriek tomu ale trvalo viac ako dve desiatky rokov, kym boli zaznamenané prvé sku-
to¢né tspechy pri experimentalnom potvrdzovani porusenia Bellovych nerovnosti. Dovod bol
velmi prozaicky: na vylicenie vSetkych moznych lokdlnych tedrii potrebujeme experiment,
ktory m& k dokonalosti a idedlnosti vel'mi blizko. Zakladny problém, s ktorym sa experimenty
potykali, bol problém lokdlnosti, tzv. locality loophole. Na to, aby platili vsetky predpok-
lady pre nerovnosti nesmie byt jasné postavenie experimentu v Case, ked’ eSte nie si dve
castice (€ uz spiny alebo polarizované fotény), ktoré neskér pouzijeme pre experiment, sepa-
rované priestorovym intervalom. Inak povedané, celé experimentélne zariadenie by sme mali
zacat’ stavat’ az v okamihu, ked obe ¢astice od seba separujeme. Toto je samozrejme tazko
predstavitel'né, hlavne pokial zamyslame pouzivat fotény, ktoré za jedini sekundu preletia
mnohondsobok vzdialenosti beznych na Zemi. Ale v skuto¢nosti staci ovela jemnejsia pod-
mienka, ktord musfme splnit: musime v ¢ase medzi priestorovou separdciou a detekciou castic
(takpovediac ”za letu”) zmenit’ podmienky experimentu.

Toto sa prvykrat tispesne podarilo realizovat’ A. Aspectovi [12] vo svojich pokusoch v roku
1982, v ktorych pouzil polarizované fotény. Zjednodusend schéma je zndzornend na obriazku
(2.3). Dva fotény z kalciovej kaskddy SPS boli produkované na vinovych dizkach 422,7 nm a
551,3 nm. Prechéddzali kolimatorom a optoakustickymi spina¢mi, ktoré pre kazdy z foténov
pseudonahodne vyberali dva analyzdtory s réznymi smermi polarizdcie. Spina¢e menili svoju
polohu s roznymi frekvenciami a niekol’kondsobne rychlejsie, ako bol ¢as letu foténu z kaskady
(vzdialenost 12 metrov zodpovedd ¢asu asi 40 nm, pricom stredny ¢as medzi prepnutiami bol
cca 10 nm).

Vysledky boli jednoznacné, Bellove nerovnosti boli porusené o viac ako 5 standardnych
odchyliek. Stéle vsak neboli vyriesené d’alsie problémy, ktoré aj v tomto pripade umozio-
vali vytvorenie tedrie so skrytymi parametrami tak, aby vysvetlovala vysledky Aspectovho
experimentu.

Dva fotény vychddzajice z kaskddy nemaju rovnaké vlnové dizky, preto si v skuto¢nosti
rozlisitelné. Nejednd sa teda, ak vezmeme do tivahy aj frekvenciu (energiu) foténov, o stav
typu |¢) ¢i podobny, o ktorom pojednavaji nerovnosti, ale o stav typu

1
V2

ktory moze sposobovat problémy. Dalsia medzera v experimente, ktord umoziiovala tvorbu
lokalnych tedrii, bola len pseudondhodnost’ prekldpania analyzatorov v experimente. Tito
dieru (loophole) ”zatvoril” az Zeilinger et. al. [13] experimentom, kde vyuzil nie pseudond-
hodny, ale naozaj ndhodny proces na zmenu parametrov experimentu. V dvoch laboratéridch

|D) (|11E1)|0E,) + |0Ey)|1E,)), (2.25)
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Zaznamnik

Obrazok 2.3: Schéma Aspectovho experimentu. Fotény vinovych dizok A\; a Ao letia zo
spolo¢ného zdroja (SPS kaskddy) v korelovanom stave. Optické prepinace O; a Oy (pseudo)
ndhodne pre kazdy fotén vyberd analyzéitor «,~y, resp. 3,6 a vysledky sa porovnidvaji a
uchovavajui v zaznamniku.

v Innsbrucku, vzdialenych od seba 400 metrov, prebiehali merania polarizovanych foténov,
ktoré poli produkované v spolotnom zdroji (laser Down-conversion typu II, obrézok (2.4),
fotografia (2.5), zdroj obrazkov [13]). Interval medzi meraniami bol vzdy priestorupodobny
a podmienky experimentu sa menili ndhodne. Schéma je zndzornend na obrézku (2.6) [13].
Napriek vSetkému, aj pre vysledky posledne popisovaného experimentu je mozné zostavit’
lokélnu tedriu. Posledné vel'kd medzera, ktora ¢aka na experimantédtorov, je detection loophole,
problém detektorov [15]. Nedd sa totiz vylucit, ze icinnost detektorov je akymsi sposobom
zévisld od toho, v akom celkovom stave sa fotény nachadzaju, alebo, povedané v reci lokdlnych
premennych, od hodnot lokalnych premennych.

Na prekonanie tejto medzery by sme potrebovali detektory, ktorych tcinnost’ je dosta-
totne vysokd (Uéinnost’ kazdého detektora je ohranicend zhora ¢islom jedna. Ak si skutoc¢né
ucinnosti d’aleko mensie ako jedna, mame moznost’ navrhnit’ takd zavislost’ tychto tcinnos-
t1 od skrytych parametrov, aby ”simulovala” kvantové vysledky, ale zdroven neporusovala
ohranicenie. Pri dostato¢ne vysokych priemernych tcinnostiach deketorov uz nie je mozné
takito zavislost’ navrhnit, lebo pre isté hodnoty lokdlnych premennych by pozadovala tic¢in-
nost’ detektorov vyssiu ako jedna). V dnesnej dobe este stéle nie su k dispozicii podobné
detektory, preto, hoci mélo pravdepodobnd, stéle tu zostava moznost, ze "vietko je inak”. Ze
v skutoc¢nosti je svet naozaj lokdlny a vSetky doterajsie vysledky, ktoré potvrdzovali kvantovi
mechaniku, boli len chybnym priblizenfm skuto¢ného stavu.

2.5 Dvojcasticovy entanglement

7 vyssie uvedeného je zrejmé, ze v kvantovej mechanike existuju stavy, ktoré porusuji lokdlnost’
v zmysle, na aku sme zvyknuti z bezného zivota. Napriklad dve castice so spinom 1/2, pokial
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Obréazok 2.4: Laser down-conversion druhého typu. V nelinedrnom krystali si produkované
dva lice, riadny a mimoriadny. Na obrézku sd znédzornené dvoma kuzelmi. V prieseku kuzelov
mozu vznikat’ foténové pary, ktoré si v kvantovo korelovanom stave.

Obréazok 2.5: Fotografia luca, ktory presiel nelinedrnym krystalom. Na priese¢nikoch kruznic
mozu vznikat’ entanglované pary foténov.
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Obrazok 2.6: Na obrazku je zndzornend podrobnd schéma experimentu prevddzaného v
Innsbrucku. Dva entanglované fotény ziskané zo spolo¢ného zdroja prechadzaji dlhé trasy
svetelnymi vldknami. Nahodny prepina¢ zalozeny na parametrickej konverzii druhého typu
zabezpecuje vyber smeru, v ktorom bude analyzovand polarizacia toho-ktorého foténu. Potom
nasleduje uz len analyzdtor a archiva¢né zariadenie.

st vo vhodnom stave (napriklad uz definovany [i~)), udrzujui si medzi sebou akési "puto”.
Nie je dopredu ur¢eny spin prvej ¢astice, moze rovnako dobre (s pravdepodobnostou 50%) byt
smerom hore aj dole. Ak ho raz vSak zmeriame, uré¢ime aj vysledok pripadného neskorsieho
merania spinu na druhej castici v tom istom smere. Nezdvisle na tom, ako je d’aleko.

Na jednej strane je tazko predstavitelné, ako sa informdcia o nasom merani moze dostat k
druhej ¢astici (¢o bol presne bod, ktory bol povazovany v ¢lénku [1] za nemozny). Z pohladu
kvantovej mechaniky sa ale nejednd o dva systémy, ale o jeden jediny systém v stave |¢7),
ktory sa zmenil ako celok po zmerani spinu na prvej castici. A medzi dvoma castami jedného
systému vznikd viizba, entanglement. Hovorime, Ze dve casti systému si entanglované, resp.
neseparovatelné, ak nemozu byt vytvorené pomocou dvoch prepardtorov stavov, ktoré si moézu
navzajom vymienat’ len klasické informécie.

Ak si dva podsystémy separovatelné, este to nemusi znamenat, Zze nie si korelované. Staci
zobrat’ jednoduchy priklad, stav

10)10) (2.26)

je zrejme korelovany, obe casti majui rovnaky spin. Tento stav je ale zrejme separovatelny,
zapisatelny v tvare tenzorového sicinu

10)]0) = 10) ®0) (2.27)

a zrejme sa da vytvorit' na dvoch miestach len pomocou vymeny klasickej informécie (napriklad
$pecifikovanim jednotkového vektora, v ktorého smere mé mat spin hodnotu 1/2).

Vyvstdva samozrejme otdzka, ako zistit, ¢i je dany stav |®), rozdeleny na dva podsys-
témy, entanglovany alebo nie. Nika sa pouzit’ Bellove nerovnosti; pokial’ ich stav porusuje,
urcite entanglovany je. Bohuzial’, tdto podmienka je len postacujica, nie je nutnd. Existuji
entanglované stavy (v zmysle definicie uvedenej vyssie), ktoré Bellove nerovnosti neporusuju.
Dalsia otdzka, hlavne v stvislosti s experimentami, je separovatelnost’ ¢i neseparovatelnost
zmes{ vyjadrenych maticami hustoty p.
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2.5.1 Bellove stavy

Pri préci s entanglovanymi stavmi dvoch ¢astic sa ukazuje, ze je vel'mi vyhodné zaviest’ okrem
normadlnej bazy, ktori pre dve dvojhladinové castice pouzivame a je typu

11)[1), (2.28)

aj bazu inu. Stavy (2.28) sd tplnym systémom v dvojrozmernom Hilbertovom priestore, ale
pochopitelne nie sui jedinym moznym a spravnym vyberom. Pouzivame ich ¢asto preto, lebo
poskytuji intuitivnu predstavu o klasickom stave dvoch atémov popisanych pomocou tychto
vektorov. Vsetky bazové vektory su faktorizované a teda predstavitelné v rdmci klasického
pristupu. Z matematického hl'adiska ale iplne ekvivalentni bédzu tvoria 4 entanglované, tak-
zvané Bellove stavy, definované nasledovne

1

) = == (100) + 1)
_ 1
#7) = == (100) ~ 11)
L
1) = == (0 + 110)
67) = —— (jo1) — |10)). (2.29)

5

2

Tieto stavy si d’aleko tazsie predstavitelné, ale ul'ah¢ia mnoho ndmahy a vypisovania v d’alsich
castiach prace.

2.5.2 Kritéria separability pre Castice so spinom 1/2

V tejto ¢asti zosumarizujem kritérid, ktoré dokdzu viac ¢ menej tdspesne urcit, ¢i je dany stav
dvoch ¢astic, urceny vo vSeobecnosti maticou hustoty, separabilny na podsystémoch.
Lubovol'nd matica hustoty p je separovatelnd vtedy a len vtedy, ak sa d4 zapisat v tvare

p=> waply ®ply, (2.30)
A

kde p'y a p} st matice hustoty jednotlivych podsystémov. Avsak nie je, ako by sa mohlo
zdat, jednoduché o nezndmom stave (Specidlne zmesi) urcit, & je alebo nie je separabilny.
Pochopitel'ne, jedno kritérium si Bellove nerovnosti. Ak ich stav porusuje, zékonite musi byt
entanglovany. Naopak to v8ak neplati. Mnoho stavov, ktoré nie su separabilné podl'a definicie
(2.30), neporusuju Bellove nerovnosti.

Pre taky jednoduchy systém ako dve ¢astice spinu 1/2 je tiplnou a postacujicou podmien-
kou na urcenie separability konstrukcia ¢iasto¢ne transponovanej matice hustoty [7] , zndmej
tiez pod skratkou PPT, v tvare

o= walpy) ®ph (2.31)
A
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Aj transponovand matica hustoty spliia vSetky podmienky na maticu hustoty (jednotkovéa
stopa a nezdpornost), preto zdkonite o musi mat vsetky vlastné hodnoty nezdporné. Ak
to nie je splnené, dochddzame do sporu s predpokladom z rovnice (2.30) , teda ze pdovodnd
matica hustoty sa da rozlozit’ a je separovatelnd. Samotny dokaz, ze kazdd neseparabilng
matica hustoty pre systémy 2 x 2 (dve ¢astice spinu 1/2) ma zapornu aspon jednu z vlastnych
hodnot uviedli az Horodecki v ¢ldnku [8], blizsie v dodatku A.

Uved'me teraz priklad. Uvazme pér ¢astic so spinom 1/2, ktoré su v takzvanom Wernero-
vom stave

Prmpny = TSmpny + (1 — ) 6mpbnu /4, (2.32)
kde z je parameter urc¢ujici podiel singletu S a
1
So1,00 = S10,10 = —So1,10 = —S10,01 = 3 (2.33)

pricom ostatné komponenty matice S st nulové. V maticovom tvare to modzeme zapisat’ takto:

D 9 0 0
D= 0 _4E 1) 0 (2.34)
2 4
0 0 o (L=

4

Wernerov stav uz nie je Cisty stav, je to zmes. Této sa nedd zapisat’ vo forme ket-vektora,
ktord sme doteraz na zépis stavov pouzivali. Samotny singlet S je ale stav ¢isty, zapisatelny
v tvare

S =)W, (2.35)

kde stav |¢)7) je jeden zo stavov Bellovej bazy.
Operator ¢iastocnej transpozicie posobiaci na maticu (2.34) sa dé zapisat vo forme

PPT=T®]I, (2.36)

¢o v preklade znamend, Ze na cast’ matice zodpovedajicu prvej ¢astici posobi ako transpozicia
a na cast’ zodpovedajicu druhej castici ako identita. Operator transpozicie pre maticu 2 x 2
mozeme zapisat’ v tvare

1 000
0010
T = 0100 (2.37)
0001
a operdtor identity je jednotkovd matica 4 x 4. Vysledny operdtor PPT bude teda matica

16 x 16.
Ciasto¢ne transponovand matica hustoty ma tvar

1—3}) x

| . (19 ) ! 2
0 - 0 0

T __ 4
pt = (142) (2.38)
0 v 4 (1(—);1:)
_% 0 0 4
1-3x

A vlastné hodnoty p* su trikrét &Tx a raz —*. Stav je teda urcite entanglovany pre x > %,
Bellove nerovnosti si porusované ale iba pri x > %
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2.5.3 Miery entanglementu

V predchadzajicej ¢asti som sa venoval tomu, ako sa dé pre zndmy stav systému zistit), ¢i je
alebo nie je separabilny. To v8ak samozrejme je len cast’ informédcie. Ak vieme, Ze systém je
entanglovany, mé dobry zmysel sa pytat, nakol'ko. Je intuitfvne jasné, ze napriklad stav

1
+y
je viac entanglovany ako stav
9) = a|10) + Blv*)  a—1, (2.40)

ktory je z velkej casti zlozeny zo separabilného stavu a len malé jeho percento tvori entanglo-
vand cast. Preto je potrebné a ziaduce zaviest’ pre entanglement mieru.

Této miera by mala spliiat niektoré poziadavky. Ak nazveme vSeobecnd mieru entangle-
mentu nejakej matice hustoty E(p), su to napriklad tieto [11]:

e E(p) > 0 pozitivita

(p)

E(]¥™)(¢"]) = 1 normalizovanost’ na maximalne entanglovanych stavoch

°
&

0 <« pjeseparabilng

°
s

(p1 ® p2) = E(p1) + E(p2) aditivita

e FE(p)=E(U4® UgpUs ® Up) lokdlne unitdrne operécie nemenia entanglement

pri lokdlnych operéciach len na jednom podsystéme sa nesmie entanglement zvic¢sovat.

Samozrejme, podmienky je mozné rozsirit’ podl'a toho, aké obmedzenia sme ochotni prijat),
tieto su vSak tazko spochybnitelné. Netrividlna je len poslednd, ti vsak musime vyzadovat, aby
sme zabezpecili citlivost’ miery prave na entanglement, teda na mieru zviazanosti podsystémov,
ktord sa nemoze pri lokdlnych operacidch zviacsovat.

Entanglement ¢istych stavov

Pre c¢isté stavy existuje vSeobecnd zhoda v miere entanglementu. T4 je uréend entropiou
systému, vzniknutého z pdévodného stavu spravenim ¢iastoc¢nej stopy cez jeden z podsystémov

E(p) = —Sp(palogy pa) = —Sp(ps log, pp), (2.41)

kde A, B st jednotlivé podsystémy, p = 1)) ()| a pa, resp. pp je matica hustoty so spravenou
¢iastocnou stopou cez druhy podsystém. Obe tieto entropie (ziskané z matice redukovanej
na Casticu A alebo B) si rovnaké a spliiaju vietky hore uvedené podmienky. Pre kazdu ind
mieru entanglementu, ktori v d'alsom zavedieme, budeme preto tiez ziadat, aby pre ¢isté stavy
prechddzala na entropiu systému.
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Entanglement formovania

Pre zmiesané systémy je zavedenie miery d’aleko komplikovanejsie a neexistuje dosial’ jedno-
znacnd zhoda, ktord by mala byt t4 spravna. Entropia systému pre zmieSany stav nevyhovu-
je, lebo nespliia podmienku 2, teda aj pre separabilné, klasicky korelované stavy nam dava
nenulovy entanglement.

Jednym z kandidéatov, v poslednom obdobi ¢asto uprednostiiovanym, je tzv. entanglement
formovania. Motivéacia pre jeho zavedenie je jednoducha. Ak mame k dispozicii nejaky stav,
mozeme sa pytat, kol'ko maximdlne entanglovanych stavov potrebujeme na jeho pripravu
spotrebovat. V tomto pripade je uvazovanie trochu abstraktné (tazko sa predstavuje pouzitie
necelého ¢isla stavov), ale ak uvdzime mnohondsobni képiu ndsho stavu p®V, pre velké N je
otdzka tplne legélna.

Kazd4 matica hustoty sa d4 napisat v mnohych rozkladoch typu p = 3. p;|1);i(¢|. Potom
entanglement formovania matice hustoty p je minimum vdzeného priemeru entanglementu
¢istych stavov jej dekompozicie cez vietky mozné dekompozicie:

Er(p) = Iﬂbl;ﬂ ZPZE(|1/J>Z) (2.42)

Samozrejme, tu sa stretdvame s problémom pri vypocte, ako minimalizovat’ analyticky cez
vsetky dekompozicie.

Dalsfm kandiddtom, alebo lepsie inou formou $pecidlne pre dva dvojrozmerné systémy, je
konkurencia. Je vhodnd kvoli jednoduchému vypoctu a prehladnosti. Pre jej vyjadrenie si
musime definovat’ konjugovani maticu hustoty

p=1(0,®0y)p" (0, @0y). (2.43)

Cisla A1, A2, A3, Ay nech s odmocniny vlastnych hodnét matice pp, zoradené nerastiico v uve-
denom poradi. Konkurencia povodnej matice hustoty p potom je [17]

C(p) = max (0,A1 — Ao — A3 — A\g) . (2.44)

Ked'ze entanglement formovania rastie monoténne s konkurenciou daného stavu, kde [18]

Er(C) = h (1_— V;_CQ> (2.45)
h(z) = —zlogyx — (1 — ) logy(1 — x), (2.46)

su tieto miery prakticky rovnocenné. Tymto sme vlastne ziskali aj jednoduché vyjadrenie
entanglementu formovania pre I'ubovolny stav 2 gbitov.

Entanglement destilacie

Presne opacnym sposobom ako entanglement formécie je definovany entanglement destila-
cie. Nezaujima nds, kolko Bellovych stavov potrebujeme na vytvorenie nésho stavu p, ale
naopak, kol’ko maximélne entanglovanych stavov dokdzeme z nasho stavu vytvorit, vydestilo-
vat’ (samozrejme aj tu rdtame s mnohymi képiami nasho stavu). Definujeme ho

1
Ep(p) = lim <S(p3"). (2.47)
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Pochopitel'ne, pre cisté stavy bude entanglement destildcie rovny entanglementu formovania,
pri lokdlnych operacidch na ¢istych stavoch sa miera entanglementu zachovava. Dnes ale
neexistuje sposob, ako jednoducho vycislit entanglement destildcie pre zmiesany stav.

Pre tak jednoduché systémy, s akymi sa zaoberame v tejto kapitole, nema entanglement
destildcie natolko velky vyznam ako pri vicsich systémoch. V tom pripade sa totiz moze
systém nachddzat’ v stave, ktory je entanglovany (podla kritérii na zistenie entanglementu,
nedd sa zapisat’ ako suma si¢inov matic hustoty) a méd aj nenulovy entanglement formaécie,
ale jeho entanglement destildcie je nulovy. To znamend, Ze nemoézeme z tohoto stavu, ani
z I'ubovolného poctu jeho koépii lokdlnymi operdciami a klasickou komunikdciou ziskat’ ziad-
nu képiu maximalne entanglovaného, napriklad Bellovho stavu.Viac informaécii sa dd najst’
napriklad v ¢lanku [32].

Relativna entropia

Dalgou mierou entanglementu je relatfvna entropia entanglementu [11]. Odraza trochu iny
pohlad na problém, ked sa nezaujimame o vyvoj daného stavu, ale skor o jeho polohu v
priestore vetkych stavov.

Predstavme si mnozinu vsetkych moznych stavov daného systému, zlozeného z dvoch
podsystémov, ktorych entanglovanost’ chceme skimat. Potom v tejto mnozine existuje pod-
mnozina v8etkych stavov systému, ktoré nie si entanglované. Ak by sme boli schopni vybrat
z tychto stavov nejakym sposobom vzdy jeden, ktory by kdnonicky zodpovedal danému, ski-
manému stavu p a dokdzali definovat’ vhodni vzdialenost’ na mnozine stavov, mohla by prave
tato vzdialenost’ (stavu p od priradeného stavu z mnoziny separabilnych stavov) reprezentovat
mieru entanglementu. Ako prirodzeny separabilny stav k nezndmemu stavu p sa nika stav
pa ® pg, kde py je matica hustoty zredukovand len na systém A, teda

pa=>Sps(p) . ps=5palp). (2.48)

Moznost ale samozrejme je aj neSpecifikovat’ dopredu, vzdialenost’ od ktorého zo separabilnych
stavov budeme uvazovat, ale definovat’ entanglement ako minimum vzdialenosti ku vsetkym
separabilnym stavom.

Teraz je potrebné zaviest’ vhodnid mieru vzdialenosti na mnozine stavov. Nie vSetky vzdia-
lenosti totiz Spiflajli podmienky, ktoré kladieme na mieru entanglementu (hlavne poziadavka,
aby pre Cisté stavy prechadzala miera na entropiu systému). Okrem toho, z praktickych
dovodov, hl'addame vzdialenost’ ¢o mozno najjednoduchsiu, umoziujicu analyticki minimali-
zéciu cez mnozinu stavov. Jedna z kandiddtok je relativna entropia dvoch stavov

S(pllo) = Sp(plnp — plno). (2.49)

Pozorny citatel si iste vsimol, ze funkcia (2.49) nie je vzdialenostou v matematickom zmysle
slova. Chyba jej napriklad takd zdkladna vlastnost, ako symetria. Napriek tomu, relativna
entropia splia vSetky podmienky na zavedenie miery entanglementu v tvare

Egrg(p) = min S(al|p), (2.50)
oceSep

kde Sep je mnozina separabilnych stavov. (Pokial by sme neuvazovali minimalizdciu, ale
zobrali kdnonicky separabilny stav ps ® pp, jednalo by sa o von Neumannovu vzdjomnd in-
forméciu. Této sa ale moze zvysovat pomocou lokdlnych operacii kombinovanymi s klasickou
komunikdciou, teda nie je citlivd na rozdiel medzi klasickymi a kvantovymi koreldciami).
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Vsetky dosial’ uvedené miery entanglementu spiitali okrem trivialnych podmienok aj tu, ze
lokdlnymi operaciami sa entanglement nemoze zvySovat, a to podla ziadnej z uvedenych mier.
Z toho ale vyplyva velmi zaujimava skutocnost. Predstavme si situdciu, ze méame k dispozicii
N maximaélne entanglovanych stavov [¢)™) ap a Alica aj Bob maju k dispozicii este niekol’ko
(dostatocne vel'a) castic v zndmom stave, napriklad |0). Pomocou nich budeme teraz vyrébat
iné, nie maximdlne entanglované stavy, ktoré nazveme o. Otdzka, kolko maximélne takychto
stavov mozeme vyrobit, je zodpovedand entanglementom formécie Er

N(0)max = %(U) (2.51)

Pri opétovnom ziskavani poévodnych stavov sa ndm ale nemusi podarit’ ziskat’ ich pévodné
mnozstvo N. Tentokrat totiz plati iny vztah pre pocet znovuziskanych stavov [ ") 45 M, a

to
EF(O)

Ep(o)
Je zname, ze pre niektoré zmieSané stavy je entanglement formécie ostro vicsi ako entangle-
ment destildcie, preto ndm na konci nasej operécie zostane menej entanglementu, ako sme mali
na zaciatku, ak matica o nie je ¢isty stav. Toto nastane prave vtedy, ak prevadzame nereverzi-
bilné lokalne operacie (na to, aby sme dostali z povodne ¢istého stavu maticu hustoty, musime
prestat’ uvazovat’ isté mnozstvo nasich castic). Napriklad Alica zviaze jeden entanglovany gbit
s d’alsimi dvoma svojimi gbitmi a potom jeden z nich prestane d’alej pouzivat, to znamena
7e uz na nom nebude prevadzat d'alsie operdcie a bude ho vnimat ako gbit prostredia, nad
ktorym nemd kontrolu. Zvysné castice potom zostand v zmieSanom stave.

Priklad je uvedeny v ¢lénku [11]. Ako cielové stavy si autori vybrali Wernerove stavy podla
(2.34) a namiesto tazko spocitatelného entanglementu destildcie uvazujd relativnu entropiu.
Vyuzijeme poznatok [10], ze kazd4d miera pre entanglement na istom stave ddva vicsie alebo
rovné hodnoty ako miera destildcie. D4 sa ukdzat, ze pre vsetky hodnoty parametra = € (0, 1)
je entanglement formécie Wernerovho stavu vicsi ako relativna entropia (pre x = 0,1 sa
nejednd o zmiesany stav). Preto operdcia typu

M = Ep(0).N(0)max = N (2.52)

[0)3E = OWerner = )35 (2.53)
pre vSetky netrividlne hodnoty parametra z dava
M < N. (2.54)

Vo v&eobecnosti sa dd povedat), Zze nereverzibilnymi lokdlnymi operdciami sa entanglement
strica a ziskat’ znova spét’ sa dd iba nelokdlnymi operdciami.

Na zéver je asi vhodné podotknut), ze v ¢lanku [10] je ukdzané, ze vietky miery entanglemen-
tu, splitajuice horeuvedené kritéria plus niektoré dalsie, tykajiice sa asymptotického spravania
sa pri velkom mnozstve uvazovanych ¢astic, musia spiitat’ pre kazdy stav podmienku

Ep < E < Ep, (2.55)

kde Ep je entanglement destildcie a Er je entanglement formacie.
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2.6 Viaccasticovy entanglement

2.6.1 'Trojcasticovy model

V predchédzajticej kapitole som sa venoval vyluéne dvojcasticovému entanglementu. Bellove a
CHSH nerovnosti ukazuju, ze na to, aby sme mohli rozlisit, ¢i si dve castice v entanglovanom
stave, potrebujeme Statisticky subor rovnakych stavov. Az na zdklade merania tohoto siboru
dokdzeme rozligit’ kvantové vlastnosti.

V pripade troch c¢astic je uz situdcia ind. Na zdklade jediného experimentu dokizeme
odlisit stav, ktory vykazuje trojcasticovy entanglement. Zoberme tri ¢astice v stave

) - (12000 I 250

a operatory priemetu spinu i-tej castice na os x,y a 2

Oixs Oy, Oiz- (257)

Vsetky tri castice su priestorovo separované. Z operdtorov (2.57) mozeme konstruovat’ d'alsie,
pricom platia vztahy

1)) = 012024073, [1)
= 01y02:03y| 1))
= 010203 ()
= — 0120203 |1). (2.58)

Oznacme vysledky prislusnych merani m;,, m;,, m;.. Tieto budi nadobtidat len hodnoty +1.
Z (2.58) vyplyva podmienka
M1 Mox M3y = _17 (259)

ale musi tiez platit
M1yMog M3y = Mg MoyTMN3e = M1 N2 N3y = 1. (260)

Kedze vieme, ze m;, = 1, skombinovanfm (2.60) dostédvame vysledok
TN T3y — 1, (261)

¢o je v jasnej kontradikeii s vysledkom (2.59).

Vysvetlenie sa skryva na rovnakom mieste, ako to bolo pri Bellovych nerovnostiach. Na
kazdej castici mdzem previest’ iba jeden z experimentov merania priemetu spinu na os x ¢i
y. Ak ale uzndvam argument Einsteinovej reality, musim predpokladat), ze oba tieto vysledky
st dopredu dané, lebo si s istotou predpovedatelné na zéklade merania inych, priestorovo
vzdialenych castic. Tu sa dostdvam okamzite do sporu, bez toho, aby som potreboval robit’
Statisticky priemer.

2.6.2 Co je viacéasticovy entanglement?

V prvom rade je potrebné si ujasnit, ¢o vlastne v kontexte viacerych castic entanglement
znamend. Najlepsie sa to vysvetli na konkrétnom pripade troch ¢astic, nazvime si ich Alica,
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Bob a Carlos. Hovorime, ze stavy Alice a Boba st entanglované, ak vykazuju kvantové (klasické
nestacia) koreldcie bez ohladu na to, v akom stave sa nachddza Carlos. Inak, A a B si
entanglované, ak matica hustoty

PAB = Spc (pABc) (2-62)

je entanglovana.

Tato definicia ale nemusi byt jedind. Skryva s sebe totiz problém: ak by Carlos, hoci
vzdialeny od Alice a Boba, zacal s nimi spolupracovat, a vykonaval by operédcie podla ich
pokynov, entanglement medzi Alicou a Bobom moze vznikmit. Zoberme si ako priklad stav

) - (0O iDL 263

kde jednotlivé gbity postupne ukazuji na stavy Alice, Boba a Carlosa. Matica hustoty pap
zodpovedd zmiesanému, klasicky korelovanému, ale neentanglovanému stavu. Pokial ale pozia-
dame o spoluprécu Carlosa, ktory vykond merania vo vhodnej béze, mozeme stav |¢)) prerobit
na uplne entanglovany stav Alice a Boba, ktory bude separovany od Carlosovho stavu. Tento
stav totiz obsahuje entanglement trojcasticovy, ktory viaze na seba vsetky castice dokopy, ale
neobsahuje ziaden entanglement dvojcasticovy, ktory by mohli dvaja z trojice ziskat bez toho,
aby treti spolupracoval.

Priamociarym spdsobom sa da tdto argumentécia zovseobecnit’ aj na viaccasticové systémy.
Definujeme preto stavy typu (2.63):

1 QN QN
yq>>N=\/—N(|o> +[1)®N) (2.64)

Nazyvame ich Greenberger-Horne-Zeilingerove stavy (GHZ stavy) alebo tiez stav zovseobec-
nenej Schrodingerovej macky (Dovod je prozaicky, tento stav skutoéne zodpovedd, pre dosta-
tocne velké N, stavu macky v uzavretej krabici. Bud’ je celd ziva, alebo celd mftva, ni¢ medzi
tym). Tieto stavy obsahuju vzdy prave N-casticovy entanglement, matica hustoty ziskand
stopou cez ktorikol'vek casticu zo systému urcuje zmiesany, neentanglovany stav.

Vseobecny stav N castic moze obsahovat rozne druhy entanglementu. Jednak, samozrejme,
n-casticovy, ale to nie je jedind moznost. Niektoré dvojice, trojice, alebo k-tice moézu byt
entanglované medzi sebou silnejsie ako so zvyskom systému. Napriklad uz pri troch ¢asticiach
nastdava zaujimava situdcia, ked’ mézeme vsetky pripustné stavy rozdelit’ do 6 kategorif podla
miery a typu zdielaného entanglementu. Styri kategérie st trividlne, ide o separabilné stavy a
stavy, ked’ si entanglované vzdy len dve z troch ¢astic systému. Zaujimavy fakt je, Ze nie vietky
stavy, ktoré obsahuji 3-casticovy entanglement, mozeme zaradit’ do jednej kategérie. Ako je
ukdzaneé v ¢lanku [22], existuji dve zdkladné kategérie entanglementu. Jedna je reprezentovand
uz definovanymi GHZ stavmi, druhd Wernerovymi stavmi, ktoré st vo vSeobecnosti definované
pre N castic ako stavy symetrické vzhl'adom k zdmene 'ubovolnych dvoch ¢astic a obsahujtice
prave 1 gbit v stave 1 a ostatné v stave 0. V tomto konkrétnom pripade W-stav definujeme
ako

1
V3
Kazdy stav 3 gbitov patri do prave jednej z tychto Siestich kategérii v zmysle, ze s istou
pravdepodobnostou dokdzeme pomocou lokdlnych transformaécif a klasickej komunikdcie tento
stav transformovat’ na typicky stav tej-ktorej katogérie (ktorymi mozu byt |Ws), |GH Z3) pre

|W3) = — (]001) + [010) + [100)) . (2.65)
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AB-C| |AC-B| | A-BC

Obréazok 2.7: 6 mnozin, do ktorych moézeme jednoznacne rozdelit’ vietky stavy troch ¢astic
spinu 1/2. Sipky naznacuji, ktorym smerom sa moézeme medzi mnozinami pohybovat’ za
pomoci len lokalnych operdcii a klasickej komunikécie.

trojcasticovy entanglement, |®1)|0), [0)|®T) a [0)3|®T);3 pre dvojcasticovy entanglement a
nakoniec |0)|0)|0) pre separabilné stavy).

Podstatné je tiez to, ze celkovd miera entanglementu jednej castice a zvysku je ohranicend,
teda ak sa silne viaze na jednu casticu, nemoze byt silne viazand aj na d’alsie. Uvazme
napriklad len zovseobecnenie z dvoch na tri ¢astice. V ¢lanku [19] je ukdzané, ze ak castice
nazveme A, B a C, plati nerovnost’

Cip+ Chc < Czl(BO)v (2.66)

kde C 4 g znaci konkurenciu medzi ¢asticami A a B. Prava ¢ast nerovnice zodpoveda konkurencii
casti A k paru BC, ktora bude definovana neskor. Rozvediem teraz 'avi stranu. Kedze vieme,
Ze stav troch ¢astic je Cisty a matica pap vznikla stopou z matice ¢istého stavu, matica pagpap
(definicu vid'. (2.43)) bude mat maximdlne dve nenulové vlastné hodnoty. Potom

C25 = (M — M) = X4+ 22 =20 ) = Sp (paspas) — 2\ < Sp(paspas) (2.67)
a celd lavd strana teda bude

Cip + Chc < Sp(papas) + Sp(pacpac) - (2.68)

Prava ¢ast rovnice sa dé zjednodusit na 4 det(p4). Vieme, ze pre ¢isty stav sa dd konkurencia
vyjadrit’ velmi jednoducho, C' = 2y/det(pa). Ak uvazime, ze stav |¢)) apc je Cisty a budeme
pokladat’ par BC za jeden objekt a nie za dve ¢asti, mozeme definovat C’i( pc) Prave ako
4det(pa), teda ako konkurenciu ¢asti A k zvysku systému.

Pokial’ by stav papc nebol ¢isty, mozeme definovat’ C'spcy ako minimum cez vSetky mozné
dekompozicie matice pagc

CA(BC)(P) = p:hgf?cw CA(BC)(W)ABC)v (2.69)

pricom nerovnost’ (2.66) zostédva v platnosti.
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2.6.3 Kritéria separability

Ako nutni podmienku separability moézeme aj pre viicsie systémy pouzivat’ Peresovu ¢iasto¢ni
transpoziciu matice hustoty. Avsak uz pri troch ¢asticiach [8] existuju také stavy, ktoré maji
kladni PPT (stavy s viazanym, ¢isto viaccasticovym entanglementom). Stale vsak plati, ze
PPT je vzdy lepsou podmienkou ako Bellove nerovnosti zovseobecnené pre viac ¢astic. Inak
povedané, kazdy stav nartsajici Bellove nerovnosti bude mat’ zaporni PPT.

Dalsie kritérium predstavuje uz nutni a postacujicu podmienku pre urcenie separabili-
ty aj viacrozmernych systémov. Jednd sa v podstate o zovSeobecnenie kritéria parcidlnej
transpozicie.

Samotnd parcidlna transpozicia matice hustoty sa dd chépat ako pozitivne linedrne zo-
brazenie tejto matice, zachovdvajice stopu. Teda

p— Alp), (2.70)
kde A ma, pri rozdeleni na podsystémy A a B, $pecidlny tvar
A=A, ® I, (2.71)

teda ze na podsystéme B posobi ako identické zobrazenie. A je vzdy pozitivne zobrazenie, kom-
pletne pozitivne je ale len vtedy, ak je matica p separabilnd. Horodecki v ¢lanku [9] ukdzali,
7ze pre nizkorozmerné systémy prave transpozicia vhodne opisuje vsetky pripustné (teda stopu
zachovavajice) zobrazenia, ale pre vyssie rozmery tomu uz tak nie je. To zodpoveda situdcii,
ze existuju neseparabilné stavy, ktoré maju splnené PPT (partial transposition) kritérium
splnené. Definujeme teda novi poziadavku: chceme, aby nova matica hustoty A(p) spliiala
kritérid na maticu hustoty (kladnd definitnost’ je jediné netrividlne) pre vsetky mozné linedrne
zobrazenia typu (2.71). Toto kritérium je uz aj postacujicou podmienkou na urcenie sep-
arability, vyzaduje v8ak obsiahnut’ vSetky mozné linedrne zobrazenia daného typu, ¢o pre
rozsiahlejSie systémy, pre ktoré je toto kritérium stavané, nie je jednoduché. Blizsie v dodatku
A.

Pre viaccasticovy entanglement musime znova definovat, ¢o vlastne znamend separabil-
ny stav. Pokial sa pytame na separabilitu medzi dvoma castami systému, zostdva definicia
rovnaka ako pre dvojcasticovy pripad. Tak isto si pouzitelné uz uvedené kritérid, pretoze
efektivne sa nezaoberdme viaccasticovym systémom, ale systémom dvoch ¢asti s viacerymi
stuptiami vol'nosti. Nie je zaujimavé, ¢i v ¢asti A mame jeden osemhladinovy atém alebo tri
gbity, efektivne je to osemrozmerny systém.

Otédzka moze stat ale aj inak. Ak mam N casticovy systém, za akych podmienok ho mézem
zapisat’ v tvare:

k
paB.at = Y _Pa P @ .. @ ply. (2.72)
i=1
Intuitivne to znamend, ze 'ubovolné dva podsystémy su separovatelné, ale aj I'ubovolnych
k systémov medzi sebou je separovatelnych. Na to, aby sme mohli pouzit’ uz spomenuté
kritérium, potrebujeme rozdelit’ systém vzdy na dve casti, testovat’ vietky linedrne zobrazenia
na kompletni pozitivitu a pokracovat’ dalsim moznym rozdelenim.
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2.6.4 Entanglované retazce

Akymsi medzistupniom medzi dvojcasticovym a viacCasticovym entanglovanim si entanglované
retazce. Jednd sa o systém mnohych dvojhladinovych ¢astic, ale entanglement povol'ujeme ale
len medzi susednymi Casticami. Vytvarame tak akysi jednorozmerny retazec, ktory moze
slizit’ napriklad na transport informécie. V tomto kontexte je zaujimavd napriklad otdzka,
aky maximélny entanglement mézu mat’ dve susedné ¢astice v takomto retazci. Ako vhodni
mieru pre tento problém pouzijeme konkurenciu. Tu treba zdoéraznit, ze vzdy pocitame len
entanglovanost’ 2 castic, pricom ostatné neuvazujeme, a preto je pouzitie konkurencie tplne
legdlne.

Zoberme, pre jednoduchost, nekone¢ny retazec, ktory je uniformny (transla¢ne invariantny;
kazda z jeho casti je zhodna s 'ubovolnou, rovnako vel’kou ¢astou kdekol'vek inde v retazci).
Pytame sa teraz, akda maximalna konkurencia méze byt v tomto pripade medzi kazdymi dvoma
susedmi. Prvy horny odhad je, samozrejme, 1, ¢o by znamenalo maximdalnu entanglovanost.
Ako ale bolo ukdzané, suma druhych mocnin konkurencii danej ¢astice k inym casticiam je
ohrani¢end zovseobecnenou konkurenciou tejto castice k zvysku systému, ¢o ndm ohranicuje
maximalnu pripustni hodnotu na Cpax = 1/4/2. Ani tdto hodnota ale nie je dosiahnutelna.

Priklad entanglovaného retazca sa da vytvorit’ velmi jednoducho. Zoberme na zaciatok
stav (nekone¢ného poctu gbitov)

_ 0)[0) + [1)[1) 0)[0) + [1)[1) 0)[0) + [1)]1)
@) = .. ® (T) ® (T) ® <T> ® ... (2.73)

V tomto stave je kazdy z gbitov maximédlne entanglovany s jednym zo svojich susedov. Tento
stav nie je ale translacne invariantny vzhl'adom na posun o neparny pocet pozicii. Problém
sa d& vyriesit velmi jednoducho: zoberieme dalsi stav |¥), ktory vznikne z |®) posunutim o
jednu poziciu (doprava ¢i dolava). Vysledny stav, ktory vznikne ako linedrna kombingcia

[®) + [¥)
V2

uz spliia podmienku translacnej invariantnosti. Je tiez dobry predpoklad, ze susedné gbity
budid entanglované, kedze niektoré boli entanglované v jednom, iné v druhom zo stavov
|W), |®). Nie je problém entanglement spocitat: matica hustoty stavu |®), zredukovang len na
dva gbity na pozicidach jedna a dva bude:

(2.74)

1900
s [0 1 00
000 4
a matica hustoty stavu |¥)
0 0 0 O
v 0 5 =350
p¥ = (2.76)
0 —3 3 0
0 0 0 O
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Matica hustoty linedrnej kombindcie bude

£ 0 0 0
v P 3 1
prr |05 20
T (2.77)
0 0 0 3

Teraz uz velmi jednoducho spoé¢itame konkurenciu priamo z definicie, prislusné odmocniny
vlastnych hodnét vyjdi %, %, %,% a vysledna konkurencia je C' = i. To je este d’aleko od
horného odhadu uvedeného vyssie. Podl'a ¢lanku [16] ale za ziadnych podmienok nie je mozné
horni hranicu dosiahnut, ¢o je vel'mi zaujimavy poznatok. Pri istych, rozumne odévodnenych
podmienkach na matice hustoty pripustnych stavov, tykajicich sa mnozstva gbitov v stave 1

a ich pozicii, dostaneme maximum pre konkurenciu
Cmax = 0.4345, (2.78)

¢o zodpovedd entanglementu formécie priblizne 0.285 entanglovanych bitov.

2.6.5 Entanglované molekuly

Je intuitivne jasné, ze spominané entanglované retazce popisuji iba mali ¢ast viactasticov-
ych systémov, ktoré su neseparabilné. Je prirodzené pripustit, ze kazda cast systému (Gasti-
ca) moze byt viazand s ktoroukol'vek d’alsou castou systému, pripadne aspon z nejakej Casti
podsystému. Pojem molekula bol zavedeny v ¢lanku [20] ako reakcia na zavedenie entanglo-
vanych retazcov vo Wootersovom ¢lanku.

V systéme zlozenom z N ¢astic mame N (N — 1)/2 roznych dvojic, a teda tolko isto matic
hustoty redukovanych na dve castice, ktoré moézu byt separabilné alebo entanglované. Pokial
je niektory stav py; entanglovany, znamend to, Ze entanglement z neho sa da vydestilovat),
lokdlnymi operdciami prerobit’ na entanglement ¢istého stavu 2 gbitov. (V tejto, podobne
ako v predchadzajicej casti neuvazujeme viazany, viacCasticovy entanglement). Dokazeme
vytvorit’ taky stav, aby entanglement kazdej dvojice bol prave nejaky, dopredu dany?

Odpoved’ je: dno, za podmienky, ze celkovy pozadovany entanglement nie je vicsi ako istd
hranica. Ozna¢me teda C}; pozadované konkurencie medzi c¢astami k a [ systému. Zaved'me
d’alej stav

[¥)ij = [¥7")i; @ 00...00) 050k (2.79)

kde [1)1);; je maximdlne entanglovany stav ¢astic ¢ a j. Pomocou tychto stavov zavedieme
maticu hustoty

p= %xkzlwzj (@lig + (1 = P)psep
M= kal, (2.80)

kde psep je akdsi, plne separabilnd matica hustoty a p €< 0,1 >. Po urobeni stopy cez vSetky
Castice okrem i, j dostaneme maticu

a 0 0 0
Pi=31 1 0 wy/2 ¢ 0 (2.81)
0 0 0 d
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Obrazok 2.8: Niekolko prikladov entanglovania pre molekuly zlozené zo 6 ¢astic. V pripade a)
uvazujeme vizbu vzdy len medzi susednymi casticami, pricom dvoma ¢iarkami je naznacend
silnejsia véizba. Pripad b) zndzoriuje nezdvislé entanglovanie 3 a 3 ¢astic, pripad c) zasa vizbu
v8etkych castic len s jednou. Kone¢ne d) zobrazuje véizbu medzi vSetkymi casticami navzdjom.

a z nej konkurenciu

Lij
i
Vhodnou zmenou z;; vieme dosiahnut’ Ziadané pomery medzi konkurenciami jednotlivych dvo-
jic za kazdych okolnosti. Na dosiahnutie pozadovanej velkosti musime menit’ parameter p.
Pokial' bude mensi ako 1, konfigurédcia sa da dosiahnut’ a mame aj sposob, ako to urobit’. Poki-
al dostaneme p > 1, matica z definicie (2.80) uz nebude kladne definitnd. Nedd sa povedat),
Ze sa konfigurdcia dosiahnut’ nedd, nejde to ale tymto spésobom.

Maximéalnu konkurenciu dosahujeme, pochopitelne, ak p = 1. Vtedy, ak pozadujeme
rovnakui konkurenciu medzi vietkymi dvojicami, vyjde Cj; = M ]\2[71) . Ukdzeme, Ze toto nie
je maximalna moznd hodnota pre danui konfigurdciu.

Zoberme stav

Cij=p (2.82)

[Wy) =1/VN|N —1,1), (2.83)

¢o je symetrizovany stav N castic s N — 1 Casticami v stave 0 a jednou ¢asticou v stave 1.
Konkurencia kazdej dvojice v takomto stave je rovnakd a rovnd Cj; = %, teda zvlast pre vel'ké
N sa ukazuje vSeobecny algoritmus ako vel'mi neefektivny.

Zameriame sa teraz na trochu intd, ale nie menej zaujimavi konfigurdciu. Ak mame k dis-
pozici N-casticovy systém a ziadame, aby prva ¢astica bola rovnako entanglovand so vietkymi
ostatnymi, akd je maximdlna miera tohoto entanglementu? Ako uz bolo spominané, vd’aka
nerovnosti C45 + C%. < Ci( BC)s ak pozadujeme Cyp = Cs¢, pre systém aspon troch castic
je této konkurencia ohranicens hodnotou 1/+/2. V ¢lénku [19] je tiez domnienka, Ze podobna
nerovnost’ plati aj pre viaccasticové systémy, ¢o by posivalo hranicu pripustnej konkurencie
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az na 1/4/N — 1. Pritom ale stav

[v) )00...0) + |0)| NV —2,1) (2.84)

1 1
—— - -
\/5’ V2(N = 1)
napliia tento horny limit.
V ¢lénku [25] je ukdzany dokaz, Zze pre entanglované molekuly typu d) (vid. obrézok
2

2.8) je hranica konkurencie pre kazdé dve susediace casti prave . Dokdzand, avsak dosial

nepublikovand bola aj citovand domnienka, ze pri molekulédch typu c) je hranica konkurencie

prave na 1/v/N — 1.

2.6.6 Miery viaccasticového entanglementu

V pripade viaccasticového stavu je definicia miery este komplikovanejsia ako v pripade dvojcas-
ticovom. Musime v nej zohl'adnit’ entanglement medzi jednotlivymi dvojicami stavov, ale aj
Cisty viactasticovy entanglement. Miera teda nemdze byt jednoduchd funkcia, musi obsahovat’
v sebe d’aleko viac.

Ako akysi horny limit, ¢o vSetko musi byt’ dané, mozeme zobrat urc¢enie miery entanglemen-
tu medzi vSetkymi moznymi rozdeleniami ¢astic, ktoré mame k dispozicii. V tomto pripade
ale zaddvame mnozstva redundatnej informécie.

Zaujimava miera je navrhovand v ¢lanku [21]. Je to zovseobecnend Schmidtova miera, pre
zmiesané stavy definovand nasledovne:

P(p) = minz)\ip(|¢i><¢i|)> (2.85)

kde minimum je brané cez vsetky dekompozicie p = . A\;i[1/;) (1;] a miera P na ¢istych stavoch
je

P([¢)(¢]) = logy

r =min R
R
) =D a|el”) ® ... @ [¥R)). (2.86)
=1

Dolezité je, ze dekompozicia stavu podla (2.86) sa chépe len v zmysle ¢asti systému, vzhl'adom
na ktoré hl'addme entanglement. Pokial méme napriklad systém zlozeny zo Styroch casti, ale
pytame sa na entanglement skupiny prvych troch vzhladom na $tvrtd, [¢1) bude urcovat
trojcasticovy stav a [1)9) stav jednocasticovy. Na druhej strane, ak nés zaujima entanglement
v8etkych styroch ¢asti navzajom, |¢1) az [¢4) uréuju jednocasticové stavy.

Istou nevyhodou miery P je, ze je definovand pomocou dvojndsobnej minimalizécie (raz
hl'addéme minimélny pocet ¢lenov rozkladu cistého stavu, druhykrdt minimum cez vsetky
mozné rozklady). Napriek tomu sa dé spocitat pre mnohé stavy explicitne.

Uved'me teraz tri priklady. Spoc¢itame entanglement réznych kombindcii rozdelenia systé-
mu Styroch castic v roznych stavoch. Stavy, ktoré uvazujeme su:

1. GHZ stav v tvare |GHZ)4 = % (0000) + |1111))
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CHZ): [0 [10: [0 00)
A-B-C-D 1 2 2 2
AB—-C—-D 1 logs3 | 1 1
AB-CD 1 1 1 0
AC - BD 1 1 2 2
ABC — D 1 1 1 1

Tabulka 2.1: Miera entanglementu roznych stvorcasticovych cistych stavov v zdvislosti od
rozdelenia podsystémov. Stav GHZ ma pre vSetky rozdelenia entanglement rovnaky, lebo ob-
sahuje len 4-casticovy entanglement, naproti tomu u ostatnych stavov je vysledok od rozdelenia
zavisly.

2. W stav v tvare |[IW), = 3 (]0001) + [0010) +|0100) + |1000))
3. Stav |¢)s = 3 (]0001) +|0011) + |1100) — [1111))

4. Stav ziskany z dvoch képif maximélne entanglovaného stavu dvoch castic |¢p7)|¢T) =
3 (100) + [11)) @ (]00) + [11))

Vysledky pre vSetky stavy a pre 4 rozne kombindcie delenia (kazda castica samostatne, dvo-
jica AB a zvysok samostatne, dvojica AB proti CD, dvojica AC proti BD a nakoniec castica D
oproti zvysku) si uvedené v tabulke (2.1). Je vidiet, ze miera reprodukuje intuitivne ocaké-
vania. Pre GHZ stav ocakdvame rovnaky entanglement pre I'ubovolné delenie, lebo obsahuje
iba ¢isto $tvorcasticovy entanglement. Naopak, stav |¢p1)|¢™) md najvacsi entanglement pri
deleni AC-BD, ktoré je vyhodné, lebo prave takto je entanglement nie v rdmci jednej skupiny,
ale medzi skupinami.

Vsetky spominané stavy boli ¢isté. Na druhom priklade ukdzem pouzitie miery na zmiesa
nych stavoch. Vyuzijem Wernerov stav p definovany v (2.34). V tomto pripade déva miera
nezdvisle od zvolenej dekompozicie hodnotu

%x — pre % <x <1

1
P(p) = 2 2.87
() 0 pre 0 <z < %, ( )

¢o je v plnom stilade s vysledkom uvedenym v kapitole o dvojc¢asticovom entanglemente, teda
7e pre x < % je stav p separabilny a inak entanglovany.

Treti priklad uvazuje trojcasticovy systém a dva zmieSané stavy, jednak kombinaciu GHZ
stavu a nulového stavu v tvare

pc(\) = NGHZ)3(GHZ|3 + (1 — X)|000){(000| (2.88)
a zlozitejsi stav v tvare
P, 1) = A[¢7)1210)3(0]3(0™ |12 (2.89)
+ 1| ™)23|0)1(0]1 (D™ |23 (2.90)
+ (1= A= p)|¢7)13]0)2(0[2(8" 13- (2.91)

Vysledky pre tieto stavy st uvedené v tabulke (2.2). Znova sa d4 povedat, ze sme dostali
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pc(N) | p(\, 1)
A-B-C A 1
AB-C A 1—A
AC-B A A+
A-BC A 1—pu

Tabul'ka 2.2: Miera entanglementu roznych trojcasticovych zmiesanych stavov v zévislosti
od rozdelenia podsystémov. Znova stav obsahujici GHZ je nezévisly od rozdelenia, stav
obsahujici len dvojcasticovy entanglement od rozdelenia silne zavisi.

to, ¢o octakdvame. V prvom pripade, kedze v hre je Cisty trojcasticovy entanglement, je v
poriadku, ak vysledok nezavisi od vol'by skupin. V druhom, naopak, mame kombindciu dvoj-
¢asticovo entanglovanych stavov, pricom entanglement medzi kazdymi dvojicami je vyjadreny
koeficientami pu, A a ich doplnkom do jednotky. Pri entanglemente dvojice castic oproti tretej
(napr. AB-C) je pochopitelné, ze dostaneme stcet entanglementu A-C a B-C.

2.6.7 Experimentilne potvrdenie

V poslednych rokoch sa experimenty zamerali na tvorenie stavov z viacerych ako dvoch ¢astic,
ktoré by porusovali ocakavania klasickej fyziky. Stav troch foténov v GHZ entanglovanom stave
sa podarilo vytvorit’ A. Zeilingerovi et. al. [14]. Schéma jeho aparatiry je na obrdzku (2.9). Pri
pokuse pouzival Ti-zafirovy laser so zdvojenou frekvenciou, ktory produkoval fotény na vinovej
dizke 394 nm v extrémne kratkych pulzoch trvajicich okolo 200 fs. S pravdepodobnostou na
urovni 0.1% vznikne v laseri par foténov v stave

1
E

kde pismend H,V oznacujui smery polarizacie a a, b prvy a druhy fotén z paru. S vel'mi nizkou
pravdepodobnostou viak moézu vzniknit’ az dva pary takychto foténov, pricom kazdy par bude
rozdeleny tak, Zze jeden ¢len pdjde ramenom a a druhy ramenom b. Za vhodnych okolnosti sa
moze stat, ze v kazdom z detektorov T', Dy, Dy, D3 bude v rovnakom ¢ase zaznamenany jeden
impulz (z dovodu poziadavky nemoznosti rozlisenia ¢asov oboch dvojic foténov je detekény cas
umelo predlzovany). Ak si odmyslime fotén z detektora T', ktorého meranie vlastne umoznilo
vznik trojice entanglovanych foténov, si dve moznosti, v akom stave mohli fotény prist’ do
detektorov. Jedna moznost’ je, ze povodny péar k foténu detekovanému v 7" je fotén detekovany
v D3 a zvysny par presiel do detektorov Dy, Ds. 'V tomto pripade museli byt fotény v stave

[H)1[H)2|V)s. (2.93)

(H)aV)o = [V)alH)s) (2.92)

Ind moznost’ je, ze par k T foténu bol detekovany v Dy a zvysny péar v Dy, D3. Vtedy si (boli
pred detekciou) fotény v stave
V)1V )2l H)s. (2.94)
Ked’ze nepresnou detekciou ¢asu impulzu nevieme zistit), fotén z ktorého pédru sposobil pris-
lusny impulz, moézeme predpokladat, ze fotény sa nachddzali vo zviazanom stave
1

NG (|H)1|H)2|V )3+ [V)1|V)2|H)s) . (2.95)
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<JUV-Pulse

Obréazok 2.9: Schéma aparatiry pouzitej pri pokuse, pri ktorom vznikali trojcasticové en-
tanglované stavy. Extrémne krétky pulz UV lasera prechddza cez nelinearny krystél (BBO),
kde sa rozdeluje na dve ¢asti. Polarizaéné zrkadld (POL BS) odrédzaji vertikdlne polarizované
fotény, ale prepustaji horizontdlne. BS odraza, nezédvisle od polarizécie, s pravdepodobnostou
50% a prepusta tiez s pravdepodobnostou 50%. V ramene a je umiestnend polvinna platnicka.

Este je ale potrebné ukdzat, Ze sa nejednd len o statisticki zmes tychto stavov, ale naozaj
je kazdy jeden stav entanglovany. Ak vlozime pred detektory este polarizacné filtre, mozeme
sledovat, ako sa meni mnozstvo nameranych 4-foténovych pripadov v zavislosti od otocenia
polarizdtora a casového rozdielu v merani foténov. V pripade, ze detekujeme v detektore D,
pod uhlom 45°, pri nizkych ¢asovych rozdieloch sa ukazuje vyznamny rozdiel medzi mnozstvom
stavov detekovanych v pripade, ak je polarizator pred detektorom Ds nastaveny pod uhlom
45° a —45° (obrézok 2.10). V idedlnom pripade pre nulovy rozdiel by sme oc¢akdvali detekciu
len v pripade nastavenia filtra pod uhlom —45°. Stav (2.95) totiz prejde, ak uvdzime len stavy
prvého a tretieho foténu a meranie na polarizacnom filtri prvého detektora, do stavu

1
V2

a teda neobsahuje ziaden ¢len s polarizaciou —45° na detektore Ds. Pre viicSie ¢asové rozdiely
sa fotony stdvaju rozligitelnymi a interferencia sa stréca.

V tomto pokuse sa podarilo vyrobit’ stav troch foténov, ktoré boli navzgjom entanglované.
Problémom zostava, ze pravdepodobnost’ ich vzniku je extrémne nizka (aj pri vysokej kadencii
lasera 7.6 x 107 krét za sekundu vieme produkovat podobné trojice len priblizne raz za 150
sekind) a to, ze vznikli, mozeme vlastne zistit' len tak, Ze trojicu zni¢ime.

(|45)1 — [45)3) , (2.96)
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Obrézok 2.10: Overenie, ze pri pokusoch s trojcasticovym entanglementom sa skuto¢ne jednd
o entanglované stavy a nie Statistické zmesy. Graf vlavo ukazuje, Ze je jasne pozorovatelna
zavislost’ mnozstva detekovanych pripadov od ¢asu podla toho, ako je nastaveny polarizacny
filter pri detektore D3. Graf na pravej strane ukazuje, ze ak zmenime nastavenie polariza¢ného
filtra na Dy, zdvislost’ od nastavenia filtrov na D3 sa podl'a o¢akdvania strati. Grafy pochadzaji
z ¢lanku [14].

2.7 Entanglement viacrozmernych systémov

Doteraz sme sa zaoberali iba systémami, ktoré boli zlozené z dvoch alebo viacerych gbitov. Pod
gbitmi rozumieme casti systému, ktoré sa moézu nachadzat’ iba v dvoch réznych rozlisitelnych
stavoch (a pochopitelne, kedze pracujeme s kvantovymi systémami, aj v ich I'ubovolnej su-
perpozicii). Je veelku pochopitelné, ze vicsina pozornosti sa venuje prave tymto systémom.
Svojou jednoduchostou umoziiuju mnohé veci a javy rozobrat’ d’aleko podrobnejsie, ako sa to
podari pri viacrozmernych systémoch. Klasické pocitace tiez pracuji s bitmi a nie vyssimi
jednotkami a experimentdlna realicdcia gbitov je omnoho jednoduchsia ako akychkol'vek in-
ych systémov. Méme totiz k dispozicii dve elementarne castice, ktoré sa vo svojej podstate
spravaju ako gbity: fotén s jeho polarizdciou a elektrén so spinom %

Napriek vsetkému ale stoji za to, aby sme sa aspon v stru¢nosti venovali viacrozmernym
systémom, ktoré budeme v d’alsom nazyvat gdity. Qdit je systém, ktory sa modze nachidzat’
v istom, dopredu definovanom pocte roznych rozligitelnych stavov 1...N. Samozrejme, okrem
toho sa moze nachadzat’ aj v 'ubovol'nej superpozicii tychto stavov. Déa sa zapisat’ ako

[®) =D _aili) (2.97)

za podmienky normovania

dai=1 (2.98)



V experimentoch sa daju napriklad pouzit’ atémy, ktoré majui viac stabilnych hladin, medzi
ktorymi mozeme prechddzat vhodnymi impluzami laserov.

2.7.1 Dva qdity rozmeru N

Podobne ako pri gbitoch, aj tu za¢neme jednoduchymi systémami skladajicimi sa len z dvoch
castic. Pre ulah¢enie niektorych definicii tiez predpokladdme, ze oba systémy maji rovnaky
rozmer N. Zavedieme maximdlne entanglovany stav, ekvivalent GHZ stavu pre gbity

1 o= .
W) = o Z_; i) @ i), (2.99)

Zoberme teraz maticu hustoty nejakého stavu, ktora je zlozend z dvoch casti. Jednak z maxi-
madlne zmieSaného stavu reprezentovaného jednotkovou maticou, a jednak z ¢asti maximaélne
entanglovanej:

p=(1—¢e)l+¢e|¥)(¥| (2.100)

Snazime sa skimat, za akych podmienok je tdto matica separabilnd a kedy je entanglovan4.
Ocakdavame, ze pre N = 2 by sme mali dostat’ podmienku ¢ > % V ¢lanku [33] sa pomocou
vhodnej zmeny bazy na dvojcasticovom priestore ukazuje, ze vSeobecnd podmienka je

1

> —— 2.101
TIEN ( )

¢o je v plnej zhode s ocakdvaniami. Zaujimavé je, Ze so zviacSujicim sa rozmerom systému
sa zmenSuje podiel maximélne entanglovaného stavu potrebny na to, aby bol vysledny stav
entanglovany.

2.7.2 Spojité premenné

Druhym extrémom oproti dvojhladinovym systémom - gbitom je situdcia, ked uvazujeme
vysokorozmerné systémy v limite N — oo alebo dokonca prechddzame od diskrétnych pre-
mennych k spojitym. V istom zmysle sa uzatvdara kruh, ktory sa zacal ¢lankom Einsteina,
Podolskeho a Rosena [1]. Tu sa ukazoval paradox na systéme dvoch ¢astic so spojitym spek-
trom vlastnych stavov polohy a hybnosti. Potom sa ale z dévodov jednoduchosti preslo k
systémom diskrétnym.

Pri spojitych systémoch sa stretdvame so vsetkymi problémami zndmymi uz zo zakladov
klasickej mechaniky. Sumy st nahrddzané integrdlmi, stavy si normované na delta-funkciu
namiesto jednotky alebo sa spojité premenné umelo diskretizujui (napriklad obmedzenim na
kone¢ny objem sa dosiahne diskrétne spektrum v hybnosti). Napriek tymto problémom bolo
vypracovanych niekol’ko pouziti kvantovych systémov so spojitymi parametrami. V ¢lanku [34]
je rozobrand moznost’ teleportovat’ jeden mod elektromagnetického pol'a za pouzitia podobnych
technik ako pri gbitoch (podrobnejsie st popisané v nasledujticej sekcii). Clanok [35] sa zasa
podrobne venuje moznostiam klonovania systémov. Ukazuje sa, ze mechanizmus pre optimélne
klonovanie je v8eobecny a funguje rovnako dobre pre nizkorozmerné ako pre vysokorozmerné
systémy. Okrem toho, zariadenia pracujice pri vysokych rozmeroch sa vel'mi podobaji na
klasické, ¢o sa v zmysle klasickej limity dalo ocakdvat.
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2.8 Vyuzitie entanglementu

2.8.1 Husté kédovanie

Ked sa ukazalo, ze zdkony kvantovej mechaniky aplikované na ¢asticiach spinu 1/2 dévaju
velmi zaujimavé vysledky, otvorila sa aj otdzka, ako by sa dali vyuzit. Jednou z moznych
oblasti je komunikdcia.

Vel'mi zaujimavou vyzvou pre dalsie skimanie bolo, ¢i by nebolo mozné posielanim kvan-
tovej informécie namiesto klasickej dosiahnut’ vyssiu kapacitu linky. To znamend, ze pomocou
jednej poslanej ¢astice spinu 1/2 by sme dokdzali zaslat’ viac ako o¢akdvany 1 bit informécie
(Zaslanie préve jedného bitu je trividlne, posielam ¢astice pripravené vo vlastnom stave operé-
tora spinu na os z a na prijme ich znova projektujem na tui istd os. S istotou, odhliadnuc od
moznych chyb, dostavam vysledok +1/2, podl'a toho, ako som ¢astice pripravil). Ved samotnd
orientdcia spinu v sebe skryva dva spojité parametre. V roku 1973 ale bolo dokdzané [28],
Ze nijakym $§pecidlnym spésobom pripravy a merania castic na vystupe a vstupe nemozeme
dosiahnut’ véi¢siu priepustnost’ ako v klasickom pripade.

Ind je situdcia, ak pripustime, Zze na posielanie informédcie sa mozeme dopredu pripravit.
Thito situdciu rozpracovali Ch. Bennett a S. Wiesner v ¢lanku [23]. Predstavme si dva subjekty,
ktoré potrebujui komunikovat, Alicu a Boba. Ked sa niekedy stretni, dohodnt sa a pripravia
si do zdsoby mnozstvo dvojcasticovych systémov v stave

1
V2

Kym sa rozidu, Alica si zoberie z kazdého systému jednu casticu a Bob druhid. V pripade,
ze bude Alica potrebovat’ poslat’ informéaciu Bobovi, moze to urobit’ vel'mi efektivne. Zoberie
svoju Casticu zo spolo¢ného paru, prevedie na nej jednu z moznych operécii:

|pT) = (]00) + |11)). (2.102)

I,0.,040, (2.103)

a pod vplyvom tychto operacii sa stav bud’ zachovd (v prvom pripade), alebo zmeni na je-
den z troch ortogondlnych stavov z Bellovej bazy. Ak Alica takto upravenu casticu posle
Bobovi, ten bude mat’ k dispozicii (spolu so svojou ¢asticou) cely systém a bude moct’ zistit
(znovu odhliadnuc od moznych chyb) nad akikol'vek pochybnost, v ktorom zo tyroch sta-
vov sa nachddza. Alica teda zaslanim jednej ¢astice (jedného gbitu) dokdzala Bobovi dorucit
informéciu ekvivalentni dvom bitom.

Husté kédovanie teda dokdze (s tym, ze vyzaduje pripravu stavov dopredu) pomocou jed-
ného kvantového bitu zabezpecit’ zaslanie dvoch klasickych bitov informécie. To vsak nie
je v8etko. Husté kédovanie zdroven zabezpecuje bezpecnost prendsaného signdlu. Samotnd
Castica posieland od Alice k Bobovi totiz nenesie v sebe ziadnu informaciu. Ak nemame k dis-
pozicii Bobovu ¢ast, z ndsho pohl'adu sa vo vSetkych 4 moznych pripadoch castica nachdadza

, 10 . . . .
v zmieSanom stave p = % ( g 1 ) @nemdme ziadnu moznost’ informdciu z nej ziskat. Inak

povedané, celd zasieland informdcia je prave v entanglemente medzi oboma ¢asticami a nie v
Casticl samotne;j.
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Obréazok 2.11: Schéma skutocnej aparatiry tak, ako bola pouzitd v laboratéridch v Innsbrucku.
Zdroj vyraba entanglované péry foténov, z ktorych jeden ide priamo k Alici a druhy ide cez iné
zariadenie, Boba. Ten, podl'a toho, ktori zo styroch moznych sprav chce poslat, aplikuje jednu
z moznych 4 kombindcif polvlnovej a stvrtvinovej platnicky (ziadnu, obe alebo jednu z nich).
Alica potom meria vo svojom zariadeni, v akom stave par prichddza. Dokaze pritom rozlisit
len tri druhy stavov, dve z moznosti ddvaji rovnaké interferenc¢né krivky. Efektivne toto
zariadenie teda dokdze pomocou jedného gbitu preneseného medzi Bobom a Alicou preniest’
cca. 1.58 bitu informdcie. Konkrétne to bolo testované na prendsani ASCII znakov, ked sa
na prenesenie miesto 8 bitov pouzilo len 5 entanglovanych parov.
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2.8.2 Vymena kvantovych EPR klicov

Tato metdéda, prvykrat navrhnutd Ekertom v roku 1991 [29], je urcend nie na samotni ko-
munikdciu, ale na pripravu komunikdcie pomocou klasického kandla, ktord bude tajnd. Na
to potrebujeme mat k dispozicii kéd, ktory nebude okrem nds poznat’ nikto iny. A prave
pomocou entanglovanych stavov si mozeme takyto kéd pripravit.

Zmova predpokladdme, ze obaja icastnici zdiel'aju ¢ast’ systému, ktory je tentokrdt v stave

!
V2

Na to, aby vytvorili kéd dizky N bitov potrebuji mat k dispozicii priblizne 2N takychto stavov.
Obaja vykonajui na svojich ¢astiach systému merania spinu v smere osi x alebo z, pricom to,
ktoré meranie to bude, vyberi ndhodne, obe s rovnakou pravdepodobnostou. Potom jeden
druhému ozndmia, ¢i to-ktoré meranie urobili v smere osi = alebo osi z.

Pre dostatoc¢ne velké N bude pri priblizne polovici tychto systémov meranie rovnaké, teda
obaja merali v smere tej istej osi. V tychto pripadoch vedia, ze vysledky su tiplne antikorelo-
vané, teda ak Alica namerala spin hore, Bob ho nameral ur¢ite smerom dole. Ak si zostavia
uspesné pokusy za sebou a Alica si zapiSe za kazdy namerany spin hore 1 a spin dole 0 a
Bob opacne, budid mat’ k dispozicii kéd, ktory je pre vsetkych okolitych pozorovatelov tajny.
Ti vidia len to, v akych smeroch boli merané spiny, nevedia uz, aké vysledky Alica ¢i Bob
dosiahli.

Ked mame k dispozicii tento kéd, moézeme komunikovat’ klasickym kandlom bez moznosti,
ze by nds niekto mohol odpocivat. Jednoducho, ku kazdému zasielanému bitu informécie
pripoc¢itame modulo dva bit tajného kédu. Takto posielame verejni informéciu, ktord je
bez kédu tplne bezcennd, avsak s kédom z nej Bob dokdze zasa bez problémov, opétovnym
pri¢itanim modulo dva, ziskat’ pévodni tajni informéciu. Tédto metéda vsak nedokédze zabrénit’
vonkajsiemu zdsahu do zasielanej verejnej informécie.

™) (101) — [10)) . (2.104)

2.8.3 Kvantova teleportacia

V pripade vyuzitia entanglementu pre husté kédovanie sme dokazali pomocou transportu kvan-
tovej informadcie a vyuzitia kvantového kandla transportovat’ vel'mi efekt{vnym sposobom kla-
sicki informédciu. Kvantova teleportdcia hovori o opa¢nom procese: tu dokdzeme pomocou
péarov entanglovanych ¢astic a transportu klasickej informadcie transportovat’ kvantovu infor-
maciu.

Prepravit’ gbit pomocou klasického kandla sa zdd byt na prvy pohlad nemozné. Jednak,
ak mame k dispozicii len jednu képiu stavu, nemoézeme ju zmerat’ a ani nijak inak z nej
vyextrahovat’ vsetky potrebné informdcie na klasickej tdrovni, aby sme vedeli stav na druhej
strane, u Boba, vytvorit. Keby sme aj mali potrebné informécie, mali by sme problém, ako
pomocou diskrétnych jednotiek (bitov) zaslat’ spojité parametre. Entanglement ndm pomoze
vyriesit’ oba preblémy.

Je jasné, ze Alica, ktord sa bude snazit’ prepravit’ gbit |¢)¢) k Bobovi, na niom nesmie pre-
viadzat’ ziadne priame merania, inak by zdkonite stratila aspon cast’ informdcie. Ina je vsak
situdcia, ak ma Alica k dispozicii este svoju cast’ entanglovaného paru, ktory je v stave |¢).
Méze na dvojici gbitov [¢c) a |¢pT) 4 urobit’ kolektivne Bellove meranie, ktoré ich sprojek-
tuje do jedného zo §tyroch moznych, maximélne entanglovanych Bellovych stavov [1)*), |¢F).
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Obrézok 2.12: Postup pri vytviarani EPR kltica. Alica aj Bob ndhodne vykonaji merania.
Potom zverejnia smery, v ktorych meranie prebehlo a na zaklade toho vedia, v ktorych pri-
padoch ziskali pouzitelné informécie (vyznacené hrubou). Bob vymeni svoje &isla za opacéné
a obaja majui k dispozicii rovnaky, ale pre iného nezndmy kaéd.
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Vysledok tohoto merania vo forme dvoch bitov klasickej informécie (mame k dispozicii 4 rozne
mozné vysledky merania) zasle Alica Bobovi. Ten na svojom gbite (tu je dobré podotkmit),
7e pokial' Alica mé k dispozicii uz dva gbity, jeden z dvojice povodne entanglovanych gbitov
spolo¢nych s Bobom a jeden vzor, ktory ma transportovat, Bob ma stéle k dispozicii len jeden
gbit zo spolo¢ného péru) urobi, podla vysledku Alicinho merania, jednu zo $tyroch operécii
rotacie spinu (ponechd ho nezmeneny alebo zrotuje okolo jednej z troch osi z,y a z). Tomu
zodpovedd ako operdtor jedna z vektora Pauliho matic

?:(],ax,ay,az)=<<(l) ?)(? (1))(_02 8)((1) _01)). (2.105)

Po tejto operacii bude Bobov gbit naozaj v stave |)¢). Aby sme toto tvrdenie dokdzali,
prepiseme si nezndmy gbit do tvaru |¢¢) = a|0) + b|1). Teraz mozeme pisat:

1
V2

= %a ([¢TYca+ |07 )ca) [0)B + %b (W Yoa+ 107 )ca) [1)5

+ 30 (10ea = 107bea) 105+ 3a (165)ea = [97ea) [0)5

= %|¢+>CA|1/J>B + %|w+>CA01|w>B

+ 5[0 boacslv)s + 5167 easli) (2.100)

[¢c)|¢™) as = (al0) + b[1)) —= (00) + [11))

Ako vidime, po prevedeni vhodnych operdcii (a s vyuzitim ¢? = 1) dostane Bob vzdy
spravny vysledok. Vyvstava otédzka, akym sposobom bola samotnd informécia o gbite |¢¢)
zaslang. Tazko predpokladat, ze to bolo v samotnych dvoch klasickych bitoch. Neobsahuji
dost’ parametrov na presné $pecifikovanie stavu so spinom 1/2; na to treba jeden komplexny
parameter, resp. dva redlne uhly. Okrem toho vysledok Bellovho merania, ako je zjavné z
rovnice (2.106), je celkom ndhodny a vsetky 4 mozné stavy sa vyskytuju s rovnakou pravde-

podobnostou.
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Obrézok 2.13: Teleportécia stavu ¢ od Alice k Bobovi. Najskér na nezndmom stave spolu s
jednou ¢astou entanglovaného péaru prevedieme kolektivne Bellove meranie. Jeho vysledok za
pomoci klasickej komunikdcie prenesieme k Bobovi, ktory vykona (v zévislosti od obdrzanej
informdcie) prislusni transforméciu. Po tspesnej operacii Bob ziska nezndmy stav, ale strati
entanglement s Alicou, ktory sa presunie medzi dve Castice patriace Alici.
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Kapitola 3

Prenos kvantovej informacie
zaSumenym kanalom

3.1 Problémy otvoreného systému

Tak ako v inych oblastiach fyziky, pochopitelne aj tu sa stretdvame pri prechode od teérie k
praxi s problémom, ze vSetky idealizédcie, ktoré sme v tedrii urobili, v redlnom svete neplatia.
Ziaden stav nie je pripraveny presne tak, ako sme predpokladali. Nikdy nemdme k dispozicii
nekone¢né mnozstvo rovnakych stavov, ako sa to ¢asto pri pokusoch pozaduje. Aparity na
transforméciu stavov st nedokonalé a nie vzdy pracuju podl'a nasich predstdv, detektory majui
nizke tcinnosti. Toto vSetko su ale veci, ktoré sa opakuji v kazdom odvetvi, ¢i uz ide o cas-
ticovi fyziku, optiku alebo astronémiu. V naSom pripade ale ku vsetkym tymto problémom
prichddza este d’alsi, nie sice novy, ale nadobidajici v kontexte kvantovej mechaniky a entan-
glementu nové rozmery. Naga cCastica totiz pri kazdom kontakte s okolitym prostredim moze
zostat’ nanho naviazand. Vznikd tak entanglement medzi casticou a prostredim, o ktorom
vieme len vel'mi mdlo a nemdme ho pod kontrolou. Efektivne mame k dispozicii len stav nasej
castice, uz ale nie cisty. Tento jav sa nazyva dekoherencia.

3.2 Dekoherencia

V mnohych myslienkovych pokusoch z predchddzajicej kapitoly sme vyuzivali maximélne
entanglované pdry, ¢i dokonca vicsie skupiny ¢astic. Zaroven bolo ale ukdzané, ze ak sui
dve castice maximdlne entanglované, nesmi byt viazané na ziadnu d’alsiu ¢asticu a teda ani
systém. Ak sa dostaneme do situdcie, ze nasa entaglovand dvojica alebo len jeden jej ¢len
reaguje s prostredim a viaze sa nan, zdkonite strdcame ¢ast’ entanglementu, ¢o je nechceny
jav. Pritom dostdvame Statistickid zmes, ktord moéze v jednotlivych meraniach davat tplne
rovnaké vysledky.

Vo vigsine pripadov reagujui skiimané systémy s okolim pomocou termdlnych foténov, ktoré
st pritomné vsade a zbavit' sa ich dé len prevadzanim experimentu za absolitne nulovej teploty,
¢o, pochopitelne, nie je fyzikdlne mozné. Fotény spdsobuji zmenu matice hustoty daného
stavu tak, ze pri zépise v energetickej baze (tdto béza je vo vicsine prostredi preferovand; vo

.....

vSeobecnosti sa jednd o bdzu, v ktorej sa deje najviacsi kontak s prostredim) exponencidlne s
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¢asom klesaju nediagondlne elementy. Typicky napriklad v magnetickom poli sa bude stav

1
[¥) = 7 (I1)[0) +10)[1)) (3.1)

menit’ na maticu hustoty zmiesaného stavu

0 0 0O 0 0 0O
ot lo {otoo
00 00 00 0O

Tato matica sa 1i8i od predchadzajiceho stavu len pri meraniach prevadzanych na oboch
casticiach a ich jednotlivom porovnani. Statistické vysledky ddva zhodné s pévodnym stavom.

3.3 Korekcia chyb

Je zrejmé, ze chybam sposobenym neidedlnymi zariadeniami a dekoherenciou nemézeme tiplne
zabranit. Mozeme sa ich snazit’ minimalizovat, ale nikdy sa ich nezbavime tplne. Preto je
nutné hl'adat’ sposoby, ako tieto chyby opravovat. Na to si urcené error correction algoritmy.

Zoberme konkrétny priklad, ked’ chceme pomocou kvantového kanéla posielat’ kvantové bity
a porovnajme ho s klasickym pripadom, ked’ napriklad beznym optickym kablom posielame
signdl z pocitaca. Aj v klasickom pripade mozu nastat’ chyby, avsak na kazdom bite len chyba
jedného druhu. Bud’ sa ten-ktory bit preklopi, alebo zostane tak, ako je, ziadna d’alsia moznost’
neexistuje. Na takéto jednoduché chyby existujui aj jednoduché sposoby, ako sa im brénit.

Ak chyba nastéva vel'mi zriedka, staci, ak sa za kazdy n-ty bit (v zdvislosti od ocakdvanej
frekvencie chyb, v beznej pamiiti pocitaca sa pouziva n = 8) vlozi jeden takzvany paritny
bit. Tento bude obsahovat’ sumu vsetkych predoslych n bitov modulo 2. V pripade, ak sa
preklopi prave jeden z n bitov, prijemca to zist{ a moze si prislusni sekvenciu vyziadat’ znova.
Existuju samozrejme aj zlozitejsie spdsoby, ako paritné bity umiestiiovat’ a tieto umoziiujui aj
lokalizaciu chyby. Ak okrem uz spominanych paritnych bitoch vlozim po 64 bitoch d'alsich 8
paritnych bitov, pricom v prvom bude suma 1.,9.,17.,... bitu, v druhom suma 2.,10.,18., ...
bitu a tak d’alej, ak nastane medzi tymito 64, resp. spolu s paritnymi bitmi 80 bitmi len k
jedinej chybe, modzeme ju presne lokalizovat’ a opravit’ bez toho, aby sme museli vysiela¢ ziadat’
o opitovné zaslanie informaécie.

Ak predpokladdame, ze chyba nastava castejsie, je rozumné kazdy bit zasielat’ viackrat. Ak
ho posielame dvakrat, zistime, Ze sa stala chyba, ak dostaneme dva rozne bity, nevieme ju
vsak opravit. Preto ma zmysel posielat’ informdciu trikrat, pripadne 5 a viackrat. Z kazdej
trojice ¢i pitice potom vyberieme vysledok, ktory sa vyskytuje castejsie a ten vyhldsime za
Spraviny.

Bohuzial ale ziaden z uvedenych postupov nie je priamo aplikovatel'ny na pripad kvantovej
komunikdcie. Dévodov je viacero. Chyby, ktoré mozu nastat na jednom gbite, si kompliko-
vanejsie. Jednak, samozrejme, moze prist k preklopeniu gbitu rovnako ako tomu bolo v
klasickom pripade. Qbit sa moze ale aj pootocit, napriklad zo spinu s vlastnym stavom v
smere osi z sa moze stat’ spin s vlastnym stavom v smere osi x. Moze sa menit’ len faza stavu,
¢o sice neovplyvni vysledok ziadneho merania samotného stavu, ale moze ovplyvnit’ vysledky
zahriiujuce viac koherentnych stavov. Kvantovy bit sa moze viazat na prostredie a stdva sa z
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neho statistickd zmes. Voéi vSetkému podobnému sa potrebujeme branit. Mame ale vyrazne
obmedzené moznosti.

Ak posielame stavy, ktoré si vyrabame podla urcitého klasického predpisu, moézeme ich
jednoducho vyrobit’ viacej a poslat’ ich vsekty. Na konci potom urobime akysi priemer ob-
drzanych stavov. V takomto pripade je ale ¢asto jednoduchsie zaslat klasickym kandlom
névod, ako si stavy pripravovat.

Moze sa ale stat, ze potrebujeme posielat’ stavy, ktoré dopredu nepozname. V tomto pri-
pade nevieme bez toho, aby sme stav znicili, vyrobit’ jeho képiu, nemozeme ich zaslat jednodu-
cho opakovane. Nefunguju ziadne z klasickych sposobov korekcie chyb, musime vyvinmit nové,
urcené Specidlne pre kvantovi komunikaciu.

3.4 Kvantova korekcia chyb

Prvy postup, ktory riesil aspon ¢iastoc¢ne problémy s kvantovymi chybami, navrhovali Steane

a Shor [30]. Pretoze ide o jednoduché zovseobecnenie kédu ziskaného nahradenim jedného bitu

tromi rovnakymi spominaného vyssie, budem sa prave tomuto kédu venovat’ podrobnejsie.
Pre zaciatok si teda zoberme jednoduché kédovanie jedného gbitu do troch podla predpisu

|0y — |000)
|1) — [111), (3.3)
pricom ale superpozicia sa kéduje
al0) + 5|1) — «|000) + S|111) (3.4)

a nejedna sa o klonovanie, kde by platilo
al0) + A[1) — (al0) + BI1)**, (3.5)

lebo chybaju krizne ¢leny typu a3%|011). Ukdzem teraz, ako sa d4 opravit’ chyba preklopenia
jedného (a iba jedného) gbitu (Standardna chyba vyskytujica sa aj pri diskrétnych bitoch):

a|000) + B|111) — «|100) + B|011) (3.6)

(v tomto pripade sa preklopil prvy gbit, ale zo symetrie by to mohol byt ktorykol'vek iny). Za-
ved'me operdtory, ktoré budid merat’ sic¢et prvého a druhého gbitu modulo dva, a tiez druhého
a tretieho gbitu modulo dva. Ak oba tieto operdtory maji nulovii hodnotu, znamena to, ze
vSetky tri gbity su rovnaké, maji hodnotu bud’ nula alebo jedna a chyba nenastala. Moze
sa stat, ze jeden alebo oba operatory budd mat’ jednotkovy vysledok. Potom vieme povedat),
7e chyba nastala a dokonca vieme urcit aj gbit, v ktorom sa stala. Ak je jednotkovy prvy
operdtor, chyba je v prvom gbite, ak druhy, chyba je v tretom gbite. Ak si jednotkové oba,
znamend to, ze chyba nastala v prostrednom, druhom gbite.

Takto sa podarilo vyriesit’ prvy druh chyb, ktory mohol nastdvat. Na tom ale nie je nic¢
prekvapujice, pretoze sa jednd o rovnaky kod a rovnaké chyby ako v klasickom pripade, preto
nie je dovod, aby postup nefungoval. Doélezité je len to, ze pri zistovani chyby sme nezmerali
samotni informéciu, a teda sme ju ani nijako neposkodili. Oba operatory rozlisovali iba
medzi priestorom stavov, ktoré si chybové a priestorom bezchybnych stavov a nerobili ziadne
rozdelenia v priestore bezchybnych stavov.
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Druhy typ chyb, ktory moze nastdvat, si malé chyby. Tie sa dajui zapisat’ vo forme

1000) — [000) + £|100)
1111) — [111) + ¢|011), (3.7)

kde sme zasa z dovodu symetrie mohli vybrat préave prvy gbit ako chybovy. Na upravenie
tychto chyb nemusime do postupu zavadzat ziadne nové prvky. Novy stav nie je vlastnym
stavom operdtora merajiceho sicet prvého a druhého gbitu modulo dva. Pri tomto merant,
ktoré povodne zistovalo len chybu preklopenia spinu, sa stav s vysokou pravdepodobnostou
vyprojektuje spit’ do bezchybného stavu. Iba s pravdepodobnostou |e|? dostaneme chybovy
stav. Tento stav ale uz mame osetreny, lebo sa jedna o preklopenie bitu a pomocou vyssie
opfsaného spdsobu ho mdzeme napravit bez toho, aby sme narusili informéciu v iom obsiah-
nutu.
Treti typ chyb bude sposobovat najvicsie problémy; jednd sa o fazovy posun

000) — |000)
111) — —|111). (3.8)

Voci tomuto typu je kéd v pévodnej podobe bezmocny. Musime ho istym sposobom upravit),
rozsirit’ tak, aby mohol hl'adat’ a napravat’ nie len chyby preklopenia spinu, ale aj fdzové chyby.
Najjednoduchsi sposob je zaviest’ redundanciu aj vo faze. Inak povedané, ak sme si kazdy gbit
zapisali pre istotu trikrat, nie je dovod, aby sme fazu tiez nezapisali trikrat a tak sa bréanili
jej strate. Zavedieme nové kédovanie, kde budeme na rozdiel od kédovania (3.3) pouzivat az
9 gbitov, 3 na bity krat 3 na fazy

|0) — (]000) + [111)) (|000) + |111)) (]000) + |111))

1
VB
1
Vo

Predstavme si teraz, ze nastane fazova chyba typu (3.8). Jedna z troch zétvoriek sa zmeni

1) — —= (|000) — |111)) (J000) — |111)) (|000) — |111)). (3.9)

000) + |111) — [000) — |111)
000) — [111) — [000) + |111) (3.10)

a ostatné dve zostani rovnaké. Znovu, podobne ako v pripade prekldpania spinu, mozeme
zaviest’ operdtory, ktoré budi merat’ iba ¢i si rovnaké znamienka v prvej a druhej a v prvej a
tretej zatvorke. Tak zistime, ¢ chyba nastala a ak éno, kde. To vsetko samozrejme bez toho,
aby sme akymkol'vek sposobom naburali informdciu ulozent teraz uz v deviatich gbitoch.

Tento kéd, pokial by fungoval dokonale, riesi uz vsetky mozné chyby. Poslednd, mald
fazova chyba je riesend rovnako ako mald chyba v preklopeni spinu. Operdtor vo viicsine
pripadov stav sprojektuje spét na bezchybny a s malou pravdepodobnostou na stav s tplne
otocenou fazou, ktory vieme opravovat.

Tu je ale potrebné zdoéraznit’ dva predpoklady, ktoré sme implicitne uvazovali:

e Predpokladdme, Ze operécie ohladne merania a oprav kédu sui bezchybné. Takato situd-
cia nemoze v skuto¢nosti nastat’ a preto do dalsich tivah musime zahrnit’ aj to, ako
vyriesit, ked’ napriklad préave pri snahe opravit’ chybu informéciu este viacej pokazime.
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e Predpokladdme, ze chyby sa na jednotlivych gbitoch vyskytuji nezdvisle. Ak k tomu
priddme mali pravdepodobnost’ vyskytu jednotlivych chyb, mézeme zanedbat situdcie,
ked’ by vznikla chyba na dvoch gbitoch naraz. Je ale jednoducho predstavitelna situdcia,
ze chyby sa budu napriklad ¢asto vyskytovat’ na dvoch susednych gbitoch (nejaka von-
kajsia porucha zasahujica viac ¢astic). Na riesenie tohoto problému by sme potrebovali
robustnejsi kod.

7 teoretického hl'adiska je kéd nesporne zaujimavy. Prakticky ale vyzaduje velmi zlozité
operdcie (pri zistovani a opravovani fazovych chyb potrebujeme merat naraz stav 6 gbitov
bez toho, aby sme zistili ich jednotlivy stav) a preto je potrebné skimat’ aj d'alsie moznos-
ti. Jednoduchym rozsirenim a kombinovanim horeuvedenych postupov médzeme dostat’ kéd so
siedmimi alebo iba piatimi gbitmi, opravujici chyby preklopenia bitu aj fizy. Dalsim zvicso-
vanim poc¢tu gbitov mdzeme zvicsovat’ robustnost’ schémy, alebo hl'adat’ celkom iné sposoby,

¢

ako si poradit’ so situdciami, ked’ je pravdepodobnost’ vyskytu chyb vel'ks

3.5 Pauliho kanal

Aby sme mohli posudzovat’ ispesnost’ a efektivitu jednotlivych algoritmov na korekciu ¢i pred-
chadzanie chyb, musime ndajst’ spésob, ako chyby kontrolovane simulovat. Potrebujeme ma-
tematicky ¢o najpresnejsie ale zaroven najjednoduchsie opisat’ vplyv prostredia. Tieto pozia-
davky dobre spiita Pauliho kansl, ktory som zvolil pre d’alsie vypocty. V podstate sa jednd o
operator, ktory s definovanymi pravdepodobnostami otéca spin ¢astice v smere x,y alebo z.
Priptsta teda preklopenie spinu, jeho pootocenie i zmenu fazy. Tymto sa stdva vel'mi vseobec-
nym modelom pre chyby vznikajice na jednotlivych gbitoch. Kazdy Hamiltonidn, ktory ma
taku formu, ze sa dé zapisat’ ako direktny sic¢in Hamiltonidnov posobiacich na jednotlivé gbity
je totiz Pauliho kandl. Takyto Hamiltonidén (obmedzeny na jeden gbit) je hermitovskd matica
2 x 2 a Pauliho matice spolu s jednotkovou st bazou pre matice tohoto typu. (Viac o Pauliho
kandloch sa dd néjst v knihe [31]).

Mnoh¢ d’alsie pripustné chyby ale kanal neimplementuje. Nepripista totiz, ze to, ako sa
meni ten-ktory spin, moze zavisiet’ aj od toho, aké spiny isli pred nim alebo po nom. Teda
nevytvara vizby medzi po sebe nasledujicimi spinmi, ¢o sa v skuto¢nej komunikdcii méze diat.
Nesimuluje realistické chyby spominané v zavere predoslej sekcie, ked’ urc¢ita chyba vznika na
niekol’kych susednych (resp.po sebe idicich) gbitoch.

Analyticky sa dd Pauliho kandl popisat’ ako

(W) = p= (1= p)[ONY] + prow V) (V|0 + pyoy | V) (¥[oy + p.o.[ V) (Pl]o, (3.11)

kde o; si Pauliho matice a 0 < p; < 1 si pravdepodobnosti charakterizujice Pauliho kanal.
Pochopitelne musi platit, ze p = > p; < 1, lebo sicet pravdepodobnosti, ze nastane nejaké
z navzajom sa vylucujicich porich je tiez pravdepodobnost, a teda ohrani¢end zvrchu ¢islom
1. Pre specidlne vybery pravdepodobnosti sa rovnica znac¢ne zjednodusuje. Definujeme de-
polarizacny kandl, kde su vSetky pravdepodobnosti rovnaké a charakterizuji sa len jednym
parametrom
4 2

p=1=3p)[ )Y+ 3pl. (3.12)
Tento kandl vedie na maticu uplnej zmesi a je zaujimavé, ze prave pre p = % sa strati vSetka
informécia o pévodnom stave a vysledok je len normovand jednotkovd matica.
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Druhy zaujimavy kandl je o; kandl, kde je len jedna z pravdepodobnosti nenulovd, teda
pi=p,pj =pr =0
p=(1=p)¥) Y]+ poi|¥){¥lo;. (3.13)
Tento kanal zodpovedd rotécii spinu okolo niektorej z troch osf o uhol charakterizovany para-
metrom p.

3.6 Symetrizaciou k stabilizacii systému

Adriano Barenco a dalsi spolupracovnici uz v roku 1996 navrhli sposob, ako stabilizovat
kvantové pocitanie za pomoci redundantnej informdacie. Namiesto jednoduchého kédovania
stavu gbitu do v&etkych stavov N gbitov budeme vyuzivat iba maly podpriestor 2V rozmerného
Hilbertovho priestoru, a to len podpriestor symetrickych stavov. Predpokladalo sa, ze ak
sa nam vstupny stav podari dostatocne efektivne zakédovat ako symetricky stav, vicsina
ndhodnych chyb bude vynasat tento stav mimo symetrického podpriestoru. S rasticim N
totiz rastie rozmer symetrického podpriestoru len linedrne (kazdy symetrizovany stav je plne
charakterizovany po¢tom gbitov, ktoré si v stave |1), a tento pocet je rovny N + 1) , kdezto
rozmer celého Hilbertovho priestoru rastie exponencidlne (mame N pozicii, kde modzeme volit
jeden z dvoch stavov, a teda tento rozmer bude 2VV). Ak predpokladdme, ze chyby st v istom
zmysle ndhodné, nie je dovod domnievat’ sa, ze budi uprednostinovat’ symetricky podpriestor
pred ovela rozmernejsim zvyskom priestoru a chybové stavy budi zvicsa nesymetrické. S
istou frekvenciou pocas pocitania teda budeme projektovat nds stav spit do symetrického
podpriestoru a tym odstranovat’ vi¢sinu chyb.

Tol'ko hovorila tedria. Hned prvy problém ale nastdva v tom, ze pokial pracujeme s
neznamym stavom |¢), nedokdzeme ho zakédovat’ bez straty istej casti informécie do symet-
rického stavu N gbitov. Optimdlny sposob, ako zakédovat nezndmy stav do symetrického
N-casticového stavu rozoberd ¢lénok [27]. Prejdeme na trochu ind parametrizaciu stavov, ako
sme pouzivali doteraz. Stav |¢)) budeme charakterizovat’ dvoma uhlami, ktoré zodpovedaju
pozicii ¢istého stavu na Blochovej sfére

9 , )
1)) = cos §|0> + €' sin§|1>. (3.14)
Jeden z moznych tplne symetrickych stavov, v ktorom bude zakédovany stav [¢), ma tvar

) = (],0,...,0) + [0,%, ..., 0) + ... + 0, ..., 0,0)) , (3.15)

kde stav |0) je len referen¢ny a mohol by byt nahradeny 'ubovolnym inym stavom, ktory musi
byt ale nezdvisly od |1). Po roznasobeni a zlic¢eni rovnakych ¢lenov dostdvame

|W(3, ¢)) :cosg]N,0)+ei¢Sing|N,1), (3.16)

kde stav
|N,0) =10,0,...,0) (3.17)

a |N,1) je tiplne symetricky stav obsahujuci prave 1 gbit v stave |1) a v8etky ostatné v stave
|0). Ciarkované uhly vyjdi po dosadent z (3.14)

@ \/NCOS%

cos — = , P=0. (3.18)
\/sin2 g + N cos? g
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Problém ale je, Ze pre nezndmy stav podobny scendr nie je mozny. Vyzaduje totiz kom-
pletni klasicku znalost’ o systéme (3.14), ktorti nemusime mat. V skuto¢nosti, ak by sme ju
mali, bolo by d'aleko jednoduchsie chranit’ pred vplyvmi prostredia tito klasicki informéciu
ako samotny stav. Inak povedané, namiesto toho, aby sme branili vplyvu prostredia na stav,
budeme chranit’ klasicky ndvod, ako stav pripravit’ a vo vhodnom ¢ase si vzdy pripravime novy
stav.

Existujui operdtory, nazyvané optimélne entanglery, ktoré optimédlnym spésobom entan-
gluji gbity. V nasom pripade potrebujeme entanglovat’ vstupny gbit v nezndmom stave so
zvysnymi N — 1 gbitmi v stave zndmom, povedzme |0). Postup mozeme napisat’ nasledovne

0)IN = 1,0)|e0) — [yw|N, 0)|ex) + On|N, 1)]e2)]
[DIN —1,0)|e0) — [0n]N,0)|es) + [N, Dle)], (3.19)

kde stavy |e;) si stavy entanglera, vonkajsieho zariadenia, cez ktoré budeme neskor robit
stopu, a konstanty

N 2(]\7 fj_l\/ﬁ> : v =4/1—7% (3.20)

uréuji optimdlnost entanglera. Stav [¢)) = cos 2|0) + €’ sin 2|1) = a|0) + 3|1) mozeme podla
predpisu (3.19) previest’ na ¢isty stav N gbitov a entanglera. Urobenim stopy cez entangler
ziskame vo v8eobecnosti zmiesany stav N gbitov vo forme

o = (Ja*22, + 1B28%) [N; 0N 0] + (jaf62, + BIP13) IN; 1) (N3 1]+ (3:21)
+ afB* X |IN; 0)(N; 1| + o By% | N5 1)(IN; 0].

Maticovo sa da zapisat

in |a?7% + | B6% af* )
= ! : 3.99
P ( o By [a?0% + |81*7% (3.22)

pricom sme pouzili bdzu len dvoch vyuzitych symetrickych stavov, so ziadnym a s jednym
gbitom v stave |1). Co je ale velmi dolezité, tdto matica hustoty uz neobsahuje kompletni
informéciu o povodnom systéme.

3.7 Fidelita

Na to, aby sme mohli porovnévat, kol’ko informécie sme stratili napriklad pri entanglovani a pri
prechode stavu Pauliho kandlom, potrebujeme zaviest’ mieru. Pre ¢isté stavy je to jednoduché,
na porovnanie dvoch stavov sta¢i urobit’ ich skaldrny sucin. Ak porovndvame stavy |¢) a |¢),
veli¢ina
2

[(])] (3.23)
dédva hodnoty vzdy medzi nulou a jednotkou a dobre odraza intuitivne chdpanmi podobnost’
stavov. Pre matice hustoty mozeme definovat’ podobnid veli¢inu, ktord pre jednoduchost’
budeme nazyvat fidelita (o mierach vzdialenosti na priestore stavov sa da viacej docitat’ na-
priklad v deviatej kapitole knihy Nielsen, Chuang [31]). Dokaze urcit’ podobnost’ ¢istého stavu
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a matice hustoty (to ndm vyhovuje, pretoze v zasade mozeme ziadat, aby vstupny stav bol
¢isty) a je definovana

= ({[pl). (3.24)

Je zrejmé, ze pre pripad ¢istého stavu p = |¢)(¢| sa redukuje fidelita na skaldrny sicin (3.23).
Pre vsetky vstupné stavy nadobuda fidelita hodnoty medzi nulou a jednotkou (Overit sa
to da jednoducho tak, Ze si zapiSeme maticu p v bdze, ktord obsahuje stav [i). Potom je
fidelita prave koeficient na diagondle tejto matice zodpovedajuci stavu |1) (1|, ktory je vzdy
nezéporny, realny a mensi-rovny jednotke).

3.8 Symetrizovany stav prechadzajiici Pauliho kandlom

Mame definovany Pauliho kandl posobiaci na jeden gbit ako aj spodsoby, ako informéciu ob-
siahnuti v stave jedného gbitu rozdistribuovat’ na viacero castic a ako porovnavat, kol'ko
informécie sa stratilo. Mozeme teda urobit’ nasledujiice:

Pre rozne typy Pauliho kandlov (rézne absolitne velkosti parametrov, depolarizaény aj o;
kandl) mozeme porovnédvat fidelitu v pripade, ak sme cez Pauliho kandl poslali stav tak, ako
sme ho povodne dostali (3.14) a v pripade, ak sme stav najskor zakédovali do symetrického
stavu viacerych gbitov. Tu sd mozné dve alternativy, ako vplyv prostredia implementovat.
Jedna, jednoduchsia, hovori, ze prostredie, teda Pauliho kandl, bude poésobit’ stdle len na
jednu poévodni ¢asticu a ostatné budi od chyb uchranené. Predstava moze byt takd, ze Alica
potrebuje poslat’ niekam d’aleko k Bobovi jeden gbit, tam na nom Bob vykond akisi operaciu
a vrati ho Alici spét. Vtedy moze Alica ostatné gbity nechat’ v dobre chrénenom skladisku
a zabranit’ viacsine chyb. Druhd alternativa hovori, ze potrebujeme zaslat’ informéciu jednym
smerom a vtedy musime posielat’ vietky gbity, teda chyby (Pauliho kandl) sa budu uplatiiovat
na vsetkych ¢asticiach.

3.8.1 Pauliho kanal pésobiaci na 1 gbit

V tejto ¢asti rozoberiem prvi alternativu spomenuti vyssie. Uvazujeme jeden gbit v nezné-
mom stave [1), ktory entanglujeme pomocou univerzalneho entanglera a nechdme naiho po-
sobit’ Pauliho kandl. Vysledni maticu hustoty mozeme zapisat pre N > 1 (pre N = 1 je
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Obrézok 3.1: Na obrazku si dva mozné scenédre posobenia Pauliho kanédlu. V oboch sa vstupny
gbit najskor musi entanglovat’ s referen¢nymi gbitmi. Potom pésobi Pauliho kandl, bud’ na
v8etky gbity (v pripade hore), alebo len na jeden gbit (referen¢né gbity zostdvaji nedotknuté,
pripad dole). Potom nastédva meranie, resp. dalsie pouzitie, my sa zaujimame iba o fidelitu
vysledného stavu.
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matica trividlna):
p”" = (|a]*v% + |8*0%) (1 — p+ pz) [N; 0)(N; 0+
.+
+ (a3 + 18126%) BN 1) (V: 1+

+ (Jof26% + 1812y )p”pyw 0)(N; 0]+

4 4
# (aP8 +19P) (1= ppe (1= 5+ 5 ) ) IV s 11+

2p. 2 Pz — . .
+(0< < —p+p: N)+ B N >|N,0><N,1|+
N B 2p. . 2px Dz — Py . .
+(aﬁv (1 p+p: N)+ By i |V; 1)(N; 0[+

2
+ (pe + 1) (Jal*0% + [B*7%) 55 1V: 2)(N; 2
' (3.25)

Pre skrédtenie sme pouzili symbol p = p, +p, +p,. V matici (3.25) uz vobec neuvddzam ¢leny,
ktoré vystupuji zo symetrického podpriestoru. Tym padom ale tdto matice nie je normovand,
takze projekcia do symetrického podpriestoru je ekvivalentd prave zruseniu ¢lenov oznacenych
bodkami a nanormovaniu matice na jednotkovi stopu. Na to ju musime celd predelit’ jej
terajsou stopou, ktord je

Norm = (|a|*vx + |8]*6%) (1 —p+pz—|—px+py> + (3.26)

N
+ (Je?6% + 181*%) %
(pz + Py — 4p2) N (2ps + 2py + 4p)
N N2 '

X (1—p—i—pz+

Potom pocitame fidelitu vyslednej, normovanej matice hustoty voci idedlnemu symetrizo-
vanému stavu (3.15). Tato je ale zdvisld od parametrov stavu |¢), uhlov ¥ a ¢, takze musime
zaviest’ strednu fidelitu definovanu

= —/smﬁdﬁ/dgpF (Y, ) (3.27)

i/smﬂdﬂ/ds@(@b (0, 0) [p (9, 0) ¥ (9, 0)).

Vysledky pre rozne pocty referenc¢nych gbitov, rozne hodnoty parametrov a rozne typy kanédlov
st znazornené v grafoch (3.2,3.3 a 3.4). Ako je vidiet, pre malé hodnoty parametrov p je
maximum fidelity pri pocte gbitov jedna. Znamend to asi tol’ko, ze strata informadcie, ktord
sa udeje pri entanglovani stavov je viicSia ako zisk, ktory mdame z dovodu lepsej stability.
Situdcia sa obréti az pre vel'ké hodnoty parametra p, teda v pripade, ked je sum v kangli
velmi silny. Vtedy hré stabilita vo¢i chybam doleziti tlohu. V tabulke (3.1) si uvedené
hodnoty parametra p, od ktorych je vyhodnejsie pouzit’ vyssi pocet gbitov.
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Obrézok 3.2: Fidelita deplarizacného kandla. Zvisld os na grafe zndzornuje fidelitu, oznacenu
pismenom F. Vodorovné osi oznacuju jednak celkovy pocet gbitov N a jednak parameter
Pauliho kandla p. Je zrejmé, ze pre malé hodnoty parametra p je fidelita ako funkcia poctu
gbitov monoténne klesajica. Pre viicsie hodnoty to uz nie je pravda a fidelita md maximum,
v zavislosti od p, pri 2 az 8 gbitoch.
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Obréazok 3.3: Fidelita pre Pauliho kandl typu o., teda len posobenie matice preklopenia spinu.
7, obrédzku je zrejmé, ze zdvislost fidelity je velmi podobnd ako v predchddzajicom pripade.
Rozdiel je v tom, ze narast, pre velké hodnoty parametra p, je rychlejsi a maximéa funkcia
nadobtda pre 1 az 4 gbity.
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Obrézok 3.4: Do tretice graf pre kandl typu o,. Tu je zdvislost’ este zaujimavejsia, pretoze
pre vel'ké hodnoty parametra p nadobuda fidelita dokonca lokdlne minimum pre pocet gbitov
rovny dvom. Potom znova stipa a maximum sa posiva k vel'mi velkym hodnotdm N. Graf
pre treti kandl o, neuvddzam, lebo je tiplne rovnaky ako o,. Sposobené je to tym, Ze cez fazy,
v ktorych sa kandly li§ia, sme preintegrovali.

(N[ p [ p [P |
2 [0.22[010] -

3 1029]044 | 0.35
4 (1048 |0.86 | 0.41
5 063 — ]0.52
6 |07 | — ]0.60
7 | 0.86 0.66
8 || 0.95 0.71

Tabulka 3.1: V tabulke sii uvedené minimélne hodnoty parametra p, pri ktorych je vyhodnejsie
prejst’ na vicsi pocet referencnych gbitov. Napriklad pre depolariza¢ny kandl je pre p >
0.22 vyhodnejsie pouzit’ 2 gbity, pre p > 0.29 je uz lepsie pouzit’ 3 gbity a tak dalej. Pre
depolarizacny kanél je maximdlny pocet gbitov, ktoré sa oplati pouzivat, 8. To znamend, ze
pre 9 a viac gbitov nikdy nedostaneme lepsie vysledky ako pre 8 a menej gbitov. Pre kandl
0, je tdto maximalna hodnota 4. Pre kandl o, je maximalna hodnota velka (pripadne vobec
neexistuje), preto uvadzam tabulku len do 8 gbitov. Zaujimavé je tiez, ze v o, kandli sa v
nijakom pripade nevyplati pouzivat 2 castice. Pre hodnotu p < 0.35 je lepsie pouzit’ len 1
gbit, pre p > 0.35 zasa az 3 gbity.
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Ale pokial’ je aj fidelita matice hustoty viacerych entanglovanych stavov vyssia, ako ke-
by sme poslali len stav samotny, nemusi to eSte znamenat, ze sme vyhrali. Pretoze nakoniec
potrebujeme vsetku informéciu, obsiahnutd v N gbitoch, koncentrovat’ spét’ do jediného gbitu.
A potom efektivne porovnat, ¢i bolo vyhodnejsie poslat’ informéciu tak, ako bola, alebo ab-
solvovat’ zlozitejsi proces vo forme entanglovanie — posielanie — projekcia na symetricky
podpriestor — koncentréacia informécie.

Této tloha sa dé jednoducho realizovat’ v nasom pripade len pre kandl o, pretoze tu vo
vysledku nevystupuju symetrické stavy s dvoma bitmi v stave |1), teda |N,2). Priestor, v
ktorom sa nachddzajui nase stavy je len dvojrozmerny, skladajici sa zo stavov s 0 a 1 gbitmi
v stave |1), a preto mozeme pouzit algoritmus nazyvany meraci scendr, opisany v ¢lanku
[27], ktory optimdlym sposobom extrahuje informéciu z normovanej matice hustoty (3.25) do
zmieSaného stavu jedného gbitu. Pokial’ by sme postupovali podobne aj pri stavoch ziskanych
pri prechode depolarizatnym ¢i o, kandlom, mali by sme problém, ako a kam mapovat’ stav
|N,2).

Zvolime si ndhodne dva uhly, ¥ a ¢’, ktoré budi charakterizovat’ N-casticovy stav nasle-
dovne

v S
|Z0) = cos§|N,0> + e sin§|N, 1)
/ !/

1Z,) = € sin %|N, 0) — cos %|N, 1) (3.28)

a jednocasticovy stav

v N
o) = COSE\(D + e sin 5|1>
/ !/

1) = € sin %|O> — cos %\1) (3.29)

Teraz mozeme ziskat jednocasticovii maticu hustoty, ktord bude funkciou jednak parametrov
vstupujiceho stavu 9 a ¢ a jednak parametrov stavu, ktory pouzivame na extrahovanie infor-
macie ¢ a ¢’

o™ (0,0, ') = [(Eol 0™ |E0) |- 1b0) {bol + (1™ [En)].1p1) {bu- (3-30)

Spocitame fidelitu tejto matice hustoty so vstupnym stavom [i)) a preintegrujeme ju rovnako,
ako to bolo definované v (3.27) ako cez uhly 9 a ¢, tak aj cez uhly 9" a ¢'. Na grafe (3.5) je
znézornend zavislost’ fidelity od parametrov N a p,.

3.8.2 Pauliho kanal pdsobiaci na vSetky gbity

V tejto casti sa budem venovat’ druhej alternative tak, ako bola spominand v tivode sekcie.
Teda, ze vSetky gbity, do ktorych zakédujem informéciu, budi vystavené pésobeniu chyb. Je
zrejmé, Ze v tomto pripade nemozeme ocakivat ani také optimistické vysledky, ako v predoslej
¢asti; chyb je jednoducho viacej.

Hned' na zaciatok je potrebné uviest’, ze nebolo v mojich sildch vypoctovo zvladnut problém
pre vseobecny pocet gbitov, ako by sa zrejme ocakdvalo. Ak pdsobime Sumom na vsetky
Castice, aj ked’ sa obmedzime len na symetricky podpriesor, pocet povolenych stavov narastd
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Obréazok 3.5: Meraci scendr - fidelita vyslednej jednocasticovej matice hustoty a pdévodného
stavu.Je zrejmé, ze zdkladny tvar plochy zostal zachovany, ale do velkej miery sa zotreli
rozdiely a fidelita je pre vetky parametre skoro rovnakd. Stoji za zmienku, ze pre p = 0 a
N =1, teda ked sme len zachovali povodny stav |¢), je hodnota fidelity %, ¢o zodpovedd
maximalnej moznej informacii ziskatelnej (priemerne) z nezndmeho stavu meranim.

linedrne s N a nie je konstantny ako v predoslom pripade, kde stacilo uvazovat’ len stavy
so ziadnym, jednym alebo nanajvys dvoma gbitmi v stave |1). Preto som sa obmedzil na
jednoduché porovnanie situdcie, ked’ posielam gbit v pévodnom stave a ked’ ho zakédujem do
dvoch gbitov. Matematika je v takomto pripade ovela jednoduchsia a je mozné spocitat’ skoro
vsetko analyticky.

Zopakujme teda, ze mdme stav [¢)) = «|0) + [|1), ktory nevieme opakovane pripravovat
(mame k dispozicii iba jeden exempldr). Idedlny symetrizovany stav dvoch gbitov kédujuci
(3.14) by bol
(2a]00) + V25+))
(4la?] +2(32))12
Tento stav vo vieobecnosti dosiahnut nemézeme, ale pomocou univerzalneho entanglera (3.19)
mozeme ziskat’ maticu hustoty vo forme

|Wy) = (3.31)

in a 2.2 262 al3* 2
o= (T st et ) 32
kde
V3 = 3~ 0459
2 (3-v2)
63 =1—173220.0541 (3.33)

a matica hustoty je napisand v bdze stavov |00) a |+) := %(|01> + |10)). Ako zvysné dva
vektory bazy zvolime treti symetricky stav |00) a jediny antisymetricky stav na priestore dvoch
castic |—) := —5(|01) — [10)).
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Obrazok 3.6: Vysledky porovnania fidelity stavu ziskaného transportovanim jedného gbitu cez
Pauliho kandl a stavu dvoch gbitov v symetrizovanom stave. Siva oblast’ oznac¢uje hodnoty
parametrov, pre ktoré je vyhodnejsie pouzit’ na transport 2 gbity aj za cenu straty casti
informdcie pri entanglovani. Pfsmend a az d zodpovedaji depolarizacnému a o,,0, a o,
kanalu. Hlavne na grafe d pozorujeme silnui stavovi zdvislost. D4 sa to vysvetlit tym, ze o,
kandl sposobuje chyby na stavoch |1) a na stavoch |0) nie, takze pre malé « je strata informécie
pri entanglovani oproti chybe vel'kd, naopak pre vel'ké a dostato¢ne mals.

Vo vseobecnosti moze byt posobenie Pauliho kandla na oba gbity rozne. Avsak vzhl'adom
na to, ze predpokladdme spolo¢né posielanie gbitov jednou cestou od Alice k Bobovi, a tiez
v snahe minimalizovat’ poc¢et volnych parametrov, zvolime kanal symetricky, to znamend, ze
posobenie na oba gbity bude rovnaké. Zostand znova len tri parametre p,,p, a p.. Pauliho
kanal upravi jednotlivé ¢leny matice hustoty nasledovne

|00)(00] — (1 — p + p,)?|00){00] + (p. + p,)?|11){11]+
+ (1 =p+p)(pe +py) () (+H] + [=){=])

[+)(+] — ((1 —p)*+ Zp?) )+ +2((1 = p)p= + papy) [—)(—|+

=T

(1 = p)pa + pyp=) (100) + [11)) ({00] + (11]) +
(1 = p)py + pap2) (|00) — |11)) ((00] — (11])
1

1—p)? —p?) 100)(+] +
1 —p—p:)(Pe +py)|+)

(1 —p+p.) (s — py)|+)(00]+

(11], (3.34)
pricom pouzivame oznacenie p = p, + p, + p,. Zvolenim jedného zo Styroch kandlov sa
parametre zredukuju na jeden.V grafoch (3.6) st uvedené vysledky pre rozne typy kandlov ako
funkcie parametra p a parametra vstupného stavu .. Je nutné podotkniit), ze boli uvazované len
redlne hodnoty . Sivd je td oblast parametrov, kde je fidelita stavu ziskaného entanglovanim
povodného stavu [1)) s referenénym stavom nula pomocou univerzdlneho entanglera (3.19) a
posobenim Pauliho kanélu (fidelitu poc¢itame vzhladom na idedlny symetrizovany stav (3.31))
viicsia ako fidelita stavu [¢), ktory presiel Pauliho kandlom. Podobne ako v predchddzajicom
pripade, aj tu je vidiet, ze zaujimavé vysledky dostdvame hlavne pre vel'ké hodnoty parametra
p. Vynimkou je kanél o,, kde su vysledky dobré aj pre malé p, tentokrat sui ale silne zavislé
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Obréazok 3.7: Pre porovnanie uvaddzam grafy fidelity v pripade, ak by sme nepouzivali en-
tanglovanie pomocou univerzalneho entanglera, ale mali k dispozicii priamo stavy v idedlnom
symetrickom stave. Ako je vidiet, ziaden podstatny rozdiel nie je pozorovatelny. Mierne sa
rozsirila oblast’ pre o, kandl a pribudli body pre p = 0 (¢o je uplne logické, pretoze tu je
pre oba pripady fidelita rovnd jednej), ale inak je vysledok rovnaky. Z toho sa d4 usudzo-
vat), ze problémom v tomto pripade nie je az natol'ko strata informécie spésobend neidedlnym
entanglovanim, ako skor to, ze pri viacerych zicastnenych gbitoch sa chyby kumuluju.

od parametra stavu a. Druhou zaujimavou skuto¢nostou je, ze uplne najhorsie vysledky
(prakticky nulovi oblast) dostdvame pre depolarizacny kandl, ktory je kombindciou troch
kanalov o,,0,,0. a otakdvalo sa, Ze bude mat podobné vysledky ako tieto kandly. Nie je
tomu tak, lebo kazdy kandl dosahuje dobré vysledky iba v istej oblasti stavov, ktoré sa len
mdlo prekryvaji. V inych oblastiach stavov zasa dosahuje vel'mi zlé vysledky. Preto pri
skombinovani je celkovy vysledok negativny.

Pre porovnanie uvddzam na grafe (3.7) aj vysledky pre pripad, ak by sme nepouzivali na
entanglovanie univerzalny entangler, ale mali k dispozicii priamo idedlne symetrizovany stav
(3.31). Napriek ocakdvaniu vysledky nie su podstatne lepsie. Ukazuje sa, Ze ak nechame
Pauliho kanal posobit’ na dva gbity simultdnne, chyby mézu vznikat’ naraz na dvoch miestach
(na prvej ¢i na druhej ¢astici) a tak sa pravdepodobnost ich vyskytu zvicsuje. A ani istd
robustnost’ systému, ktory je v symetrickom stave, nedokaze tieto chyby napravit.

3.9 Zaver

V tejto kapitole som zhrnul vysledky pre jeden konkrétny sposob, ako branit’ dekoherencii a
stabilizovat’ kvantovomechanicky systém voci vplyvu prostredia. Je potrebné otvorene uviest)
ze pre malé hodnoty parametra p charakterizujiceho Pauliho kanél, a teda malé hodnoty chyb
sme nedostali povzbudivé vysledky. Bolo to spdsobené tym, ze uz pri samotnom entanglo-
vani systému striacame Cast’ informécie a tdto nie je zdvisld od Pauliho kandla ako takého.
Je preto pochopitel'né, ze pre malé chyby je spésob nevhodny. Okrem toho, v druhom pri-
pade sme uvazovali aj chyby posobiace simultdnne na oba gbity, ¢im sa zndsobovala samotna
pravdepodobnost’ vzniku chyby.

Na druhej strane je zndme, Ze pre dostatocne malé pravdepodobnosti mame uz fungujice
a viac-menej vyhovujice scendre kvantovej korekcie chyb, ako st popisované na zaciatku tejto
kapitoly. Tieto umoznuji za predpokladu idedlneho zariadenia a zanedbatelnej pravdepodob-
nosti vzniku viacndsobnych chyb chyby nielen zistit’ a kvantifikovat, ale aj opravit.
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Postup vyuzivajici projekciu na symetricky podpriestor by mohol tvorit’ akysi doplnok pre
vyssie miery chyb. Je efektivny v pripadoch, ked sa vobec o beznych korekénych schémach
uvazovat’ nedd, lebo pravdepodobnost’ ndsobnych chyb je vel'kd. Jeho tspesnost’ je sice stavovo
z&visla, ale to moze znamenat’ aj vyhodu v pripade, Ze vieme, z akej oblasti stavového priestoru
budd transportované stavy preferencne pochddzat. Vtedy ich mdzeme unitdrnymi operaciami
upravit’ tak, aby sme vyuzivali ti oblast’ priestoru, kde dosahujeme dobré vysledky. Postup
by mohol byt’ zaujimavy hlavne vtedy, ak nepotrebujeme transportovat’ stav presne, ale staci
nam jeho priblizenie.
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Kapitola 4

Entanglement jednorozmerného
Isingovho modelu

4.1 Uvod

Isingov model bol dosial’ skimany z mnohych strénok. Fyzikov ldkal, pretoze poskytuje
vysvetlenia javov ako feromagnetizmus a narusenie symetrie, ktoré sa na prvy pohlad zdaju
byt komplikovanymi a tazko pochopitelnymi. Preto by sa mohlo zdat, ze vsetky problémy
tykajice sa tohoto modelu si uz ddvno dokonale preskiimané a vyriesené.

Napriek tomu sa v tejto kapitole pokisim na¢rtmit’ novy pohl'ad na Isingov model. Ne-
budem sa zaujimat’ o energie zdkladnych stavov, ale o entanglement a jeho dynamiku. Bude
ma zaujimat, ako sa v case vyvijaju kvantové koreldcie medzi dvojicami gbitov, ktoré pri-
amo susedia, aj tymi, ktoré si od seba vzdialenejsie. Obmedzim sa na najjednoduchsi pri-
pad, linedrnu jednorozmerni retiazku gbitov (ktoré reprezentuji I'ubovolné systémy s dvoma
moznymi stavmi) a cyklickymi okrajovymi podmienkami. Porovndm miery dvojcasticového a
viaccasticového entanglementu a ich vyvoj v ¢ase v zavislosti od sily viizieb medzi jednotlivymi
atémami v porovnani s vlastnymi energiami.

Isingov model v klasickom ponfmani vysvetluje zaujimavym spésobom fazovy prechod.
Do istej miery problémom ale zostdva, ze sa tak deje len pre nekonecny pocet castic. Pritom
vieme, ze v redlnych systémoch si pocty castic vzdy velké, ale konecné, a napriek tomu fazové
prechody bezne pozorujeme. Budem sa snazit’ zistit’, ¢i sa v spravani entanglementu v modeli
s malym poc¢tom castic nedd pozorovat’ zaujimava zmena pre oblasti parametrov, kde vznika
fdzovy prechod pri velkom pocte castic. To by ndm umoznilo predpokladat’ a vysvetl'ovat’ pre-
chody uz na modeloch s koneénym poctom castic, pripadne zistit’ d’alsie zaujimavé sprévanie,
ktoré pre nekonec¢né pocty castic zanika.

Dalsia motivécia je trochu vieobecnejsia. Je zndme, Ze Isingov model sa zvycajne studuje
z pohl'adu vlastnych stavov jednotlivych spinov, teda pozorovatelnych. Stidium z hPadiska
vzajomnych koreldcif by mohlo priniest mnoho nového. Bellove nerovnosti ukazali, ze kvantové
korelécie nie su vysvetlitelné ziadnou klasickou tedriu doplnenou o skryté parametre. Na to,
aby mohli vzniknit, sme museli zmenit’ pohl'ad a prestat’ sa zaujimat’ o jednotlivé stavy, ale
o mieru ich zviazanosti. Podobny ndvod chcem aplikovat’ na Isingov model a zistit’, ¢ odhali
nieco dosial’ nepoznané.
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4.2 Hamiltonian

Budem pouzivat Hamiltonidn pre Isingov model v jednom rozmere s priecnym magnetickym
pol'om, ktory ma tvar

N N
H=-C;Y opos, +BY o} (4.1)
n=1 n=1

s cyklickymi okrajovymi podmienkami
ONy1 =07 a=z9,2. (4.2)

Pritom N je pocet gbitov, ktoré vo vypoctoch budeme uvazovat, o; je Pauliho matica pdsobiaca
na i-ty qbit. B je magnetické pole v smere osi z a C} je interakénd konstanta, urcujica silu
vzajomnej interakcie gbitov. Ako je zrejmé, vzdjomne sa dokdzu ovplyvitovat len gbity susedné,
vsetky d’alsie iba prostrednictvom nich.

Z dovodov ulah¢enia vypoctov a zmensenia pocétu konstént mozeme prepisat’ (4.1) do tvaru

N N
H=E <—>\ PR a;> : (4.3)
n=1 n=1

kde F = B a A = % je bezroznmerna konstanta, urcujica pomer medzi silou vzdjomnej
interakcie a vlastnymi energiami neinteragujicej sustavy. Teraz moézeme uvazovat uz iba
jeden bezrozmerny parameter namiesto doterajsich dvoch rozmernych, lebo celkova konstan-
ta nebude ovplyviiovat’ vysledok (okrem rychlosti ¢asového vyvoja, o ktorom sa este neskor
zmienim).

4.3 Pripad N=3

Najjednoduchsi netrividlny pocet gbitov, s ktorymi mé zmysel ratat’ entanglement, su tri. Pre
jeden totiz entanglement nie je vobec definovany a pre dva je vysledok trividlne zavisly od
vstupného stavu.

Budem teda skimat pre isté vstupné stavy, ako sa s ¢asom meni entanglement prvého a
druhého gbitu v zavislosti od parametra A. KedZze budem uvazovat’ translac¢ne invariantné
vstupné stavy a Casovy vyvoj mi tuto invariantnost’ nemoéze pokazit, entanglement medzi
prvym a druhym gbitom bude vzdy rovnaky ako medzi druhym a tretim, a z dovodu cyklickych
okrajovych podmienok aj ako medzi prvym a tretim.

Hamiltonidn, zapfsany v standardnej béze ma tvar

30 0 =X 0 =X =X 0
0 1 =X 0 =X 0 0 =X
o -2 1 0 —=x 0 0 =X\
-2 0 0 -1 0 =X =X 0
0O =2 =X 0 1 0 0 =X
-2 0 0 =X 0 -1 =X 0
-2 0 0 =X 0 =X -1 0
0O A =X 0 -=x 0 0 =3
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Obrézok 4.1: Zavislost konkurencie dvoch susednych gbitov v zdvislosti od ¢asu a parametra
A. Vstupny stav je [000). Ako je zrejmé, pre A = 0 aj pre ¢t = 0 zostdva konkurencia stdle
nulova (jednd sa o faktorizovany stav).

Teraz uz moézeme jednoducho ziskat’ vlastny systém. Je zaujimavé, ze vlastné vektory sa delia
na akési dva druhy, parne a neparne. Prvé, rozlozené do standardnej bazy, obsahuji vektory s
parnym poctov gbitov v stave |)1, pre N = 3 st to konkrétne vektory |000), |110),|011), |101).
Tie druhé obsahuju len kombindcie vektorov s neparnym poctom gbitov v stave |1). Ak teda
nas vstupny stav bude mat presne definovany parny ¢i neparny pocet gbitov v stave 1, ¢asovym
vyvojom zostane tdato vlastnost’ zachovana a z celkového Hilbertovho priestoru, ktorého bazou
je 8 stavov, sa mozeme obmedzit’ len na prislusné styri stavy.

4.3.1 Faktorizovany vstupny stav

Tu som sa zameral na konkrétny vstupny stav - zdkladny stav |000). Tento stav je az na
unitdrnu transforméciu zhodny s inymi faktorizovanymi stavmi, preto pre jednoduchost’ ski-
mam prave tento. Zaujima ma, ako sa meni konkurencia susednych gbitov v zévislosti od ¢asu
a bezrozmerného parametra \. Vysledky si na grafe (4.1).

Tu je ale potrebné podotkmit’, ze rozmernd casova skdla zavisi od vol'by konstanty F, ktori
sme po uprave Hamiltonidnu d’alej neuvazovali a jednotky na osi nie si v sekundach alebo inej
casovej miere, ale zdvisia préave od E. Specidlne pre pripad F = 1 si to prave sekundy.

Na grafe je vidielné vel'mi zaujimavé sprévanie sa konkurencie v okoli A\ = 1. Casovi
periéda ndrastu a klesania entanglementu sa menila postupne aj pre malé hodnoty A. Pre
A > 0.5 sa ale na miestach maxim za¢inaji tvorit minimd a pre A > 1 v strede tychto
minim vznikaji nové maximd. Pritom stédle zostdva zachovany trend zmensovania periédy so
zZvacsujucim sa A.

Maximélna konkurencia, ktoré je v priebehu ¢asového vyvoja dosahovand, je priblizne 0.65.
Toto zodpovedd hornej hranici dosiahnutelnej konkurencie, ktord je dand podla ¢lénku [36]
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Obrézok 4.2: Lavé strana rovnice (4.7) v zdvislosti od ¢asu a parametra A. Vyjadruje rozdiel
medzi celkovym a dvojcasticvym entanglementom prvého gbitu a kedze mame iba trojcasti-
covy systém, jednd sa prave o trojcasticovy entanglement. Nulovd hodnota znamend, Ze nie
je pritomny ziaden trojcasticovy entanglement. V miestach, kde je rozdiel rovny jednotke, je
stav maximélne trojcasticovo entanglovany.

pre symetricky stav N gbitov (ked kazdé dva gbity medzi sebou majui rovnaku konkurenciu,
¢o je nés pripad) ako
2

Cax = — = 0.66 4.5
¥ (15)

Zmamend to, ze pre isté hodnoty parametra \ v istych ¢asoch dosiahneme maximélne entan-
glovany stav.

Je zaujimavé pozriet’ sa tiez na zachovanie nerovnosti medzi dvojcasticovym a viaccasti-
covym entanglementom. V ¢ldnku [19] je ukdzand platnost’ nerovnosti pre pripad troch gbitov

Cis+ Che < Cisoy: (4.6)

Teda ze sticet druhych mocnin konkurencie prvého gbitu s druhym a tretim nesmie byt vaA¢si
ako druhd mocnina konkurencie prvého gbitu a zvysku. Dalej je tu tiez ukdzané, Zze prava
strana rovnice (4.6) sa d4 zapisat’ ako $tvorndsobok determinantu matice redukovanej na prvy
gbit. Kedze aj konkurencie v8etkych susednych gbitov sii rovnaké, nerovnost’ mozeme prepisat’
do tvaru

4ddet(pa) —2C > 0. (4.7)

Skimal som hodnoty lavej strany rovnice (4.7) a vysledky si uvedené v grafe (4.2). Je zrejmé,
7e v priebehu ¢asového vyvoja stav prechddza od separabilného (na zaciatku) cez maximalne
dvojcasticovo entanglované stavy (miesta, kde je maximalna konkurencia dvoch gbitov) aj cez
maximalne trojcasticovo entanglované stavy (miesta, kde je I'avd strana rovnice velkd, teda je
pritomny entanglement, ale nie je to dvojcasticovy).
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Obréazok 4.3: Konkurencia v zavislosti od ¢asu a parametra A pre maximalne entaglovany
pociato¢ny stav. Podobne ako pri faktorizovanom stave, aj tu pre A = 0 a pre t = 0 zostava
konkurencia konstantnd. V tomto pripade ale dosahuje horni hranicu 2/3.

4.3.2 Maximailne dvojcasticovo entanglovany vstupny stav

V tejto ¢asti som pracoval znova s konkrétnym pripadom maximélne entanglovaného stavu, a

to
_1

V3

Vybral som si tento stav preto, lebo obsahuje parny pocet jednotiek, takze sa rozklada na
rovnaké $tyri zakladné stavy Hamiltonidnu (4.1) ako vyssie spominany stav |[000). Vysledky
konkurencie si uvedené na grafe (4.3).

Vysledky st velmi podobné tym, ktoré boli zretelné pre faktorizovany stav. Casovy vyvoj
startuje z maximélne moznej konkurencie a t4 sa periodicky meni, pricom aj pre velké hodnoty
A sa konkurencia vracia k vysokym hodnotdm okolo 1. Zvlastne spravanie okolo A = 1 zostalo
zachované.

Wb (|011) +|101) + [110)) . (4.8)

4.3.3 GHZ vstupny stav

Dalsf zaujimavy stav pre skimanie vyvoja konkurencie je GHZ vstupny stav |GHZ)3 =
% (]000) + |111)). Jeho konkurencia na zaciatku je nulovd, hoci je maximalne entanglovany.
Vykazuje totiz maximdlnu mieru trojcasticového entanglementu a ziaden dvojcasticovy. Na
grafe (4.4) je znazornend konkurencia susednych gbitov v zévislosti od ¢asu a parametra A.
Charakteristicky priebeh pre vyssie uvedené dva stavy (faktorizovany a maximélne dvojcasti-
covo entanglovany) uz nie je pozorovatelny, priebeh je chaotickejsi a je tazké, zvl4st pre vicsie
hodnoty A, vystihnit' pravidelnosti. Moze to byt sposobené tym, ze kym dosial’ sme pracovali
stale len so stavmi, ktoré boli pdrne, GHZ stav je kombinaciou parneho stavu |000) a nepérne-
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Obrazok 4.4: Konkurencia pre vstupny GHZ stav v zdvislosti od A a casu. Casova zavislost’ je
chaotickejsia ako v predchadzajicich pripadoch, stéle si v8ak pozorovatelné zmeny priebehu
pre parametre A >~ 0.5 a A ~ 1.

ho stavu |111). GHZ stav sa rozkladd do vSetkych 6smich zékladnych stavov Hamiltonidnu a
preto aj jeho casovy vyvoj je zlozitejsi a peridda dlhsia, ked'ze sa kombinuje vyvoj nie podla
styroch, ale uz podl'a 6smich vlastnych hodnot. Zostala viak zachovand vlastnost’ pozorovand
na parnych stavoch, ze pre A = 0.5 a pre A = 1 vykazuje graf isté zmeny sprdavania, avsak pre
A > 1 su uz vysledky tazko porovnatelné.

4.3.4 Zakladny stav ako vstupny stav

Stvrtym a poslednym stavom, ktorému sa tu budem podrobnejsie venovat, je zdkladny stav
Hamiltonidnu. Samozrejme, tento zédkladny stav je zavisly od vol'by parametra . Pre Specidl-
ny pripad A = 0 je to uz uvazovany stav |000), ale zaujimavy je tiez druhy $pecidlny pripad,
ked’ je A dostatocne velké. V tomto pripade bude zdkladny stav podla [37] typu

¥ = = (]000) + |011) + [101) + [110)). (4.9)

N —

Mozeme teraz skimat’ casovy vyvoj takéhoto stavu pod vplyvom roznych Hamiltonidnov.
Ocakavame, ze pre vel'ké A bude ¢asovy vyvoj konstantny, ked’ tento stav je zédkladnym stavom
Hamiltonidnu. Vysledky (pre rovnaké hodnoty parametrov ako v predoslych pripadoch) su
uvedené v grafe (4.5). Ako je zrejmé zo zépisu zakladného stavu, je to pdrny stav, a preto podla
ocakdvania dostédvame jednoduchsi vyvoj ako pri GHZ stave. Tu ale nie je jasnd tendencia,
7e pre velké \ sa casovy vyvoj ustaluje. Preto uvadzam aj graf (4.6), kde je os v A predizend
az do 10. Tu uz je jasné, ze vrcholy klesaji k nule a je dobry predpoklad, ze v limite A\ — oo
zaniknu.
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Obrazok 4.5: Casovy vyvoj konkurencie susednych gbitov stavu, ktory je zdkladnym stavom

Hamiltonidnu pre vel'ké . Je vidiet, ze tvar kriviek sa ¢iasto¢ne zmenil, ale je zretelny isty
prelom okolo A = 0.5.

Obréazok 4.6: Vyvoj zdkladného stavu Hamiltonidanu pre A\ — oo, ale tentokrat pre kratsi cas
a viicsie hodnoty \. Je zrejmé, ze peaky klesaji postupne k nule.
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4.4 Pripad N=5

Pre porovnanie a overenie vysledkov ziskanych pre 3 gbity som zopakoval niekol’ko podobnych
vypoctov aj pre 5 gbitov. Cislo 4 som preskocili z toho dévodu, ze pre parny pocet castic sa
predpokladaji opacné okrajové podmienky a to by mohlo menit’ nage vysledky. V&S pocet
castic skryva v sebe ale aj niekol'’ko problémov.

Jednak je to vicsia vypoctova ndro¢nost. Hamiltonidn je uz matica 32 x 32 a 32 je aj pocet
vlastnych vektorov, do ktorych sa vstupné stavy rozkladaji. Aj v tomto pripade mozeme delit’
stavy na parne a neparne, 16 stavov je vsak stédle dost’ velké mnozstvo. Vicgina vypoctov
preto bola robend numericky, ndro¢nost’ na strojovy cas vsak dovolila vyprodukovat’ iba grafy
s mensim rozlisenim.

Dalsfm problémom je, Ze pri viicSom pocte ¢astic ndm na charakterizovanie systému nestaci
len jedna konkurencia. V tomto pripade musime uvddzat minimélne dve, jednu medzi sused-
nymi gbitmi a d’alsiu medzi gbitmi, ktoré nesusedia. Ziadne d’alsie moznosti dvojcasticovej
konkurencie uz neexistuji, lebo ked’ si predstavime 5 castic v akomsi kruhu, tak nech vy-
berieme hociktoré dve z nich, bud’ budi susedmi, alebo bude medzi nimi z jednej strany prave
jeden gbit. Pri piatich gbitoch je ale opravneny predpoklad, Zze viacCasticovy entanglement
bude hrat ovel'a vi¢siu dlohu ako v predoslom pripade. Na overenie tejto domnienky uvddzam
aj vysledky konkurencie typu jedna-zvysok, ktora meria entanglement jednej castice voci celé-
mu zvysku systému. Ako sa ukdze, tento entanglement (na rozdiel od dvojcasticového) bude
aj pre b gbitov periodicky a bude dosahovat’ hrani¢né hodnoty.

4.4.1 Faktorizovany vstupny stav

Podobne ako pre 3 gbity, aj tu sa zo zaciatku stustredim na faktorizovany stav. Pouzijem
pre jednoduchost’ stav |00000). Vysledky konkurencie pre susedné i nesusedné gbity si uve-
dené na grafoch (4.7,4.8). Porovnanie oboch grafov ukazuje, ze konkurencia susednych gbitov
vznikd omnoho rychlejsie ako vzdialenejsich. Podobne maximélna konkurencia v priebehu sle-
dovaného casu je pri susednych gbitoch vicsia. Je to celkom pochopitelné, kedze samotny
Hamiltonidn priamo viaze len susedné castice. Na druhej strane je zjavna tendencia poklesu
konkurencie susednych c¢astic v oblastiach, kde prudko stiipa konkurencia vzdialenejsich.

Okrem toho sa vyrazne zvicsili oblasti nulovej konkurencie. V pripade troch gbitov bola
nulovd konkurencia dosahovand len v ¢asovych bodoch (okrem trividlneho pripadu A = 0),
teraz su to velké casové tseky pre vSetky parametre A. Dovodom je to, Ze entanglement
sa musi delit’ na dvojcasticovy a viaccasticovy a v pripade 5Stich ¢astic moze vznikat’ mnoho
druhov viaccasticového entanglementu. Z iného pohl'adu, konkurencia je definovand pomocou
vlastnych hodnot matice systému zredukovanej len na prislusné dva gbity. A ¢im bol pévodny
systém VACST, tym sa v priemere bude redukovand matica blizit iplnej zmesi. Vlastné hodnoty
takejto matice budi navzédjom blizke a preto vyjadrenie

bude stéle zaporné. Konkurencia, definovand ako maximum z (4.10) a 0 bude zrejme nulové.

Pre porovnanie je nesporne zaujimavé uviest’ aj konkurenciu prvej castice voci zvysku,
ktord je na grafe (4.9). Této zavislost je velmi podobnd rovnakej zévislosti pri troch gbitoch.
Je tiez vidiet, ze konkurencia sa blizi svojej maximélnej hodnote 1, takze pre isté hodnoty
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Obrézok 4.7: Zévislost konkurencie dvoch susednych gbitov od ¢asu a parametra A pre faktori-
zovany vstupny stav |00000). Oproti pripadu troch gbitov sa rozsirili oblasti nulovej konkuren-

cie, ale zostala zachovana vlastnost’ grafu v okolf bodov 0.5 a 1 v parametre .
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Obrézok 4.8: Konkurencia dvoch vzdialenejsich gbitov pre faktorizovany stav 5 gbitov. Zrejmé
st rozsiahle oblasti nulovej konkurencie, pretoze hlavne na zac¢iatku vyvoja Hamiltonidn neu-
moznuje interakciu medzi nesusednymi ¢asticami. Moznd je len sprostredkovand interakcia,

ktord si vyzaduje isty ¢as, aby sa prejavila aj v konkurencii.
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Obrazok 4.9: Konkurencia prvého gbitu voci zvysnému systému pri faktorizovanom vstupnom

stave piatich gbitov.

A a isté casy dostdvame stavy, ktoré su blizke maximélne entanglovanym. Entanglement je
v8ak rozdeleny medzi dvojcasticovy a viacCasticovy a pre mnohé casy je prave dvojcasticovy
entanglement nulovy. Prakticky tplne sa vsak stratilo zvldstne spravanmie v okoli bodov
A =05aAX=1. Je odovodneny predpoklad, ze v tomto pripade sa jednalo o Specidlnu

vlastnost’ trojcasticového systému.

4.4.2 Symetricky vstupny stav

V tomto pripade som pouzil ako vstupny stav uplne symetricky stav Stich gbitov, ktory ob-
sahuje prave jeden gbit v stave |1). Vysledky pre konkurenciu dvoch susednych gbitov, dvoch
vzdialenejsich gbitov aj konkurenciu prvého vodi zvysku systému je na grafoch (4.10 az 4.12).

Najzaujimavejsi je asi prvy graf. Silny dvojcasticovy entanglement sa posobenim Hamil-
tonidnu straca prekvapivo rychlo a nie je pozorovatelné periodické spravanie, takze entangle-
ment sa uz nevracia do povodnych vel'kosti. Porovnanie ale ukazuje, ze celkovy entanglement
sa nezmensSuje natrvalo, takze usudzujem, ze z dvojcasticového entanglementu susednych castic
vznikd entanglement nesusednych castic a viaccasticovy entanglement. D& sa predpokladat),

7e ani v priebehu d’alsieho ¢asového vyvoja sa situdcia nezmeni.

4.4.3 GHZ vstupny stav

Ako posledny zaujimavy vstupny stav som uvazoval GHZ stav. Rovnoko ako v pripade troch
gbitov, aj pri piatich sa v rozklade GHZ stavu do vlastnych stavov Hamiltonidnu nachddzajui
péarne aj neparne vlastné stavy. Tymto sa stav 1isi od predtym uvadzaného faktorizovaného a
symetrického stavu. Predpokladdme teda komplikovanejsi casovy vyvoj (grafy 4.13 az 4.15),
ktory je pozorovatelny hlavne na poslednom grafe, ukazujicom vyvoj konkurencie jedna-

zvySok.  Rovnako ako v pripadoch predoslych, aj tu sa ukazuje, ze v priebehu ¢asového
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Obréazok 4.11: Konkurencia dvoch vzdialenejsich gbitov pri vstupnom symetrickom stave.
am dvoch gbitov, preto pre nulovy ¢as vykazuje rovnaki

almnen.
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Obréazok 4.13: Konkurencia dvoch susednych gbitov pre GHZ vstupny stav. Ten obsahuje
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vyvoja sa miera celkového entanglementu v systéme pohybuje na vysokej irovni a do nuly,
z ktorej Startuje, sa uz nevracia. KedZze dvojcasticovy entanglement predstavuje len jednu z
mnohych moznosti entanglovania, je pochopitel'né, ze sa objavuje len mélokedy a rychlo mizne.
Z porovnania grafov vyplyva, Ze vo vicsine pripadov zrejme dominuje 3- a viac-Casticovy
entanglement.

4.5 Zaver

V tejto kapitole som sa pokusil poskytnit’ fenomenologicky pohlad na entanglement v jed-
norozmernom Isingovom modeli s prietnym magnetickym polom. Ako ukazuji vysledky,
¢asovy vyvoj entanglementu v sebe skryva mnoho zaujimavého a mozno aj dosial’ nezndmeho.
Pokiisil som sa ¢o najlep§ie urcit, ¢o sa s entanglementom deje a v niektorych pripadoch aj
to, preco je to tak.

V éldnku [19] je okrem vyssie spominanej nerovnosti pre 3 gbity, ktord bola dokdzand
a platnost’ ktorej som uvedenymi vysledkami potvrdil, aj vSeobecnejsia nerovnost, ktora ale
dokézana nie je. Této nerovnost’ ma pre N gbitov tvar

CH+Ch+ ...+ 03y < 012(2“_N). (4.11)

Na Tl'avej strane je stcet druhych mocnin vsetkych dvojcasticovych konkurencii prvého gbitu
a na pravej strane celkovd konkurencia prvého gbitu voéi zvysku systému. Této nerovnost’ je
logickym rozsirenim nerovnosti (4.6) pre viac gbitov, lebo tvrdi len to, ze celkovy dvojcasticovy
entanglement nikdy nemoze byt vicsi ako celkovy entanglement.

Vysledky pre N gbitov potvrdzuji platnost nerovnice (4.11). Pre GHZ a symetricky
vstupny stav to je zrejmé uz z letmého pohladu na grafy. Celkovy entanglement nikdy neklesa
pod hodnotu 0.8, teda jeho druh& mocnina je zdola ohrani¢ena (aspoii v skimanom intervale)
hodnotou 0.64. L'avd strana (4.11) sa d4 prepisat’ ako

2.C% +2.C2 .1, (4.12)

sus

pricom hodnota dvojcasticovych entanglementov je pre symetricky stav ohrani¢ena hodnotou
0.4 a pre GHZ stav dokonca este mensou hodnotou 0.2. Je preto zrejmé, ze pre tieto dva stavy
nerovnost’ ur¢ite narusend nebude. Pre faktorizovany vstupny stav sa podobné odhady urobit’
nedajui (lebo obe strany nadobtudaji nulovi hodnotu pre vstupny stav), ale jednoduchd kon-
trola ziskanych vysledkov ukdzala, ze v skimanych intervaloch hodn6t nerovnost’ narusend nie
je. Mozem teda uzavriet, Ze pre istu oblast’ stavov 5 gbitov som potvrdil platnost’ navrhovanej
nerovnosti.

Bolo by nesporne vel'mi zaujimavé porovnavat’ nie len dvojcasticovy a viaccasticovy en-
tanglement, ale rozne typy entanglementu (troj-, stvorcasticovy) navzdjom. Toto bolo mozné
pre specificky pripad N = 3, kde sme dokdzali spocitat’ dvojcéasticovy aj celkovy entangle-
ment a z toho jednoduchym rozdielom aj trojcasticovy. Pre viicsie systémy to uz bohuzial nie
je mozné. V stcastnosti neexistuje spdsob, ako priamo kvantifikovat’ viaccasticovy entangle-
ment. Dokonca neexistuje ani zhoda v tom, ¢i viacCasticovy entanglement je len istd forma
dvojcasticového, alebo sa jednd o ¢osi celkom iné. V prospech prvej moznosti hovori to, ze
aj pomocou dvojcasticovych operacii dokdzeme vytvérat viaccasticovy entanglement (¢o je v
kontraste so zndmym faktom, ze jednocasticovymi operdciami sa entanglement, ani dvojcas-
ticovy, nevytvori). V prospech druhej moznosti zasa hovori to, ze z rydzo trojcasticového
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entanglementu sa klasickou komunikéciou a jednocasticovymi operdaciami nedd vyrobit’ entan-
glement dvojcasticovy. Pokial by sa ale v budicnosti nasli sposoby, ako vypoctovo jednoducho
ziskavat’ vel'kosti viaccasticového entanglementu pre vseobecné stavy, urcite by bolo zaujimavé
skimat’ aj tento model.

Zaujimavé by bolo zistit), ¢i zvlaStne spravanie sa dynamiky pre 3 gbity je naozaj viazané
iba na tento pocet alebo sa znova objavuje pri véi¢sich mnozstvach castic. Tiez to, ¢i aj
pri zvySujicom sa pocte gbitov zostane priebeh konkurencie jedna-zvysok podobny ako pre
malé pocty, ¢o by zodpovedalo logike, zZe entanglement vznika vzdy, len sa podl'a poctu castic
delf na dvoj a viaccasticovy. Predpoklad, ze so zvii¢sujicim sa poc¢tom c¢astic sa bude pos-
tupne vytracat dvojcasticovy entanglement (Specidlne nesusednych castic; susedné maju to
exkluzivne postavenie, Ze mozu priamo interagovat a predpoklada sa, ze to bude zarucovat
istti mieru entanglementu aj vo velkych systémoch), by si tiez zaslizil potvrdenie.

7 celkového pohladu na vysledky sa da usudzovat, ze tam, kde je badatel'nd ¢asovd peridéda
vyvoja sa tdto skracuje so zvic¢sujicim sa A. Bolo by zaujimavé overit’ tito skutocnost’ aj
na dlhsich ¢asovych tsekoch. Podobne tiez to, ¢i sa pri vicsich systémoch dvojcasticovy
entanglement z poévodného stavu skutocne stréaca natrvalo, alebo sa jedna len o dej s periddou
vic¢sou ako skimané casy.

V priebehu kompletizovania vysledkov bol uverejneny ¢lénok [38], ktory sa zaobera podob-
nou problematikou. Rozoberd entanglement Isingovho modelu len dvoch c¢astic, ale nie v
zéavislosti na case, ale na teplote. Okrem inych vysledkov prisli na zaujimavy poznatok: pri
nulovej teplote sa pre nulové magnetické pole odohrava fiazovy prechod druhého druhu, ked
sa skokom meni entanglement z nulového na nenulovy.
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Kapitola 5

Zaver

Téato diplomova praca ma tri hlavné kapitoly, v ktorych sa snazim naplnit’ tri zakladné ciele:
urobit’ prehl'ad problematiky, predlozit’ spracované vysledky a navrhnit’ smery d’alsieho sku-
mania. Prva z kapitol vytvara uceleny prehlad o entanglemente a snazil som sa, aby bola
uzavretym celkom. Mala poskytnit’ vSetky potrebné informdcie o entanglemente, zameral
som sa pri tom primdrne na jednoduché systémy - gbity. Zozbieral som informécie z knih,
ktoré boli publikované a doplnil som ich o najnovsie poznatky z vedeckych ¢lankov. Vyberal
som fakty, ktoré si z mojho pohl'adu najdolezitejsie pre pochopenie podstaty javu a snazil
som sa vyhmit’ komplikovanej matematike, pokial’ nebola naozaj potrebnd. Dokazy vSetkych
tvrdeni (ak nie su uvedené v texte) a mozno detailnejsie sformulované vety sa dajui néjst v
referencidch. Difam, Zze sa mi podarilo néjst kompromis medzi poziadavkou, aby bol text
Pahko ¢itatelny a nevyzadoval prilisnd hibku ponorenia sa do problematiky a tym, aby sa
nevynechali dolezité fakty.

Vlastné vysledky su publikované v d’alsej kapitole. Podrobne je rozobratd moznost’ posielat’
kvantovy bit informécie cez zasumeny kandl pomocou symetrizdcie a pouzitia redundantnych
gbitov. Napriek tomu, ze vysledky neboli vel'mi povzbudzujice a ukdzalo sa, ze postup nie je
vo vSeobecnosti vel'mi efektivny, za hlavny prinos povazujem vysledni tabulku. Je v nej uve-
dené, pre dané parametre chybového Pauliho kandla, optimalne mnozstvo gbitov na prepravu
informécie. Velmi zaujimavym bolo zistenie, ze ako optimélne sa ukazuji byt redlne pocty
castic, ked pre depolariza¢ny kandl (ktory je najrealistickejsi z Pauliho kandlov, pretoze nemd
urcenu os, v smere ktorej chyby primdrne posobia) dostdvame maximum 8 gbitov. Zdroven
je ale potrebné zdoraznit), ze k praktickej aplikdcii m& navrhovany sposob este d’aleko, lebo
vyzaduje operdcie posobiace naraz na vsetkych casticiach, ¢o je zatial velky problém v praxi
uskutocnit.

Kapitola venovand Isingovmu modelu kladie viac otézok, ako ddva odpovedi. Snazil som
sa v nej ukdzat, ze stidium entanglementu v Isingovom modeli, ktory zdanlivo uz nemdze
skryvat’ ni¢ nové, prindsa zaujimavé zistenia. Prezentujem vysledky pre malé pocty castic
(3 a 5 gbitov) s tym, Ze sa snazim odhalovat zaujimavé tendencie na grafoch ¢asovej zévis-
losti. Na skimanych stavoch sa potvrdil dohad o platnosti nerovnosti medzi viaccasticovym
a dvojcasticovym entanglementom, navrhnuty v ¢lanku [19].

Bohuzial, nepodarilo sa mi nést’ zdchytné body, podla ktorych by sa dali predpovedat
fazové prechody pri vic¢som pocte castic. Hoci pre 3 gbity sa ukazovali niektoré zmeny v
spravani sa grafov pre A = 1, neboli potvrdené pre 5 ¢astic. To samozrejme neznamend, ze pri
d’alsom skimani vicsieho poctu gbitov sa ndznaky fdzovych prechodov neza¢ni prejavovat.
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Za velmi zaujimavy pokladdm zisteny fakt, ze nezdvisle od vstupného stavu aj Hamil-
tonidn, ktory viaze vzdy len susedné castice, vytvara mnohocasticovy entanglement. V priebe-
hu ¢asového vyvoja sa entanglement udrzuje na vel'mi vysokej tirovni, ¢o poukazuje na doéleziti
rolu, ktord zrejme entanglement pri podobnych modeloch zohrdva. Okrem toho, zd4 sa,
ze dvojcasticovy entanglement nie je ziadnym sposobom preferovany oproti viaccasticovému.
Hrubé odhady priemernej hodnoty dvojcasticového entanglementu v priebehu ¢asového vyvo-
ja v porovnani{ s priemerom celkového entanglementu zodpovedaji po¢tu moznych dvojic v
systéme v porovnani s po¢tom vsetkych moznych skupin (dvojic, trojic, Stvoric a pétice pre
5 gbitov). Znamend to, ze pokial by sme mali moznosti kvantitativne pocitat’ aj viaccasti-
cové entanglementy, zrejme by sa ukédzalo, ze vSetky su v priebehu ¢asového vyvoja priblizne
rovnako zastipené.

Tento poznatok je velmi dolezity, okrem iného, aj z praktického pohladu. S vyuzitim len
dvojcasticovych operécii, ktoré si experimentélne relativne 'ahko dosiahnutelné, dokdzeme
produkovat’ stavy, ktoré vykazujui silné mnohocasticové korelécie.

Na zaver by som rad zhrnul vysledky, ktoré som vo svojej praci dosiahol:

e Uksdzalo sa, ze napriek optimistickym névrhom uvddzanych v ¢lénku [26] nie je symetriza-
cia vhodny sposob na stabilizdciu systému.

e Aj pre tie parametre, kde sa ukazuje vyhodnejsie pouzivat’ viac gbitov ako jeden, je zisk
velmi diskutabilny, lebo chyby st v kazdom pripade velmi velké a ziskany rozdiel vo
fidelite je oproti celkovej strate pri prenose prakticky zanedbatelny.

e Pre sSpecificky pripad, ak chyby posobia iba na jeden gbit systému, sa podarilo najst’
optimalne pocty gbitov.

e Pri skiimani Isingovho modelu sa ukdzalo, ze hl'adané fazové prechody nie je dostatoc¢ne
dobre mozné odpozorovat’ uz pri malych poctoch castic, ako sme dufali, a to ani za
pomoci entanglementu.

e Casovy vyvoj uz pri piatich gbitoch je velmi komplikovany a je problematické hl'adat v
nom periodicity.

e Celkovy entanglement systému je pocas celého ¢asového vyvoja a pre prakticky celd
oblast’ parametrov Hamiltonidnu vel'mi vysoky. Svoje horné hranice dosahuje vel'mi
rychlo nezavisle na vstupnom stave, pricom dvojcasticovy entanglement nie je nijako
uprednostiovany.

e Podarilo sa potvrdit’ pre skimané stavy nerovnosti z clanku [19], ktoré boli z casti
uvadzané len ako domnienky.

Dufam, Ze sa mi ¢itetel'a podarilo presvedcit’ o nesmiernej zaujimavosti problematiky entan-
glementu a veci suvisiacich. Rad by som sa tomu nad’alej venoval a prispieval svojou troskou
k vnasaniu svetla do oblasti dosial’ zahalenych tajomstvom. Som presvedceny, ze kvantové
koreldcie skryvajui v sebe ne¢akany potenciél a verim, ze v budicnosti ho dokdzeme vo velkej
miere aj prakticky vyuzivat.
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Dodatok A

Doékaz Peres-Horodeckého teorémy

V tomto dodatku uvediem dokaz Peres-Horodeckého teorémy, tykajicej sa podmienok sepa-
rability nizkorozmernych systémov. Hovori, ze pre systémy typu 2 x 2 az 2 x 3 je podmienka
kladnej ¢iastocnej transpozicie (PPT) nutnou a postacujicou podmienkou separability systé-
mu, pre systémy vyssich rozmerov zostdva nutnou podmienkou. Myslienka dokazu pochadza
z ¢lanku [8].

Zaved'me si potrebné oznacenia. Hilbertov priestor, v ktorom pracujeme, a jeho dva pod-
priestory prislichajice prvej a druhej ¢asti systému oznacme H, H; a Ho;

H=H ® H,. (A.1)

Operétor p na tomto priestore budeme nazyvat stavom vtedy a len vtedy, ak je normovany
(Tr(p) = 1) a pre kazdy projektor P na priestore H plati

Tr(pP) > 0. (A.2)
Stav budeme nazyvat separabilnym vtedy, ak plati
k
p=">_pipi®pi, (A.3)

i=1
kde p;, p; st stavy na priestoroch H; a Hy. Mnoziny A; a Ay oznacujui operdtory posobiace
na prislusné Hilbertove priestory. Dalej £(A;, As) je mnozina vietkych zobrazenf z priestoru
Aj do priestoru A,. Zobrazenie

A€ £(Ay, Ay) (A.4)
je pozitivne vtedy, ak pre kazdé K > 0 je A(K) > 0. Zobrazenie je tiplne pozitivne, ak
AN=A®1I,: Ay @M, — Ay @ M,,, (A.5)

kde M, je priestor §tvorcovych matic n X n, je pozitivne pre kazdé n. Je dolezité zdoraznit), ze
existuju zobrazenia, ktoré su pozitivne, ale nie su tplne pozitivne, teda samé osebe zobrazuji
pozitivne stavy na pozitivne, ale v kombindcii s operdtorom identity uz médzu zobrazovat
pozitivne stavy na nepozitivne.

Metoéda ¢iastocnej transpozicie matice hustoty je préave zobrazenim, ktoré je pozitivne, ale
nie nutne tplne pozitivne. Je pochopitel'né, ze na faktorizovanom stave p® p je operdtor A® I,
pozitivny, lebo sa d& zapisat:

ARL)p®7=NAp®Lp. (A.6)
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Na nefaktorizovanych stavoch to uz ale nemusi byt pravda. V d’alsom sa pokisim ukdzat), ze
prave zobrazenie transpozicia reprezentuje na priestore 2 X 2 a 2 x 3 v8etky mozné pripustné
nie tplne pozitivne zobrazenia a preto pozitivita PPT je nutnou a postacujicou podmienkou
na separabilitu systému.

Vyuzijeme lemmu, ktord hovori:

Lemma 1 Pre kazdy neseparabilny stav p € A1 @ Ay existuje Hermitovskyj operdtor A takyj,
ze

Tr(Ap) <0 a Tr(Ac)>0 (A7)
pre kazdi separabilnid maticu hustoty o.

Dokaz (s vyuzitim Hahn-Banachovej vety explicitnou konstrukciou operatora Z) je uvedeny
v ¢lanku [8]. S vyuzitim tejto lemmy mozeme formulovat

Theorem 2 Stav p € Ay ® Ay je separabilng vtedy a len vtedy, ak
Tr(Ap) >0 (A.8)

plati pre kazdy Hermitovsky operdtor A spliiajici podmienku Tr(AP ® Q) >0, kde P a Q st
projektory na prislusné priestory Hy a Hs.

Proof. Ak je p separabilnd, zrejme spliia rovnicu (A.8). Predpokladajme teraz, Ze existuje
stav spl/ﬁajlici (A.8) a nie je separabilng. V tom pripade by sme, podla Lemmy 1, dokdzali ndjst
operdtor A, pre ktory by platilo Tr(Ap) < 0. Pritom by ale platilo, Ze Tr(Ac) > 0 pre vsetky
separabilné o. Kazdd o sa ale dd zapisat ako siucin projektorov P ® Q) a tym sa dostdvame do
sporu s predpokladom vety. m

Teraz este potrebujeme previest’ vetu do jazyka linedrnych zobrazeni. Na to vyuzijeme
izomorfizmus medzi priestorom linedrnych zobrazeni £(A;, As) a stavov na A; ® As:

A€ £(A1,A) — S(A) =) Ef®AE) €A @A (A.9)

) < : . . ) dim H; . 4 . o
Zaved'me bdzu na priestore A;: budi to operatory {Pij}i’j:1 urcené podmienkou P;je; = d;,€;

pre vsetky i, j, [ pre dani bézu e; v priestore H;. Potom mozeme rovnicu (A.9) prepisat na

Tr{

a dalej, ak zavedieme symbol pre transpoziciu 7', T? = 1

TT{

Zrejme pre kazdé pozitivne A je aj T'A pozitivne. Ak zavedieme operétor

(I®A)Y PP
]

p} >0 (A.10)

(I&TA)Y  Pi©TP,

ij

,0} > 0. (A.11)

1
P =
7 dim H,

> Pi® Py, (A.12)
ij
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mozeme rovnicu prepisat’ do podoby
(p,(I®ARy)T) 20 (A.13)
a s vyuzitim hermitovosti A, a teda aj I ® A a tiez P,
(p, I @ AFy) > 0 (A.14)
Dalsou tpravou ziskame rovnicu
(I ® Ap, Py) =Tr[Py(I® Ap)] >0, (A.15)

ktord ma platit’ pre kazdé pozitivne zobrazenie A. Zrejme, ak je p separabilny stav, potom
rovnica (A.15) splnend je. Naopak, ak I ® Ap je pozitivny pre kazdé A, potom kedze B
je projektor, rovnica (A.15) je splnend a stav je separabilny. To ndm umoznuje formulovat
Peres-Horodeckého teorému pre vseobecny rozmer:

Theorem 3 Nech p je stav na priestore Hy @ Hy. Potom p je separabilnd vtedy a len vtedy,
ked pre kazdé pozitivne zobrazenie A € £(Ay, Ay) operdtor I @ Ap je pozitivny.

V ¢lanku [8] je blizsie rozobraty pripad nizkych rozmerov H; a Hs, konkrétne 2 x 2 a 3 x 2.
Pre tieto rozmery plati, ze kazdé pozitivne zobrazenie A sa d4 zapisat’ vo forme

A=AVP + ASFT, (A.16)

kde skratka UP znamend uplnu pozitivitu. Désledkom je, Ze jediné zobrazenie, ktoré musime
redlne skimat’ v takychto pripadoch je prave transpozicia, ¢o umoznuje formulovat’ vetu pre
rozmery priestorov 2 X 2 a 3 x 2:

Theorem 4 Stav p na priestoroch C* @ C? a C* @ C? je separabilny vtedy a len vtedy, ked
md kladni ciastoéni transpoziciu PPT.
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