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Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Dynamika castice-svazek
Na céstici s ndbojem q v elektrickém a magnetickém poli ptisobi tzv. Lorentzova sila
F =qE+¢q(v x B) (1.1)

kde FE je intenzita elektrického pole, B je magneticka indukce, v je rychlost ¢astice.
Integral Lorentzovy sily za ¢as udava prirtstek hybnosti ¢astice

Ap — / Fdt (1.2)

zatimco integral pies drédhu je zase pTirtistek energie:
AFEin = /Fds (1.3)
Drahovy element si mizeme vyjadrit i pomoci ¢asového elementu ds = v dt a pak je prirustek energie
AFEgin = q/Eds +q/(v x B)vdt (1.4)
Ze vztahu vidime, ze kineticka energie ¢astice roste, nachéazi-li se ¢astice v elektrickém poli. Urychlovani
probiha ve sméru pole, je nezavislé na rychlosti ¢astice, a proto k nému dochazi i pfi nulové rychlosti.

Druhé slozka Lorentzovy sily naopak na rychlosti zavisi, a z pfedchoziho vztahu je ziejmé, Ze se na
urychlovéni nijak nepodili: souéin (v x B)wv je z definice nulovy.



Kapitola 2

Urychlovani pomoci
vysokofrekvenc¢nich vlnovodi a
rezonatoru

2.1 Vysokofrekvenc¢ni vinovody
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Bylo by idealni, kdybychom k urychlovani ¢astic mohli pouzit vinéni, volné se §ifici v prostoru. Bohuzel
to ale nejde - zakladni poucky nam fikaji, ze volné EM vlny maji pouze pri¢né slozky pole. Tuto situ-
aci znazornuje obrazek 2.1l Abychom ziskali vinéni s podélnou elektrickou komponentou, potiebnou pro
urychlovani, musime vlny nechat prochazet prostfedim s takovymi hraniénimi podminkami, které modi-
fikuji vlnéni a umoznuji mu ziskat pozadované podélné slozky. Budeme tedy studovat vlastnosti vinéni
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Obrazek 2.1: Rovinna vlna ve volném prostoru
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$iticiho se valcovym nebo pravothlym vinovodem. VInové rovnice pro tento piipad je Laplaceova rovnice
2 w?
V“Es + c_QES =0 (2.1)
s feSenim

E, = Ey,e' Wtk (2.2)



Podobné feseni plati i pro azimutalni slozku.

Rozdélime si Laplacetiv operator na podélnou a pii¢nou slozku. Vyuzijeme piitom, ze 9%/9s* = —k?:
2 w? 2
V2 E, + (72 —k ) E,=0 (2.3)

K popisu $ifeni vlnéni ve vélcovych vlnovodech se nejlépe hodi valcova soufadnicova soustava (r, 6, s).
Uvazujeme, ze azimutalni zévislost je periodicka s periodicitou n a lze ji vyjadrit napfiklad

E x sinnf (2.4)
Druh4 derivace je pak 9?/00% = —n?. Laplaceovu rovnici pak dostaneme ve tvaru
0*E 10F n?
s 4 -Z27s k2 — —)E, =0 2.5
8r2+r6r + (ke r2) (2.5)
kde k. je cut-off vinové ¢islo definované jako
2
w
k2 = =z - k? (2.6)

Jde o Besselovu diferencialni rovnici a lze ji fesit pomoci Besselovych a Neumannovych funkci ve formeé
E, = AJ,(ker) + BN, (ker) (2.7)

Neumannovy funkce maji singularitu v nule, proto koeficient B musi byt roven nule. Prvni ¢len pfedstavuje
mnoho modu n pro slozku pole F, ktera je v souladu s okrajovymi podminkami. P¥i¢né slozky vykazuji
podobnou multimodovou strukturu.

Mozné mody se klasifikuji do dvou zakladnich skupin: mody TE (pfi¢né elektrické) a TM (pficné mag-
netické), kde vSechny pfiéné slozky jsou pouze magnetické. Pravé tyto mody nas nadale budou zajimat,
a to diky pritomnosti nenulovych podélnych elektrickych komponent. Jednotlivé TM mody jsou popsany
pomoci 3 indexit TM,,pq, kde n,p a ¢ jsou azimutalni, radidlni a podélnd periodicita. Napitiklad TMo1o
oznacuje vlnu, kterd nema azimutalni ani podélnou periodicitu, avsak vykazuje jeden uzel v radidlnim
sméru - na sténé vlnovodu, kde elektrické pole musi byt nulové.

Jaké okrajové podminky tedy musi platit ve valcovém rezonatoru délky [ a poloméru a? Nejdulezitéjsi
podminkou je nulova velikost vSech elektrickych slozek rovnobéznych s kovovym povrchem. Lze je tedy
vyjadrit vztahy:

Es=FEy=0 pro r=a, a (2.8)
E.=FEy=0 pro s=0 a s=I

Reseni rovnice (ZH) pro n = 0 splitujici tyto okrajové podminky je:
E, = EoJo(ker) - é@t=F) (2.9)
E0 = 07

k .
Ey = —ip—EoJy(ker) - el(wt=hs)

Jediné nenulova slozka magnetické indukce bude

Hy = fi%EoJé(kcr) . gilwt—Fks) (2.10)
cke

Kdyz nyni uplatnime okrajovou podminku na podélnou slozku intenzity elektrického pole, dojdeme ke
vztahu Jo(kca) = 0. Ze znalosti prvniho uzlu Besselovy funkce Jo dostaneme

ke-a = 2.405 (2.11)
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Vysledné tvary pole pro médy TMg19 @ TMp11 jsou vidét na obrézcich22]a2:3l Z nich (a z rovnice[2.9)
je patrné, Ze v tomto médu existuje podélna slozka urychlujiciho pole, které je nejvétsi v ose rezonatoru,
a klesa smérem ke sténdm vlnovodu. Pole je nezdvislé na 6 (coz lze pro n = 0 oéekéavat) i na s.

Chceme-li z( [Z3)) ziskat postupnou vlnu a nikoli tlumené vlnéni, musi byt koeficient u E; kladny. Plati

tedy
2

B2=2 k>0 (2.12)
C

C

Z rovnice( 22)) vidime, Ze ma-li se vlna §ifit v kladném sméru osy s, musi byt k& > 0 tj. w/c > k. a

muzeme si definovat cutoff frekvenci
2.405

a

(2.13)

we=ck.=c

kterd nam udava nejnizsi frekvenci viny, kterd se mize jesté vinovodem S$ifit. Jeji propagacni faktor je

pak
2

k2 = (%)2 <1 - %) (2.14)

Cutoff frekvence je uréena prameérem trubice (nejdelsi vlna, ktera se jesté vinovodem mutize §i¥it ma délku
mensi nez primeér).

Odvozeni fazové rychlosti je jednoduché - staci pozadovat, aby faze viny v = wt — ks byla konstantni,
a z pozadavku jeji nulové derivace ziskat fazovou rychlost:

p=w—k$=0 (2.15)

(2.16)

. w
[y = 8§ = —
ph k
Po dosazeni( [Z14)) do pfedchozi rovnice dostaneme pro fazovou rychlost hodnotu pfevysujici rychlost
svétla
c

Uph = ———— > ¢ (2.17)
i V19— w?/w?
Takze pomoci valcového vlnovodu sice dokazeme ziskat pole s pozadovanym smérem urychlujici slozky,
avsak toto pole se stale jesté k urychlovani nehodi - jeho rychlost je vétsi nez nejvyssi dosazitelna rychlost
Castic, a proto Cisté urychleni bude nulové. Proto musime nas vlnovod jesté modifikovat. Jesté jsme si
neurdili jednu veli¢inu, kterou charakterizujeme vlnéni: grupovou rychlost. Ta je definovana

dw (2.18)
Vg = — .
& dk
Derivaci vztahu( [Z12]) podle k& dostaneme
w dw
k=—=— 2.19
c? dk (2.19)
S pouzitim k = w/vpn ziskdme vztah pro grupovou rychlost, ktera je mensi nez rychlost svétla:
dw %k c < (2.20)
Vg=—F7=—=c-— <c .
& dk w Uph

protoze vpy > ¢

2.2 Vlnovody s clonami

N

Pro dosazZeni co nejuc¢innéjsiho urychlovani je zadouci, aby se fazova rychlost urychlujiciho vinéni rovnala
rychlosti ¢astice. VInovod, popisovany v pfedchozi ¢asti je tedy tfeba modifikovat, aby tuto podminku
spliioval. To lze provést tak, ze se vlnovod ’zatizi’ vlozenymi kovovymi strukturami - naptiklad kruhovymi
prepazkami. Tato struktura se nazyva disk loaded waveguide a je tvorena rovnomeérné rozloZzenymi clonami
(s otvory uvnit¥) umisténymi kolmo na osu vlnovodu, jak znézornuje obrazek [Z4] Tato struktura je vhodné
pro urychleni elektront, které dosahnou velmi brzy rychlosti blizkych rychlosti svétla. Pro urychlovani
protonil se pouzivaji jiné tvary rezonatori, které reflektuji zmény ve frekvenci a rychlosti ¢astice.



Obréazek 2.4: Urychlovaci struktura pro elektronovy linac (disk-loaded)

2.2.1 Prirustek energie

Abychom dokazali urc¢it prirtstek energie (energy gain), musime vzit v vahu Ze elektrické pole se béhem
priletu castice vlnovodem méni. Pfirustek energie je tudiz také oscilujici velicinou

eV(t) = eV coswt = eV cosw- (2.21)
v

kde jsme zanedbali zménu rychlosti ¢astice pfi prichodu vlnovodem. Pfirtstek energie po priletu rezo-
natorem o délce /. tedy bude

/20 7
AEyn :/ Sl cos(wi)ds (2.22)
—1/21. ZC v
po integraci pfes rezonator délky l. = A.f/2 mame
. (/J)\Tf
. sin
AEgi, = 61/0‘5)\74;1) (2.23)
=*5)
kde faktor
sin(£22L)
Ty = — 2~ (2.24)
=)

se nazyva transit time factor. Pro malé energie je tento faktor, a tim i prirtstek energie maly nebo
dokonce zaporny, ale v blizkosti rychlosti svétla se jeho hodnota blizi k jednicce.

2.2.2 Zakladni parametry vlnovodu

V této casti si uvedeme nékteré vztahy charakterizujici vlnovody. V kazdém vInovodu plati zakon zacho-
vani energie, ktery ma pro vlnovod tvar

ow  oP

—+ —+ P, +nevE; =0 2.25

ot ds v ? ( )
Zde W je energie uloZzena v jednotkové délce svazku, P je energeticky tok ve sméru s, P, jsou ztraty
v jednotkové délce stény vlnovodu, a nevFEs je energie pfedand n c¢asticim s nadbojem e o rychlosti v v
elektrickém poli Fs. Ztraty ve sténach jsou svazany s tzv. faktorem kvality Q

wW

Q=5 (2.26)



a P, /w jsou energetické ztraty na jednotkovou délku a radidn kmitt pole.
Dalsi charakteristickou vlastnosti vlnovodi je koeficient dtlumu (attenuation)

W

v,Q

Tento koeficient charakterizuje Gtlum energetického toku podél délky rezonatoru (diky ztratdm na sté-
néch):

20 = (2.27)

P = Pye 2% (2.28)



Kapitola 3

Betatron, betatronové kmity

3.1 Pohyb nabité ¢astice v magnetickém poli
Nabita ¢astice se v magnetickém poli pohybuje po kruznici, jejiz polomér je dan rovnosti Lorentzovy a
odstfedivé sily. V pripadé pohybu v roviné kolmé na smér magetického pole je tato rovnost vyjadiena

mv2

— =quB 3.1
= (3.1)
Polomér je pak
p
- 2
"B (3:2)

Svazky ¢asto charakterizujeme pomoci tzv. tuhosti svazku (beam rigidity), kterd je definovana

p
Br== 3.3
, (3.3)

Pfi vyssich energiich je praktické nahradit hybnost celkovou energii, takze tuhost svazku je pak

_PE

B 3.4
=5 (3.4)
V praktickych jednotkach a v ptripadé ¢astice s jednotkovym nébojem plati
10
B[T]r[m] = ?ﬂE[GeV] (3.5)

3.2 Wideroeho podminka

Betatron se od ostatnich cyklickych urychlovact lisi v jedné zasadni véci: magnetické pole zde neslouzi jen
k ohybu ¢éstic a jejich udrzeni na kruhové dréze, ale souc¢asné i k urychlovani (u rezonanénich urychlovaét
je k tomuto tcelu pouzito elektrického pole v rezondtorech). P¥iprava pole, které by soucasné urychlovalo
a udrzelo svazek na patficné draze je mozna - to uz ukazal Wideroe v roce 1928. Zopakujeme zde jeho
postup.

Polomér drahy c¢astice s ndbojem e pohybujici se rychlosti v v magnetickém poli je dan rovnosti
dosttedivé a Lorentzovy sily:

ymu?

— evB )
; evB, (3.6)

kde B, je primét vektoru magnetické indukce do sméru kolmého k roviné pohybu castice. Hybnost 1ze
vyjadrit jako
p=ymv=eB,r (3.7)

10



Urychlujici sila musi byt rovna ¢asové derivaci hybnosti, a soucasné je tmérna azimutalni slozce intenzity

elektrického pole E:
dp dr dB
F=—=-e|(B — | = ek 3.8

at e<dt L dt> e (3:8)

Déle se omezime na drdhu s konstantnim polomérem (usnadni ndm to nejen odvozovani, ale i konstrukei
vakuové komory), takze prvni ¢len v zévorce bude nulovy. Urychlujici pole uréime tak, Ze budeme inte-
grovat Maxwelovu rovnici

d
E-_°B )
V x " (3.9)

S pomoci Stokesovy véty pak dostaneme pro prirtstek energie za obéh

d®
FEds = — Nl
7{ s=-5 (3.10)

kde ® je magneticky tok protékajici uzavienou integra¢ni drahou (draha svazku).
Predpoklddejme, Ze magnetické pole je rotacné symetrické. V tomto pripadé lze levou stranu pted-
choziho vztahu vyjadiit jako

%Eds = —/E@Rdga = —27RE, (3.11)

Indukované azimutalni elektrické pole je pro kladné pole zaporné.
Srovnanim vztahi B.11] a B8 s pomoci B.10 dostaneme

4® dB(R)
- —9r R?
a g

(3.12)

Celkovy tok uzavieny drahou ¢astice je mozné vyjadrit pomoci stfedni hodnoty magnetické indukce pole
uvnitt dréhy jako ® = 7R2B(R). Casova derivace pole magnetického toku pak bude

4 _ _,dB(R)
7 =", (3.13)

Porovnanim predchozich dvou vztaht dostavame tzv. Wideroeho podminku %

B(R) = =B(R) (3.14)

N | =

3.3 Slaba fokusace

Wideroeho podminka je sice nutné, ale nikoli postacujici pro ziskani stabilniho svazku. Nezajistuje totiz
nijak stabilizaci svazku, tj. to, aby castice, ktera se vychyli od idealni drahy méla tendenci se na drahu
vratit. Bez stabilizace by se naptiklad ¢astice, jejiz draha by na zac¢atku urychlovani byla mirné naklonéna,
pohybovala po spirale dokud by nenarazila na sténu urychlovaci trubice. Pti odvozeni podminek stability
pro svazek si musime uvédomit, ze Wideroeho podminka musi platit jen pro idealni drdhu. Pro kazdou
jinou polohu neni dostfedivéa sila rovna Lorentzové, takze na ¢astici ptisobi jejich rozdil. Ve vodorovném

sméru bude )
~ymu
F, =

— evB 3.15
. evB, (3.15)

Budeme zde pouzivat kartézskou soutadnicovou soustavu pevné spojenou s ¢astici obihajici po kruhové
drdze.  mifi radidlné(v nasem piipadé vodorovné), y axiélné (v nasem piipadé svisle). V pfipadé ho-
mogenniho magnetického pole bude rozdil sil z rovnice nulovy pro jakoukoliv drdhu. K dosazeni
fokusujiciho uc¢inku se pole musi ménit. Predpokladejme, Ze pole ma slaby gradient. V okoli stabilni
drahy s polomérem R lze magnetickou indukci vyjadrit pomoci gradientu jako

OB R 0B, x
By =By, + —2x =By, ( 1+ 5——L= 3.16
v = Byt g Oy(+Boy oz R) (8:16)

11



kde r = R+ x = R(1 4 z/R). Po dosazeni do [3.15] bude sila ptsobici na ¢stici v aproximaci ¢ << R

2

ymuv x R 0By, z
F, ~ 1-2) —evBy, (14 282 3.17
o (1-5) -« Oy( " By, 9z R (8:17)

2
Vyuzijeme skutecnosti, ze na idedlni draze r = R je vysledna sila rovna nule a proto T~ = evBy,. Déle
si zavedeme tzv. index pole

R 0B,
- 7Y 3.18
Po tpraveé
2
ymv® x
F, = —(1-— 3.19
) (319)

Pohybova rovnice ve sméru x pro ¢astici na niz pusobi sila proti sméru vychylky amérna vychylce F =
yma je

.. 2

T+wix=0 (3.20)

To je rovnice harmonického oscilatoru o kruhové frekvenci
Wy = %\/1 “n=wvI-n (3.21)

kde wp je frekvence ob&hu po draze. Castice tedy vykonava kmity ve vodorovném sméru okolo idealni
kruhové dréhy s frekvenci w,. Amplituda téchto kmit v bodé o podélné soutadnici s je x(s).

Tyto kmity se vyskytuji ve vSech kruhovych urychlovacich, ale protoze byly poprvé popsany v betat-
ronech, oznacuji se betatronové kmity.

7 predchoziho vztahu je zfejmé, ze aby byly kmity harmonické, musi byt jejich frekvence realna.
Podminka stability horizontalnich betatronovych kmiti je tedy

n<l (3.22)

Nase tivahy doplnime jesté o pohyb v axidlnim sméru. Aby na ¢astice ptsobila svisla sila, musi exis-
tovat nenulovéa slozka pole ve vodorovném sméru B,. Analogicky k pifedchozim vztahtim bude pohybova
rovnice

ymj = evB, (3.23)

Vztah mezi jednotlivymi slozkami vektoru magnetické indukce ziskame z Maxwellovy rovnice

0B, 0B,
-——=0 3.24
dy or ( )
Po integraci a tpravach (pomoci B16] a B.I8)) dostavame
0B By By
B, = Ydy = — —dy = -n—¢ 3.25
5 Y / n—dy = —n—ry (3.25)
Pohybova rovnice pro svisly pohyb bude
j+wiy=0 (3.26)

Castice tedy vykonava betatronové kmity ve svislém sméru s frekvenci wy = woy/n. Pro harmonicky
pohyb tentokrat musi platit
n>0 (3.27)

7 ptredchozich vztaht vyplyva, Ze magnetické pole ménici se s polohou muze zajistit stabilizaci drahy
Castice, a ze index pole musi spliovat tzv. Steenbeckovo kritérium stability

0<n<l1 (3.28)

12



3.4 Adiabaticky utlum

V predchazejicim oddilu jsme pfi naSich ivahach zcela ignorovali fakt, Ze Castice se pfi svém pohybu
urychluje. Pokusme se ted zjistit, jak to zméni popis dynamiky svazku. Budeme uvaZovat elektrické a
magnetické pole E = (0,0, E,) a B = (B,, By,0). Zajima nés rovnice pohybu ve svislém sméru. Odvodime
ji z Lorentzovy sily

d
F = &(me') = evsBy (3.29)

Po derivaci dostavame pohybovou rovnici pro rovnovaznou drahu

ymc?jj + Ame*y = ecwoRB.(R) (3.30)

Dosazenim ze vztahu (B:28) dostdvame po tpravich pohybovou rovnici ve svislém sméru v urychlujicim
elektrickém a magnetickém poli

i+ Eernw(Q)y =0 (3.31)
Jde o rovnici tlumeného harmonického oscilatoru s reSenim
y=yoe ' coswt (3.32)
Zde w = wpy/n a dekrement Gtlumu je
LE (3.33)
Oy = —— .
Yo oF

Pro technicky dosazitelné urychlovaci gradienty je pomér E /E maly. Tlumici ¢as 7, = 1/a,, je mno-
hem vé&tsi nez perioda kmiti, a proto mizeme ttlum povazovat za konstantni. Obélka kmitt (zévislost
amplitudy na ¢ase) bude

Ymax = Yo e~ ! (3.34)
Zména amplitudy je )
1F

dymax = —EEymaxdt (335)

Po integraci
Ymax EO
— =1/ = 3.36
Y0, max E ( )

Z tohoto vztahu je zfejmé, ze amplituda betatronovych kmitd se zmensuje se zvysujici se energii ¢astice.
Tento jev se nazyva adiabaticky utlum.

Analogickymi tivahami Ize odvodit i stejny vztah pro vodorovnou fokusaci. P¥i¢né rozméry svazku se
tedy zmensSuji imérné odmocniné z energie. Stejnd se musi zmenSovat i thlova divergence y’. Emitance
svazku e (definovand piiblizné jako souin Ymax¥max Pude pak tmérna

€~ 5 (3.37)
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Kapitola 4

Vedeni svazku castic

4.1 Fokusace svazku

Podobné jako v optice se v urychlovacové fyzice pouzivaji pojmy jako ohnisko, ohniskova vzdélenost,
ap. Abychom ziskali analogii spojné ¢ocky, musi magnetické pole ohybat svazek o tthel tmérny jeho
vzdéalenosti od osy, a opa¢ného znaménka (viz obrazek H.TI)

(4.1)

o= —

|3

Jak to udélat? Prostudujme situaci nejdfive v roviné xs (vodorovné vychylky). Pozadujeme, aby
a = —x/f. Svazek je po prichodu magnetem délky ! odklonén o

l
o = 2arcsin — (4.2)
2p

kde p = p/eB, je polomér dréhy ¢astice o hybnosti p v magnetickém poli s indukci B,,. Je-li délka magnetu
vyrazné mensi nez polomér drahy, lze sinus nahradit jeho argumentem a pro zménu sméru plati

| eByl

o= ——= 4.3
p p (4.3)
Z pozadavku o = —z/ f dostavdme podminku pro zavislost indukce na poloze
B, = —gzx (4.4)
kde ¢ (gradient pole) musi byt konstantni. P¥i zobecnéni do prostoru vyuzijeme valcovych soufadnic, a
dostédvédme pozadavek pouzit azimutélni pole B, = —gr. Céstice se odkloni o tihel
e
a=——grl (4.5)
p
Definujme si fokusac¢ni schopnost
e ec
k = -g=——=g 4.6
p”  PE (4.6)
a s jeji pomoci thel ohybu
a = —krl (4.7)
a ohniskovou vzdalenost )
— =kl (4.8)
f
V praktickych jednotkach plati
_ g[T/m]
k =031 4.9
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A focal point

r

i
|
: |
focusing lens - focal length l

Obrézek 4.1: Schéma fokusace

Problémem je prakticka realizace takového pole. Teoreticky lze pouzit riiznych draténych konstrukci
vhodného tvaru, jimiz protéka elektricky proud. Ty ale vadi prolétavajicimu svazku. Dalsi mozZnosti je
parabolickd proudové ¢ocka (viz obrazek[d.2)). Jde o 2 paraboloidy (rota¢né symetrické okolo osy svazku)
spojené v jednom bodé. Magnetickd indukce klesa nepfimo tmérné s polomérem, ale délka drahy v
magnetu zase roste s druhou mocninou, takze vysledek je

1
a x Byl ;7’2 x T (4.10)

I zde ale nastava nezadouci rozptyl na materidlu paraboloidi. Pozadavek nulové hmoty ve svazku
spliiuje kvadrupdlovy magnet - viz obrazek [£3l Jeho pole je definovano pomoci skaldrniho potencidlu

V = —gxy (4.11)
Vv
Dz By = —gy (4.12)
oV
=B = — 4.1

Jak piisobi na prolétajici ¢astice? Céstice se soufadnici 2 # 0 navede na smér k rovnovazné draze. Oviem
Céstice vychylené svisle (y # 0) naopak vychyli jesté vice od svazku. Znamend to tedy, Ze kvadrupdl v
jedné roviné fokusuje a ve druhé defokusuje.

Kombinaci kvadrupdla pak dostaneme pozadovany magnet fokusujici v obou rovinach.

4.1.1 Multipoly - profily pole a pdlua

Jak vyrobit kvadrupdl nebo jiny magnet? U klasickych magnett je pozadovaného pribéhu pole dosazeno
pomoci vhodného tvaru povrchu Zeleza (materidlu s magnetickou permeabilitou blizici se nekonecénu).
Tento tvar definuje ekvipotencily, tj. ziskdme-li podminku pro konstantni skalarni potencial, vime, jaky
tvar pélovych nastaved je nutno pouzit. V dal$im textu si probereme nékteré tvary. Pfitom nebudeme
uvazovat zadnou zavislost na podélné souradnici s. Budeme tedy ziskadvat prifezy magneta

Vodorovné odchylugjici dipdl (p = const) Konstatni polomér ohybu nastava v konstatnim magnetickém
poli. Plati tedy

By(z,y) = e%) = const (4.14)

B, =0 (4.15)
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Obrazek 4.2: Prifez parabolickou proudovou ¢ockou
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Obrazek 4.3: Orientace magnetické indukce v poli kvadrupdlu
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Obrazek 4.4: Prafez nastavci vodorovné vychylujiciho dipdlu

Skalarni potencial ziskame ze vztahi pro jednotlivé slozky magnetické indukce

B, = ?9_‘; (4.16)
B, = g—‘; (4.17)
V= /Bydy = const y (4.18)
Tento potencidl vyhovuje i[£I5 Pro ekvipotencidlu plati (viz obrazek [£4)
y = const (4.19)

Tento vztah musi platit pro vSechny hodnoty x, a ur¢ime podle néj pozadovany tvar dipélu: y = +G.
Podobné je to pro svisle vychylujici dipdl.

Kvadrupol

Pro kvadrupdlovy magnet plati (viz L.I1]), Ze xy = const

Resenim této rovnice je hyperbola (viz obrazek [5]). Polomér kruznice vepsané je R, takze plati

1
Ty = i§R2 (4.20)
a pro pootoceny kvadrupdl:
22—y =+R? (4.21)
Kvadrupdl ma tedy 4 pdly, na kterych je stejné magnetické pole, jen se stiidavym znaménkem.

Casto se konstruuje magnet, ktery v sobé kombinuje oba typy - dipél i kvadrupél. Nazjva se synchro-
tronovy magnet. Jde ve skutecnosti o kvadrupdl vysunuty do strany o zy. Jeho pole je pak:

e
—-By = k(z — z0) (4.22)
p

Céstice s # = 0 leti po poloméru 1/p = kxo Soucasné se svazek po priichodu timto magnetem zfokusuje

vodorovnou komponentou (amérné fokusaéni schopnosti k)
Pro tento typ magnetu je definovana tzv. charakteristickd délka

1
len = — 4.23
" ok (4.23)
Zkuste ukazat, ze
len = —xo (4.24)

Kromé kvadrupdli se dale pouzivaji sextupdly a ziidka i oktupdly. Jejich priafezy jsou na obrazku
Slouzi zejména k opravam chromatickych odchylek (fokusace ¢astic s riznou hybnosti).

17
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Obrazek 4.5: Tvary polovych nastavct kvadrupdla: vlevo pfimy, vpravo pootoceny
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Obrazek 4.6: Tvary poélovych nastavct pfimého sextupdlu a oktupdlu
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4.1.2 Pohybové rovnice

Budeme pracovat v tzv. linearni (prvni) aproximaci. Rovnice pro magnetické pole jsou:

B, =gy (4.25)
B, = By + gz (4.26)

kde B,0 je pole dipdlu a g je gradient pole kvadrupélu. Pohybové rovnice pak jsou

1

2 + (—2 + kzo) x=0 (4.27)
Po

Yy —koy =0 (4.28)

Fokusacni schopnosti obou magneta popisuje fokusa¢ni parametr

1
K(S) = %

Pro separované magnety pouZzijeme bud py — oo nebo kg = 0.
Pro kratsi seky pole mizeme nahradit K skokovou funkci K = const a pak dostavame

+ ko(s) (4.29)

'+ Ku=0 (4.30)

Pro popis pruchodu svazku magnety se obvykle pouziva maticovy zapis
u(s) Y _ ( C(s) S(s) ug(s)
(uf )=(& st ) (il (431

4.2 Betatronové funkce

Formalismus popsany v predchozi ¢asti spo¢iva v nalezeni transformacni matice odpovidajici kazdému
prvku po trase urychlovanych ¢astic a presném vypoctu vysledného stavu ¢astice. To se provadi pomoci
specializovanych programu na pocitacich. Analytické feSeni, vzhledem ke slozitosti systému, nelze v praxi
nalézt. Pro feseni nékterych tloh by nam vsak stacilo alespon pfiblizné analytické feseni, které by nam
davalo predstavu o chovani trajektorii ¢astic. Pokusme se tedy takové feseni nalézt. Budeme fesit rovnici

u +k(s)u=0 (4.32)

Funkce k(s) popisuje rozlozeni magnet podél drahy. Navrhneme obecné feseni ve tvaru (variace kon-
stanty):

u(s) = Vey/B(s) cos[i(s) — vl (4.33)

kde /€ a v jsou integra¢ni konstanty. Zjednoduseng si oznacime 3 = 3(s) a 1 = 1(s) a spoc¢itdme prvni
a druhou derivaci

! = eﬁ—lcos - — Ve/Bsin(y — !
u' = Veg g cos(u —to) — Ve VB sin( — to)y (4.34)

"o 2 /
u’ = ﬁ% cos(p — tho) — ﬁ% sin(t) — o)t/ (4.35)
—Vey/Bsin(ih — o)t — e/ Beos(v) — o)y (4.36)

Po dosazeni do diferencialni rovnice [4.32] oddélime ¢leny pfi sinu i kosinu. Jejich souc¢et musi byt nulovy,
abychom ziskali feSeni platné pro vsechny faze . Odtud ziskdme 2 podminky

1/2(88" — 1/2687) — B%4 + B2k =0 (4.37)

Bl + Y =0 (4.38)
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Fig.5.22. P

Obrézek 4.7: Elipsa ve fizovém prostoru

Pfedchozi rovnici mtZeme zintegrovat okamzité, protoze 8¢ + py” = (B¢’ tj.:
B’ = const = 1 (4.39)
Hodnota konstanty 1 bude nase zvolena normalizace. Fazova funkce pak bude
7 ds
o B@3)
Jaké vlastnosti musi spliiovat FeSeni[L37? Jak uz bylo Feceno, musi platit pro vSechny faze 1. Zkusme
tedy z pfedpisu pro funkci u(s) a jeji derivaci eliminovat 1 — 1y

u(s) = Vey/B eos( — tho) (4.41)

¥(s) + 1o (4.40)

W (5) = —/e—= cos() — tho) — —= sin(tb — o) (4.42)
VB VB
Zavedeme si proménné o = —18" a v = (1 + a?)/B. Z predchozich rovnic vyplyvé, ze musi platit
yu? 4 20un’ + Bu’? = ¢ (4.43)

Tento vyraz se tedy v prubéhu urychlovani neméni a nazyva se Courant-Snyderiv invariant a ma velky
vyznam pro popis betatronovych kmitu.

Z jeho tvaru je patrné, ze jde o rovnici elipsy ve fazovém prostoru (v roviné u a u') s parametry «,f
a 7 a plochou e. Tato elipsa je zndzornéna na obrazku 7] Elipsa méa vSak pouze 3 nezavislé parametry:
to vSak neodporuje nasim poznatkim - parametr v byl zde také stanoven pomoci zbylych parametra.
Funkce 3, a, v a fazovou funkci ¢ nazyvame betatronovymi funkcemi.

Jaka je interpretace tohoto zjisténi? Céstice se b&hem urychlovani pohybuji po fazovych elipsach ve
fazovém prostoru. Tyto elipsy méni tvar béhem urychlovani, ale jejich plocha ztistava konstantni. Velikost
svazku v obou pfiénych rozmérech, a jeho smér se periodicky méni (viz obr. [L.8)).

Plochu elipsy jsme si oznacili €, coz je stejny symbol, ktery jsme dfive pouzivali pro emitanci. Ve
skutecnosti se ale plocha elipsy rovna emitanci svazku jen v pfipadé, Ze jde o ¢astice ”na povrchu svazku”,
nebo na jeho obalce. Pro vSechny ostatni ¢astice uvniti svazku budeme misto emitance pouzivat symbol
a = /€. Samotny pojem obdlka (envelope) se pak pouZiva pro vyraz

B(s) = +v/e\/B(5) (4.44)
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Obréazek 4.8: Pribéh betatronovych funkei pro synchrotron [I]
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Kapitola 5
Podélny pohyb castic

Pii urychlovéni ¢astic ve vinovodech generujeme podélné vysokofrekvenéni pole
E(z,t) = Ege" ') = Ege'¥ (5.1)
Zména hybnosti zptisobena timto polem je

D eB) = = (meyd) (5:2)

Celkovy prirtistek energie v jedné urychlovaci burice je

AE = (y — yo)mc® = e/E(w)dz (5.3)

5.1 Podminka synchronnosti

Definujme si synchronni fazi
s = wt — kz = const (5.4)

Podminka synchronnosti je vyjadfena pomoci ¢asové derivace faze
Yo =w—kBc=0 (5.5)
Tato podminka plati pro vlnovou délku shodnou s délkou urychlovaci sekce, takze k = 27 /L a

27

27
w1 = k18c = —Bc = 5.6
1=k 17 p AT (5.6)
w1 je nejnizsi frekvence, spliujici podminku synchronnosti. Tato podminka je vSak splnéna i pro

celociselné nasobky zakladni frekvence

27

kde h je harmonické ¢islo.

Dosud jsme predpokladali, ze S i k jsou konstantni. To ovSem neni splnéno pro svazek s rdznymi
hybnostmi. Rozptyl v rychlosti je pochopitelny, avsak ¢astice se 1isi i pokud jde o drahu - tvar dréhy, a tudiz
i délka, v kruhovych urychlovaéich zavisi na hybnosti. Musime tedy modifikovat podminku synchronnosti.
Variace faze pro k # const bude

Aty = —A(kBc) = —ckAB — BeAk = —ckAB — 5c¥%m (5.8)
P
k se méni s hybnosti diky zménéné draze, takze
ok 0k OL
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a po dosazeni

0k OL kp OL k
il I el [ (5.10)
0L dp |, Lo 0p|, Do
kde a. je tzv. momentum compaction factor definovany
AL/Lg
e = 5.11
Ap/po (5:11)

Pokud uvazujeme jen horizontélni vychylky od rovnovazné polohy (pro vertikdlni vychylky budou
platit prakticky shodné vztahy), pro drahu plati

Lo
L= / (14 Krpx)dz (5.12)
0
Pri¢nou polohu si mtizeme rozepsat
A
xm+n<_f’) (5.13)
Po

kde z3 je vychylka zplsobena betatronovymi kmity a 7 %) vyjadfuje zménu poloméru ohybu zptiso-
benou hybnosti odlisnou od nominélni hodnoty.
Po integraci (pomoci st¥ednich hodnot)

A
L= Lo+ < kiawg > Lo+ < Kot > p—pLo (5.14)
0

7 charakteru betatronovych kmitt je zfejmé, ze < kzzg >=0a

AL L —Lg Ap <77>Ap

_ =< K > — = (5.15)
P/ Po

Lo Lo Do
n
Qe = ( — 5.16
<p> ( )

Z pfedchoziho vztahu plyne, Ze pro piimé sekce (p — o0) je a. = 0. To je logické, nebot pro linedrni
sekce délka drahy nezavisi na hybnosti.
V dalsim odvozovani pouzijeme vztahy

Odtud pro a, mame

Ip
—At=A 1
pr p (5.17)
mey*AB = Ap (5.18)
a po upravach
. 1 A
1 = —Bcky, (—2 - ac) =P (5.19)
Y Po

Clen 7_12 vyjadfuje zménu rychlosti ¢astice s energii. V popisu linearnich urychlovact tento ¢len ztstava
(na rozdil od «.) protoZe doba letu se v nerelativistické oblasti s energii méni.

Kombinace obou ¢lenti se nazyva momentum compaction

Ne = (% — ac) (5.20)

Derivaci rovnice( [5.19) dostaneme

- 0 Ap\
vt 5 <ﬂckhncp—0) =0 (5.21)
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Analyzou vyrazu v zdvorce zjistime, Ze vétSina ¢lent, jako napt. [3, se méni velice pomalu ve srovnani s
fazi, takze muZzeme aproximovat
v ﬁCkhnc 0

Z Aep = 22
Y+ T 0 (5.22)

Tento vyraz je pohybovou rovnici ve vysokofrekvenénim potencidlu. Zménu hybnosti si vypocitame ze
zmeény energie.
Prirdstek energie v urychlovaci sekci je

AE = G/LGE(7/))dZ =eV () (5.23)

kde V(¢) je celkové urychlujici napéti na dréze L.
Céstice s ideélni energif a drahou ziska energii eV (¢5) kde 15 je synchronni faze. V dalsim odvozovani
predpoklddame sinusovy pribéh urychlovaciho napéti

V() = Vpsing (5.24)
a budeme se zajimat o kmity ¢astice okolo synchronni faze, tj. zavedeme relativni fazi

=19 —1s (5.25)

Pak
V(s + @) = Vo (sin ths cos ¢ + sin ¢ cos ) (5.26)

V pohybové rovnici si nahradime SAcp = AE a ¢) = ¢ a dostaneme

ckpne O
—AE=0 5.27
cpo Ot ( )

Tuto pohybovou rovnici budeme fesit pouze priblizné, abychom ziskali pfedstavu o povaze podélného
pohybu ¢&astice. Proto si ¢asovou derivaci pfirtistku energie nahradime jeho stfedni hodnotou béhem
priletu ¢astice rezondtorem

d AFE
—AFE ~ — 5.28
dt To ( )
Piirustek AF si rozlozime do Taylorovy fady okolo nulové hodnoty ¢
d 1 dv 1 -
—AE = — - = — o 2
gy 7 [V(O) + ol 4 i eVp cos s - (5.29)
Pohybova rovnice tedy bude
G+ Q=0 (5.30)

kde € je frekvence synchrotronovych kmiti, pro niz plati

ckpne

02—
cpoTo

eVp cos 1y (5.31)

Castice tedy kmita okolo rovnovazné faze s tithlovou frekvenci Q. Podobné jako u betatronovych kmiti si
zavadime synchrotron tune (ladént), definované jako pocet synchrotronovych kmiti na jeden obéh ¢astice

vs = Qs = L (5.32)

w’l‘(i’U

Trajektorie ¢astic vykonavajicich synchrotronové kmity jsou znazornény na obrazku Bl a to ve fazo-
vém prostoru (p,d). Relativni odchylka hybnosti § je definovéna

A

CPo

5= (5.33)

24



A7

) 1

5 P

=
=]
g

0
>

=
=
g

) <

i<

=

o

78

4

: =

\qvw
— oy

\

N

A
|
I
!

/

separatrices

P -

i

N




Na obrazku B.1] vidime, Ze synchrotronové kmity okolo rovnovadzné polohy mohou byt stabilni, ale i
nestabilni.

Dosavadni vypoc¢ty predpokladaly néktera priblizeni. Uvazovali jsme napiiklad pouze malé vychylky
okolo rovnovazné polohy, nulovou fazi ¢astice, ap. V pripadé vétsich vychylek a skutecného urychlujiciho
pole (vychylka v tomto pfipadé nesmi byt nulova) se vSak situace méni. Exaktnéjsimi vypocty lze dospét
k vysledkim i v toto pripadé. Zde uvedeme jen tvar trajektorii kmit ve fazovém prostoru - viz obrazek
Zde si mizeme povsSimnout toho, Ze ¢astice jejichz odchylky od rovnovazné polohy jsou prilis velké
opoustéji jeden shluk Céstic, a ocitaji se ve fazi s predchozim nebo nésledujicim shlukem. Trajektorie,
ktera oddéluje stabilni a nestabilni drahy se nazyva separatriz, a je také vidét na obrazku.

5.2 Fazova stabilita

Abychom dostali stabilni feSeni pohybové rovnice, musi byt frekvence Q redlna, tj. prava strana vztahu([E31])
musi byt kladna. VSechny parametry jsou kladné, az na 7. a fazovy faktor cosis. Pro nizké energie je
ne kladné, protoze v~2 > ., ale pro jistou energii dochézi ke zméné znaménka. Tato energie se nazyva
energie prechodu (transition energy)

1
V&
Pro elektrony je tato energie fadové nékolik MeV, pro protony je nékolik GeV.

Injektory vsech elektronovych rezonanénich urychlovact predurychli elektrony nad energii prechodu,
takze prechod v kruhovych urychlovadich elektroni nenastava. Ovsem u protond nastava tento pfechod
az v prubéhu urychlovani v hlavnim urychlovaci a byva technickym problémem. Co prakticky znamena
prechod? Faze urychlovaciho napéti s se musi skokem zménit na jinou hodnotu - hodnota jejiho kosinu
musi zménit znaménko. Musi tedy platit:

Ytr = (534)

0 <9 < g pro v < Yer (5.35)
g <Py <T Pro vy > Y (5.36)

Toto jsou podminky fdzové stability v kruhovych urychlovacich. Pfedchozi rovnice ndm totiz soucasné
ukazuji, Ze pfi splnéni téchto podminek opravdu existuje oblast fazové stability.
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