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Vinovo-éasticovy dualizinus, princip neurcitosti

fotoelektricky jav (fotoefekt) — emisia elektronov pri dopade svetla na povrch kovu

svetlo . e emitm’?"é * fotoemisia nastdva pre frekvencie svetla vicsie nez urcitd prahovd
i i / elektrony frekvencia w,
AR / e maximalna kinetickd energia emitovanyjch foténov rastie linedrne
®eo 0% s frekvenciou svetla

e intenzita svetla ((amplitiida)®) ovplyvriuje pocet emitovanych
elektronov, nie ich energiu!

Wy, = A(w—wp) h=J1- | h=06,63-10"%Js]|
Planckova konstanta

wo w

vysvetlenie: svetlo sa siri v kvantdch (, ¢asticiach” svetla) — fotonoch, energia fotonu je hw
Wipnaw = Fi— fiwg

max

energia svetelného kvanta Uy'stﬁpnd prica — min. energia potrebnd na vytrhnutie
(fotonu) (uvol'nenie) elektronu z povrchu kovu ( W, = 0)

energia fotonov je urcend frekvenciou svetla - ak je mensia nez vystupnd prdica z kovu, nestaci na u-
vol'nenie elektrénu z povrchu (bez ohl'adu na intenzitu svetla)

intenzita svetla je dand poctom fotonov (dopadajiicich na jedn. plochu za jedn. asu) - pocet emitova-
nych elektronov zdvisi od poctu dopadajiicich fotonov (nie od ich frekvencie)

miesto pre vlastné pozndmky
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brzdné Ziarenie — vyZarovanie elektromagnetickych (RTG) vin, tj. emisia foténov, z povrchu
latky bombardovaného rychlymi elektronmi (inverzny jav k fotoefektu)

elektrony urychlené elektrickym napitim U ,brzdia” na povrchu — vyzZarujii fotony, frekvencia foto-
nov ~ Wy = el (kinetickd energia elektronov)
intenzita Ziarenia, tj. pocet fotonov ~ poctu elektronov (nie ich energii)

Wmax ™ U m?na:r =eU leV = ]-: 6 - 10_19J

Comptonov jav — zmena frekvencie elektromagnetickej vlny pri rozptyle na elektrénoch

fuw’
-¥
hw . . g . p
Wumwcirw hw — W'y = Wy, - kinetickd energia elektronu
e vk
“a

mg

fotén sa $iri rychlostou c — nemad pokojovii hmotnost’ (m = fory je konecné pre v = ¢
1—25
Vi len ak 1mqg = 0)

W = /p2c2 + mic* = pc = hw = p = hc—“” = hK = }—)\” 7=hK

(pri ryjchlosti c)

niektoré fyzikilne javy (napr. fotoefekt, Comptnov jav) sa daju vysvetlit len casticovou povahou
svetla, iné (interferencia a difrakcia) len vinovou povahou svetla — oba pristupy sit komplementdrne

miesto pre vlastné pozndmky




de Broglieho vlny

dualisticky charakter vina-castica nie je vlastny len foténu ale I'ubovolnej castici (telesu)!

N= "I

p—=nh
pi)\:::> P

- de Broglieho vlnovd dizka

p=mv= \=

h m o= g

muv 7

kazdd Castica s danou hybnostou je de Broglieho vlna s odpovedajiicou vlnovou dizkou

fazova rychlost viny vy = =

27

energia kvanta viny

ak v <c=vy>c!

Aw <.

W = me2 = hw

} (o f = T

C

2

T h P

.

’Uf —

Al

(... vlna ¢oho?)

rychlost
Castice

realistickejsia predstava je, Ze de Broglieho vina (odpovedajiica vol'nej castici) nemd charakter (neko-
necnej) monochromatickej viny ale vinového balika - castica je lokalizovana v priestore a cCase, tj. nemd
Lostri” hodnotu w a K) — siri sa grupovou rychlostou

_ me? moc? dw
= TR , w2 7 du
dw g T2
v dw Ly

q dK ‘ff{f K = 27 _ mov dK
By T 02 7 dv

h _ve

P

postuldtmi tedrie relativity)

dw __

mov
R(1—22)%
2

mo

]
de Broglieho vlna (vlnovy balik) sa pohybuje tou istou rychlostou ako (klasicka) castica
fazova rychlost nema vyraznejsi fyzikalny zmysel — nepredstavuje Sirenie hmoty (energie),
len $irenie fazy (pomyselného , matematického bodu”) vlny (jej vel'kost nie je teda obmedzend

[Animdcia: Grupovd ry’chlost’]
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princip neurcitosti
makroskopické teleso je presne lokalizované — ma svoju polohu
vlnovy balik — Castica je , niekde v nom™ — neurcitost' v lokalizdcii = sirka vlnového balika

zaznej Y =P + iy = Acos(wt — Kux) + Acos((w+ Aw)t — (K + AK)r) =
= 2A cos(wt — Kx) ('os(%/;\wt — %AI(:&)

e 1 vlnovd dizka A, — }2; — 2 )\Qm = 2 = = Az
e > modulacie m 2 ¥
Am Sirka vlnového balika
K=2' AK=2% p=hK = Ap = hAK ]
rozptyl vlnovyjch ArAK =27 Mﬂb i
dlzok v baliku AIAP =27h=h < >
T Ax
redlna neurcitost AxAp > h minimalna neurcitost

nemozZeme sticasne zmerat' polohu aj hybnost castice s l'ubovol'nou presnostou!

ak chceme zmerat polohu telesa, musime sa ho ,,dotkniit” fotonom ( muszme ho vidiet), jeho polohu
urcime s presnostou Ax = \ (vinovd dizka svetla) - hybnost foténu “ vnesie pri zrdzke s telesom
neurcitost Ap = % do hybnosti telesa

¢im prebne]bze chceme uréit polohu telesa, tym mensiu vlnovii dizku svetla musime pouzit — tym

vicsia bude neurcitost hybnosti telesa !!!

neurcitost nestivisi s nedokonalostou experimentu, je principidlna!

miesto pre vlastné pozndmky




" JE
izolovany vlnovy balik je superpoziciou vin so spojite sa meniacou \ v intervale AN
(dve viny s rozdielom vinovych diZok AN vytvdrajii retazec vinowjch balikov), $irka izolovaného

vlnového balika je Az = - = S (mamiesto A = AX pre balik v refazci)
A

Ap = hAK - ||AzAp > h|| — Heisenbergov princip neuréitosti -

neuréitost v zmerani frekvencie viny Aw ~ < . doba merania
odpovedajtica neurcitost v uréeni energie AW = hAw = AWAt = h

AW je neurcitost’ v zdkone zachovania energie pocas doby merania At - fundamentdlny
vyznam — pri vel'mi kratkych dejoch sa energia nemusi zachovdvat'!

dvojstrbinova interferencia castic (elektrénov)

7.

[ Strbinami prechdadzajui jednotlivé elektrony, po case vznikd na detektore interferencny obmzec]

miesto pre vlastné pozndmky
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: / predpoklad: kazdy elektron preleti bud otvorom A alebo B\
” LA pokus: zakryjeme najpro len otvor A, potom len otvor B,
_ A W detektor zaznamend hustotu dopadov v oboch pripadoch
gl D ) ! predpokladany vysledok: hustota dopadov pri odokrytych
” 'B oboch otvoroch je suctom vysledkov A a B (ved prilietajui
jednotlivo jednym alebo druhym otvorom)
\skutoén}] vysledok: interferencny obrazec! /

4 . p . St T s . p o :
v danom okamihu prechadza sustavou dvoch Strbin vzdy len jeden elektron — s ¢im interferuje? —
sam so sebou? - rozdeli sa na dve Casti, z ktorych kazda prechadza jednou Strbinou? — kadial vlastne
L prelietajui elektrony?

J

pokus: lokalizujme elektrony prelietajiice otvormi — vlozme do okolia otvorov Castice, ktoré , zasvie-
tia” pri ,stretnuti” s prelietajiicim elektrénom — pri kazdom prelete budeme vediet, ktoryym otvorom
elektron preletel! staci ndm neurcitost polohy Ax < 4 (d —vzdialenost otvorov)

vysledok: pozname drahu kazdého elektronu, detektor zaznamend A+B — Ziadna interferencia!!!
vysvetlenie: ,svietiaca” Castica pri interakcii zmeni pdvodnii hybnost elektrénu p =% o Ap
(velkost aj smer), t.j. spOsobi neurcitost polohy dopadu elektronu na detektor § = %D

p:%jd:% ‘
A-pr>h} 0>

Qx<%

vzdialenost interfer. maxima
AD oo AL od minima

wd

interferencia je nepozorovatelna!

miesto pre vlastné pozndmky




ak lokalizujeme elektron v jednom z otvorov, zrusime interferenciu — principialny zdver!
(vyplyva to z principu neurcitosti, nejde o nedokonalost experimentu)

interferencia je vlastnostou vin, lokalizovany elektrdn je castica
teleso (elektrén) nemoze siicasne vykazovat vinové aj casticové vlastnosti!

nim LN= L =D 1 jepnemeratel'ne mald — interferencia je nepozorovatel'nd

interferujui aj makroskopické telesa ako viny? dno, avsak vzdialenost interferencnych maxim a mi-
2d 2dp  2d mv

difrakcia (ohyb) Castic na Strbine

v Strbine lokalizujeme Castice v smere y: Ay = d,
,ziskaju” preto nenulovii neurcitost hybnosti v
tomto smere — ohnii sa

Apy = p: AJ

Castice s p, = 0 (nie sii 0stro

= pa v APy
lokalizované v smere vy, Ay — o)

/poloha 1. difrakéného minima dsing = A AyApy = p A =h I

A T,
zmensenim d ,, sprestiujeme” y-ovii polohu Castice ale zviicSujeme nepresnost’ jej hybnosti v tomto
smere (ak wvaZime aj vyssie difrakcné minimd, neurcitost' py este vzrastie — rovnost prejde na ne--

rovnost)

z klasickej teérie vin (pozri Vinovy balik, disperzia) vieme, e AwAK =~ AwAt > 27 pre vlnovy balik,
kaantovej mechanike AK — Ap = 2K J

akou vlnou je teda Castica (teleso) pri interferencii?

miesto pre vlastné pozndmky




Kvantovomechanicky stav ¢astice, vinovd funkcia

castica na tisecke dizky L

Castici s danou hybnostou p priradujeme de Broglieho vlnu
sdlzkou A\ = L, mechanickou analégiou je teda vinenie

n /7

struny dlzky L — akékol'vek vinenie je superpoziciou viastnych

modov — stojatich vin - kazdd stojatd vina je uréend jedinou — =
hodnotou frekvencie, resp. vinovej dféky, Ap=2% n=12 ., atd,
ktorej prislicha (podl'a de Broglieho hypotézy) presne urcend —————
hodnota energie cCastice W, = 1 ( h )2 = n2h2

2m 2m \ A 2m L2

priestorovd lokalizicia Castice (vymedzenie ohraniceného priestoru) nevyhnutne vedie ku kvantova-
niu jej energie, podobne ako lokalizacia stojatej vlny (na oboch koncoch) vedie ku kvantovaniu jej

frekvencie, resp. vinovej dizky — len stojaté viny urcitych frekvencit sii staciondrnymi rieSeniami—
stojaté viny maju (pri absencii timenia) v case nemenny charakter

stacionarnym stojatym de Broglieho vlnam odpovedajii staciondrne hodnoty energie ¢astice
— staciondrne energetické stavy

kmity zloZené z viacerych stojatych vln nemajii presne definovanii jedinii frekvenciu ani
energiu — su v case sa vyvijajiicimi — nestaciondrnymi stavmi

Casticu ako vinu (vlnovy balik) popisuje vinova funkcia (7', 1) = A(7, t) exp{ —i6(r. 1)}
amplitida faza
vinovej funkcie

miesto pre vlastné pozndmky




|v)|? = P - hustota pravdepodobnosti vyskytu &astice (telesa) v mieste 7 a Case t
v — normovand
vlnova funkcia

szo PdV =1 (Castica , urcite niekde je”) = f

vlnovad funkcia v predstavuje amplitiidu pravdepodobnosti vyskytu castice v danom mieste
a case

Castica na tisecke dizky L (pokracovanie)
tvar vinovej funkcie v zdakladnom stave n = 1(najnizsi vlastny mod stojatej viny) v danom case,
maprt=0 (et =0)= Asin®  0<e<L et =0)=0, <0

| (7, ) [2dV - pravdepodobnost ndjdema Castice v objeme dV okolo bodu v case t

podmienka normovatelnosti fUL [(x,t =0)*de =1

A2 fUL sin® 2L dy = ”V{fo du — fo cos L} = AL :> A= \/% A
L

sin® o = 1(1 — cos2a) 0
predpokladajme harmonickii casovi zdvislost vlnovej funkcie (ot 5 .
na zékladnej harmonickej frekvencii w, = 851 = Zh; b(w,t) = \/Z sin 77F coswit,

, k=0,1,... v8ak coswity =0 = ¢(v,ty) =0,
tj. Castica tam nie je!!!

v istjch okamihoch ti. = (2k + 1)57-

— neexistuje redlna funkcia (Casu), ktord by spliiala fyzikdlne

poziadavky (Castica tam vzdy niekde musi byt) — casovd zdvis- P(x,t) \/E sin TEefett

~F <7 ’ . 1wt
lost musi odpovedat komplexnej funkcii, napr. e ( fo (o)de = 1)

miesto pre vlastné pozndmky
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vlnova funkcia nie je to priamo pozorovatelna (experimentdalne meratel'na) velicina - , neva-
di”, Ze je komplexna

vlnova funkcia je principialne komplexnd, naproti tomu pri klasickych vindch je komplexnda repre-
zentdcia len matematickou pomockou, redlny fyzikalny vyznam ma len redlna cast viny

#

hustota pravdepodobnosti |V|* = " - redlna velicina | ss* = (a+ib)(a —ib) = a® + >
- v stacionarnom stave nezavisi od casu

ﬁantovomechanicky’ stav castice, popisanej vinovou funkciou, v danom case je definovany priex
storovym rozdelenim hustoty pravdepodobnosti vyskytu castice a jej hybnostou, resp. energiou v
tomto case (stav Castice v klasickej fyzike je urceny jej polohou a hybnostou) — vyjvoj tohto stavu v
case je urceny casovou zdvislostou vinovej funkcie

ak danému stavu Castice prisliicha ,ostra” (t]. jedind) hodnota energie, ide o staciondrny - v ¢ase sa
nemeniaci stav (trvajuci ,,nekonecne” dlho - podl'a principu neurcitosti ,0strej” hodnote energie
prisliicha , nekonecna” neurcitost casu)

v

ak ide o vol'nii ¢asticu (W = Wy, , W, = 0), ,0strd” hodnota energie (kinetickej) znamend ,ostri”
hodnotu hybnosti, a teda ,nekonecnii” neurcitost v urcent jej polohy (princip neurcitosti)

,ostrej” hodnote energie Castice prisliicha , 0stra” hodnota frekvencie pravdepodobnostnej viny (vl-
@ej funkcie) - ide 0 monochromaticku vinu (takdto vina vzdy zacina a konct , v nekonecne”) — cfaj

tica teda nie je lokalizovanad (moze byt vsade)

miesto pre vlastné pozndmky
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princip superpozicie — linedrne kombindcie (stavovych) vlnovych funkcii, popisujiicich
dostupné stavy, tieZ popisuju dostupné sta? j . dostupné stavy

a7 , . p . . fy .,
v 7 ; i 1 ) 1 4
novy dostupny stav () = 3. cp il () lubovol'né kompleyqle ko;ﬁc'zen]iy, splnajiice
R normovaciu podmienku

ffooo Somlemtm ()3 (enthn(x))de = Zm__n cren f_x;o v ()b, (i) dJJ — 1

ri castici na vusecke staciondrne stavy su ‘ & . . \
% Y hplE) = \/%sm R n=1,2,..

(odpovedajiice vlastnym modom ) L
pre funkcie typu >, () = \/%sin ST plati | fUL i ()t (w)de = Opp = { (1} i m
L R v , L= 1n
oblast nenulovosti ... d enk , " K ¢ " delta”-sumbol
vlnovej funkcie podmienka ortonormovanosti roneckerov ,delta”-symbo
odtial >, chon =1 pre n = m, teda Zn ey, = Zn ‘cn‘? =1
pri vol'nej castici (s ostrou hodnotou energie aj Ve = CeST K — 2 7 intervalu (oo, —s0)
hybnosti) staciondrne stavy tvoria spojité spektrum ’ " '
W}/’m dostupnym stavom je i ,spojitd” superpozicia  (x) = [T c(K)e'FTdK /

Tubovol'ny stav, ktory ma nenulové aspon 2 koeficienty cp, (superpozicia tychto 2 stavov,
napr. staciondrnych stavov s ostrou hodnotou energie), md neurcitii energiu

miesto pre vlastné pozndmky




ak je vlnovd funkcia () = ", cutby, () normovand, -, = 1, potom vlnové funk-
cie v, tvoria viplny systém (bazu) — l'ubovolnii vlnovi funkciu, popisujiicu mozny stav, mozno
vyjadrit ako linedrnu kombindciu bazovych vinovych funkcit
podobne [ubovolny vektor v 3-rozmernom priestore mozno vyjadrit ako linedrnu kombindciu 3 jed-
notkovyjch bazovych vektorov @ = a,i+ Cly] +a.k, pricom bdzové vektory 7.j.k tvoria ortogondlny
(pravouhly) systém ;- Tj = 0;j, & =1i,).k

vyber vektorovej bazy (tj. vyber siradnicovej sustavy) je vecou praktickej vol'by (napr. pri Studiu
priamociareho pohybu telesa je ,rozumné” zvolit bazu, kde jeden z vektorov bazy ma smer pohybu),
prechodom z jednej bizy na inii ( 7] k—i’ 7 k') sa velkosti vektorov nemenia

api + a.y_-]?—{— a-k — af'l.-i_; —+ a;!j_; + a.;}? ai +ay,+a: =73 a, =3 a?, n=uxyz

rovnako vyber bdzy vlnovych funkcii je otdzkou fyzikdlne rozumnej vol'by (napr. pri castici na vsec-
ke je prirodzenou bizou systém staciondrnych stavovych funkcii — vlastnych modov stojatych vin)

vlnovd funkcia a meranie
vysledkom experimentu je vidy len jedna z dostupnych hodnot ., meratel'nd s pravdepodobnostou
P = |en|?, tj. po merani je systém v stave vy, pred meranim bol jeho stav superpoziciou vsetkijch
dostupmnych stavov

v klasickej fyzike vieme vypocitat casovy vyvoj stavu castice (trajektoriu), ak pozname jej pohybovti
rovnicu a pociatocné podmienky — vieme teda presne vyratat polohu a hybnost castice v danom case,
ak ich pozndame v inom case
v kvantovej mechanike sa , musime uspokojit” s moznostou vyratania pravdepodobnosti ,ndjdenia”)
Castice v danom case v danom stave, ak poznime jej stav v inom case

miesto pre vlastné pozndmky




Statisticky charakter pohybu klasického siiboru mnohyjch castic je dany nasou neschopnostou
pocitat v redlnom case ,prilis vela” zivishjch pohybovych rovnic, naproti tomu statisticky charak-
ter kvantovej mechaniky je principidlny

kvantovomechanicka interpreticia viacstrbinovej interferencie

Castice latky (napr. elektrony) alebo svetla (fotony) prechidzaju (jednotlivo a v celistvosti) vzdy

len jednou zo Strbin

pokial nejakym experimentom neurcime, ktorou zo Strbin castica presla, musime pripustit istu
pravdepodobnost’ prechodu pre kaZdil zo strbin — tieto pravdepodobnosti matematicky vyjadrujeme
prostrednictvom vlnovych funkcii — kazdej moznosti (strbine) priradime vlnovi funkciu ako ampli-
tidu pravdepodobnosti vyskytu castice (v danom case a mieste, tj. v danej strbine), ktord sa Siri ako
vlna — jednotlivé pravdepodobnostné viny (vyjadrujiice jednotlivé moznosti) navzdjom interferuji
— vysledny interferencny obrazec (na registracnej ploche, tienidle) urcuje pravdepodobnost dopadu
Castice na dané miesto — dopad kaZdej jednotlivej castice (mikrostav) je nahodny, ,riadi sa” vsak
vyslednym (interferencnym) rozdelenim pravdepodobnosti — pri mnohondsobnom dopade Castic je
pocetnost castic dopadnutych na dané miesto (tj. intenzita dopadajiiceho toku Castic) zhodnda s in-
terferenénym obrazcom pravdepodobnostmjch vin — hoci sii teda pravdepodobnostné viny len mate-
matickou abstrakciou (nie st ,,redlne”), poskytuju pravdivy popis spravania realnych objektoo

ak chceme urcit, ktorou zo strbin castica presla, musime sa tejto castice ,,dotkniit™ (svetlom, inou
Casticou) - musime ju nechat interagovat s nasim detektorom pri danej Strbine — tdto interakcia

vSak principidlne ovplyoni (Heisenbergov princip neurcitosti) pohyb Castice natol'ko, Ze rozptyl v
polohe dopadu prevysi vzdialenost interferencnych maxim — interferencia bude nepozorovatelna
(,rozmazand”)
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kvantovomechanicka interpretdcia Fermatovho principu
svetlo sa §iri z miesta A do miesta B po opticky najkratsej drihe — tej, ktorii prejde za najkratsi cas

fotony (to isté plati pre vol'né castice latky) sa Siria z miesta A do B po ['ubovol'nej drihe — existuje
nenulovd amplitiida pravdepodobnosti ,,pohybu” fotonu po I'ubovol'nej drihe medzi A a B (pravde-
podobnostnd vina) — vysledna intenzita svetla (prichddzajiiceho z A) v B odpoveda superpozicii (in-
terferencii) pravdepodobnostmyjch vin po vietkyjch drdhach — najvicsi (konstruktiony) prispevok k
interferencii vsak davaju drahy blizke opticky najkratsej drahe, prispevky dlhsich drdh interferuju
destruktivne

kvantovomechanicka interpreticia Sirenia svetla v latkovom prostredi
svetlo sa $iri v rOznom prostredi roznymi ryjchlostami, fotény sa vsak siria ryjchlostou c !!!
Sirenie svetla latkou je opakujiicim sa procesom absorpcie a emisie fotonov casticami latky (atomami,
molekulami) - foton (Siriaci sa ryjchlostou c) je absorbovany casticou latky a ndsledne (s istym caso-
vym oneskorenim) je touto casticou emitovany ,iny” foton (opdt rychlostou c) — stredna rychlost
Sirenia sa” fotonu (so zardtanim ,zdrZania sa” na casticiach latky) odpoveda grupovej ryjchlosti si-
renia svetla v danom prostredi, tj. ryjchlosti Sirenia sa hustoty pravdepodobnosti vyskytu fotonu
(rozmer vinového balika ako rozloZenia amplitudy pravdepodobnosti vyskytu fotonu je ovel'a vicsi
nez vzdialenost medzi casticami v latke) — pravdepodobnostnd vlna nie je materidlnou vlnou (je len
matematickou ,pomockou”), , kdesi vniitri” pravdepodobnostnej viny (vlnového balika Siriaceho sa
rychlostou svetla v danom prostredi) sa Siri , redlny” foton rychlostou c

odraz svetla od povrchu latky je sledom absorpcie dopadajticich fotonov a emisie novych fotonov cas-
ticami latky, deje sa nielen na povrchu — ,,odrazené” svetlo odpovedd superpozicii (interferencii)

véetkyjch pravdepodobnostmyjch vln (prisliichajiicich emitovamym foténom) vystupujiicich z po-
vrchu latky

miesto pre vlastné pozndmky
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Stredné hodnoty, operdtory a meranie fyzikdlnych velicin
pravdepodobnost vijskytu Castice v intervale dx okolo bodu x P (x)dx = ||*dx

_ f_xfx, x|ip | da . f_xx P (xz)dax
T T TIPFdr . T T Pladr
TP, T P

stredna poloha (x) castice (x)

= [Z xlvPde

lubovol'na funkcia G(x ', jej strednd hodnota ) =N
(G moze byt G(x,t), napr. W,(xz,t)) (G(e)) = [ o ¥ Gla)pdz

I pre W, p vdak neexistujii W (x,t), p(x,t), lebo ApAx > h, AWAt > h!

@ klasickej castice (ststavy) je tiplne zadany jej polohou a hybnostou, v kvantovej mechanikeh
stav viplne zadany stavovou vinovou funkciou, obsahujiicou tiplnii informdciu o polohe i hybnosti
kvantovomechanickym analégom klasickej trajektorie castice je (Casovo zdvisld) stredna poloha casti-

ce (,,stred” vinového balika) (F(6)) = [ o (7 )i (7, £)dV

v stave V(1) = >_ zcpthp(i0), ktory] je superpoziciou (sCitanim cez véetky dostupné hodnoty p) ro-
vinnyjch oln () = ¢ g (F) = C'™ 7 = Cew?Ta splita podmienku normovanosti 3 ;|c5* = 1,
nameriame jednotlivé hodnoty hybnosti s pravdepodobnostami Py = |cz|? a strednd hodnota hyb-
nosti je dand vztahom () = Zﬁpﬁﬁz Zp’ |es|25

dd sa ukdzat (pozri napr. J. Pisiit, L. Gomoléiak, V. Cerny: Uvod do kvantovej mechaniky, kap. 2.9), Ze tento

vztah je identicky so vztahom b} — fx a:-"*(-F)(E.V‘)‘u"('F') AV
K - Y nabla operdtor /
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ﬁﬁ(F) = CenPT, Bys(7) = pyp(7) - operdtor B uyliipne” z kaZdej de Broglieho vlny pri—\
v slusnil hybnost

2 () = patip(i) —» 2 = P - operdtor x-ovej

atd. atd. zlozky hybnosti

=t

formalne zosuladenie vyrazov pre stredné hodnoty siiradnic a hybnosti vedie k vyrazom typu
(a) = [2, v (Pay(7)dV
kde a je operdtor prislusny k velicine a (7, .x,y. z, p. px. py. p=), tj. isty stibor (predpis) tikonov, kto-
w pri aplikovani na vlnovu funkciu z nej ,vyliupne” hodnotu prislusnej veliciny

~ —

operdtor polohy r=r r=uw,atd. y,z

operitor hybnosti | p = 2V pr =1

i

% , atd’. p'y, I—Sz

(P = [Z_ g (FArp(AdV | (@) = [ o (F)ig(F)dV
stredné hodnoty =1 (P (@) = Jooo WMV (T): atd’.

By = [ (P (P)AV | (pa) = [2 0 (F)paib(F)dV

kaZdej pozorovatel'nej velicine G charakterizujticej systém mozno priradit kvantovomecha-
nicky operdator G tym, Ze sa G vyjadri pomocou r a p a potom p — p

stredna hodnota veliciny (G) = [T (A)Gy(r)dV

miesto pre vlastné pozndmky




" o
ak veli¢ina G zdvisi napr. od 7} vesp. (p.)", jej operdtor bude obsahovat ()" = «", resp.
()" = (B 2y = (M) 25,
Ipe fr) = sticin operdtorov
prif(r) = —ih(uf(x)) = —ihf(x) — ghﬂb%ﬁf) nie je komutationy!

o Af(x
' —iha 8(;)
pozor na poradie!

operdtory energie W), = (n)? _ L (B2 = h? (a;u + mfg + 82~) ﬁf’.p = W, (7)

2m 2m i - 2m
: i 37 Hamiltonov (kvantovy)
— W + W, = 2
A=W+ Qm =Y+ W »(7) operdtor - hamiltonidn
j_\—;;r - }A *4}01; = Zh(’y B2 2%)
. _i :,Z,/:A.—;_' Z:—-héi_._g
operdtory momentu hybnosti o l’f;) ) ih( az)
(= 7xp) L. = ipy — §pa = —ih(w 5, —y5;)
(L)? = (La)* + (L:)* + (Lz)2

ak pre danti funkciu > (x)plati Gu(x) = Guo (), kde G je &islo, funkcia () je vlastnou
funkciou operdtora (i a & je jeho vlastnou hodnotou

operdtor mbze mat viacero vlastnyjch funkcii a vlastnyjch hodnét, siibor vlastnych hodnot
operdtora — spektrum —mozZe byt diskrétne i spojité - vlastné funkcie predstavujii siibor
moznych stavov systému

miesto pre vlastné pozndmky
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diskrétne spektrum vlastmiyjch hodndt operdtora G predstavuje mozné experimentdlne mera-
tel'né hodnoty G,, veliciny G, ku ktorej operdtor prislicha, Gv,, = G2,

vlastnd hodnota operdtora, ktorej prisliicha viacero vlastmyjch funkcii, sa nazyjva (viacndsob-
ne) degenerovanou

linedrne hermitovské operétorl/

ak pre l'ubovol'nii funkciu «(.o) plati { [ ¢* () Ay ,L)d,c} f o* () Ay ()d., potom operdtor A
je linedrnym hermitovskym operdtorom ¥

dve navzdjom komplexne zdruzené ¢isla su si rovné len ak sti realne vsetkl/ stredne hodnoty line-
darnych hermitovskijch operatorov sti redlne cisla (to je poziadavka ,, rozumnej” tedrie)

pre hermitouvské operdtory plati [ ¢ Avade = [ (Avpr)*ypadux
operdtor A% je hermitovsky zdruzeny k operdtoru A ak [(ATd¢n) ¢ode = [ ¢ Avade

. (At = A, (AB)* = Bt At
vlastné hodnoty hermitovského operdtora (prislusné k normovatel'nym vlastnym funkciam) si redl-
ne cisla
vlastné funkcie prislusné k roznym vlastnym hodnotdm hermitovského operdtora st navzdjom orto-
gondlne (ortonormované, [ o, (w)y (x)de = dpun )
(hermitovskym) operdtorom dolezitych fyzikalnych velicin prisliichajii tiplné systémy vlastnyjch
funkcii, tj. kazdu z tychto velicin mozno vyjadrit’ do radu vlastnych funkcii prislusného operdtora

A(r)y =37, cntin ()

miesto pre vlastné pozndmky
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strednd hodnota veli¢iny G vo vlastnom stave 1., (') je rovnd vlastnej hodnote prislusnej

tomuto stavu ‘ [ — 1 (ortonormovanost vl. f.)
@) = [0 APAV= G [ 0 (P (Y = G

vysledkom merania veli¢iny G, ktorej prislicha operdtor G, moze byt len jedna z vlastnych
hodnét tohto operditora

ak sa systém nachidza v stave V(7) = Y, cntn (7) (superpozicia vlastnych stavov tvoriacich

tplny ortonormovany systém [ % (7)), (F)dV = 8y, t. platt [ 5 (P (F)dV =37 |en]® = 1),
potom
QGTl

pravdepodobnost’ namerania vlastnej hodnoty G, v tomto stave je P, = |c,|?

Cp,

strednd hodnota veliciny G v stave '(7)je (G) =",

ﬁ sa systém pred meranim nachddza v stave, ktory je superpoziciou vlastmych stavov, bezprostraA
ne po merani (ktorého vysledkom je jedna z vlastnijch hodnot meranej veliciny, prislusna jednému
z vlastnijch stavov), sa systém nachddza v konkrétnom vlastnom stave — meranie teda ,,ovplyoriuje”
system (vid dvojstrbinovd interferencia)
T'ubovol'né meracie zariadenie na meranie danej veliciny a (matematicky) operdtor prislusny tejto
velicine posobia na danti velicinu rovnako: ,vylipnu” zo spektra jej moznych hodnot konkrétnu
hodnotu, ktora je vlastnou hodnotou operatora tejto veliciny (tj. ovplyvnia systém tak, Ze ho zo su-
perpozicie moznych vlastnych stavov ,preklopia” do konkrétneho viastného stavu)

neurcitost vychodiskového stavu kvantovomechanického objektu je principidlna, a ,,zbavit' sa” jej

Wf@me len za cenu ovplyvnenia tohto stavu /

miesto pre vlastné pozndmky
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komutujiice a nekomutujiice operdtory

AB — BA =[A.B] - komutdtor operdtorov A, BB [£0 &1 =0, & = %,9,
ak [A, B] = 0, operdtory A, B navzdjom komutujii 2 25] =0 pi = P Py =
[#:, 5] = 1hdiy

komutujiice operdatory, ktoryjch vlastné hodnoty jednoznacne urcujii stav systému (napr. pz.py,P=
pre vol'nu casticu), nazyvame viplnym systémom komutujiicich operdtoroo

ak operdtory A, B komutujii a ich spektrd si nedegenerované, potom majii spolocné vietky vlastné
funkcie

pre klasickii casticu pohybujiicu sa vo vonkajsom poli popisanom potencidlnou energiou
W, () plati Newtonova pohybovd rovnica Lp = —VW, (i) , Li'= L

pre kvantovomechanickil éasticu vo vonkajSom poli platia tieto rovnice pre stredné hodnoty

odpovedajiicich velicin _
g ! (0 == (VWu(7)) , (") = % Ehrenfestove vety

(pozri napr. J. Pisiit, L. Gomoléak, V. Cerny: Uvod do kvantovej mechaniky, kap. 3.3 a 3.4)

miesto pre vlastné pozndmky




operdtory momentu hybnosti v sférickych siuradniciach
moment hybnosti charakterizuje priestorovy rotacny r=rcospsing = \/u?4y+ 2
pohyb vzhl'adom na urcity stred otdcania, pri Studiu y = 7 sin g sin ¥ Y = arccos £
rotuc,nych pohybov je p,reto c?sto v;yhodnfz/na@ze/st.o . z=rcosV 2 ¢ = arctgZ
kartézskych (pravouhlych) siradnic pouzivat sférické
s pociatkom zhodnym so stredom otdcania

rsin

Y
operatory momentu hybnosti maji v sférickych suradniciach toar £ -
L, = ih(sin p25 + cotgy (:05998‘5;) L. = —-iha—i
[ = 08 -2 9 sin o2 72 _p2[ 1 @ (o9 12
L'y = lﬁz(* (’06?873 =+ (‘Ofgl) ::lnkr,&’:‘) L* = —h [Smﬁm(bln l)%) + m@}

komutacné vztahy pre operdtory momentu hybnosti st
[ilf‘y] - iﬁﬁ'z ’ [ﬁ'ysﬁ‘Z] - iﬁﬁ'z ’ [izil} - ih‘t‘y ’ [1‘:21‘:1} = [iQiy} = [ﬁgﬁz] =0

neko;{;i;jdce komutu]uce
navzdjom komutujiice operdgtory (napr. L*a L) maji spolocnyj systém vlastnyjch funkcii

L2V (1, ¢) = LY (0, ¢)
LY (0,9) = LY (V. ¢)
hl'adajme vlastné funkcie v tvare separovatelnych funkcii Y (0, ¢) = ©(0)®(yp) - dosadenim vyjra-
zov pre operdtory a tipravich (predelenim 1. rovnice vyrazom h?©®) dostdvame

119 gy g2 1L 18°0 | L7 _ Ab _ L. PP _ L.y2g
6 s oo SIU55)0 + a5 o02 Tz =0 o, =R =52 = (5)°®

vlastné funkcie operdtorov vlastné hodnoty operdtorov

miesto pre vlastné pozndmky




druhd roonica % = iL=® md rieSenie ® = Ce'™ ¥ kde m; = 5= _ si byt
podmienka jednoznacnosti funkcze pri otoCeni 0 2w je P(p + 27) = P(p) celé cislo
vlastné hodnoty operdtora Lo L.=wmyh,m =0,+1,+2, ..
prod rovnica (po dosadeni z druhej) [ 152 (sind2) — T + LQ}@ =0

riesenie tejto rovnice je zloZitejsie a vedie na Legendrove polynomy (pozri napr. |. Pisit, L. Gomolcik,
V. Cerny: Uvod do kvantovej mechaniky, kap. 4.9) Q) = Chmplmz\ ((05 D), 1=0,1,2, ..
~ koeficienty urcené

tnd ; [2. 72 _ g2 —
vlastné hodnoty operdtora L?: L? =h*l(l+1).1=0,1,2,. normovacou podmienkou

’

vlastné funkcie (spolocné obom operdtorom), odpovedajtice kvantovym (celym) cislam 1, my, si
Yim, = lemrpl‘mll (COS .ij),_jimzaﬁ‘

koantovanie vlastnych hodndt oboch operdtorov znamend, Ze pri merani velicin L*a L. mozeme
ziskat len urcité kvantované hodnoty

vlastné hodnoty L. sa casto (nie celkom presne) oznacuju ako priemety vektora L do smeru 0si z
(pojem ,smer” v kvantovej mechanike nemd jasny zmysel)

vhodnou volbou stiradnic mozno [ubovol'ny smer oznacit ako z — hodnoty L. su teda , priemetmi”
vektora L do ['ubovolného vyznacného (nami zvoleného) smeru

miesto pre vlastné pozndmky
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Schrodingerova rovnica

= Hy

ey

Schrédingerova rovnica
(SCHR)

/"SCHR je postulovand ako zakladny zdikon kvantovej mechani-)
ky, je to pohybova rovnica pre kvantovomechanickii casticu —
ak pozndme stav castice (jej vinovi funkciu) v nejakom case,
vieme ho vypocitat v Iubovolnom neskorsom case
Newtonova pohybovd rovnica je jej Specialnym (limitnym)
Kprz’padom pre klasickui casticu (teleso)

J

o

ﬁqovd funkcia vol'nej castice s energiou W a hybnostou p (rovinnd vlna) pohybujiicej sa v smerex
W, t) = Ae){p{—iw(t—%) '

—L(Wt—pr)}

9ol YA r 8
9= Wy = Wy= ~ p b = —he 5k
pre priestorovo obmedzenti casticu (pohybujiicu sa v potenciali) W= 2m + W,
20 _ B 9P b Rov _ B2y i
iho =—2 9+ W, /- v—s L2t W0 jednorozmerni SCHR

pre volnii casticu mozno SCHR ,,odvodit”, pre vseobecny pripad je postulovand
(postulovanie operdtorov p a W je ekvivalentné postulovaniu SCHR)

o _ ok odCitanim L aw* B2 9%y -
ihgp at 27?1 (9:{ + W, ?JL / s o VV”. : —ih 9 T T o 022 + W U / S
o N S N cit =i (e
zh( : + = —5— (V' 57 — V5= ) = fml
8 # aff g 5 O™
8t( 8r(?+ dr ¢ Ox )
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T i T o O i ™ g O O™ T
gt ;1312 E L vdr = 2"51 ;r12 %(?‘“ % - v é;x )dI 27?1{1* i — E)Iv }If
SE—( %2 vyjtok pravdepodobnosti &= (JQ —Ju)
— S = —Z2h(y* O 4 8u” ) toky pmvdepodobnostz
ay w2 S 2m\" %z " Ox (vyskytu Castice)
d 1./ o 7
S [t de = —(Ja — J) = — [2 2 dde = D2 = -2
l3D)
5 AP - L L
ot Jv WPV =5 VdiedS = ([ - dS)e, = ([5 T - dS)a,
2) DI12dV = G iv TV 2 T
Z [ [0PdV = —§.J-dS = — [ div.JdV = m\a ¢ = —div.J
zikon zachovania pravdepodobnosti vyskytu castice
@e volnii casticu % = LAexp{—L(Wt —px)} =Ly ‘95*; = — 1y
S = 7225 2,’;’% " v|Y|? ak castica nie je volnd, v(xi) # v(r2),
e 2 2 1P = [02]y (1) = [9%]esv(e2)
hustota castic
v limite klasickej fyziky |02 —"n , [~ _ndV =1, J=nd, Hn=—div(n?)
prudova nabo]ova hubtota
%kmd castica ndboj (/ - q) nqv =5 , ng =p, at,o = —divj

~
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ak W, # W, (t)
V(x.t) = Aexp{—£(Wt—pz)} = Aexp{—1} exp{%} = ¢(x)exp{—L}
dosadenim do SCHR

W () expl= %W"t ﬂ;t}
3532 2771(TT p)t =0 %’ v? 2771 (T;[ W p)ﬁ —0
stacionarna (bezcasova) SCHR<:
e+ Wt = (— 4 a2 T Wyl = Wi Hy = Wi

H (hamiltonidn)

riesenim staciondrnej SCHR dostavame staciondrne riesenia energie (ak existujii!) — vlastné
(charakteristické) hodnoty, j energze ( resp. opemtom energie), im odpovedajiice vlnové funkcie

st1 vlastné funkcie —
Ht‘- T TT 71.11‘-; T

/vlastny’m hodnotam operdtora energie (rieSeniam staciondrnej SCHR) prisliichajii vlastné funkcie )
chamkterzzu]uce vlastné stavy s ,o0strou” hodnotou energie W, tj. staciondrne stavy (v case ne-
menné — stav s nulovou neurcitostou energie ma nekonecnii neurcitost v trvant), tieto vlastné vlno-
vé funkcie s nezdvislé od casu, ¢, (1), a pomocou pociatocnych podmienok i, (¥, t = 0) = ¢,,(7)
jednoznacne urcujii vinové funkcie ., (1, ), opisujiice casovy vijooj stavov (tj. vyhovujiice casovym

\SCHR -ih%@;e,l(?*. t) = Hz;‘;n(;r"’. t) ) v tvare Y (7 t) = 6*%1'1"71?:(%(,—.*) /

" JEE
ak staciondrne stavy tvoria uplny systém stavov, tak pre l'ubovolny stav (superpoziciu stac. stavov)
plati &(7) =3, cndn(F), kde ¢, = [ @5 (P, (F)dV - casovy vyvoj takéhoto stavu je potom
(k) =3, E_%‘I’Vﬂtrj‘)n(?ﬁ)

(riesenie casovej SCHR pri splneni uvedenej pociatocnej podmienky)
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Aharonovov — Bohmov jav
zdroj I

Kvantovomechanickad éastica v elektromagnetickom poli

sila pésobiaca na kvantovomechanickii éasticu pohybujiicu sa (ryjchlostou v) v elektromag-
netickom poli F = q(B+7x B) # —gradW,(7,1)
t.j. neda sa najst’ taka funkcia W, (7, t), lebo magneticka sila (nekonzervativna) nekona pracu

- nedd sa teda jednoducho vytvorit operdtor potencidlnej energie ako sticast H

interferencny obrazec na tienidle sa meni v zdvislosti
U5 (detektor) Uel,kostz mag(detzckeho polcf, hoci pozd/lz znterfery]uczch.
I drah L,L; je B = 0 (B je nenulové len vniitri solenoidu)

Castic .

tienidlo

kedZe B = rotA, A je nenulové v okoli solenoidu, a fiza

solenoid obopinajtici magnetické pole .. 5 , - ,
i 8 P vlny-castice sa na drahe L s nenulovym A zmeni o doda-

dodatocny rozdiel faz medzi tocny clen d=90 A. Jl A
drdhami L1 a Lo je teda i B
A=l Al A A= G A A= F B dS = qet e

magneticky tok plbbhou bbbf)nutou
uzavretou integracnou drdhou
okrem magnetického A-B javu existuje aj elektricky A-B jav, pri ktorom interferencny obrazec zdvisi
od rozdielu (konstantnych) skaldrnych potencidlov pre jednotlivé interferujiice drahy pri nulovej in-

—

tenzite elektrostatického pola E = —gradg o = konst = E =0

miesto pre vlastné pozndmky




/do fizového faktora ="t vstupuje skaldrny potencidl ako W, = qy, a teda dodatoényj rozdiel faz\
interferujuicich drih je Ay — 8¢y
= —12¥¢

v oboch pripadoch je vijsledok experimentu zdvishj od velicin , A pri nulovych EB (pozdl? drih
interferujiicich zvizkov) — elektromagnetické potencidly teda predstavuju realne fyzikdlne polia
(napriek ich nejednoznacnosti danej vyberom kalibracie (pozri Elektromagnetické potencidly))

v kvantovej mechanike je viyhodnejsie popisovat elektromagnetické pole proatrednzctvom potencidlov
\amzesto intenzit (indukcii) B =rotA E=-22 _ gady /

pre kvantovomechanickii éasticu v elektromagnetickom poli je potrebné mechanicki hybnost
nahradit tzv. kanonickou (zovseobecnenou) hybnostou
a operdator —ih/ priradit tejto kanonickej hybnosti

p= m‘ﬁ—{— qg

tzv. elektromagnetické hybnost qA sa prejavi napr. pri zapinani magnetického pola z 0 na Bo za

as At - pocas zapinania je nenulové 22 a teda aj %t (z0na Ao), atedaaj E = —22

prirastok hybnosti ndboja q za cas At bude teda Ap = FAt = qEAt = —¢ BJ‘ At = —qAg

rozdiel v hybnosti naboja pred a po zapnuti pola je teda —qAo - dodatocnd hybnost sposobend pri-
tomnostou elektromagnetického pola

operatory mechanickej hybnosti a energie nabitej castice v elektromagnetickom poli

2771
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SCHR pre nabitii ¢asticu
v elektromagnetickom poli

kalibracné transformdcie potencidlov
elektromagnetické potencidaly nie sii urcené jednoznacne, ich velkost mozno ,nastavit” vijberom

kalibracie o= — % A" = A+ gradA

kde A je I'ubovol'nd skaldrna funkcia polohy

ih%e = [ (—ihV — ¢ A)? + gy

2m

T'ubovol'ny vyber kalibrécie neovplyviiuje hodnoty vektorov E, B

E = —%;JT — grade — —%(EJF gradA) — grad(p — 23) = E

B =rotA —rot(A + gradA) = rotA = B | rotgradA = 0
vyber kalibrdcie ovplyvriuje H aj o' = e’ #™ - meni sa len fiza vinovej funkcie ' = 0 + LA,
stav castice tym nie je ovplyoneny, a aj SCHR je kalibracne invariantnou
elektromagnetické potencidly, podobne ako vinovii funkciu, treba chdpat ako redlne fyzikdlne objekty
(A-B jav, interferencia elektronov), nie si priamo meratelné — nevadi teda, Ze nie su jednoznacne

@é (zavisia od vyberu kalibrdcie), pohybovd roonica nabitej castice (SCHR) aj spektrum jej/

energii su kalibracne invariantné

ih9Y =[S (—ihV — gA)? + gl = [55 (—h2V2 + @247 + ihgV - A+ iligA - V) + qpl =

Clen ~ A? je zanedbatel'ne maly + (pozor na poradie!)
_ Lo g2, T B A T . operdtor posobi na vsetky veliciny
= o (=Y bV (AE)Jr zﬁqA vk aer . napravo od neho v prislusnom clene

miesto pre vlastné pozndmky
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V- (Ay) = (V- Ay + *’T V¢ o VA =0 -Standardnd vol'ba kalibrdcie
L0w _ R o2, L dah f oo
inSe = — V2 + LAYy + qprp
/nech B(0.0,B), B=rotA= A, = —y5 A, =28 A, =0  zovizlozka opemtom\

momenty hybnosti

vo zvolenej geometrii ihA -V = BB [0 — 0] — —

e O 2 - /
iR = {(~ P24 0p 9 Bf 1y

3 i i S OY " 72 IS A
vo vseobecnej geometrii ihgr = {—5=V" +qp — 5B - L}y

miesto pre vlastné pozndmky




Jednoduché jednocasticové staciondrne siistavy
castica v nekonecne hlbokej jednorozmernej potencidalovej jame

. n2 dP0(E) Y V() = T
Wp=co  —gm—apr + Wpla)y(r) = Wi () K2 nK?=p?
A Wo =0 oniltri jamy: W, =0, W = % dg;i‘f) = —{?7{2‘4:..-4’(1)

r=0 x=01L Dy . R -
vseob. rieSenie: ?_(J,) = Asin K + Becos K

okrajové podm.: )(0) = (L) =0 = B =0
(A # 0, inak by tam castica nebola)

okrajovd podmienka: (L) = \/%sin KL=0=K=n},n=1.2, ..

- 2 T T n2h%n? 2n? 3 1

U () = /2 sin(2Er) W, = whixt _ nh? vlastn(f hodnoty energie
sut kvantované

tvar potencidlnej energie (potencialovd jama) sposobuje obmedzenie pohybu Eastice, to ma
za nasledok diskrétne spektrum rieSeni — kvantované energetické hladiny

ak n =0 = W =0 = ¢ = 0 vsade v jame = Castica tam nie je = n nemoze byt'0
- najniZsia moznd energia W # 0

Castica je lokalizovand v jame nenulovej (konecnej) sirky, podla principu neurcitosti musi mat’ nenu-
lovil neurcitost hybnosti a teda nenulovii energiu (rastiicu so zmensujlicim sa rozmerom jany)

miesto pre vlastné pozndmky




vlastné funkcie ﬁasicky’ analog: struna upevnend na oboch koncoch \
15 ~ o~ A2 0?2 1 82 , .
A f \VAVA ] = gtif (vlnovd rovnica)
_______ o WY SRRANRI BN o ;
A\/ n=3r AN Ja=0.L:y=0 (okrajové podmienky)
/ N/ \|pravdepodobnost a7, ‘ R I
AN SRV Y i A, = 2L n=1,2,3... rieSenim sii mody stojatijch
------------ n=2f--—2:-| vyskytu castice A o .
/\ vln, tj. riesenie existuje len pre urcité hodnoty A
oo PP SR pn = = nh
de Broglieho viny: A 2R 2,2

, N W = 55 = &tz -/

vlastné hodnoty hybnosti éastice
S W W — T n. — Do V2 — 4 nh
=0

strednd hodnota hybnosti
X EIN L . n. : . .
(py = [T v pude = B270 [ 7 sin T cos T do = %[51112 )l =0 | (p) =20

<1 N _ 1 =5 2 < 3 ’

[sinax cosardr = 5 sin” ax pohyb v oboch smeroch je rovnocenny
sin0 = sinnw = 0 — rovnako pravdepodobnyj

klasicka castica sa v jame pohybuje priamociaro roonomerne medzi (pruzZnymi) odrazmi od stien —
pravdepodobnost vyskytu takejto Castice je rovnaka vsade v jame

pohyb kvantovomechanickej castice v jame pripomina stojatii vinu — pravdepodobnost’ vyskytu casti-
ce v jame je nerovnomerne rozdelend (ako amplitiida stojatej viny)

B2 2

rozdiel medzi susednymi energetickymi hladinami AW =~ =2

objekty AW — 0 - nepozorujeme kvantovanie hladin

= pre makroskopické

miesto pre vlastné pozndmky
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. . .. 2 2000
Castica v dvojrozmernej jame Lz, Ly — B (i) %y (l WY — Wob(a, y)
metéda separdcie 2’1?1“1(8 YalT )bu(y)JrTf_(wLm( ) = Wby () (y)
premennych a0y B2 PUe
) ) ) A .o m 81~ r¥T - - -
Vi) = baly ) IR —w (T T T L w =W,
. , . C T Zm ay~ = Wypy -
(pri rovnakych okrajovych (e o .
podmienkach ako 1D jama) Yne = \/ z, sin( Yy =y .
— 4 . 2T Y ain( e 17 2 : ;
Yne ny — L.L, Slll(nL:‘L) :::111( fy y) I'I"nr.ny = %[(E_::)Q + (2—3)2]

castica v trojrozmernj Unznyn: = [ T,z s sin(F " 2)
(pravouhlej) jame -
7 - - n .
Lyy Ly, L: Wz nynz = %[(%)Q+(Li)2+(%)2}

ak td istd vlastnd hodnota energie moze vzniknuit roznymi kombindciami n,.n,, n.,
tato energeticka hladina je k-nasobne degenerovana (k — pocet moznych kombindcii)
tieto kombindcie majit rovnakii energiu ale odlisné hodnoty hybnosti — sii teda rozlisitel'né

napr. ak L. = L, v pravouhlej 2D alebo 3D jame, vlastnd energia je rovnakd pre n, =1 , n, = 2
aj n, =2, n, = 1- tito energetickd hladina je 2-ndsobne degenerovand, atd..

miesto pre vlastné pozndmky




éastica v 1D jame konecnej hibky ] — Wplw) - toar
I IL 1. potencidlovej jamy
2 J2u(r . . . —_—
) W () i) = Web(x) I L

ﬂb‘ < L : *%% == I‘I"yﬂ}'[[_(lu) \
. _ F2R2

(rr. = Asin K+ Beos K (A,Bkomplexné), K = 7\”-’21“, W =

r<0, 0> L L @) oy gy )y gy ()

2m

7 5 Xaatiea 3 Ly d*yy. pir.(z 2. i A/ 2m(W =W,
ak W > W, castica je ,volnia” T() = —r2Yr g (r) , kK = %
337 3 : “ ‘ .
(,,beble nez vrch]amy ) EI”I..III. = CFI__III_SlIlfLU‘FDI__I[[_(‘.OSiLU

. e e L d24 ‘ , 2m (W, —W
ak W < W, castica je viazand % =a%; () , o= %
(,,nizsie nez vrch jamy™) ; : —— -
” jamy Ur g = Fr e ™+ Grogrp e®™”

riesenia musia byt , fyzikilne rozumné” = F; = G;;. = 0 (rieSenia nesmi neobmedzene rdst)
okrajové podmienky na rozhraniach 1-II. a IL-I1I. : rieSenia musia byt ,zosité”

7 (0) = 177.(0) Yrr (L) = 1. (L)
(analogické rovnosti platia aj pre derivacie vinovych funkcit)
ak W > W, ¢astica nie je priestorovo lokalizovand - viazand v jame (mbze existovat’ ,nad”
jamou aj ,mimo” nej — priestorovo periodické (harmonické) riesenia) - jej energia nie je kvantovand

ak W < W, Castica je viazand na jamu (priestorovo obmedzend) — energia nadobiida len
kvantované hodnoty (staciondrne periodické rieSenia odpovedajii médom stojatej viny)

miesto pre vlastné pozndmky




existuje nenulovad pravdepodobnost vyskytu Castice aj ,,za stenami” potencidlovej jamy

(aperiodické rieSenia zanikajtice so " )2 b
vzdialenostou od stien) — . [ —— O
tato pravdepodobnost’ narastd s n S n=2 S EDE N
(teda s energiou Castice — Castica , md ] | b, |
nddej” uniknit z jamy) n=1 ' e f

neexistuje klasicka analdgia v casticovej interpretacii — castica sa nemoze ciastocne odrazit
od steny a ciastocne cez 1iu prenikniit
klasicka vinova analogia: steny s konecnou impedanciou — ¢ast vlny sa odrazi a cast prejde stenou
(nekonecne hlbokd jama odpovedd nekonecnej impedancii steny — celd vina sa odrazi)
vlna pravdepodobnosti, popisujiica vyskyt kvantovomechanickej castice, sa ciastocne odrdza (vytod-
ra stojatu vlnu vo vnutri jamy) a ciastocne prenikd za stenu jamy (a postupne zanikd)

ak W < W,, potom W, =W —W, < Oateda p?> = R°K? < 0, ¢o je mozné len ak p,K s
imagindrne, co je pripad tlmenej viny (imagindrna hybnost nemd pre klasicku casticu fyzikalny
zmysel, pre kvantovomechanicku casticu predstavuje timenii de Broglieho vlnu)

klasicka vina prechodom do prostredia s inou impedanciou (resp. indexom lomu n) meni svoju
vlnovi dlzku A= 20— 2me

nw

de Broglieho vinové dizka kvantovomechanickej Castice sa ment s potencidlnou energiou:
A=L— b __ gjame (W, =0), \=2 =T mimo jamy konecnej hibky

Pn V2mWoy Pn v 2m (W —Wy)

A — 0 mimo nekonecne hlbokej jamy (W, — )

miesto pre vlastné pozndmky
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prechod castice potencidlovou bariérou

Wy ()~ toar potencidlovej
bariéry

2 20 . , -
_% _Q_;j:(l) + Wy (x)(x) = Wb (x) 7 We=0

=0 w=1L

potencidlovi bariéru si mozno predstavit’ ako stenu medzi dvoma potencialovymi jamami
— timené pravdepodobnostné viny prenikajii do tejto steny z jam na oboch
strandch — ak sa v bariére prekryoajii (t]. ak je hribka bariéry mensia nez
vzdialenost, na ktorej sa viny utlmia), existuje nenulova pravdepodobnost
vyskytu castice napriec celou bariérou — bariéra je ciastocne ,priezracna” pre Siriacu sa casticu

174

klasicka castica nemdze prekonat (,preskocit”) potencidlovii bariéru vyssiu nez je energia
castice, kvantovomechanickd castica vSak moZe prenikniit napriec takouto bariérou — tune-
lovy jav

[ Animdcia: 1D ¢astica v potencidli]

linedrny kvantovomechanicky harmonicky oscilator

1n el oy d2e g A emal " o |k ;o 17..2
[ klasicky harmonicky oscilator m<;5 = —kw, == Acos(wot+y), wo= /.-, W, = skx ]

2. : . . S
CO 4 Zn(W — W) =0 W, = Lka? - predstavuje potencidlovii jamu
podrobné rieSenie vid” napr. A. Beiser: sp arab Olwkyml stenami
Uvod do modernej fyziky, kap. 8.5

W, =(n+ %)ﬁwo, n=0,1,2, ... kvantovanie energie oscilatora — diskrétne spektrum

n=0: W, = Shw - ,nulovi” energia (najnizsia hodnota) # 0 !

miesto pre vlastné pozndmky
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polohy by bola nulovd a tym by neurcitost hybnosti musela byt nekonecnai — castica s nulovou ener-
giou nemoze mat nekonecnu hybnost!

vlastné funkcie w N
st nenulové aj .~ ;,,m -
potencidlovej steny a7 TN
(exp. zanikajui) L X

pravdepodobnost vyskytu Castice je v klasickom oscilatore maximalna v amplitidach (x,,,, nulovd
rychlost) a minimdlna v rovnoviznej polohe (x = 0, max. rychlost), v kvantovomechanickom oscild-
tore je to presne naopak pre n =0, pre vel'ké n sa pravdepodobnost pribliZuje ku klasickej

3D harmonicky .
oscilétor 4 I"I"nl_.ng_.ng = h{wl(nl + %) + WQ(T?-Q + %) + w3 (7?3 + %)]

castica na kruznici — tuhy rotdtor

tuhym rotiatorom nazyvame rotujiici hmotny bod (éasticu na kruznici) alebo siistavu hmot-
nych bodov s nemennymi vzajomnymi vzdialenostami, konajticich rotacnyj pohyb okolo spo-
loéného tazZiska (analyza pre siistavu bodov je identickd ako pri Castici na kruznici, len hmotnost sa
nahrddza redukovanou hmotnostou)

miesto pre vlastné pozndmky
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v . . 7 o . . . o v v oo h- 2 .
Castica je ,volnd” - W, = 0, jej , priestor” je viak kruznica — 5=V = W

vzhl'adom na kruhom’t symetriu je rozumné Lilohu riesit' v poldarnych stiradniciach

V2 = rQ +12 4 L2 6@2 — V2 =4 AQ *+ (ak sa polomer roticie nement, aaﬁ — %)
staciondrna SCHR:  — 1 dc}Tj”) = Wy(p)
W =0 : (;—;;é- _ AQ’L/ k= ','nggu: : t(‘r”\) — AethY 4 RBe—ikv
= - 1240
W=0:5%=0,4¢(p)=C+ Dy
W <0: %g = w2, K2 = —k? (p) = Eeifi¥ 4 Fe~iiv — Feke 4 Fe—ke

podmienka normovanosti

podmienka jednoznacnosti vlnovej funkcie v kazdom
(, Castica tam niekde je”)

bode kruznice (vinova funkcia je periodickd s 2)

/ / 2m 2
U(p) = (e + 27) Jo " () Pde =1
C.E.F=0 FV2mWe _ o RipV2mW(e+2r) o oFkigv2ZmW2r _
L 2mr2W _
o= /2R 1 =0,1,2,...
staciondarne rieSenie
) o) _— L 1'150 L —ily — /s o~ _ L o hQIQ
Yi(p) = =€ + =T I =12, dolp) = = Wi =g

casovo zdvislé rieSenie = staciondrne rieSenie x e~ 7 V1t

miesto pre vlastné pozndmky




Y fadisko dvojatomovd molekula rotujiica okolo faziska redukovand
) hmotnost

fazisko miry = Ters , r1+1ro =R

I S moment zotrvacnosti J = myri + mors =

hmotny bod (alebo siistava) rotujiici v rovine (okolo stredu otdcania) ma jednoznacne urcenii sirad-
nicu v smere kolmom na rovinu rotdcie (napr. os z) — podla principu neurcitosti musi mat nekonec-
ni neurcitost zlozky hybnosti v tomto smere — takyto systém ,nemda dost dobry zmysel” v kvanto-
vej mechanike

tuhy 3D rotdtor
v sférickych 9 L8208 1 o2 2 1D s 98 1 9P
stiradniciach V=25 (ran) + 2 Vi, Vi = smoas (5in35) + Frg a2
P ., . o 2 1w2 _ Ly 1 3/;: 98 1 8% —1 72
pre nemennil radidlnu vzdialenost V? — 5V3 = 5y a5V g5) + grg sl = mel
staciondrnu SCHR mozno teda zapisat v tvare s L2 = Wp

rieseniami (vlastnymi funkciami operdtora energie) sii teda sférické funkcie (0, ) = Y, (0, 9)
(vlastné funkcie operdtora momentu hybnosti) a pre vlastné hodnoty energie plati
2mr? W, = Il + 1)?12
kazdej vlastnej hodnote energie odpovedd 21+1 vlastnych funkcii (pre vsetky dostupné hodnoty ;)
- 21+1-nasobna degenerdcia

castica v sférickom (3D) potenciali

potencidl(na energia) so sférickou symetriou (pri takomto hamiltonidne

R 14
H = + Wy(r) je vlnovd funkcia separovatelnd vo sférickych suradniciach)

2m

miesto pre vlastné pozndmky
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2m {

‘$u|,_.

52 + V3 000, 0) + W)l 0. 2) = Wikl . )

v’ riesenie hl'addme v sepamvatel’nom toare W (r,0,¢) = R(r)Y (9, 4

po dosadent rieSenia do SCHR a predelent vyrazom WR( )Y (9, ¢) dostaneme

zavisi len od r TFR(IF) ;r(rgagff )+ 2”“" (W —Wy(r )) Y(ﬁ@ V2 Y (v ,:) zdvisi len od 9,
i 2

obe btmny rovnice musia byt rovné konbtante A nezavzale] od . 0 - | rovnica sa rozpadne

. . ? — .
P g (PO + [ (W = Wi(r) — AIR(r) =0 V3LV (0.9 + AV (0)°= 0
- . v
. i i ' 2y 09 2NV ()
2 (2B 4 (3B - W) - L R() S0 LY ©@.e)=h ";Y(j-**)
(SCHR pre radidlnu vlnovi funkciu) (kedZe L= = —h"N75 )
_ vlastné funkcie Y (0, ¢) budu
rovnica pre Y (U, ) nezdvisi od enerqii — energetické sférickymi funkczamz Yim, (0. )
hladiny sii urcené len ,radidlnou” SCHR " (pozri operitor momentu hybnosti)

N o o o aAN=1(+1),1=01,2 .
pre sféricky symetricky potencial platia komutacné vztahy
[H.L,)=[H.L,)=[H.L.]=[H.L*=0 = operditory H.L? L.maji spolocny systém

vlastnych funkcii
odstredivi sila Fog = ™ = L2 — Meal) — 1y (p) = ;L2 MIURD p2 2 41)

r mr? dr » 2mr2(QM) 2mr?
Lodstredivd” potencidlna energia

adidlnu SCHR mozno vyjadrit v tvare 1, 0 (2 9800y 4 1200 (W YW, (7)) R(r) = 0

H"pg(’f’) = [I'p (,r) + Woa (I)

miesto pre vlastné pozndmky
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Atom vodika

1 protén (jadro) + 1 elektrén (obal) me o 1836 = PTORT s pnﬂdwky . ®
me nehybny voci elektrénu

@Sickzi predstava:  odstredivd sila = coulombouvska pritazlivd sila W, = Limao? e? \

e =

2 8mwegry
,,"‘_;\\ v \mfcz _ _1 e? é, e E— - [
' _, —je 1 dmen 13 4wegmry " P T dneary
»ry P 2 ifazlivd i j
e W= Wi+ Wp = — g <0 pritazlivd interakcia

4 ————
viizbood energia elektronu k jadru (pre vodik W = —13,6¢V = r; =5,3-107m )
elektron je viazany k jadru, na odtrhnutie potrebuje dodat energiu

z lubovolného pohl'adu v rovine obehu sa kruhovy pohyb elektrénu premieta do kmitavého pohybu,
kmitajci elektron vyZaruje elektromagnetické viny — strica energiu (pohybovil) — po Spirdlovitej
drdhe ,pada” na jadro — atom je nestabilny!  (klasicka predstava zlyhdva)

) 2 2mtir i A o &2 sfericka symetria — je vhodné
SCHR: Vo + (W =Wy ) =0 Wy =—520 Jiesir SCHR v sférickych sii-

radniciach
‘ 1 O (s g 1 24 2 (YA A7 Vol —
or )t minw as BINVGs) + gy g+ (W = W)t =0
V24

riesenie v tvare (1, 0. p) = R(r)O(I)P(p)

problém odpoveda castici (elektronu) v sféricky symetrickom potencidali (jadra) - metodou separicie
premennych dostavame tri nezavislé dif. rovnice jednej premennej
(podrobné rieSenie vid napr. A. Beiser: Uvod do modernej fyziky, kap. 9.2., 9.3.)

miesto pre vlastné pozndmky
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riesenim rovnice pre radialnu cast vlnovej funkcie R(r) dostavame spektrum vlastnych

hodnét energie — energetickych hladin elektrénu pohybujiiceho sa okolo jadra - zakladny
stav (n=1) a vzbudené (excitované) stavy (n>1)

" W 7
A e? _ me _ 5 > oo
W = —greorn = —8ihznz| n=12,.. hlaoné i i
kvantové ¢islo “fR B 5
, ; ; , o , —gRy" -
ziporné vlastné hodnoty energie znamenaju viazany stav (jR
. 7 . s . — g4y
- na odtrhnutie elektrénu od jadra treba dodat energiu, 41 » !
k] e - y
W — 0 pre n — oo (vol'ny stav) A 1
4 - q ¢ ~ 2p2. Y7 . ,
o, = 1Ry = 13,6V (Rydberg) rn = %0 — n2ry polomer” n-tej drihy
~0 ' :
ﬁoloklasickd predstava (Bohrov model): elektron ako deBroglieho vina \

obieha okolo jadra (klasickou) ryjchlostou

V= —~ = N=_h _h [Aweor
Vdmwegmr mu e ™m

ak ma byt obeznd driha elektronu stabilnd, musi sa , do nej zmestit
celociselny pocet elektronovijch vlnovych dlzok

2mr, =nA,n=1,2,3...
A=2mr; =3,3.-107m

k [Animdcia: Bohrov model]

L7

miesto pre vlastné pozndmky




preskoky elektrénu z hladiny W,, na hladinu W, pri sticasnej emisii (vyZiareni) fotonu,
ak W,, > W, (|W,| < |Wy|), alebo absorpcii fotonu, ak W,, < W, (|[W,| > |Wy|)

n’

4 ; ;
7 7 . L. me 1 1
|IT o TT n’| - m - ] ‘ 2 2 ‘

3eZh

diskrétne spektrum energii atému ma za nasledok diskrétne — ciarové - emisné, resp.
absorpcné spektrum fotonov (elektromagnetického Ziarenia)

= )
1 L1 /,@—— — seria \
X = o oy i i 1 =R(L —5)n=2.3.4.. Lymanova
, | 1 =R(35 — %) n=3.4,5... Balmerova
R L =R(& — %) n=4,56.. Paschenova
Rydbergova konstanta 1 =R(% — %) n=5.6.7... Brackettova
R =1,097-107m ! L R(L — L) n=6,78.. Pfundova

2 )

spojité spektrum elektromagnetického vinenia (viditel'nd cast) \

emisné ciarove spektrum atému (na tmavom pozadi)

absorpcné ciarové spektrum atomu (komplementdrne k emisnému spektru)
— v spojitom spektre (pozadie) chyjbajii pohltené vinové dizky (energia absor-
bovanad atémom sa prakticky okamZite opit vyZiari, avSak vsetkymi smermi, tj. v pdvodnom
Qmere ostane takmer tmavad ciara) /

miesto pre vlastné pozndmky




riesenim dif. rovnice pre orbitalnu cast vlnovej funkcie © () dostdvame spektrum vlast-

nijch hodnot (operdtora) momentu hybnosti elektronu (pohybujiiceho sa okolo |

L=\Il+1h|,1=0,1,2...(n— 1) -orbitialne kvantové cislo

adra)

moment hybnosti elektronu sa zachovava a jeho velkost je kvantovand — moZe nadobudat

len urcité diskrétne hodnoty — stavy momentu hybnosti
s(U=0),pU=1),dl=2),f(1=3),9(U=4),h{l=5),:(
oznacenie stavu elektronu —napr. 2s (n =2,1=0) ,4f (n=4,1 = 3)

=6),...

riesenim dif. rovnice pre azimutalnu cast vinovej funkcie ® () dostavame podmienku

pre priemet momentu hybnosti elektrénu do vyznacného smeru
(, vyznacnym” smerom, oznacenym napr. ako smer osi z, moze byt napr.

AZ

smer vonkajsieho magnetického pol'a) 2hf -
Ab/--s\tu =1
L. =mh|,my =0,%1,£2,.. &1 -magnetické kvantové ¢islo 1= 2\/ my =
(21 + 1) moznych hodnédt L=von my = —1

,smer momentu hybnosti je kvantovany” — priestorové kvantovanie

klasicka interpretdcia: vektor L vykondoa precesny) pohyb okolo vyjznacného smeru
(s priemetom L. ), pri precesii sa rovina obehu elektrénu ( 1 L ) neustile meni,
tj. Ziadna zo stradnic elektronu nie je presne urcend — elektron ma konecnii neurci-
tost hybnosti (bez precesie by bola neurcitost hybnosti nekonecna!)

L, < L lebo m; < /1(I+ 1) (vidy) = L neméze byt paralelné s vijznacnyjm smerom

miesto pre vlastné pozndmky




L2 =1l + 1)R?
L. =mih

e

: me A
: 852.'1 n

W,

ﬁ"n.l:ﬂu('f’s 9, ‘19) =R

1Is = 2s ]
my =0 my ==+1

.' "

hustota pravdepodobnosi vijskytu elektronu v elemente objemu PdV = |)|>dV  nezivisi na case

n.i("')@hmg (-l‘))(I),m (19)

o
nemozeme pouZit klasickii predstavu elektronu pohybujiiceho sa po urcitej drdhe, len urcitu oblast
priestoru s najvdcsou pravdepodobnostou vyskytu elektronu - orbital

L a L. nadobiidajii len urcité hodnoty (priestorové koantovanie
momentu hybnosti) — s to vlastné hodnoty operdtorov L2a L.

vinové funkcze elektronovych stavov su vlabtm/mz funkcmmz opemtorov H, L2 L.

L2 = I(1 + 1)
L2

L

|7¥3n:i.rnz("'* v, ‘79)|2 = ‘Rn:i("")‘2|®i.mz('9)|2|(I)me( “)|2

3d

m; =0 m; ==+1
® ..
— e Animdcie:
d . Vinové funkcie
vodikového atomu,
Atom vodika

3p my =0 my ==x1
B
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energia elektréonového stavu W,, v atéme vodika je urcend len hlavnym kvantovym cislom

/ obmedzenie pohybu elektronu v atome vodika v troch rozmeroch (r,9,@) vedie na tri kvantovacie N\
podmienky (kvantové cisla n, I, m;) — analdgia s 3D potencidlovou jamou - stavy elektrénu s vlast-
nymi energiami W, su degenerované — energia je pre dané n rovnaka pre podstavy urcené roznymi
kombindciami kvantovyjch Cisel 1 a m; (celkom n? kombindcii: danému n prisliicha n hodnot orbitdl-
neho kvantového cisla |, a kazdému | prisliicha 21+1 hodnot magnetického kvantového cisla)

n? -nédsobnd degenerdcia je dosledkom Specifickej symetrie coulombovského potencidlu jadra atomu

\ vodika /

s orbitalnym momentom hybnosti elektronu L je spojeny orbitilny magneticky moment

—

1= —5—L 5— - gyromagneticky pomer

2m 2m

ﬁektrén (Castica s ndbojom -e) pohybujiici sa po (klasickej) uzavretej slucke okolo jadra (kruhovej \
drdhe o ploche S) predstavuje magneticky dipol s dipélooym momentom [i;

5 - peridda obehu

= = —5=1L

21

)

L=Il+Dh = |m=lil=VIl+ Dup pp =< —9 27 10724 y7!
Bohrov magnetén

"

L, =mh =|pu. = \ﬁf”cos Y =mup

priemet orbitdlneho magnetického
momentu do vyznacného smeru (z)
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Spin
klasické predstava: nabitd castica rotujiica okolo svojej osi md moment hybnosti S a s nim stivisiaci )
magneticky moment fi,
v rdmci modernej fyziky je tato predstava (napriek istym podobnostiam) neudrZatelnd — spin je cha-
pany ako dalsi nezavisly (rydzo kvantovomechanicky) stuper vol'nosti castice, vyznacujiici sa me-
chanickym 1 magnetickym momentom )

—

spinovy moment hybnosti S danej éastice mozZe nadobuidat velkosti
kde s je spinové kvantové cislo charakteristické pre dany druh castice

pre elektrén je s = L ateda S = @h

analogicky ako orbitdlny moment hybnosti, aj spin je priestorovo kvantovany — pre velkost
jeho priemetu do I'ubovolného (,, vyznacného”) smeru (napr. smer z) plati
kde m, = +s = +1 je spinové magnetické kvantové éislo, ktoré moze
nadobiidat’ (2s+1)hodndt (teda pre elekirén S. = +£%)

S, =mgsh

so spinom elektronu je spojeny spinovy magneticky moment

- _ _cg spinovy gyromagneticky pomer je dvojnasobkom
Hs = =5~ orbitalneho gyromagnetického pomeru!)

—

>
fis| = 2+/s(s+ 1) g fsx = |fis| cos) = 2mepp = +up

Hs =

miesto pre vlastné pozndmky




amplitida pravdepodobnosti ndjdenia elektronu v danom case v mieste x (v jednorozmernom
pripade) V'(:r) opisuje teda dva mozné stavy elektrénu v, 2 s dvoma mozZnymi priemetmi spinu
do vyznacného smeru

Y= a4+ azia vt 2|2 - pravdepodobnosti ndjdenia systému v stavoch 1,2
W, o sl normované

R Nals e 5l =] _ [y Nobsf g .
a navzdjom ortogondlne Joite)ii(eyde =65 = {4752 vz = [ via(e)e(e)de

) s . , v , , . . p .y [ 1
T'ubovol'ny stav je teda tiplne urceny zadanim koeficientov a1,  — ((!), pricom ¢y — (o)

0
a4 antis = v — a1 () +as () = (1) 2= ()

takéto doojkomponentné vyrazy sa nazyvaji spinormi — jednotlivym spinovym stavom su priradené

spinory (\) a () - akdsi dalSia ,suradnica” (stuperi volnosti)

operdtor priemetu spinu do vyznacného smeru (z) je matica S. = (% 0) = (%, ") svlastnymi
p priemeti sp Y J ==\p-_z) =201 Y

hodnotami +5

operatory priemetov spinu do smerov (80, 8,] = RS | [Sy, 52] = RS, | [So) 80] = iRS,
x,y,z musia splnat’ komutacné vztahy T L ’ ' Y

operdtory spinu sa casto vyjadruji pomocou Pauliho Gp = ((1’ é), by = (t; fz['J)’ 5. — (10 _LD
matic s vlastnymi hodnotami 41 (spliajicich komu- T _hs o _rh, 3 b,
tacné vztahy [6..0y] = 2i5. , atd’) TTo2he v = 2% 2= 20z
operdtor priemetu spinu do - Y nho

’ y P G N = 0gng + Oyng + 0znz S =3a

['ubovolného smeru 1 je
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celkovd vlnova funkcia elektronu je V(7' t) = (ifg;g) , kde |+ (7, 1)|? sti hustoty prav-

depodobnosti ndjdenia elektronu s priemetom spinu (do vyznacného smeru) =2 v okoli
v danom Case t

ak pohyb castice, jej interakcia s polom, atd’., nezavisi od spinu, mozno spinovi cast’ vlnovej
funkcie ignorovat’ — znamend len dvojnasobnii degeneraciu vsetkych energetickych hladin

/ castica so spinom Y2 v magnetickom poli \

potencidlna energia spinového magnetického W, = —ji,- B — F2&

-B
m
momentu v magnetickom poli g

A

/'

' - operdtor spinu

po zardtani tohto prispevku do SCHR

pre cCasticu v elektromagnetickom poli har = T Sl

2m 2m

Pauliho roonica

HE=1

L+h&#

+ %hc? < operdtor celkového magnetického momentu

(prispevok potencialnej energie orbitalneho magnetického momentu vo vonkajsom magnetickom poli
je obsiahnuty uz v SCHR pre bezspinovii Casticu v elektromagnetickom poli )
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Poruchy energetického spektra atému vodika

ﬁeporué/en}] hamiltonidn'elektrénu' ' ' Ao _moz_ e \
v centrdlnom elektrostatickom poli jadra je L

dweor

T 2m

rieSenim SCHR ~ HoVnim = Wathnim  su sférické vlastné funkcie  ¢nim = Bni (1) Y1 (0, @)

rozdiely medzi energetickymi hladinami neporuseného AW ~ %(45 )2 =er 1484 pBol; na
. s , v s TEQ 4
hamiltonianu (atému bez vonkajsieho pola) " 1. Bolrovej
o S drihe 1
Wlidlfl poruchu reprezentuje prispevok k povodnému hamiltonidnu H=H,+H /

Starkov jav
Starkov jav je posun vsetkych energetickych hladin atomu vo vonkajsom elektrickom poli

ﬁm vodika vo vonkajsom elektrickom poli predstavuje v proom pribliZeni tuhy elektricky dipol \
s dipolovym momentom p == ery

korekcie k energetickym hladindm rddovo odpovedajii vonkajsie elektrické pole
energii dipolu vo vonkajsom poli Wy, =—p-E=~erE=dW
W B E

AW = BT = ooyg=t - linedrny Starkov jav (korekcie ~ E)

v druhom pribliZzeni uvazujeme implicitnii zdvislost p = o E, ¢o predstavuje polarizovatelnost
atbmu, ateda W, = —j. E ~ E2 - koadraticky Starkov jav

v ramci takejto predstavy si jadro a ,elektrénovy mrak” v dosledku elektrickej sily ¢ E voci sebe po-
sunuté o x, pricom proti tejto sile posobi spitnd sila ich vzdjomnej vizby (ako natiahnuta pruiiny
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/ el =ke = v = E;:: 5 \
,porucha” potencidlnej energie pozostiva teda z prispevkov v podobe ertergie tuhého dipdlu vo
oy . . 2 2 P . . ’ oy - 2p2
vonkajSom poli Wy,e = —pE = —<E= qoniitornej energie napnutého dipdlu Wy, = %A,LQ =&
SW = —aE? + taF? = —JaE”
Kkorekcia druhého radu sa od linedrnej korekcie lisi o faktor ~ +- ~ Grim=r Y,

spin-orbitalna vizba
spin-orbitilna vizba je vzdjomna interakcia orbitdlneho a spinového magnetického momentu

vysledny moment hybnosti atému pri spin-orbitilnej vizbe je J = L + S a platia preri
kvantovacie podmienky

J=\iG+1Dh|, j= %,%,...n— % J.=mijh|,m;j=—j,—j+1,..5—1,j

vektory L, S, .J nikdy nie st
navzdjom paralelné (ani anti-

2p stav (1 =1)

1 1

, me = = Me = —=
paralelné) L ——
L a S vykondvajii precesny I
77?]’ = :l:§. j:§ 77?._]' = :‘:E

pohyb okolo .J
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@agnetické pole vytvdrané orbitalnym magnetickym dipdlom je B(7) = i_?[ﬁ(ﬁﬁ) B (= 6T}

1 h, T ro e
e o~ g, — 2TEQ
pre =11 = —o0s )

spinovy magneticky moment interagujiici s tymto polom vyvoldva energetickii ,poruchu”

13,60V

W — — 7. . B e Mo fipe _ L e 27
oW = Hs B = FE 2( "reo?ic) ‘H 1

e 1 % ; i g 0
a = 13= - konStanta jemnej Struktiiry

%osun energetickych hladin oproti ,neporusenému” spektru je ~ 10~ eV

spin-orbitalna vizba Ciastocne rozstiepi degenerované hladiny (,snime” degeneraciu) nepo-
ruseného atéomu — vznikne tzv. jemna struktiira

napr. v pripade 2p stavu dve opacné ,vzajomné orientdcie” i, a jis (odpovedajiice j = 5 a j = 3
vytvdraju 2 odlisitel'né energetické hladiny, posunuté voci pdvodnej neporusenej hladine o £6W

)

interakcia magnetického momentu elektronu s radovo mensim magnetickym momentom
jadra vedie k vedie k d'alsim korekcidam energetickych hladin — tzv. hyperjemnej struktiire

relativisticka korekcia
p2 <& ‘mgcQ

, ) 5 > 2 (pg)g
Wi = /p?c?* + mgct — mpc® —

vel'kost tejto korekcie

3.2
amo L B je toho istého radu ako
r  z° lativisticka korekcia ako spin-orbitalna
ViFoe=1+2-2 4 s« PEMRITOISTICIA ROTERCIR : :
T Ll S operdtora kinetickej energie interakcia
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Zeemanov jav

Zeemanov jav je Stiepenie energetickych hladin atému vo vonkajéom magnetickom poli
vysledny magneticky moment atému i = i) + fie = —5= (L +2 5) M. T 11T

“w. ‘o0 0

G:E+§, AL L, fic 1) S, ale i} .J lebo ks — 241
vektory L, S, a teda aj jiy, iis a [ivykondoajii precesmy pohyb okolo smeru .J
asové stredné hodnoty vektorov L, Ssii vlastne ich priemetmi do smeru .J

(L) = EHI (3) = G

md zmysel uvazovat priemet ji dosmeru J, ji; Tl T ako skutocny celkovy
(témov]} magneticky moment

vonkajsie magnetické pole predstavuje pomchu operdtora energie

—

”*p - 7# B = 2?71 (<E> + 2<§>) ’ g

po dosadeni W, = £5(L-J+25-71)J-B L=J-S=I10*=J>+5*-25-7T
L w . L= \il+1h
= 5.{: %(J2+527]_:-2):%2[](3+1)+b(€+1)7l(£+1)} S = /(s + D
analogicky L-J=3(J*+L* =S =T[j(G+ 1) +10+1) —s(s+ D] j— /71 Dn
v D +I(I41)—s(s+1 5
W, = LB [1 + 10t ng}il)) s(et )]J B=1"2g].B = pupgm;B pre B(0,0.B)

g - Landého faktor
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v magnetickom poli
navyse J vykondva

y J ——ii
precesmny pohyb R s { —
okolo smeru P { 3 MY
magnetického pola 12 { I 43
magnetické pole snima (,,odstraiiuje”) 1s o H a7
degenerdciu energetickych hladin - N {is
. o , vy , spin-oroiaina
rozdiel energii podhladin ( rozitiepemyjch vizba Zeemanov jav
vo vonkajsom magnetickom poli) je
AW, = gupB Amj =1
( napr. 2p stav bude rozstiepeny) )
napr. 2p stav bude rozstiepeny 3. 41 .3 1. 1
na 6 energetickiych hladin: J=gimy =y Ey J=gim =%
. J/
(v silnom vonkajsom magnetickom poli sa rozpada spin-orbitdlna vizba )
viizba orbitdlneho a spinového magnetického momentu na vonkajsie pole
je silnejsia nez spin-orbitdlna vizba) a vektory orbitdlneho i spinového
momentu interaguju s vonkajsim polom samostatne (tj. vykonavajii okolo
jeho smeru precesny pohyb) - Paschenov - Backov jav )
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Mnohoelektrénové atémy

elektrony v atome tvoria elektronovy obal okolo jadra, stav kazdého elektronu je urceny
kvantovymi cislami n, I, m, m,

Zindne dva elektrony v atome sa nemozu nachadzat v rovnakom stave (nemézu mat rovnaku
kombindciu kvantovych ¢isel) — Pauliho vylucovact princip (postuldt)

hlavné kvantové Cislo urcéuje vrstou elektrénového obalu n = 1(K),2(L),3(M).4(N)...
danej vrstve (sfére) odpovedajii vedlajsie kvantové cisla

[ =0(s), 1(p),2(d),3(f),4(g),....n — 1) n hodnot

my; =0,+1,+2, ... +1 (20 + 1) hodnot | 2(21 + 1) ¢ 2n*hodndt - moznych stavov
m, = i% 2 hodnoty } hodnot v danej vrstve (n)

orbitalne kvantové ¢islo 1 (pre danii vrstou) uréuje podvrstou (podsféru) s, p, d, f, g, ...
zaplnend podvrstva obsahuje 2(s), 6(p), 10(d), 14(f), 18(g), atd’. elektrénov

magneticke kvantové ¢islo m, uréuje orbital v danej podvrstve (pre dané nal)
zaplneny) orbital obsahuje dva elektrony s opacnymi spinmi (rozne m,)

pravidla obsadzovania elektronovyjch stavov (Hundove pravidla)
1. elektrony obsadzujii stavy tak, aby vysledny spinovy moment hybnosti bol maximalny

Pauliho vylucovaci princip + vzdjomné elektrostatické odpudzovanie elektronov =
elektrony prednostne obsadzuju stavy v prazdnych orbitaloch a s rovnako orientovanym spinom
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2. elektrény obsadzujii stavy (pri splneni 1.) tak, aby vysledny orbitilny moment hybnosti
bol maximdlny

ﬂhodné smery pohybu po uzavretych drihach okolo jadra vyhovuji podmienke maximdlnej vzd—\

jomnej vzdialenosti elektronov, tj. podmienky ich minimdalnej elektrostatickej energie
m
podorstoadf 35101 2 3
(n=4,1=3) ‘oo [o]e[0]0]0 %m = 5 elektrénov v podurstoe
(14 stavov) | oo 1 7 = 9 elektronov v podvrstve
2
> M =5xi=2 S m=3+2+14+0-1=5
\Z?_l'm.si —Txiqoax(-H =3 ¥ mu=3+2+14+0-1-2-3+3+2=5
0 J

vysledny spinovy moment hybnosti S = ; «—— momenty hybnosti

Z-i 5‘;
vysledny orbitalny moment hybnosti L =3, L, Jednotlivych elektronov
vysledny moment hybnosti J =L+ S - .S-viizba
3. ak je podvrstva zaplnend menej ako do polovice  .J = |L — S|

ak je podvrstva zaplnend viac ako do polovice J=L+ S
(ak je podvrstva zaplnend do polovice L =0 ,.J = .S)
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{,,pohﬁl’adu"ﬂ elektronu kladne nabité jadro obieha okolo neho — vytvdra magnetické
pole B 11 Li = spinovy magneticky moment elektronu jis; sa orientuje 71 B,
pritom fis; T| S; = Si 1] L,

ak je podorstva zaplnend menej ako do polovice a S; T| L; pre kazdy elektrén
= J=|L— S Si

ak je podurstva zaplnend viac ako do polovice, zaplnend polovica dé 3", L, = 0, vysledné L 11 L;
nadpolovi¢nych elektrénov ( S; 1| L;, S; 1| L), vysledné S je dané proou polovicou elektrénov

%@paény’m spinom) = S 11 L = J=L+S /
poradie zapliovania podvrstiev 1s,25,2p,3s,3p,4s,3d,4p,5s,4gl,5p,6s,4f,5d,6p,7s,6d,...
Pl
EEEmE OO nezaplnené podvrstvy
g DEE 3 a P ) ) _, )
S TTE £ u;/:lne zalplne'ne, podv-rstzijy maj nulové
Sloms vysledné orbitalne aj spinové momenty
* hybnosti aj magnetické momenty
pre vysledné atomové momenty hybnosti plati atomové kvantové c¢isla
L=LL+Dh S=,S6+0rn J=IJ+hHh LSJ "
L.=Myph S. =Mgh J. =Mjh My, Mg. My

L a My, vZdy celociselné (vratane 0), S, J, Mg, My celociselné (vratane O, pre parny pocet
elektronov v atéme) alebo polociselné (neparny pocet elektrénov)
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[ v atome teda nie su mozné l'ubovol'né orientdcie jednotlivyjch elektronovych drah a spinov, ale len J

také, pre ktoré vysledné atémové momenty hybnosti splitajii uvedené kvantové podmienky

vysledné atomové magnetické momenty [ir, [is Ao 1L L, Gds1l S
J=L+8,fi=jir+jis ﬁ)ﬁ(flebo Be = 24£L

_ JJ+1H+S(S+1)-L{L+1) .
py = [1+ AN IWIT+Dpp =g/ IT+1)pp

G e T 9% Landého faktor (faktor spektroskopického rozstiepenia)
=9 l<g<2

pidy g ~—J R = necelé cislo

priemet do smeru magnetického pola |ftycosV =gMyup| My=J.J—1, .. -]

interakcia atomu s magnetickym polom
(Zeemanov jav) - energetickd hladina urcend
kvantovym C¢islom J sa rozstiepi na 2J + 1 podhladin - (rozStiepenie ciarového spektra atomu)

W,, =B -ji;=—Bpuycost) = —BgMjup

v tazkych atémoch alebo v silnych magnetickych poliach ) sa rozrusuje LS-vizba - vysledny
atomovy moment hybnosti T=S 0 S —Li+8 -J-vizha

(vysledné momenty hybnosti jednotlivych elektronov)
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atomové spektrd
elektron v atéme moze absorbovanim energie fotonu alebo pri zrazke s inou casticou
. preskocit” na vyssiu energetickit hladinu — do vzbudeného stavu, vzdpati spatnym
preskokom vyZiari energiu vo forme fotonu — ciarové spektra (emisné alebo absorpcné)

TS ; . W — W,
frekvencia vyZiareného alebo pohlteného foténu W = e

doba Zivota vzbudeného stavu At je spravidla velmi mald => neurcitost rozdielu energii

(dand neurcitostou energie vzbudeného stavu) AW > I

= neurcitost vo frekvencii, t]. sirka ciary Aw > 2% = L
vyberové pravidla
zakony kvantovej mechaniky uréujii dovolené prechody (preskoky elektrénov medzi stavmi)

- vyberové pravidla An > 1 Al = +1 Am; =0, £1

napr. prechody Al = 0, pri ktoryjch nedochadza ku zmene
momentu hybnosti (kvantové ¢islo | urcuje velkost momentu
hybnosti) nie st dovolené

vid napr. A. Beiser:
Uvod do modernej fyziky, kap. 11.2
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Atomové jadro, elementdarne Castice

atomové jadro
je tvorené nukleonmi: protonmi a neutronmi — sustred uje prakticky vsetku hmotnost’ atému

proton neutron

hmotnost” m,, = 1,007h.j. hmotnost m,, = 1,008h.7.
naboj qp = +e¢ naboj ¢, = 0

spin S = 3 spin S = 3

hmotnostnd jednotka (< hmotnosti atému [*C ) 1h.j. = 1,66 - 107%7kg

A

hmotnostné &islo A — 7 1+ N atomové cislo - pocet protonov v jadre

------ neutrénové cislo — pocet neutrénov v jadre
izotop — prook s rovnakym atémovym cislom ale odlisnym hmotnostnym cislom (odlisny
polet neutrénov pri zachovanom pocte proténov v jadre) - oznacenie X (napr. 1H)
. 1 c ]
polomer jadra v =roAs , ro=1,3-107"%m
hustota jadra p = %Z’;g >~ 2. 10" kgm—?

hmotnost jadra < sticet hmotnosti nukleénov, rozdiel je hmotnostny 1ibytok Am
vizbovad energia jadra Wy, = Amc? (zdpornd, treba ju dodat na , roztrhnutie” jadra)

atomové jadro ma diskrétne spektrum energetickych hladin — zakladny a vzbudené stavy
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elementarne Castice

koarky — tooria hadrény { mezony (z parneho poctu kvarkov, spin ?eloczselny)
baryony (z nepdrneho poctu kvarkov, spin polociselny)

(napr. protén, neutrén)

"

koarky st Castice s ndbojom +2e¢ alebo — % e, neexistujii izolované - len , zabudované

do hadronov

elektron elektronové
leptony { midn +ich neutrina { miénové
T-lepton T-lepténové
(ndboj e (nulovy nadboj
spin polociselnyj) spin polociselny)

ku kaZdej castici existuje anticastica — astica s rovnakymi vlastnostami (hmotnost, spin)
ale opacnym ndabojom a vzdjomnou orientdciou spinu a spinového magnetického momentu

pri zrazke Castice so svojou anticasticou obe anihiluji (,,zmiznit”) — premenia sa na pole
(napr. foton) - naboj, hybnost aj energia sa pritom zachovajii —e~ foton _mte
par Castica-anticastica sa moZe kreovat (vznikniit) z kvanta pola (fotonu) -~ N,

anticastica k elektrénu je pozitron, niektoré Castice sii sami sebe antic¢asticami (napr. fotén)
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fundamentalne fyzikdlne interakcie

pozname 4 druhy fyzikalnych interakcii:
gravitacnil — posobi medzi vsetkymi telesami, s nekonecnym dosahom
elektromagnetickit — medzi elektricky nabitymi telesami, s nekonecnym dosahom
silnit — medzi kvarkami, s kratkym dosahom (vnutri jadra atému, dosah 10-15m)
slabti — medzi kvarkami a leptonmi, s kratkym dosahom (v jadre atému, dosah 10-18m)

kvantova teoria popisuje interakcie medzi telesami, resp. casticami ako vyymenu kvant
sprostredkujiiceho pol'a medzi nimi:
kvantom gravitacného pola je graviton (?) (pdsobi na telesd s hmotnostou)
kvantom elektromagnetického pola je foton (posobi na elektricky nabité telesad)
kvantom silného pola je gluon (pdsobi na Castice s tzv. , farebnym nabojom™)
kvantom slabého pola je W-bozon (pdsobi na castice s tzv. ,, povabom”)
(kvanta vsetkych 4 poli sii castice s celociselnym spinom, mo = 0)

v klasickej teorii pol'a sa silovd interakcia medzi telesami majiicimi istii vlastnost (hmotnost,
naboj, atd’.) popisuje prostrednictvom interakcie telesa s prislusnym fyzikalnym polom, vy-

tvorenym druhym telesom

v kvantovej tedrii pola je tdto interakcia popisovana vzdjomnou vymenou kvant prislusného
pola, siriacich sa rychlostou c medzi interagujiicimi telesami
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jadrové sily
silnd interakcia pésobi medzi kvarkami (Casticami majticimi farebnyj naboj) formou vymeny
gluénov (kvant silného pol'a) a vedie na vznik hadrénov (o.i. proténov a neutrénov)

hadrény su farebne neutralne — majii vykompenzovany farebny ndboj — neinteraguji

s gluénmi

interakcia medzi hadrénmi (o.i. proténmi a neutrénmi) v atémovom jadre je tzv. zvyskovd
(rezidudlna) silnd interakcia (ovela slabsia nez skutocnd silnd interakcia sprostredkovand

gluénmi) — v kvantovej teorii pol'a sa popisuje prostrednictvom vymeny mezonov medzi
baryénmi — v pripade nukleénov (proténov a neutrénov) ide o vymenu - mezénov, ktora
vedie na vznik atémouvych jadier

zovyskoovd slabd interakcia medzi (farebne vykompenzovanymi) nukleénmi v atomovom jadre sa da
prirovnat ku elektromagnetickej interakcii elektroneutralnych atomov, ktord vedie na vznik molekiil

n—ptm,ptmT —mn n—n+7° (existuju 3 druhy 1t-mezonov
p—nt+ta,nt+wt —=p p—p+° s nabojom +¢, —¢, 0, spin 0)

ubytok, resp. prirastok hmotnosti pri tychto reakciach (bilancia hmotnosti na oboch strandch reakcii)
je nezistitelny, lebo doba Zivota ri-mezonov (t.j. doba preletu jadrom) At ~ = je tak mald, Ze odpo-

.7 Ve ’ . > sy e ) v . s c . A
vedajiica neurcitost energie AW ohranicuje presnost urcenia hmotnostného rozdielu na Am = 27

C
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Antired,

Three Generations
of Matter (Fermions)

Mass=*| 2.4 MeV/ 1.27 Gav 171.2 GeV 0
charge—| 24 24 24 0
spin—=|14 L4 L5 1
nanme— up charm top photon
4.8 MeV 104 MeV 4.2 GeV 0
n -4 -4 -5 0
"4
E Lz L5 L 1
C:)’ down strange bottom gluon
<22 eV <0.17 MeV ||=<155Mev ||91.2 Gev
0 V 0 V 0 V 0 Z
14 c 15 I_[ 1/ T 1
electron muon tau weak
neutrino neutrino || neutrino force
0.511 MeV 105.7 MaV 1.777 GeV 80.4 GaV
)] . =
e Ll LT W
2 | s 5 1
o
o | electron muon tau O?é‘é(
1

Bosons (Forces)
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Radioaktivita a jadrové reakcie

nestabilita jadra

elektrostatické odpudzovanie medzi proténmi je v atémovom jadre vyrazne slabsie nez
pritazlivé sily medzi nukleonmi (kratkodosahové silné jadrové sily), v pripade tazkych
atomov (A > 210) vsak sposobujit nestabilitu jadra — rozpad

energetické

hladiny ---s

v jadre

jadro

nestabilné
jadro

potencidl pre protény
(coulombovska bariéra)

potencial
pre neutrény

coulombouvska bariéra (elektrostatické )

odpudzovanie) brani protéonom nielen
prenikniit k jadru zvonka ale i unikniit
von z jadra )

v . AY ’ . . . )\
castica moze (podl'a zakonov kvantovej mechaniky)
______ . preniknut potencidlovou bariérou konecnej vysky a
Sirky — tunelovy jav

J

rozpadom sa jadro zbavuje ,prebytocnych” castic a dostdva sa do konfigurdcie odpovedajii-

mozné typy radioaktivneho rozpadu jadra:

cevv

spontinna emisia tzv. a-Castice (jadra atému 3He) - rozpad «
spontanna emisia elektrénu alebo pozitrénu (?!) - rozpad [5
Stiepenie na dve mensie jadrd pri zdchyte neutronu
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rozpad @ hmotnost jadra
energia uvolnend pri rozpade W, = [my — (ma + m)]c?
pred po hmotnost’ emitovanej castice
} rozpadom  rozpade

emitovana castica potrebuje
na prekonanie potencidlovej bariéry co najvicsiu energiu = co najmensie (mz + m)

hmotnost a-Castice 3He je vyrazne mensia nez sucet hmotnosti nukleénov, ktoré ju tvoria
(2 protony a 2 neutrény), lebo 3He md vel'kil vizbovil energiu

=> pravdepodobnost’ emisie a-Castice je oveln vyssia nez pravdepodobnost emisie samo-
statnyjch nukleénov (ma dostatocnii energiu na prekonanie potencidalovej bariéry)

N ) - atémovd hmotnost odnasand
schéma rozpadu «: 22X =5 5 Y45 a A—A—-4 a-casticou
= existuju 4 zakladné rozpadové rady A =4n.4n +1,4n +2,4n + 3

kineticka energia emitovanej a-Castice ~ W), = %Tﬂ[f.,, A=200 =W, =W,

spektrum energii emitovanych a-castic je diskrétne (¢iarové)
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rozpad f3
emisia elektronu alebo pozitronu z jadra - odkial’ sa berii elektrony (pozitrény) v jadre?!

rozpad neutrénu: n — p+ fi + U - emisia elektronu a antineutrina
v -—
(1M, > myp) protén elektrén antineutrino
. Ve . + . . . Ve 7
inverzny rozpad: p — n e+ - emisia pozitrénu a neutrina

pozitron neutrino
(nemoze nastat volne (mimo jadra), lebo m, < m,, )

K-zachyt: p+e” —n+v jadro zachyti elektrén z najhlbsej vrstvy (n=1)
elektrénového obalu — K-vrstoy

e VR ; ~ . ~N
emisia astice < absorpcia anticastice
p—n+et+rv & pte —ntrv & p+v—n+et
z fyzikdlneho hladiska st tieto reakcie ekvivalentné — ich pravdepodobnosti sii rovnaké
J
/akﬁ tlohu maju v tychto reakcidch neutrina? \

elektronové neutrina sii leptony s nulovym elektrickym nabojom, spinom 5 a pokojovou

hmotnostou rmg — 0 (?)

ucast neutrin v tychto reakcidach zarucuje zachovanie momentu hybnosti (spinu) a tzo.
lepténového cisla (1 pre lepton, -1 pre antilepton, O pre ostatné Castice)

neutrina posobia v tychto reakcidch prostrednictvom slabej interakcie, neutrina inak s
Khmotou neinteragujii (dokdzu napr. preletiet naprie¢ Zemegulou bez interakcie) /
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uvedenym 3 mechanizmom vzniku elektronov (pozitrénov) v jadre odpovedajii zdkladné

schémy B-rozpadu:

s—-rozpad: 4X — ;4 Y+e +0 (Z.N)—(Z+1,N—1) meni sa pocet
proténov na tikor
poctu neutronov

(alebo naopak)

gr-rozpad: X — ;A Y et + v
P 7z Z-1 } (Z.N) — (Z —1,N +1)

K-zichyt: 4X+e” — ;4 Y +v

pri B-rozpade sa zachovdva hmotnostné ¢islo A (nie hmotnost jadra — klesd pri 3, rastie
pri ostatnyjch), sticet pokojovyjch energii vyslednych produktov rozpadu je mensi nez poko-
jovd energia pdvodného atému, t.j. rozpad vedie k vijhodnejsiemu energetickému stavu

uvolnend energia sa ndhodnym spésobom prerozdeli medzi kinetické energie emitovanych
elektrénov a neutrin — ich energetické spektrum je spojité

jadra sa po radioaktivnom rozpade méZu nachddzat' v excitovanyjch energetickych stavoch,
preskokmi do zdkladného stavu vyZarujii energiu v podobe foténov — y-Ziarenie (niekedy
nazyvané y-rozpad) - ¢iarové spektrum

okrem toho:
pozitrony emitované pri (3 *-rozpade anihilujii s elektrénmi za vzniku foténov (y-Ziarenie)

do wvolnenych elektronovych stavov pri K-zdachyte preskakujui elektrony z vyssich vrstiev obalu
za sucasného vyZiarenia prebytocnej energie v podobe foténov (RTG)
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Statistika rddioaktivnych rozpadov
vyplyva z pravdepodobnostného charakteru tunelovania emitovanych éastic coulombovskou
potencidlovou bariérou
pravdepodobnost rozpadu jedného jadra za cas dt je A\dt A - rozpadova konstanta
za ¢as dt sa rozpadne dN jadier z celkového poctu N (nerozpadnutych) jadier

AN = —N\dt = % =Xt /[ IN-InNy=In \LO = —At = |N = Ny exp{—At}

[lde=Inz+C,C =l T =1 - asovd konstanta rozpadu — strednd doba
Zivota radionuklidu (rddioaktivneho jadra)

rédioaktivita R = -4 - rychlost rozpadu [Bg=s"]

radioaktivita (ryjchlost rozpadu) klesa s casom rovnako ako pocet nerozpadnutych jadier

poléas rozpadu T% - doba poklesu rddioaktivity na polovicu ( %Ro )

Ty
1R, = __z . In2 _ 0,693 1 _
QR[]—R()(BXI){ T}é T%— N T T A—’T>T%

rozpad jadra ma Statisticky charakter — za ¢as I’y sa rozpadne s pravdepodobnostou 50%,
jeho stredna doba Zivota (v nerozpadnutom stave) je dlhsia
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Stiepenie jadra
nastdava pri zrizke tazkého jadra s Casticou (n, p, e, fotén, a-Castica) - jadro prejde do
energeticky nevyhodnejsieho stavu (prijme n, resp. excituje sa) a nasledne sa rozpadne
na dve lahsie jadri za sticasnej emisie n (a nasledného B-rozpadu stiepnych produktov)

. spontdnne stiepenie je zriedkavé
AT e (pravdepodobnejsi je spontinny a-rozpad)
99
N pri §?iepem' sa uvolriuje o.brovskd energia,
. vicsinou vo forme Wy, stiepnych produktov
e+v e+4+uv e+
N gapy 2 odq, o4y 7 o4 ndsledmy
jeden z mozmijch 7\/ 37Rb = 30T _N>39Y —gzmzr S—rozpad
_ spdsobov 235U +in — BOU b sprevidzany
Stiepenia 23U ) \/\ - + v ﬂ€7‘|‘ re TV yZiarenim
n 2d9Cs = 19Ba S M0La S 1H0Ce
n 55 N 56 N 57 N 58

Y ~ %
' / /

[ s=rozpadom sa jadra zbavuju prebytocnych neutrénov a prechddzajii do stabilnejsich stavov ]

retazovd Stiepna reakcia — vyvoland zraZkou s neutrénom, sama produkuje tiez neutrony,
aspon jeden emitovany neutrén vyvold dalsie Stiepenie
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" o
retazovost Stiepnej reakcie mozno dosiahnut dostatocnym mmnozstvom (tzv. nadkriticka hmotnost)
radioaktivneho paliva a optimalizovanim rijchlosti neutrénov — moderovanim (ryjchle neutrony ne-
dokdzu vyvolat stiepenie jadra)
izotop 23°U sa pri zrdZke s neutronom nestiepi, preto treba zoysovat podiel izotopu 235U v prirod-
nej zmesi 238/235 oproti prirodzenému pomeru (99% izotopu 238) — tzv. obohacovanie urdnu

transurdinové proky (7 >92) BIU+n — 3390 — 2Np + e (+0)

v prirode sa nevyskytuji kvdli svojmu 2INp — 239Dy + e (47)

kratkemu polcasu rozpadu - vyrabajii sa 230 235 4
lo bombard i 238 trommi e , i Pu— U+2He

umeilo vomoaraooanim 09 Uneutronmi radloaktlvne pallvo . . ‘

termojadrova syntéza (fiizia)

uzavrety cyklus so vznikom /syntéza vyaduje prekonanie N\

lH + {H'—> 2H N €+ + V e tazezeho proku potencidlovej bariéry pre sply-
2H + 1H — 3He + ~ nutie nuklidov

reprodukovatelnost vyZaduje
extrémne tlaky a teploty

) L . ' ) \(hwezdy vznik tazsich proko 9
celkovd uvolnend energia Ame? je obrovska!

( Am - rozdiel hmotnosti vstupnych a vystupnych produktov)

. sHe 4+ 3He — jHe
(jadro deutéria) sHe + 5He — ;He

" o

-

v laboratornych podmienkach 2‘ %
H
1
2 2 3 1 v
{H  {H — $Ho + jn + 1 } SH 4 2H — Ho 4 tn 4 W ﬁ
f§1+f}g ﬁflzu 1H+ Wy - (29& 1He
deuteréon  triton (jadro tritia) energia &

i Y
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Kvantovd statistika
identické kvantovomechanické Castice sii principidlne nerozlisitel'né

/v klasickej mechanike je (pohybovy) stav kazdej castice popisany jej polohou a hybnostou, identick%
Castice vieme rozlisit na ziklade ich polohy

pri beznych hustotach kvantovomechanickych castic (mikroskopickych castic s velkou deBroglieho
vlnovou dlzkou) sa ich vlnové funkcie prekrjoajii — stdvajii sa priestorovo nerozlisitel nymi — vzi-
jomnou zamenou dvoch castic nevznika novy mikrostav - neplati Maxwellovo-Boltzmannovo roz-
delenie

\makrostav systému je urceny len obsadzovacimi ¢islami jednotlivych energetickych hladin /

dvojicu identickiych éastic moZno popisat , parovou” vlnovou funkciou (&1, Eo. t) spliia-
jucou SCHR ihﬁw(%fz-t) = Hi (&1, 60,1

kde &1, &2 su mnoziny vsetkych premennych popisujicich castice 1 a 2 (napr. polohovy vektor
a projekcia spinu)

tejto rovnici vyhovuje aj vlnovd funkcia >(&2.81,t) = Pz;';(gl_. &o.t) (hamiltonidn je symet-
ricky voci vzdjomnej zdmene - permutdcii identickych premennych), kde P je operdtor permutdcie
(komutujiici s hamiltonidnom), nadobiidajiici len dve vlastné hodnoty P = +1

symetricka

) "~ ,parovd” vlnovd funkcia
. antisymetricka

Pil6s, art) = (6 €1 = £(61.2.1)

symetrické , parové” funkcie popisuju Castice s celociselniyym spinom — bozony
antisymetrické , pdrové” funkcie popisujii Castice s polociselnym spinom — fermiony

miesto pre vlastné pozndmky




"
ak & = & (dve identické Castice v tom istom stave), pre fermiony (&1, &1.t) = —U(&1. &1 1)
ateda (&,&,t) = 0 - takyto stav je (v I'ubovolnom case) nerealizovatelny — dva fermiony
sa nemozu sucasne nachadzat’ v tom istom kvantovom stave - Pauliho vylucovact princip
- plati len pre fermiony, bozony mozu obsadzovat ten isty stav v lubovolnom pocte

rozdelenie 2 identickych castic do 3 dostupnyjch stavov

\ﬁﬁﬁ

klasické castice bozony fermidny
1 2 3 1 2 3 1 2 3 rozdiel medzi symetrickou a
AB ... AA ... A A .. antisymetrickou ,, parovou”
AB i AA A A N i funkciou vymizne ak sa vlno-
A B A A vé funkc,ze ]fffinotlz'vych Castic
B A ... A ... A neprekryvajii (astice mozno
A B A A povazovat za priestorovo rozlisi-
B ... A tel'né v klasickom zmysle)
A B
B A

/

rovnovdzny stredny pocet klasickych castic otvoreného systému (tj. takého, ktory si s okolim
moze vymienal castice — kazda Castica ,prinesie do / odnesie zo” systému energiu 4 ), obsa-
dzujticich energetickii hladinu W; s degenerdciou g: je

(ni) =

gi
W, —n

exp{ g7

Maxwellovo — Boltzmannovo rozdelenie
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rovnovazny strednyj pocet bozonov otvoreného systému, obsadzujiicich energetickit hladinu

W; s degenerdciou gi je

exp{ T }—1

(ni) = —wig— Boseho — Einsteinovo rozdelenie

rovnovazny stredny pocet fermionov otvoreného systému, obsadzujiicich energeticku hladinu

W; s degenerdciou 9i je

CK[’){%}‘FI

prislusné rozdelenie pre g; = 1 nazjvame
rozdelovacou funkciou f

Jus| | fBE
frs fop
- rozne teploty ﬁ
AN
W, W;

frp

(n;) = —wig— Fermiho — Diracovo rozdelenie

1y

V..
\ A

fg - rozne teploty

W,

s rastiicou teplotou rastie kinetickd energia a teda aj hybnost’ castic, tj. klesd ich de Broglieho vlnova

dlzka — stavajui sa priestorovo rozlisitelnymi- frp, fee — fuB
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Ziarenie absoliitne Cierneho telesa

4 prenos tepla medzi telesami sa uskutocriuje niekol'kymi mechanizmami: vedenim tepla (prenos te—\
pelnej energie bez prenosu latky -postupnym odovzddvanim kinetickej energie medzi casticami lat-
ky (pozri Systémy v tepelnom kontakte)), konvekciou (priidenie castic latky - vyniitené alebo prirodzené
— teplejsia (napr. ohrievand) cast latky zvicsuje svoj objem (tj. zmensuje svoju hustotu) — stdva sa
I'ahsou a stipa nahor, zatial ¢o chladnejsia tazsia cast latky klesa (plyny a kvapaliny), a tepelniym
\iiarenz’m - elektromagnetickym Ziarenim z povrchu kazdého telesa (zdvislym na jeho teplote) )

absoliitne cierne teleso (ACT) — teleso, ktoré pohlti véetko dopadajiice Ziarenie (nic neodrazi)

pojem ACT zavddzame preto, aby sme v Ziareni vychddzajiicom z povrchu telesa odlisili Ziarenie
vyzarované telesom od Ziarenia odrazeného od jeho povrchu (pochddzajiiceho z vyZarovania okoli-
tjch telies) - ACT Ziadne dopadajiice Ziarenie neodriza

ACT mozno modelovat dutinou (v telese) s malym otvorom — Ziarenie vnikajiice cez m y
otvor sa po mnohondsobnych dopadoch a odrazoch na stendch dutiny postupne viplne B
pohlti

vyZarovaci zdkon pre redlne teleso mozno odvodit zo zdkona pre ACT, ak pozndme koeficient odrazu
a index lomu daného telesa

neustdle vyZarovanie a pohlcovanie fotonov stenami dutiny vedie k TD rovnovdhe Ziarenia v dutine,

wéet fotonov v dutine sa nezachoviva = p =0 /

fotény sii bozony so spinom s =1, ms = +s = +1 - dova priemety spinu do vyznacného
smeru odpovedajit dvom smerom kruhovej polarizicie elektromagnetickej vlny
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pohybovy stav kazdej mikroskopickej castice systému je urceny jeho stradnicami a hybnos-
tami (vo vsetkiych smeroch pohybu), tj. polohou v 6-rozmernom fazovom priestore
princip neurcitosti modifikuje Strukturu fazového priestoru

dxdp, > h dV = drdydzdp,dp,dp. - element fazového priestoru
dydp, = h } av > p? ,bod” vo fazovom priestore (urcuje stav castice) je bunka
dzdp. = T s minimdlnym objemom R*
predpokladajme ACT ako dutinu v tvare kocky o objeme L* =V | —
je tiez rozumné predpokladat v dutine existenciu len takych vin, ,) q}i‘g\)
pre ktoréplati ng = ngt = L, n=1,2,... (stojaté vlny) — =l
) , . h v , L<_\\~J/ A
hybnost foténoo je teda p = 5p-n, a to vo vSetkych smeroch 5 \VAVAY
_ h 2 2 2 _ a7 L2, 2 \‘ th/\l
Pry.z = s Nzy.z ny +ny +n; = A(5)°p

danej hodnote hybnosti teda odpoveda tol'ko stavov, kol'ko kombindcit 1. .- ddva tii istii hodnotu p,
na jeden stav teda pripadd v hybnostnom priestore objem (J%)* = (=1)3
intervalu p, p + dp odpovedd v hybnostnom priestore objem 4mp?dp (qul'ovd vrstva hriibky dp),

d % : l o dw) i 9147"(%)2%“@ Vw?dw
a teda pocet stavov v intervale (w,w + dw) je w28 (EmyE T s

hw
c 7

pre foton p =

dve rozne

polarizicie foténov len 1/8 vsetkych stavov odpoveda kladnym ™ (o rkokrat sa (zh)

p . 3 zmesti do 4w p?dp
hodnotém pz.y.- (1 oktant p-priestoru)
(pocet dostupnyjch stavov (stojatijch vin) rastie s frekvenciou (vid obrizok))

rovnovdzne obsadenie tychto stavov pre energie fotonov hw je urcené Boseho-Einsteinovou roz-
del'ovacou funkciou  (siicin poctu stavov s danou energiou a rozdelovacej funkcie)

miesto pre vlastné pozndmky
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hustota elektromagnetickej energie na jedn. objemu ACT v intervale frekvencii (w,w + dw)

cidch je nekonecna — nezmysel!)

-

(neobsahuje Planckoou konstantu k)
pre vysoké frekvencie véak wr.s(w, 1) — o< (celkovd energia vyZiarend telesom na vsetkijch frekven-
- tzv. ,ultrafialovd katastrofa”
- zlyhanie klasickej a nevyhnutnost kvantovej fyziky

\

a3, 3
w(w,T) = Wghca C,{p{w e T Pvl.am:k?v Zalcon (rovnovizne rozdelenie x
T 'RBT Ziarenia ACT
/pre nizke frekvencie ;' < 1 plati =y . — — KT g wp(w, 1) prechddza na klasicky
- kpT - -
Rayleighov-Jeansov vyzarovaci zakon wpr(w)dw = “8%5w?dw, ktory vyplyoa z klasickej Statistiky

J

frekvencia, resp. vlnovd dizka, pri ktorej je hustota vyZiarenej
energie maximalna, zdavisi od teploty w,,, ~ 1, X\, ~

L
T

celkovd intenzita Ziarenia (energia vyZiarend jednotkovou

254
7ok 4 aal!
I = goopedl” = ol

Stefanov-Boltzmannov
zdkon

plochou telesa do vsetkych smerov na vsetkych frekvencidch)

o = 5,67 -108kgs 3 K%
Stefanova-Boltzmannova

konstanta

miesto pre vlastné pozndmky




@leso zohriate ,,do Zerava” sa ndm javi ako cervené — maximum vyZiarenej elektromagnetickej energ}
je pri vlnovej dike odpovedajiicej cervenému svetlu (800 nm)

dalsim zohrievanim sa farba Zeravého telesa meni do biela — vlnovd dizka maxima vyZiarenej energie
A ~ 7 sa posunula do stredu viditelného spektra (600 nm) a teleso vyZaruje celé viditeI'né spektrum
zloZenim jednotlivych spektralnych zloZiek vznikd vnem bielej farby svetla

vyziareny vykon (energia za jedn. éasu) cloveka (37°C = 310 K, plocha tela = 1m?) je =~ 500 W,
v izbe (20°C = 293 K) pohlti clovek vykon = 400 W vyzZiareny okolim (stenami, atd’.), tj. vysledny
Qyiiareny’ vykon cloveka je = 100 W (oblecenie ho zniZuje) /

fonony, tepelna kapacita tuhych litok

ﬁémy v tuhej latke kmitajii okolo svojich rovnovaznych poloh, sila vizby atémov na mriezku je (H(h
kov zdkon) F' = —k, frekvencia kmitov je w = /X, celkovd energia harmonického oscildtora je
W = Lmo? + Lkax? (sicet kinetickej a potencidlnej energie)
amplitida kmitov, a teda aj energia, zdavisia od teploty — pravdepodobnost, Ze oscilator md pri danej
teplote T energiu W, je exp{ 7 } (Boltzmannov faktor)
na kazdy stuper vol'nosti pripadd energia kT, potencidlna energia viizby atému na mriezku pred-
stavuje popri kinetickej energii vibracného pohybu ,, novy” stuper vol'nosti (v porovnani s vol'niymi
molekulami v plyne)

Wednd energia oscildtora pri danej teplote je (W) = LkpT + LkpT = kpT /

miesto pre vlastné pozndmky




" J
vnutornd energia krystalu obsahujiiceho N atémov, kmitajticich v 3 nezivislyjch smeroch
(kazdy atom odpoveda 3 nezavislym 1D harmonickym oscilatorom), je U = 3NkgT,
jeho tepelnd kapacita je teda Cv = 3Nkp (= 3R pre 1 mdl litky)
Dulongov — Petitov zikon

podla klasického Dulongovho-Petitovho zdkona tepelnd kapacita tuhych latok nezavisi od teploty,
v skutocnosti vak tepelnd kapacita tuhych latok pri nizkych teplotich klesa k nule — je potrebny kvan-
tovomechanicky pristup

atém v krystali je kvantovomechanicky harm. oscildtor s energiami W,, = (n + 1)hw

Wy = 1hw pre n = 0 je tzv. nulovd energia (energia , nulovych kmitov*), nestivisiaca
s tepelnymi kmitmi, energie tepelnych kmitov s (W, )ity = nhw

v TD rovnovdhe je oscildtor v stave n s pravdepodobnostou ~ exp{ 2=}

kT
pocet oscilatorov v stave n je N,, = Ny exp{ Y} pocet oscildtorov v zdkladnom stave n =0

v
kpT

Rw
expd ,fB—”"T F—1
(Boseho-Einsteinovo rozdelenie)

strednd energia pripadajiica na 1 oscildtor (W) = (namiesto kpT'!)

a9 AT/TATN . 9T hw v rdU 9Nl hw 2 exp{km‘T’T:
[] — -3:\‘ <I{ > — 03;7\ E!Xp{ ktiBUdT }—J. — C‘/ == (dT )‘/ = -3_'.7\ kB(;\BT) (exp{ kg’"’f}—l)z

(Einsteinov vzorec)

miesto pre vlastné pozndmky




kel > hw: exp{ e} & 14 2 = Cy — 3Nkp - -

et=14+ar+ .., K 1|

kT < hw: e‘(p{ ==} > 1= Cy =3Nkp ( “)? exp{k L -

hw _
iep)t = Cv =0 T

T — 0: exp{ 722 T }klesa k nule rjchlejsie nez narastd (
kmity jednotlivyjch atémov v mriezke krystalu nie su nezdvislé, predstavuju viazané retaz-
ce - spriahnuté oscildtory — kmity sa prendsajii, tj. Siria ako vlny, na okrajoch krystilu sa
odrdzajii — vznikaju stojaté viny rozloZené v celom krystali

)

Einsteinov vzorec pre tepelnii kapacitu tuhej latky vychadza z predpokladu, Ze vsetky atomy v krystali
kmitajii s rovnakou frekvenciou w, spresnenie poskytuje Debyeova tedria so zloZitym vyrazom pre C'y

frekvencie kmitov, resp. vin tvoria spektrum s maximalnou — Debyeovou frekvenczou

rychlost Sirenia viny v krystali w D = 437;}', < ZZ;S#IZZZZIZ rystli

)

vinova dlzka dand medziatomovou vzdialenostou v krystali

maximdlnej (Debyeovej) frekvencii odpovedd minimalna ] Z};

hwp = k8| - Debyeova teplota 6 - pod 11ou zacina tepelnad kapacita prudko klesat,

prejavujii sa kvantové efekty, energetické spektrum kmitov oscildtorov je diskrétne, vibrac-
nd energia sa Siri sa v podobe energetickych kvant - fononov

miesto pre vlastné pozndmky
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fondmny st mechanickym analdgom foténov, su bozony (celociselny spin, Boseho-Einsteinova §tatisx

tika)
na rozdiel od (len priecnej) elektromagnetickej vlny mozu byt mechanické vlny priecne aj pozdlzne —

transverzalne aj longitudindlne fonony — siria sa mierne odlisnymi rychlostami

pocet fonénov (ani fotonov) v systéme sa nemusi zachovdvat - hodnotu ich chemického potencidlu (o.i.
v rozdel'ovacej funkcii) kladieme rovnii nule

Sirenie tepla vedenim (tj. prenasanim energie a hybnosti) v krystaloch sprostredkovdvajii viny-fonony

v kovoch sa navyse na vedeni tepla podiela aj ,plyn vol'nych “elektrénov (pohyb elektronov nepredsta-
Quje prenos latky!) — kovy st preto dobrymi vodicmi tepla /

miesto pre vlastné pozndmky




Molekuly, chemickd vizba

molekuly — vznikaju chemickou vizbou atémov
molekula je stabilnd ak energia molekuly < sucet energii samostatnych atémov

kovalentnd vizba — atémy tvoriace molekulu zdielajii
jednu alebo viac dvojic elektrénov, aby doplnili svoje
vonkajsie elektronové vrstvy

Animdcia: Kovalentna vizba ]

ﬁzliho vylucovact princip plati pre vietky castice s polociselnyjm spinom — fermiony \
vyslednd vlnovd funkcia popisujiica siibor identickych fermiénov musi byt antisymetricka
vzhladom na ich vzajomni vyymenu
pre Castice s celociselnym (aj nulovym) spinom — bozony — neplati Pauliho vylucovact princip,
vysledna vinovd funkcia popisujiica subor identickych bozonov musi byt symetricka vzhladom
na ich vzdjomnii vymenu

Vi@~ elektron 1o stavea . ;'ﬁ;(a)ﬁi’z ) pr‘gz;depodobnost’,‘ Ze siicasne
ST elektron 2 v staveb ...~ 4 1jevstavea a2 jev stave b
® '.-:%(b) pri takomto zdpise mozno elektrény ro;liéit’ na ;dklad¢ stavu, elektrony
e R sti vSak nerozlisitelné, tj. 1 = 1y (a)i2(b) & 1 (b)y2(a) - pravdepo-
o dobnost’ obsadenia stavov a,b elektronmi 1,2 (bez rozliSenia poradia)
K pre bozény ‘jg pre fermiony ( pre a = b musi byt ¢ =0 )/

miesto pre vlastné pozndmky




molekula H, celkovd vlnova funkcia elektronového paru musi byt antisymetricka
. symetricka (paralelné spiny)

@ spinovd cast vlnovej funkcie moze byt { antisymetrickd (antiparalelné spiny)
Y - =- priestorovd cast vlnovej funkcie musi byt opacna ako jej spinova cast
a:
symetrickad

|‘H;|7\/\ Wi
antisymetrickd A X

g
|LPAM Wa v S '
priestorovd cast vlnovej funkcie pred a po -

To g
priblizeni atomov energia atomov

disociacna “vzdialenost

po priblizeni elektronov len symetricka (priestorovd) vinova funkcia ddva stabilnii vizbovii kon-
figurdciu (tj. prekryvanie vinovych funkcii jednotlivych elektrénov)

pripadny treti elektron (tretieho atomu) by bol vzdy v antisymetrickej priestorovej konfigurdcii
voci jednému z elektronov ( = odpudzovanie) — molekula je nasytend, neexistuje molekula Hz

molekulové orbitaly — vznikajii prekrijvanim atémovych orbitalov, dochddza ku zmene
elektronovej konfiqurdcie (oproti izolovanym atémom) vo vonkajsej nezaplnenej vrstve
(vniitorné vrstvy su bliZsie k jadru a potencidl jadra je menej odtieneny)

vysledkom vzdjomného prekryvania atomovych orbitdlov je zvysenie alebo zniZenie hustoty
pravdepodobnosti vyskytu elektronu — vizbovy alebo protivizbovy molekulovy orbital

miesto pre vlastné pozndmky




oznacenie molekulovych orbitdlov urcuje ich symetria: o, m, 0, ... na zdklade podobnosti
(v smere vizby, tj. pozdlz osi molekuly) s atémovymi orbitdlmis, p, d,...

rotécia molekuly okolo pozdiznej osi — priemet momentu hybnosti L do smeru tejto osi (z)
L. =M, \=0,%1,£2,... (analég n) c:A=0(L.=0)
T A==+l
0: A==22
z akych atomovych - protivizbovy (¥) alebo vizbovy () orbital

orbitdlov vznikol Y. » . , , . ,
1so” . . 1Y meni (u—ungerade, neparny) alebo nemeni (g — gerade, parny)

symetrig - znamienko vzhladom na stred molekuly - md zmysel len pre dvojatomové
molekulového orbitalu homonukledrne (obsahujtice rovnaké atémy) molekuly

Kaifémové orbitaly —{: Z;(;Z;L)ngove molekulové orbitdly

(homonukledrnych dvojatomovych

molekil) /

miesto pre vlastné pozndmky




molekulova vizba je stabilnd ak energia molekulového orbitdlu < sticet energii atémovych

orbitalov

Lsog (vs)
Lso (1a)
energia vizbového orbitalu < energie atémovych orbitdlov < energia protivizbového orbitdlu

%Olekula CH, \

elektronovd konfiguricia v izolovanom atéme C: 1s*2s22p? (zaplneny orbital 2s, 2 nespirené
elektrony v orbitiloch 2p,, 2p, )

molekula H : o, ;.
2 ls' + 1s!' — { « —— (nestabilnd moleiculova vizba)

elektronovd konfigurdcia C v molekule metdnu: 1s22s'2p* (4 nezaplnené hybridné orbitily s'p?)
kazda kovalentnd viizba zniZuje energiu molekuly, hybridizicia nastdva ak energie s a p orbitilov

sa lisia nepatrne

w P jadra H
GO [
o "%
elektrénové : hybridné 3D hustota pravdepodobnosti
vrstoy atomové orbitaly  molekulové orbitaly vyskytu elektrénov

elektronegativita — miera schopnosti atdmu v molekule pritiahnut k sebe vizbové elektrény

miesto pre vlastné pozndmky




“
poldrna kovalentnd vizba — ak atémy (v désledku rozdielnych elektronegativit) nerovnako

zdiel'aju vizbové elektrénové pary - nesymetrické nabojové rozloZenie (niektory atom ,viac
kladny”, iny ,viac zdporny”) — vznika elektricky dipdl

molekula H,O ‘

vizby H na p, ap, orbitaly O

LI /' , .. , £ 0.095718 nm
symetrické a asymetrické rozloZenie (obsadené 1 elektronom) — 90°_—7
elektrénového ndboja v molekule + elektrostatické odpudzovanie H

- \ .._
i6novad vizba — jeden alebo viac atémov strdca elektrén @
< —

(elektrony) v prospech iného atomu, aby mali zaplnené Y
vonkajsie vrstvy — vznikajii kladné a zaporné iony, ktoré -
sa elektrostaticky pritahujii, vznikajii polarne molekuly @j

. [ Animicia: I6novd viizba ]

lonizacna energia — energia potrebnd na ,,odtrhnutie” elektronu z neutrilneho atéomu

ionizacnd energia narastd v chemickej tabulke prokov zlava doprava (v ramci periody) — narasta
naboj a teda potencial jadra pri nezmenenom elektrostatickom tienent jadra, tvorenom zaplnenymi
elektronovymi vrstvami

ionizacnd energia klesd v chemickej tabul'ke prokov zhora nadol (v ramci grupy) — narastd vzdiale-
nost od jadra

miesto pre vlastné pozndmky




elektronovd afinita — energia uvolnend pridanim elektronu k neutralnemu atomu (je
mierou sily vizby elektronu na neutrdlny atém)

i0novd vizba vznikd medzi atémami s malou ionizacnou energiou a atémami s vel'kou
elektrénovou afinitou

molekula NaCl  (len v plynnom skupenstve) W, s
Na: jeden 3s elektron mimo zaplnenyjch vrstiev, (ev): 5.14eV - 3.62eV = 1.52 eV
ionizacnd energia 5,14 eV (treba dodat) o L\ / __ Na+ O
ClL: do zaplnenia vrstvy chyba 1 elektron, ('] 02 04 06 08 10 12
elektronovd afinita 3,62 eV (uvol'ni sa) 4 riom)
tj. na ich ionizaciu treba dodat -2
5,14eV-3,62eV=152¢eV :: zaporna vyslednd
priblizovanim iénov Na* a CI- I_czlesd (uvolnuje sa) St EBELm B potencidlna energia
ich potencidlna energia ‘ 0 Vs
TEQ

prer <1 nm ,uvolnend” potencidlna energia prevysi energiu potrebnii na ionizdciu

pre r <, prevldda odpudzovanie iénov v dosledku Pauliho vylucovacieho principu a elektrosta-
tickych sil

konfigurdcie idnov s iiplne zaplnenymi elektrénovymi vrstvami odpovedajii

najoyhodnejsiemu (najnizsiemu) energetickému stavu, elektronové orbitaly

ionov Na* a Cl- sa navzdjom neprekrijoajii (pri prekryjovant by Pauliho vylu-

covact princip vyzadoval obsadenie vyssich stavov — zoysenie energie)

cisto i0novd vizba (len elektrostatické pritahovanie bez prekryvania orbitalov, tj. bez
zdielania spolocnych elektronov) je idealizicia, kazda ionova vizba je do istého stupia
kovalentnou (alebo kovovou) vizbou — s rastiicim rozdielom elektronegativit atomov
narasta ionovy charakter vizby

miesto pre vlastné pozndmky
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Molekulové spektra
rotacné energetické hladiny molekuly

rotdcia molekuly okolo osi kolmej na os symetrie molekuly (dvojatémouvej)

\ v . ¥ 13
N moment zotrvaénosti molekuly I = mqri +mor3
tazisko molekul e
_ Y taZisko molekuly: mqri = mars ri4+r0o =R
- ‘ _ L mams N2 o 2
0s symetrie = [ = e (ritr2)” =m'R

molekuly

m’

moment hybnosti molekuly: L = Iw
L=+JJ+1h,J=012.

kinetickd energia rotujiicej molekuly: Wy = $1w? = Lo = JU AL 2

27

- kvantovana!

pri rotdcii molekuly okolo taZiska pdsobi na atémy odstredivad sila — roztahuje molekulu
(R — R') - kompenzovand je spitnou silou pruznosti

> g, ;o :,‘wa / I kR
potencidlna (elastickd) energia ME —R) =mw R = R

kE—m/'w?

napnutej (roztiahnutej) molekuly k(R — R)? - prirdtava sa ku kinetickej energii

, . -y . o~ J(JH1)R? J2(J+1)2R? 1 Cim tuhsia molekula

vysledné energetické hladin Wy == s — Sy . .

Y 3 Y 2 ’;"Rz 2”;’5’( k k- tym mensia korekcia
nedeformovand korekcia na elasticku

molekula deformdciu (roztiahnutie)

miesto pre vlastné pozndmky




"
0s symetrie molekuly

pri linearnych (napr. dvojatémovyjch) molekulich moZno rotdciu molekuly okolo svojej
osi symetrie zanedbat’ (hmotnost molekuly je suistredend v jadrach atémov - leZia na osi,

moment zotrvacnosti I pre takiito roticiu je maly, W, ~ 1 sii vel'mi velké pre vsetky

J> 0 — na tirovni disociacnych energii molekul — nemusime o nich uvaZovat)

u zloZitejsich molekiil treba uvaZovat o rotdcidch okolo (navzdjom kolmyjch) osi x,y,z
. e P . . 2 L2 2
I, Iy, I, Le Ly, Le Wi = 3(Iw? + w2 + Lw?) = §(3=+ 7 + 3)

I,
i \/Lg + L2412 =\/I(J+ )h,J=0,1,2..

ak L, # L, # L. (asymetricky vicok), nie je definovany vijznacny smer pre priestorové
kvantovanie L — neexistuje vSeobecny vyraz pre rotacné energetické spektrum

ak L, = L, (symetricky viéok), vijznaény smer je z, priestorové kvantovanie
L.=M;r,M;=0,%x1,+£2... £J
L2+ L+ L2 = J(J+ 1)h?

17 J(J+1R?2 | M3, p2 B2
} Wi, = L0 +=5H 1)

20y Tuyy

I, > 1 f >0
I;Ey < IZ <0

miesto pre vlastné pozndmky
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vibracné energetické hladiny molekuly

elastickou deformaciou (dvojatomovej) molekuly sa jej potencidlna energia zmeni o
~5k(R' — R)? aspiitnd sila pruznosti je —k(R' — R), pohybovd rovnica md tvar

gt d2e g, /I _maima ;
m dt2 kax ’ kde L= M+ €

riesenim klasického harmonického oscilatora dostavame frekvenciu kmitov wo = / £

rieSenim kvantového oscildtora dostdvame energie W, = (v+ 5)hwo , v =0,1,2...
(v pribliZeni parabolickej potencidlovej jamy)

elektrénové energetické hladiny molekuly
v . . v s .1 . .. . =
rotacné a vibracné energetické hladiny sii viazané na pohyb 5o )
. P REET . s s s . . s g vzbudeny stav
atomouvych jadier (sitstredujiicich prakticky celii hmotnost S ‘
molekuly), existencia elektronovych hladin stivisi so zmenou zékladnyj stav

elektronovej konfiguracie oproti zakladnému stavu molekuly,
vzbudené (excitované) stavy mozu byt spreviadzané zmenou
viizby (molekulovych orbitdlov) a tym aj zmenou tvaru molekuly

medziatomova vzdialenost

molekulové spektra
pohltenim alebo vyZiarenim energie (napr. elektromagnetickej vlny - foténu) mozu nastat’
prechody molekuly medzi energetickymi hladinami — molekulové spektra

AW rotacnych hladin << AW vibracnych hladin << AW elektrénovych hladin

(mikrovlnng oblast’ elmag. (infracervend oblast (viditel'nd a UV oblast’
spekira — 10°-10'°Hz) spektra — 10°Hz) spektra — 1014-10°Hz)

miesto pre vlastné pozndmky




excitované rotacné stavy vznikaju aj dodanim tepelnej energie (energie ekvivalentnej teplote) kT

kp=1,38-10"23JK !

Boltzmannova konstanta

pri tzov. izbovej teplote 300K = 27°C' je AW, > kI’ > AW, tj. vicsina molekiil sa nachadza

v excitovanych rotacnych stavoch a v zdkladnom vibracnom stave

rotacné spektrum - interakcia rotacnych hladin s elmag. Ziarenim (absorpcia alebo emisia
foténu) existuje len u poldarnych molekiil — elmag. pole posobi na elektricky dipdl molekuly
F

to¢ivym momentom (sily)

vyberové pravidla:
AJ = =x1 (Al = +£1)
Aﬂ'fj =0 (A'TT?-[ = 0)

My urcuje rotdciu okolo vyznacného smeru —

osi symetrie molekuly, okolo tejto osi neexistuje
elektricky dipol — elmag. pole nemoze interagovat
s touto rotdciou, AMj; =0

energia

AW, > AW - rotacné spektra su viazané
na danti vibracnii energetickii hladinu

elektronové
prechody x

disociacné
energie
excitovany

.,....u,glektré novy stav

zakladny
elektrénovy stav

rotacné
prechody

vibracné
prechody N

medziatomova vzdialenost
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"
vibracné spektra — elektricky dipdl oscilujiici s frekvenciou wo absorbuje alebo emituje
energiu fotonu fiwg
vyberové pravidlo: Awv = +1 (v priblizeni harm. oscilatora — parabolicky potencidl)
Av = + liZi% (pre anharmonicky oscildtor)
¥ menej pravdepodobné

vysledné rotacno-vibracné spektrum (priblizne) Wy, = (v + %)h ko J(J + 1)%

m’

(rotacné rozloZené hladiny husto pri danej vibracnej hladine — tzv. vibracno-rotacny pas)

elektronové spektra — preskoky elektronov pri pohltent alebo vyZiareni energie foténu,

/ 1 vibracné 2 1. pohltenie fotonu — prechod molekuly do vzbudeného elektré—\

hladiny nového stavu, na jednu z vibracnych hladin, ndasledné neziarioé
- vibracné prechody (odovzddvanie energie susednym molekulam)
| vzbudené na nizsie hladiny

2. ziarivy prechod do zdkladného stavu
(z nizdej vzbudenej hladiny nez povod-
na) — fluorescencia, vyziareny foton ma
. ztikladn mensiu frekvenciu nez pohlteny (,cer-

— veny” posuv)

3

elektronové
hladiny

singlet
triplet

3. vibracné prechody mozu viest ku preklopeniu spinu excitovaného elektro-
q zo singletného do tripletného stavu, ndsledny Ziarivy prechod do zdklad-

ného (singletného) stavu sa deje s casovym oneskorenim - fosforescencia

/

miesto pre vlastné pozndmky




zaplnenyy molekulovy orbitdl v zdakladnom stave obsahuje 2 elektrony s ,opacnym” spinom (Pauli-
ho vylucovaci princip) — singlet (vysledny spin S =0 )

prechodom do excitovaného elektronového stavu -1 z elektronov zo zaplneného orbitdlu preskoci do
vyssieho prazdneho orbitdlu - vzniknii 2, nespdrené” elektrony v 2 napoly zaplnenych orbitaloch,
pri takomto prechode sa vysledny spin musi zachovat ( AS = 0) —vzbudeny stav je tiez singlet

vzbudeny stav s 2, nesparenymi” elektronmi (v 2 napoly zaplnenych orbitdloch) s , rovnakym”
spinom — triplet (vysledny spin S = 1)

energia excitovaného tripletného stavu je (o malo) nizsia nez energia singletného stavu (elektrosta-
tickd aj magnetickd dipdlova interakcia) — prechod zo singletného excitovaného stavu do tripletného
(,,preklopenie” spinu jedného z elektrénov, v dosledku spin-orbitdlnej interakcie) je energeticky vj-
hodny

prechody AS = +1 sui vsak ,zakizané” kvantovomechanickym vyberovym pravidlom AS = 0,
,zakazané” prechody mozu nastat, ale v dlhych casovych Skalach (tj. s oneskorenini)

pri fosforescencii dochddza pocas vibracnej relaxdcie (neZiarivych vibracnyjch prechodov na nizsie
hladiny) k , zakazanému” prechodu (preklopeniu spinu) zo singletu do energeticky vyyhodnejsieho
tripletu, nasledny Ziarivy prechod do zikladného stavu (singlet) je opit , zakdzany” — nastdva s
oneskorenim (a s ,Cervenym” posuvom)

ST
:- :

< fluorescencia
fosforescencia —
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