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Teorie a perspektiva kvantovych pocitac¢h

Tato diplomové prace se zabyva jednim z nejnovéjsich odvétvi informatiky —
kvantovymi pocitaci. Zabyva se zakladnimi teoretickymi principy, na nichz jsou
kvantové pocitace zalozeny a ukazuje jejich schopnosti na typickych algorit-
mech, které byly do dnesni doby navrzeny. Na zavér je diskutovan stav v oblasti
konstrukce realnych kvantovych pocitaci a jsou uéinény jisté predpovédi o bu-
doucnosti kvantovych pocitaca.

Theory and Perspectives of Quantum Computers

This Master’s thesis deals with today’s hot topic in the field of computer science,
namely the branch of quantum computing. It explores basic theoretical princi-
ples of quantum computers and shows their potential on some of the typical
algorithms that were designed so far. Also, the progress in building real quan-
tum computers and some predictions concerning the future are included in the
final of the thesis.

Prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci Teorie a perspektiva kvantovych pocitaci
vypracoval samostatné a pouzil pti tom Gplny vycet citaci pouzitych prament,
které uvadim v referencich na zavér diplomové prace.

Neméam ndmitky proti pGjcovani, zverejnéni a dalsimu vyuziti prace, pokud s
tim bude souhlasit katedra poéitacti FEL-CVUT.

Vojtéch Kupca 16.ledna 2001

bashar@centrum.cz
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1 Uvod

Skoncené 20. stoleti lze bez nadsazky oznacit za nejpokrokovéjsi v dé€jinach lid-
stva. Prestoze se zapsalo do déjin i mnoha negativnimi strankami, v oblasti
poznani a védy zaznamenalo nejdrtivéjsi postup a utvafelo nebo zpiesiovalo
nas pohled na svét. Neni tak ndhodou, zZe dnes na zacdtku roku 2001 se nachazi
vyspély svét v brazdé proudicich informaci, které celkovy rozvoj jesté akceleruji.
Pozadavky na efektivni zpracovani informaci se rychle béhem desetileti mnozily.
Obranou v této zaplavé se ve druhé poloviné stoleti staly prvni prototypy poci-
tacl, které mély zprvu usnadnit inavnou praci lidi na slozitych vypoctech. Dnes
se pocitace dostaly do pozice univerzalnich néstroji pro hromadné zpracovani
informaci.

1.1 Limity v konstrukci procesora

Vice informaci v8ak nevyhnutelné znamend potiebu vétsi vypocetni sily. Legen-
darni Mooretdv zakon pfitom rika, ze priblizné kazdych 18 mésict se zdvojnaso-
buje pocet tranzistort, které tvori jeden ¢ip. Dnes se jich na bézném c¢ipu tisni az
30 miliont!. Aby vSak byla vyroba rentabilni, neni mozné zvétsovat plochu, kte-
rou Cip zabira. To proto, ze ¢im vétsi jsou platky kfemiku tvorici zédkladni vrstvu
Cipu, tim vétsi je pravdépodobnost, Ze v takovém platku bude defekt, ktery ucini
¢ip nepouzitelnym. To zakonité vede ke zmenSovani velikosti jednotlivych ele-
mentl, jako jsou napiiklad tranzistory. To ale také znamend nutnost zjemnovani
litografické technologie, kterou se na ¢ipu leptaji spoje. Dnesni Spickova 0,13 mi-
kronova technologie umoziiuje propojovat tranzistory $iftky 70nm. Technologie
0,11 mikrontt mé byt na svété za nékolik let. Presto se obvykle povazuje 0,02
mikronové hranice za mez v klasické konstrukci po¢ita¢t?. To znamend, ze ko-
lem roku 2020 by Mooreiv zdkon pfestaval dodrzovat vyse zminéné kritérium.
Co prijde pak? Tezko predvidat, ale ve vyvojovych laboratofich pfednich vy-
robct Cipu se jiz ddvno vymysleji dalsi vylepSeni souCasnych technologii at uz
jde o 3D ¢ipy, které by mély na sebe naskladat vice vrstev spoji nebo fotonické
krystaly, jenz maji svymi optickymi vldkny vést mezi prvky Cipu svétlo vlnové
délky podobné Sifce vldkna, az tfeba po bioCipy, které by vyuzivaly ke zpraco-
vani informace pfirodou vytvorené nanometrové biologické struktury napiiklad
v listech rostlin. Takova miniaturizace je zajisté slibnd, ale nevyhnutelné smé-
fuje k jedinému konci. A sice, ze bude dosazena hranice velikosti jednotlivych
molekul a atomi, tj. rozmért kolem 0,1-0,5 nm. K nutné zméné technologie
se navic pridava fakt, ze ndklady pfednich vyrobci polovodic¢ovych komponent
na nové vyrobni haly se velmi strmé zvysuji, pficemz stejnym tempem je tento
trend v nasledujicich letech neudrzitelny. Pozoruhodné je, ze prostéa extrapolace
téchto charakteristik do dal$ich let ukazuje na jejich spole¢né dosazeni kvantové
urovné kolem roku 2020, kdy méa byt informace kédovana na trovni ¢astic.

IPentium 4 od Intelu jich m4 mit v roce 2001 na technologii 0,13 mikronii 42 miliént — viz
prognéza v Casopisu Computer v referencich.

21 kdy# naptiklad IBM tvrdi, Ze jejich budouci technologie V-Groove za 10-15 let dokaze
vytvéfet spoje mensi nez 0,01 mikronu.



Na ¢éasticové trovni ale prestavaji platit jindy bézné fyzikalni zdkony makrosko-
pického svéta a na svém vyznamu zacind nabyvat do dnesni doby nejpresnéjsi a
nejpodrobnéjsi popis pozorovaného (i nepozorovaného) svéta — kvantovd mecha-
nika. Kdyz byly kvantové mechanice polozeny v roce 1900 Maxem Planckem za-
klady, zfejmé jen malokdo tusil, jaky dopad bude mit tato oblast fyziky na nase
pochopeni fyzikdlniho obrazu svéta. Na Planckovy zavéry totiz navazal pozdéji
Niels Bohr se svym modelem atomu, v némz byly kvantovany energetické trovné
elektronil v atomu, coz dokazalo vysvétlit jev vyzarovaného spektra atomu vo-
diku a stabilitu atomtl. Uspéch Bohra pak o nékolik let pozdé&ji vedl Heisenberga,
Schridingera, Diraca, Pauliho a dalsi predni fyziky k formulaci prvnich zaklada
moderni kvantové mechaniky, zalozené na aparatu vlnové funkce. Rozhoduji-
cim rozvojem kvantovd mechanika prosla pomérné kratce v letech 1923-1927.
Shrime si pro dokresleni situace v prvni pol. 20. stolet! fundamentalni poznatky
a principy, které tehdy spatfily svétlo svéta:

1900: Max Planck — kvantovani zafeni ¢erného télesa

1905: Albert Einstein — vysvétleni fotoelektrického jevu

1913: Niels Bohr — model atomu s kvantovanymi energetickymi hladinami

1923: Luis de Broglie — vlnové-¢asticova dualita

1925: Wolfgang Pauli — vylucovaci princip

1925: Werner Heisenberg — maticova mechanika

1926: Erwin Schrodinger — vinova mechanika

1926: Erwin Schrodinger — potvrzeni ekvivalence maticové a vlnové
mechaniky a vznik moderni kvantové mechaniky

1926: Max Born — navrhl statistickou interpretaci kvantové mechaniky

1927: Werner Heisenberg — princip neurcitosti

1932: John von Neumann — popis kvant. mechaniky operatorovou algebrou

Ani néas zfejmé nepiekvapi, ze kromé von Neumanna dostali vSichni za svij pii-
spévek k rozvoji kvantové mechaniky Nobelovu cenu. Od té doby prosla kvan-
tovd mechanika zna¢nym rozvojem i vétvenim jejich rdznych specializovanych
Casti a uplatnuje se dnes také v pribuznych disciplinach, jako jsou napiiklad
astrofyzika nebo kosmologie.

1.2 Myslenka kvantového pocitace

Nékdy v 70. a 80. letech se vSak zacaly objevovat prvni napady, tykajici se vyu-
Ziti kvantové mechaniky v informatice. Dobrou zpravou bylo, ze by se dala kvan-
tova mechanika pouzit i se vSemi svymi pozitivnhimi dopady. To znamend vSemi
zvlastnimi jevy, které jsou ji vlastni. Horsi ale bylo, ze ivahy o realizaci se v té
dobé zdaly vzdalené a tezko uskutecnitelné. Na zakladech kvantové informatiky
se tehdy podileli pfedevsim Charles Bennett, Paul Benioff, David Deutsch a Ri-
chard Feynman. Ti postupné definovali abstraktni rdmec kvantové informatiky
v podobé kvantového Turingova stroje, teorie o kvantové slozitosti problému
a konkrétnich navrht funkéniho modelu kvantového pocitace. Uz tehdy bylo
ziejmé, ze pokud by se jednou podarilo takovy pocita¢ postavit, znamenalo by



to jisté zasadni prilom ve zpiisobu, jakym dnes pocitace pracuji. Prozkoumat
moznosti kvantového paralelismu, ,nelokalni“ povahy reality nebo vlastnosti
prirozené nadhodnych jevl predstavuji nepochybné velka lakadla. Cesta k nim je
vSak z nékolika hlavnich divodl obtizna: jednak je to cesta do opravdového mi-
krosvéta az k rozmértm velikosti atomt a ¢astic — jisté si dokdzeme predstavit,
jaké obtize musi manipulace s jednotlivymi atomy ptisobit; jednak je to vyprava
k nedeterminismu kvantové-mechanického svéta, v némz nejsme (vzdy) schopni
predvidat néasledujici udélosti. A také je to problematicka (aZ filozofickd) otazka
méfeni a dekoherence kvantového systému, tedy vlastnosti zapfticinujicich, ze vi-
dime svét bez superpozic? a jinych klasicky nevysvétlitelnych jeva. Pies véechny
mozné tézkosti (pokud se nevynoii nova nepiedvidana technologickd prekazka
nebo skryta teoretickd chyba) se jiz dnes da s velkou nadéji ¥ici, Ze kvantové po-
¢itace bude mozné v budoucnosti zkonstruovat. Na otazku jak vzdalend je tato
budoucnost by (kromé jiného) méla odpovédét nasledujici préace, kterd si klade
za cil podat Siroky prehled problematiky kvantovych pocitact a poukazat na je-
jich vyuziti pti feSeni redlnych problémi. Postupneé se sezndmime s teoretickymi
zéklady kvantové mechaniky a jejich korespondenci s popisem kvantového poci-
tace. Predstavime zdkladni teoretické principy, na kterych je kvantovy pocitac
zalozen. Zminime se o algoritmech, které demonstruji potencidl kvantové infor-
matiky. Budeme hovotit o opravé chyb, které kvantovy vypocet nevyhnutelné
provazi. Na zévér se pokusime nastinit, v jakém stadiu se nachazi experimenty
s realizaci kvantovych pocitact a jaké jsou jejich nejslibnéjsi vysledky.

3Kvantovy systém je v superpozici, pokud se nenachézi ve stavu konkrétni &isté hodnoty
(kterou mé¥ime - viz déle). Misto toho je jeho stav ,namichan® z nékolika moZnych vyslednych
hodnot. Klasickym prikladem je problém tzv. Schridingerovy kocky z roku 1935. Schriodinger
popsal lehce nadneseny problém kocCky uvéznéné v krabici, na niz mifi pistole, kterou spousti
mechanizmus zavisly na ndhodném jevu rozpadu radioaktivniho atomu s polo¢asem 1 hodina.
Pokud se atom rozpadne, kotka zemfie a naopak (pravdépodobnost rozpadu b&hem hodiny je
1/2). Jestlize stav atomu vyjadiime kvantové-mechanicky jako superpozici stavii rozpadlého
a nerozpadlého atomu, pak po uplynuti jedné hodiny se stav koCky zméni zrovna tak: kocka
je nyni ziva i mrtva zaroven! Je tedy v superpozici dvou stavi. Teprve kdyz krabici otevieme
(provedeme méf¥eni), zjistime jen jednu z moznych alternativ. Zavér: Superpozice v makrosvété
nepozorujeme, protoze méfenim superpozice rusime.



2 Strucny prehled kvantové mechaniky

Abychom mohli spravné matematicky kvantovy pocita¢ popsat, je zapotiebi
zavést zakladni matematické pojmy a pripomenout si nékteré fundamentalni
principy kvantové mechaniky. V této ¢asti proto nadefinujeme kvantovy stav
a matematicky popiSeme jeho vyvoj. Budeme se zabyvat otdzkou méfeni na
kvantovém systému a fekneme si, jak matematické formalizmy koresponduji s
pozorovanim kvantové-mechanického svéta. Tento Gvod si jisté neklade za cil
podat vycerpavajici vyklad problematiky Hilbertova prostoru. Spise se budeme
a které umozni pochopeni problémi na technické trovni. Predpokladem jsou
znalosti zédkladnich poznatkl matematické analyzy a algebry. Pro vyklad se jako
vhodny jevi prehled Vladimira Buzka. Ctenaifim s hlubsim z4jmem o Hilberttv
prostor se doporucuje napiiklad kniha Davida Cohena zminénd v referencich.

2.1 Z&akladni matematicky aparat

Definice 1: Necht V je mnoZina objekt (vektor), C je mnoZzina komplexnich
Cisel, 4 je operace souttu a ,,-“ je operace nasobeni. Pak se ¢tvefice (V,C, +, )
nazyva komplexni vektorovy prostor, jestlize pro zminéné operace plati: mé&jme
dany libovolné vektory #,,2 € V a komplexni ¢isla a, b, c € C, pak:

i) T+yeV

ity T+@+H=E@T+9+7

i) 30eV=>E+0

w) I-Z)eV:i+ (L) =0

v) T+y=y+7

vi) a-TeV

vit) 1-Z=4

viit) (b-c)-Z=b-(c-T)
ir) c-(Z+9y)=c-Z+c-§
x) (b+c¢)- Z=b-F+c ¥

Poznamka: Vektory budeme v nésledujicim vykladu chipat jako n-rozmérné
prvky C*.

Definice 2: Komplexni skaldrni souc¢in na vektorovém prostoru pfitfazuje li-
bovolnym dvéma vektorim Z,§ € V komplexni ¢islo, které zapisujeme (Z,7),
a které ma pro libovolné Z,¢,2 € V a a,b € C tyto vlastnosti:

i) (Z,af+b7) = a(Z,7) + b(Z,7)

i) (Z,9) =(,2)

i) (2,%) >0

w) (#,@)=0e =0
Prostory, v nichz je definovan skaldrni soucin se nazyvaji unitarni. Pro pripad
vektortt z CN navic plati nasledujici: mé&jme dva vektory &,7 € CV. Potom
podminky z definice skaldrniho souéinu jsou splnény pro (Z,%) = Zf;l zryi,



kde z;, y; jsou prislusné slozky obou vektori.

Dale tikame, ze jsou dva vektory &, ¢ € V vzdjemné ortogondlni, pokud je
(Z,9) = 0. Ortogondlni bdzi potom nazyvame mnozinu linedrné nezavislych
vektort, jejiz jakékoliv dva rizné vektory maji skalarni soucin roven nule. Pti-
oy 1 .. o S 1 S 0
kladem mtZe byt mnozina dvou vektord z C?, kde #; = ( 0 ), Ty = < 9 )
Definice 3: Kazdy vektor & € V ma k sobé pfifazeno ¢islo || Z || € R, které
predstavuje jeho normu (délku). Pro jakékoliv vektory Z,¢ € V a éislo a € C
plati, ze:

) E] 20
i) aF | =la| 7]
i) || Z+FI<[Z[+]F]l

Trividlné déle plati, ze || Z || =0 & & = 0. Vektorovy prostor, jenz ma normu

se nazyva normovany vektorovy prostor. Pokud je v komplexnim vektorovém
prostoru definovan skaldrni soucin, pak lze normu vyjadrit jako:

I Z [ = (&, 7).
7i ||

Jsou-li slozky ortogondlni baze jednotkové délky, tj. || & = (&;,%4;) = 1,
pak se navic tato baze nazyva ortonormdlni. Ortonormalni baze je naptiklad

(i

Pomoci skaldrniho soucinu mtzeme rovnéz rozkladat vektory do baze. Pro or-
togonalni bazi vektort {Z1,...,Z,} plati, ze libovolny vektor i € V' lze vyjadrit
jako linedrni kombinaci vektort této baze:

n
y= E Aixi;
i=1

kde hledame koeficienty A; € C. Pro tyto koeficienty z ortogonality a Definice 2,
bodu i) plyne, ze (#;,7) = A\i(Z;, ;). Ukazme si rozklad na nésledujicim pii-
kladu:

Priklad 1: Pokusme se najit rozklad vektoru i do baze {Z;,Z»}, kde ¥ = ( 211 >

ar = ( 1+2 ) Ty = < 1 —02i ) Snadno nejprve ovéiime, ze baze je ortogo-

0
nalni, protoze (#1,Z>) = 0. Hodnota skalarnich souéint (#1,#1) = (&2, %) = 5.
Z vyrazu (%, 1) = \i(%s, %) vypocitame koeficienty A, = %, Ay = 215——4.

Vidime tak, ze vektor i lze rozlozit jako

y*=1_52i<1+2l> (1—Ozz>:<(1)>+<201>:<211>

Poznamka: Uziti ortonormélni baze ma vyhodu v tom, ze VZ; z baze plati
(Iu z) =1, atedy A\; = (l'@,y)




Definice 4: Posloupnost vektori {#;}$°, normovaného vektorového prostoru
se nazyva Cauchyho posloupnost pokud Ve > 0,3dng takové, ze pro vSechny
n,m>mngjel|| Tm—Zn || <e.

Definice 5: Vektorovy prostor V' je dping, pokud kazda Cauchyho posloupnost
vektort & € V konverguje k vektoru, ktery je prvkem V.

Priklad 2: Cauchyho posloupnost se sklada z cisel, jejichz rozdily se s vysS§im
indexem ¢isel posloupnosti zmensuji. Napiiklad posloupnost {3,3.1,3.14, 3.141,
3.1415,...,7} je Cauchyho posloupnost raciondalnich ¢isel. Vidime, Ze prostor
raciondlnich ¢isel neni Gplny, protoze tato posloupnost konverguje ziejmé k ,
jenz neni raciondlni ¢islo.

Motivaci pro zavedeni tGplnosti Hilbertova prostoru v kvantové informatice je
pozadavek na vyvoj izolovaného kvantového stavu v rdmci jednoho Hilbertova
prostoru (to znamend, %e chceme, aby vyvoj stavu konvergoval také do jistého
stavu).

Poznamka: Pojem konvergence (limity) vychézi ze zavedeni metriky prostoru
(vzdélenosti mezi dvéma prvky) jako d(Zy,Z2) = || Z2 — &1 ||

Definice 6: Uplny unitarni vektorovy prostor se nazyva Hilbertiv prostor H.

V roce 1932 vysla v némciné kniha matematika Johna von Neumanna, ktery v
ni popis kvantovych systémi zformalizoval.

Postulat 1: Stavy kvantového systému koresponduji vektorim Hilbertova pro-
storu.

V kvantové mechanice se stav zapisuje v tzv. Diracové notaci, kterd pro zapis
vektoru & pouziva ekvivalentu |z) a nazyva jej ket. Vektory Hilbertova prostoru
(které stile chdpeme jako aritmetické) zapisujeme bud v fadku nebo sloupci.
Jestlize jsou sloupcové vektory prvky prostoru V', pak radkové vektory predsta-
vuji prvky tzv. dudiniho prostoru V*. Duélni (konjugovany) prostor je prostor
linedrnich funkci na vektorovém prostoru V. Pokud je pro stavy |z),|y) defi-
novana funkce f,y : V= C jako f,y(|z)) = (|7),[y)), pak f,) je ekvivalentni
radkovému vektoru, ktery zapisujeme (y| a nazyvame bra. Lze ukdzat, Ze pro
vektory z C" predstavuji vektory z V* komplexné sdruzenou transpozici k vek-
tortim z V. S jejich pomoci lze pro dva vektory &, ¢ odpovidajici stavim |x)
a |y) definovat skaldrni soucin jako (|x),|y)), coz se obvykle zkracuje na zapis
(x]y) tvorici zavorku (bracket). Shriime si notaci do nasledujici tabulky:

oznaceni | nazev operace vysledek
(x]y) (vnitfni) skaldrni sou¢in | faddka x sloupec | skalar
|) (y] (vnéjsi) tenzorovy soucin | sloupec x fadka | matice
x1
P#iklad 3: Obecny ket |z) = | : | m4 piislusny vektor bra (z| = |z)f =
Tn
(27, ... ,x}), kde symbol T oznacuje komplexné-sdruzenou transpozici.



Priklad 4: Uvazujeme-li tii-slozkové vektory |z), |y), pak skaldrni soucin gene-
ruje skalar:

Y1
(xly) = (27,25, 23) | y2 | =Ty +x3y2 + 23y3.
Y3

Tenzorovy soucin generuje v nasem piipadé matici 3 x 3:

71 Ty T1Ys  T1Y;

i * * *\ * * *
ley(yl = | 22 | Wi vus,u3) = | 2207 22y5 223
T3 T3Yy  T3Ys T3y

Definice 7: Podmnozina prostoru H, kterd je sama prostorem (ve smyslu De-
finice 1) se nazyva podprostor prostoru H.

Pro kazdy uzavieny podprostor L v ‘H existuje jeho komplementarni podprostor
L+, ktery obsahuje prvky kolmé k prvkim L (tj. (z|y) = 0, pokud je |z) €
L,|y) € L*). Navic kazdy vektor |z) € H lze vyjadiit ve tvaru |2) = |z) + |y),
kde |z) € L, |y) € L*. Obecné je mozné vyjadiit dekompozici prostoru H pomoci
jeho n ortogonélnich podprostort jako: H = L & ... ® L,, kde & predstavuje
direktni soucet.

Definice 8: Linedrni operdator A: H — H pfifazuje kazdému vektoru |z) € H
vektor A|z) € H, kde V|z),|y) € H a Va,b € C plati, ze A(a|z) + bly)) =
aAlz) +bAly).

Linedrni operatory tedy umoznuji transformovat vektory v jednom prostoru.
Pokud operator A piisobi na vektory dudlniho prostoru, potom takovou operaci
zapisujeme (x| A. Elementy matice linedrniho operdtoru mtzeme rovnéz vyjadrit
pomoci bazovych vektori jako A;; = (x;|A|z;), kde ¢,j jsou indexy Fadkd a
sloupcti a mnozina {z1,...,z;} je baze indexovand stejné jako radky.
Operator, ktery zobrazuje vektory na sebe samy se nazyva jednotkovy a znadi se
1. Je definovdn pomoci bazovych vektord {#1,...,Z,} jako 1 =31 | |@) (@il
Pro ortonormalni bézi se ziejmé jedna o jednotkovou matici.

Definice 9: Operdtor A" se nazjva sdruzeny (adjungovany) k operatoru A,
jestlize pro viechny |x), |y) € H plati, 7e (y|A'|z) = (x| Aly)*.

Pro popis fyzikalnich veli¢in (pozorovatelnych veli¢in) pouziva kvantova mecha-
nika zvlastni tridu tzv. Hermitovych operatori.

Definice 10: Operator A se nazyva samosdruzeny (také Hermitovy), jestlize
pro viechny |z), |y) € H plati, ze (y|A|z) = (z|Aly)*, tj. A = AT,

Definice 11: Linedrni operdtor A mé vlastni vektory |[A) a vlastni hodnoty A,
kde (A — A1)|A) =0, resp. A|X) = A|A).

Pro vypocet vlastnich hodnot si vSimnéme, Ze determinant det(A — A1) =
0. V pripadé Hermitovych operatord, jsou vSechny vlastni hodnoty redlné. Ty



koresponduji viem (také redlnym) moznym vysledktim meéfeni uréité veliciny.
Odpovidajici vlastni vektory jsou pfitom navzajem ortogonalni.

Postulat 2: Pozorovatelné fyzikalni velic¢iny se popisuji Hermitovymi operatory,
jejichz redlné vlastni hodnoty odpovidaji moznym vysledkiim méreni.

Vlastni vektory Hermitovych operatort operujicich na prostoru H tvoii jeho
bézi, tj. viechny vektory |z) € H lze vyjadiit jako |z) = > ¢;| i), kde |A;) jsou
vlastni vektory a ¢; € C jsou piislusné koeficienty.

Definice 12: Unitarni linedrni operator U provadi zobrazeni celého prostoru
H na sama sebe a pro vektory |z),|y) € H plati, ze (| UTU|y) = (x|y).

Posledni podminka znamend, Ze aplikace unitdrniho operdtoru neméni skalarni
soudin obou vektort a miZzeme ji také zapsat jako UTU = UU' = 1.

Nyni mame nadefinovany zakladni pojmy, které budeme pouzivat. K ostatnim se
dostaneme pii vykladu konkrétnich problémi. Protoze jsme se zatim kromé di-
lezitych sdéleni v postulatech nedozvédéli, jak kvantova mechanika s timto ma-
tematickym formalizmem souvisi, musime si nyni o tomto vztahu povédét vice.
Zacnéme popisem kvantového stavu a problematickou otdzkou méreni kvanto-
vého systému.

2.2 Kvantovy stav

Kvantovy stav predstavuje v kvantové mechanice reprezentaci fyzikalni reality.
Ta mé podle Kodanské interpretace kvantové mechaniky dvé hlavni ¢asti. Prvni
je cast klasického svéta, kterd odpovidd tomu, jak se na tento svét divame a
jaky jej registrujeme. Druhou soucasti je kvantovy svét, ktery neni piimo pii-
stupny. Mizeme z néj vSak pomoci aktu méfeni extrahovat urc¢ité informace. V
klasické ¢asti nabyva pii méreni kvantovy systém (napiiklad energetickd hladina
elektronu v atomu vodiku nebo spin elektronu) pouze diskrétni hodnoty odpovi-
dajici skoktim v celkové energii daného systému. Na kvantové Grovni (v kvantové
Casti svéta) vSak mohou sledované veli¢iny nabyvat nekoneéné mnoho hodnot
odpovidajicich nekone¢né mnoho kvantovym staviim. Jiz z téchto poznatkl vi-
dime, Ze existuje zdsadni rozdil mezi systémem, na némz bylo provedeno méreni
a takovym, ktery je izolovan od okoli a spojité se vyviji. Spojity a determinis-
ticky vyvoj kvantového systému v kvantové mechanice popisuje Schriodingerova
vlnova rovnice, jejimz fesenim je vlnova funkce odpovidajici danému kvanto-
vému systému. Kvantovy systém se vSak mize sklddat z vice vlnovych funkeci,
o kterych tikdme, ze jsou v superpozici. To znamend, ze kvantovy stav je vyja-
dfen jako soucet nékolika vlnovych funkci. Aby bylo zifejmé jakym piispévkem
se podili kazda vlnova funkce na celkovém stavu, prislusi kazdému stavu kom-
plexni hodnota tzv. amplitudy pravdépodobnosti. Z klasického pohledu nas vSak
zajima, jak mizeme z takového kvantového systému ziskat urcitou informaci.
V této chvili se dostavame k otézce méfeni podrobnéji. Méreni vétsinou prova-
dime tak, Zze vySleme foton ke zkoumanému systému. Foton v podobé zmény
své energie unasi ze systému informaci, kterou zpétné detekujeme. Takovd in-
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terakce fotonu s kvantovym systémem ma vSak za nasledek tzv. kolaps (redukci)
vlnové funkce, ktera stochasticky prejde do jednoho z moznych stavi slozeného
systému. Kazdému stavu piislusi vy$e zminénd amplituda pravdépodobnosti.
Druhd mocnina jeji absolutni hodnoty udava, s jakou pravdépodobnosti bude
zméten kazdy z moznych stavi. Amplituda pravdépodobnosti maze byt na roz-
dil od klasické pravdépodobnosti také komplexni (a zdpornd) a dovoluje nam
tak ¢isté kvantovymi interakcemi (takovymi, které nepredstavuji pfimé méfeni)
ovliviovat vysledek méfeni. Protoze méfeni nemusi vzdy vracet numericky vy-
sledek (napf. polarizace fotonti — horizontalni x vertikalni), oznacuje se mé-
fitelnd vlastnost fyzikalntho systému jako pozorovatelnd veliina (observable).
Vsimnéme si, ze zavedenim amplitud pravdépodobnosti je charakter kvantového
méfeni pravdépodobnostni, coz poukazuje na nahodny element, tvorici zdklad
pozorovanym fyzikalnim procestm.

Nyni se zaméfme na to, jak jsou tyto poznatky kvantové mechaniky pouzitelné
v oblasti kvantové informatiky. U klasickych pocitac¢i jsme zvykli reprezento-
vat bit napéfovymi Grovnémi, které dostatecné odlisuji 0 od 1. U kvantovych
pocitacd je mozné pouzit néktery z dvoustavovych kvantovych systému jako je
napiiklad spin ¢astice (tj. spin 1/2 u leptonid). Takovy systém muze klasicky
nabyvat pouze 2 hodnot (stavl): | + 3) a | — 1). Tak si lze predstavit, Ze bity 0
a 1 zakédujeme pomoci jednoho a druhého spinového stavu. Spin Castice je jen
jeden z vice moznych dvoustavovych kvantovych systémii, které lze pouzit. Jiné
systémy by obstaly stejné dobfe. Kvantovy stav popisujeme vektorem v kom-
plexnim linedrnim Hilbertové prostoru. Kazdému prvku baze tohoto prostoru
(tj. dimenzi) prislusi jeden vlastni stav, do kterého muZe kvantovy systém pii
méieni prejit. Vlastni stavy jsou pfitom vzajemné ortogonalni*. Nicméné kvan-
tovy systém prochézi podle Schrédingerovy vlnové rovnice spojitym vyvojem
stavového vektoru a mize tak nabyvat nekone¢ného mnozstvi stavi. Libovolny
stav (a tim i bod Hilbertova prostoru) mizeme vyjadfit jako soucet vlastnich
stavi (bazovych vektori) ndsobenych komplexnimi vdhovymi koeficienty, které
predstavuji prispévek daného bazového vektoru v celkovém stavu. O takovém
systému rikdme, Ze je v koherentni superpozici vice stavii vyjadiené jako linedrni
kombinace bazovych vektort. Pro nejjednodussi piipad, kdy chceme vyjadrit
kvantovy bit jako hodnoty 0 a 1, potiebujeme dva vlastni stavy dvojrozmér-
ného Hilbertova prostoru. Pak takovy systém zapisujeme jako:

[Y) = wolto) + wi|n),

kde wp,w; € C. Tyto koeficienty odpovidaji amplitudam pravdépodobnosti a
maji fyzikadlni vyznam ve své druhé mocniné absolutni hodnoty, kterd rika s
jakou pravdépodobnosti namérime prislusny vlastni stav. Pritom soucet prav-
dépodobnosti je obecné pies ¢ riznych vlastnich stavii prostoru H! v piipadé,

4pokud si chceme takovy prostor alespoh Casteénd piedstavit miZeme Fici, Ze vlastnim
staviim odpovidaji osy prostoru, které jsou mezi sebou navzajem kolmé.
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Obréazek 1: Reprezentace dvoustavového systému: na obrazku vlevo je zndzornén
doposud neméFeny stav qubitu, v ném?z jsou v ur¢itém poméru zastoupeny stavy |0) a
|1), na prostfednim obrazku je pak vlastni stav |1) a vpravo stav |0).

zZe jsou koeficienty normovéany, roven 1:

n—1
> jwil =1.
=0

Vlastni stavy [¢) a |11) (odpovidajici klasickym bittim) se obvykle oznacuji
jako stavy |0) a |1). Pokud tyto vlastni stavy odpovidaji badzovym vektortm

0= ¢
)

0 > 1) = ( (1) ) muzeme psat, ze
) = o)+l =

Takovy dvoustavovy systém, ktery predstavuje kvantovy bit, nebo-li qubit, je
mozné nazorné zobrazit jako vektor v Riemannové kouli s umisténim v pocatku
soufadnic (viz obrazek). V ném je |1) reprezentovana jako vektor sméfujici k
severnimu poélu, |0) k jiznimu. Z ahlu, ktery vektor svird se svislou osou je
mozné vyéist pomérné zastoupeni |1) a |0) ve stavovém vektoru. Uhel, o ktery
je vektor otocen kolem svislé osy se nazyvé faze, kterd neméni pomér |1) a |0),
ale je vyznamnd vzhledem k jevu kvantové interference, o kterém se zminime
pozdéji. Qubit je moZné znazornit i v polarnich soufadnicich na tzv. Blochové
kouli, ve které je stav qubitu vyjadien pro thly polarnich soufadnic 8, ¢ jako
cosg|0) + e’¢sing|1>. Pro vicestavovy kvantovy systém je mozné vyse uvedeny
vyraz pro superpozici zobecnit na

n—1
)y = > wilts).
=0

Na zavér této Casti si pro prehlednost shriime, jak koresponduji pojmy kvantové
mechaniky s pojmy kvantové informatiky pro qubit (H2).

kvantova mechanika

kvantova informatika

vlnova funkce 1
vlastni hodnota a;

vlastni stav |0)
logicka hodnota 0

vlnova funkce -
vlastni hodnota as

vlastni stav |1)
logickéa hodnota 1

superpozice ¥ + 12

superpozice |0) + |1)
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2.3 Meéreni kvantového systému

Jak vime, procesu méfeni odpovidaji Hermitové operatory, jejichz vlastni hod-
noty predstavuji mozné vysledky méfeni. To lze popsat operaci A|y) = aly),
kde a je redlna vlastni hodnota odpovidajici vysledku méteni a A je Hermitovy
operator. Existuji vSak pozorovatelné veli¢iny (a tim i operatory), jejichz vlastni
stavy maji stejné vlastni hodnoty a nelze tudiz po méreni urcit, do kterého vlast-
niho stavu systém piesel. Podle poctu stejnych vlastnich hodnot prislusejicich
nékolika vlastnim staviim se vlastni hodnota nazyva n-krat degenerovand. Pro
nedegenerovanou vlastni hodnotu (jedine¢nou pro dany vlastni stav) operatoru
A je vlastni stav po méfeni ddn naméfenou hodnotou této pozorovatelné veli-
¢iny. U degenerovanych vlastnich hodnot ale nevime, v jakém stavu se systém
naléza, tzn. ze ze systému neziskdme zadnou dalsi informaci, prestoZe jsme jej
zmérili. Tato nerozhodnost v moznych stavech po méreni se popisuje tzv. pro-
jekénimi operatory.

Definice 13: P je projekéni operator, jestlize P = Pl aP=P.
Piiklad 5: Priklady projekénich operdtori: P = 1, P = |[¢) ().

Postulat 3: Po méfeni pozorovatelné veliiny (korespondujici operatoru A)
s vysledkem mozné degenerované vlastni hodnoty prechazi systém do stavu
P;|¢), kde P; je projekéni operdtor podprostoru L generovany vSemi vlast-
nimi vektory {|;;)} operatoru A, které odpovidaji méfené vlastni hodnoté a;,
tj. Py =32 i) (il

V pripadé degenerované vlastni hodnoty tak systém zlstava stale v superpozici
vice vlastnich stavil, které odpovidaji zmérené vlastni hodnoté. Takovym mé-
fenim se vlastni stavy s jinou vlastni hodnotou vyloucily. Projekéni méreni ma
zésadni vyznam napiiklad u nékterych kvantovych algoritmi, kdy potiebujeme
méfenim redukovat superpozici stavi v kvantovém registru na jejich urcitou
podmnozinu.

2.4 Kvantovy registr

A7 do této chvile jsme uvazovali pouze jediny osamoceny kvantovy systém,
ktery predstavoval jeden qubit. Jak ale vime, klasické pocitace jsou vybaveny
registry sklddajicimi se z nékolika bitovych registri. Takovy model, ve kterém
je zapotiebi popsat vice qubiti, se v kvantové mechanice zapisuje jako direktni
tenzorovy soucin vice stavil, ktery zapisujeme pomoci operace ®. Formalné tak
vytvarime novy prostor generovany tenzorovym soucinem. Napiiklad pro dva
qubity lze psét, ze pokud |t,) € Hy a |1hp) € Ha, pak |th,) @ |thp) € Hi @ Ho.
Dale plati, ze

Woa Wob Woo
Woa Wob Woa Wib wo1

|¢a> |¢b> < Wia ) < Wip > Wia Wob w10 |¢ab>
Wia Wib w11
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Odtud dostavame sadu novych amplitud pravdépodobnosti, které odpovidaji
slozenym stavim |00), |01),|10),|11). Z toho si lze odvodit novou bézi systému,
kterd mé nyni podobu:

|00y = , |01y = , |10y = , |11y =

OO O
OO = O
O = OO
= o O O

Takovy pamétovy registr, ktery se sklada ze dvou qubiti, pak analogicky k za-
pisu jednoduchého qubitového systému obecné vyjadiime jako |tqp) = woo|00) +
wo1]01) +w10]10) +w11|11). Podobné mizeme pokracovat i s registry vétsi délky:
jestlize jsou baze Bi,..., B ortonormalnimi bazemi prostort Hi, ..., Hy, pak
B = ®f:1 B je ortonormalni bazi prostoru H = ®f:1 H;.

V souvislosti s kvantovymi registry si nékteri fyzici vSimli, Zze slozitost simu-
lace kvantovych systému roste exponencialné s poctem ¢astic (qubitl registru).
Napadlo je tedy, zda by zkonstruovany kvantovy pocitac¢ nemohl nékteré ex-
ponencialné slozité tlohy resit efektivnéji. Je totiz zfejmé, ze kvantovy registr
v superpozici mizeme chépat jako exponencidlné paralelizovanou verzi pamé-
tového registru, ktery je schopen pojmout 2™ hodnot soucasné, kde n je pocet
qubitt registru. Kvantovou operaci nad takovym registrem bychom tak manipu-
lovali 2" amplitudami zaroven. Tato vlastnost kvantovych systémt se oznacuje
jako kvantovy paralelismus a ma rozhodujici vliv na efektivitu, s jakou kvantovy
pocita¢ pracuje.

Na zévér této casti se zminme o jedné z nejpodivnéjsich vlastnosti kvantového
svéta. Vime, jak vyjadrit jeden nebo vice qubitli. Vzdy jsou vSak na sobé jednot-
livé qubity zcela nezavislé (popsané oddélenymi Hilbertovymi prostory). Exis-
tuji v8ak fyzikalni procesy, kterymi mizeme pfipravit registr, jenz nelze vyjadrit
jako tenzorovy soucin dilé¢ich qubitt. V takovém pripadé rikdme, ze jsou qubity
propleteny (entangled). Propleteni je stav, ve kterém jsou qubity na sobé v néja-
kém smyslu zavislé (jejich stavy jsou pres ur¢ity atribut korelovany). Konkrétné
provedenim méfeni na jednom qubitu vime (jiz bez méfeni), jaka je hodnota dru-
hého qubitu. Mozné piipady muiZzeme pro propletené qubity |v,), [¢p) vyjadrit
pomoci pravdépodobnosti jako

P(¢p) = 11 [Pa) = 0)
P(e) =0 [ha) = 1)

Tyto podminky plati zarovenr a odpovidaji propleteni |1qp) = \/ii(|00) +|11)).

0, p(Yw)=1]¢a)=1)=1,
0, p(lve) =0 | L

Propleteni dvou qubitt lze také vyjadiit jako |1gp) = %(|01> +]10)), pficemz
plati podobné podminky jako v piredchozim pripadé. Méfenim se propleteni
rozpada a oba qubity nabyvaji klasickych hodnot.

Priklad 6: Ukazeme si, ze propleteny stav nelze vyjadrit jako soucin dil¢ich
slozek. Propleteni lze zapsat napfiklad jako |gp) = %(|00) + |11)). Pokud
predpoklddame, Ze tento stav vznikl tenzorovym soudinem stavi |1, ) = wo, |0)+
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w1, |1), [¥) = wo, |0) + w1, |1}, pak pro amplitudy kombinaci vSech qubitt musi
platit, ze

|00) :  wop,wo, = %, |01) : wo,wi, =0,

10) : wi,wo, =0, [11): wi,wn, = o5

Pro |00) a |11) musi byt koeficienty nenulové, coz je v rozporu s dalsimi dvémi
podminkami. Vidime tak, ze propleteny stav nelze tenzorovym soucinem dilé¢ich
qubitt vyjadrit. O fenoménu kvantového propleteni budeme podrobnéji hovotit
v kapitole o kvantové teleportaci, kde se tento jev uplatiuje.

2.5 Vyvoj kvantového systému

Vyvojem (evoluci) kvantového systému mame na mysli jeho zménu s Casem.
Nyni je dilezité pripomenout, ze pravé zde je zasadni rozdil mezi pozorovanym
a nepozorovanym systémem. V pripadé, ze jej nepozorujeme, podléhd stavovy
vektor spojitému vyvoji, ktery jednoznac¢né popisuje s timto systémem souvise-
jici Schrodingerova vlnova rovnice:

. 0U(t) h?
i h T ( 2mA+V(t)>\If(t).
Abychom v8ak mohli kvantovy systém matematicky ovliviiovat, je zapotiebi de-
finovat vhodné operatory. V kvantové mechanice jsou vSak dovoleny pouze né-
které zplisoby vyvoje systému. Jmenovité jde o takové vyvoje, z jejichz vysledka
(vystupi) se daji jedinecné odvodit pfedchozi stavy (vstupy). To je podminka
tzv. reverzibility vyvoje kvantového stavu, kterd plyne z deterministické povahy
Schrodingerovy rovnice. Takova reverzibilita je v8ak matematicky mozna jen
pokud jsou operatory ¢tvercové unitdrni matice, tj. pokud o takovych maticich
plati, z2e UU' = 1. Pokud jsou stavové vektory normalizovény a jsou to tedy
body v kouli o poloméru 1, pak unitarni kvantovy vyvoj s témito body rotuje.
Jestlize provedeme nésledujici Gpravy

52
v =y H(t)=—-——A
o) =v@) ()= —5- A+ V),
lze Schrodingerovu vinovou rovnici prepsat na
U(t
i n 2O~ ) o),

kde H (t) je Hamiltonidn. Jak je vidét i z vySe uvedené substituce, je Hamil-
tonidn tzce spjat s energii systému a jeho podoba je odvozena od fyzického
usporddani ¢astic nebo molekul, z nichz se systém sklada (mohou ho charakte-
rizovat napriklad veliciny jako sila el.pole nebo smeér molekulového dipélového
momentu). Hamiltonian se skldda z vektort vlastnich stavii a tvori bazi v Hil-
bertové prostoru. Obecné by mohly mit vlastni stavy komplexni vlastni hodnoty,
ale protoze je Hamiltonidn Hermitova matice (tj. H = HT), maji vlastni stavy
garantovany redlné vlastni hodnoty, které koresponduji moznym vysledkim mé-
feni néjaké fyzikalni veli¢iny. V Hamiltonidnu jsou, kromé informaci o vlastnich
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stavech, obsazeny informace o v8ech operacich, které béhem vypoctu pouzijeme.
Jestlize uvazujeme Hamiltonidn, ktery neni zavisly na case, tzn. takovy, ktery
se po dobu vyvoje systému neméni a pamétovy registr je na pocatku ve stavu
|¥(0)), ma vlnova rovnice feseni

(1)) = e HYME(0)) = U (1)2(0)).

U(t) = e "H/" se nazyvéa Casové zavisly evolucni operdtor, ktery je vidy uni-
tarni matice. Evolu¢ni operdtor nam tedy ukazuje, jak se systém dynamicky
vyviji v Case. Jak by feCeno, v Hamiltonianu jsou zaznamenany kvantové ope-
race, které popisuji vypocet. K vyjadieni takové operace na kvantovém systému
nam postacuje operator, kterym nasobime piislusny stav. Naptiklad operator
U®) = ( cosf  —sinf >

sinf  cosé

miZeme pouZit s parametrem 6 = 7, abychom pievedli systém z vlastniho stavu
|0) do vyvazené superpozice stavi |0) a |1):

U(§)|0>=U(§)(3)=<%>=%(|o>+|1>>.

Z amplitud pravdépodobnosti vidime, Ze stavy jsou opravdu vyvazené a norma-
lizované, protoze wy = w; a wi + w? = 1.

Vratme se nyni na pocéatek a pripomenme, Ze témito operacemi je mozné systém
vyvijet pouze pokud neni pozorovan (je dostatecné izolovan od okoli). V pfipadé,
Ze jej vSak zmérime, prejde stochasticky do jednoho z vlastnich stavi podle toho,
jaké jsou hodnoty jejich amplitud pravdépodobnosti a podle vysledku naseho
meéreni.

2.6 Kvantova interference

Kvantova interference je jedna z dalSich vlastnosti mikrosvéta, kterou popisuje
kvantova mechanika. Odrazi se v ni vlastnost kvantového systému existovat v su-
perpozici vice stavi. Nejlépe si ji vysvétlime na prikladu Machova-Zehnderova
interferometru, v némz ma zdrojem vygenerovany foton moznost projit vice
(dvémi) experimentalnimi cestami. Pfedstavme si piistroj, ktery se sklada ze
zdroje fotont svétla, dvou klasickych zrcadel, dvou polopropustnych zrcadel
(které polovinu intenzity svétla propousti a druhou odrazi) a dvou detektort.
Konfigurace zafizeni je zndzornéna na obrazku. Polopropustnd zrcadla byla na-
vic navrzena tak, ze pokud se na nich paprsek lame, pak se faze jeho vlny posune
0 1/4 vlnové délky. (Pravé této fazi odpovida i faze vektoru, kterého uzivame
k reprezentaci dvoustavového kvantového systému. Je specifikovana komplexni
slozkou amplitudy pravdépodobnosti a geometricky predstavuje rotaci vektoru
v kouli mimo rovinu zy.) To m4 za néasledek, Ze pokud vysleme ze zdroje spojité
svétlo, je rozdéleno prvnim polopropustnym zrcadlem Z; na dvé ¢asti. Cast,
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zrcadlo

zrcadlo

Obrazek 2: Machtiv-Zehndertv interferometr: (popis v textu).

kterd prochéazi spodni vétvi je posunuta o %; pii prichodu polopropustnym
zrcadlem Z> ve sméru detektoru D je to jiz o % V této chvili ale potka ,ne-
posunutou“ vlnu svétla z horni vétve. V takovém pripadé dochézi ke klasické
interferenci dvou vln. Kvili posunuti jedné viny o % je tato interference de-
struktivni a na detektoru D, nic nenamérime. Druha ¢ast rozdéleného svétla
se naopak v obou vétvich posune po jednom odrazu shodné o % a za zrcadlem
Z, dojde ke konstruktivni interferenci, takze celou intenzitu zdrojového svétla
registrujeme jen na detektoru D;. Na téchto zavérech neni nic prekvapivého a
plné odpovidaji klasické vlnové teorii — podvédomeé si zde predstavujeme fotony
jako vlny délitelné intenzity. Co se vSak stane, vysleme-li z generatoru pouze
jediny foton? Vysledek experimentu je v tuto chvili zarazejici. Na pfedchozim
vysledku se nic neméni a foton vzdy registrujeme v detektoru D;. Takovy vy-
sledek je mozné vysvétlit pouze jedinym zptisobem — foton musel projit obéma
rameny soucasné a na zrcadle Z» interferovat sdm se sebou — ve sméru detektoru
D; konstruktivné a ve sméru D5y destruktivné. V pripadé, ze ale odstranime zr-
cadlo Z,, nemd elektron na Cem interferovat a my jej po odraze na zrcadle Z;
naméiime se stejnou pravdépodobnosti bud na detektoru D; nebo D,. Reknéme
ale, ze se pokusime foton nachytat tim, ze zrcadlo Z, umistime do aparatury
pokusu az v dobé, kdy uz prosel zrcadlem Z;. Napadne nas, ze v dobé nepii-
tomnosti zrcadla si jiz casticové se chovajici foton vybral pravé jednu z cest
experimentem a pokud to byla pravé horni, je nyni 50% Sance, ze projde pfi-
danym zrcadlem piimo do detektoru D,. To se vSak nedéje a experimentalné
bylo potvrzeno, Ze foton prosel opét obéma rameny nardz a bude vzdy nameéien
jen v detektoru D;. Tento experiment dobfe potvrzuje nedélitelnou vlastnost

kvantovych systémia — jejich vlnové-cdsticovou dualitu. S klasickym mysSlenim
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bychom chtéli mezi obémi povahami ¢astic rozlisSovat, v kvantové mechanickém
svété to vSak neni mozné. Dualizmus vSak uvazujeme do chvile kolapsu vlnové
funkce. Potom si jiz musime vybrat jen jednu moznost, podobné jako tomu bylo
v popsaném experimentu.

Jinym zndmym experimentem je prichod elektronu dvojstérbinou, kdy foton
projde obémi Stérbinami soucasné a interferuje sam se sebou. Kdybychom si
nakreslili mapu pravdépodobnosti, kde se na stinitku za Stérbinou foton nachazi,
obdrzeli bychom znamé interferencni obrazce.

Interference ma v kvantovém pocitani rozhodujici vyznam pfi ziskavani vysledku
z kvantového registru. Podobné jako se elektronové vlny navzajem interferencné
sklddaly, dochdzi také mezi jednotlivymi qubity registru (po pfislu$né unitarni
operaci) ke vzajemnym interferenénim ptisobenim, coz mé za nésledek Gpravy
amplitud pravdépodobnosti stavli v superpozici. To umoznuje priznivé stavy
(spravnd feSeni) zvyraznit (konstruktivni interference) a nepiiznivé potlacit (de-
struktivni interference).

Na zavér této ¢asti si shriime nejdilezitéjsi poznatky kvantové mechaniky, které
se uplathuji v kvantové informatice a jejichZ vyuziti je povazovano pro urcité
Glohy za velmi vyhodné (je nutné zddraznit, Ze kvantové pocitade nemohou
promeénit obecné nevypocitatelné tlohy ve vypocitatelné, ale dokazi nékteré
vypocitatelné problémy fesit efektivnéji).

1. Superpozice: Kvantovy stav popsany vlnovou funkci, ktera je rfeSenim pfi-
slusné Schodingerovy rovnice, se mize nachdzet v superpozici, kterd je souc-
tem prispévki vice vlastnich stavi, které odpovidaji vlastnim vlnovym funk-
cim. V kvantové informatice zapisujeme obecny stav qubitu jako superpozici
[) = wo|0) + wi|l). Superpozice je zadkladni vlastnost umoziujici masivni
kvantovy paralelismus, ktery je pfi¢inou exponencialniho zrychleni nékte-
rych algoritm.

2. Interference: Pii provadéni kvantovych operaci nad superpozici umoziuje
interference ménit amplitudy pravdépodobnosti vlastnich stavu tak, ze stav od-
povidajici feSeni ma co nejvyssi klasickou pravdépodobnost nasledného zméreni.
3. Propleteni: Propleteni je vlastnost slozenych kvantovych systémt, které
mohou existovat ve stavu, jenz nelze vyjadrit jako tenzorovy soucin jeho slozek.
Propleteni mé nelokélni povahu a vyuziva se napiiklad u kvantové teleportace
nebo u superhustého kédovani.
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3 Matematické modely pocitaca

U pocitact jsme ze soucasnych zkusenosti zvykli, ze resi néjaké problémy. V
téchto pripadech se vice zaméfujeme na aplikaci a méné nas zajiméa teoreticky
model vypocetnich tkoni, které pocita¢ provadi. Jiz pred ¢asem, v roce 1936, se
vSak teoretici Alan Turing, Alonso Church a Kurt Godel zabyvali pravé témito
teoretickymi zdklady, na nichz by se dala moderni pocitacova véda definovat.
Nezavisle na sobé hledali univerzalni model, ktery by z hlediska funkce bez
ohledu na fyzikalni vlastnosti popsal chovani libovolného vypoc¢tu. Kazdy prisel
s vlastnim ndvrhem jak tento problém vyftesit. Pozdéji bylo dokdzano, ze vSechny
tTi feSeni jsou ekvivalentni, prestoze kazdé vychazi z rozdilnych Gvah. Nejcastéji
zminovanym feSenim se stal model Alana Turinga, ktery byl zaloZen na mate-
matické abstrakci vypocetniho stroje, jenz se oznacuje jako Turinguv stroj. V
této kapitole se proto budeme zabyvat matematickymi modely pocitaci. Nej-
prve si popiSeme klasicky deterministicky Turinglv stroj, poté se zminime o
jeho pravdépodobnostni verzi a na zavér uvedeme jeho paralelu v kvantovém
sveéte.

3.1 Klasicky Turingtiv stroj

Motivaci pro Turingtiv stroj se stal v roce 1900 tzv. Entscheidungsproblem (roz-
hodovaci problém). V ném némecky matematik David Hilbert formuloval pro-
blém, ve kterém se ptal, zda existuje mechanicky proces, kterym je mozno roz-
hodnout o pravdivosti libovolného matematického teorému nebo vyroku. Hilbert
se chtél presvédcit, zda je napiiklad mozné vyjadrit kroky matematického di-
kazu spiSe posloupnosti symboli, nez slozitym matematickym apardtem. Toho
se chopil Turing a navrhl stroj, ktery meél simulovat postup matematika pfi
vytvareni dikazu. Takovy stroj mél nékolik zékladnich vlastnosti:

e musel nahradit slozitou symboliku matematickych krokt. V takovém pti-
padeé slo kazdou kone¢nou mnozinu symbolt nahradit pouze dvéma sym-
boly (jako je 0 a 1) a prdzdnou mezerou, kterd by oba symboly oddélovala.

e podobné jako si matematik zapisuje poznamky na papir, ma Turinglv
stroj k zapisu nekone¢nou pasku skladajici se z bunék, do/ze kterych se
symbol zapisuje/cte.

e nad touto paskou je mozné provadét za pomoci ¢teci hlavy operace Cteni,
zapisu a posunu pasky (read, write, shl, shr).

e protoze je mozné symboly ¢ist, zapisovat nebo se posunovat po péasce, je
pro Turingtiv stroj dilezity vnitini stav, ve kterém operaci ¢teni provddime
(Gteny symbol a stav tak urcuji dalsi akci a pfechod do dalsiho stavu).

Protoze se chovani tohoto stroje vyviji podle tabulky pfechod®, mtzeme fici,
ze kazdy nasledujici stav 1ze jednoznacné urcit na zakladé cteného symbolu a
aktudlniho stavu. Jeho chovani je proto deterministické. Vypocet zacina tak, ze
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Obréazek 3: Deterministicky Turinghv stroj

jsou na pésce uloZzena pocatetni data (pokud jsou né&jakd) a vlastni kéd pro-
gramu. Hlava je pak uvedena do stavu, ktery odpovida nacteni kédu programu
a stroj tak zapocne vypocet, prechazi mezi stavy a po skonceni vétsinou zapise
vysledek. Vidime, ze takto se chovajici model by se dal velmi dobfe pfirovnat
k funkci dnesnich pocitact. Prestoze moderni technologie nevidané od 30.let
pokrocily, Turingtiv model mizeme k popisu chovani pocitaci pouzit bez Gprav
i dnes. S trochou nadsazky se da fici, Ze principidlné se supervykonny ASCI
Red od Intelu rovna jakémukoliv stolnimu pocitaci. Pomoci Turingova stroje
pak bylo dokédzano, ze odpovéd na pocatecni Hilbertovu otdzku je zdporné. Ne-
existuje tak mechanicky stroj, ktery by rozhodl pravdivost nebo nepravdivost
libovolného matematického vyroku.

3.2 Pravdépodobnostni Turingav stroj

V predchozim odstavci jsme se zabyvali deterministickou verzi Turingova stroje.
Nyni si vSak predstavme, ze vyvoj mezi stavy se fidi podle toho, jaky je vysledek
néjakého ndhodného jevu — napriklad hodu kostkou. V takovém ptipadé je né-
sledujici stav urcen stochasticky vysledkem hodu. Navic s moznosti uprednostnit
nebo potlacit nékteré sméry vyvoje pomoci vahovych koeficienti. Na tomto zé-
kladu je zalozen pravdépodobnostni Turingiv stroj (PTS). PTS je schopen Fesit
vSechny problémy deterministického Turingova stroje a ¢asto dokonce dojde k
feSeni rychleji. U obou typl stroji vlastné balancujeme mezi dvéma poly: jis-
tota, Ze dojdeme k feSeni (pokud existuje) u klasického Turingova stroje stoji
proti moznosti, ze najdeme spravné reseni rychleji u PTS.

Prestoze je Turinglv stroj matematickym modelem, nezbavil se vSech zatézi
klasické fyziky a jako takovy vychazi z jejich poznatkl. Se znalostmi kvantové
mechaniky vSak bylo mozné ideu PTS upravit a definovat tak model, ktery
popsal proces kvantového vypoctu.

3.3 Kvantovy Turingiv stroj

Hlavnim impulzem pro vznik kvantového Turingova stroje (KTS), bylo v roce
1973 potvrzeni Charlese Bennetta, ktery dokézal jeho reverzibilitu®. To nezd-
stalo bez povsimnuti Paulem Benioffem, kterého napadlo, ze by slo napodobit

5Piesngji dokazal, 7e pro kazdy vypoéitatelny problém existuje 3-paskovy Turingtv stroj,
ktery je reverzibilni. Reverzibilité byla vénovana pozornost v souvislosti se zahiivanim klasic-
kych obvodi.
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vyvoj reverzibilniho kvantového systému na Turingové stroji. Na prace Benioffa
a pozdéji i Richarda Feynmana navézal prvnim popisem opravdového KTS v
roce 1985 David Deutsch. Kvantova verze méla tyto hlavni charakteristiky a
odlisnosti od klasického stroje:

e Cteni, zapis a posun pasky se odehraval pomoci kvantové-mechanickych
interakci.

e misto Cisté 0, 1 a mezery se nyni setkavame v kazdé bunce pasky se su-
perpozici stavi 0 a 1, coz si mizeme predstavit jako vektor v jednotkové
kouli; odklon od svislé osy zde urcuje podil zastoupeni 0 a 1.

e superpozice zde umoznuje vyuzit kvantovy paralelismus — moznost prova-
dét jednu operaci nad vice daty soucasné.

Nejlépe si lze KTS predstavit jako kvantové zobecnéni PTS. Pokud nechame po
ur¢itou dobu takovy KTS vyvijet (nebudeme jej méfit), mizeme stav vyjadrit
jako soucet pravdépodobnosti vypocetnich cest, kterymi miize stroj projit. U
KTS se v jednom kroku nebere pouze jedna ndhodné zvolend cesta (jeden né-
sledujici stav, jako je tomu u PTS), ale vypocet pokracuje v duchu kvantového
paralelismu vSemi moznymi cestami nardz. Se vznikem KTS bylo mozné zamérit
usili na otazky vypocitatelnosti, slozitosti a univerzalnosti kvantovych pocitact.

Vypocitatelnost je spojena s otazkou, zda je mozné o daném problému rozhod-
nout (nebo nalézt k nému feSeni) v koneéném case. Pokud algoritmus, tery by
témto pozadavkim vyhoveél, neexistuje, nazyva se problém nevypocitatelny. Hle-
déani algoritmu k feSeni problému vede i k tomu, ze napiiklad pro generovani
ndhodného ¢isla zadny klasicky algoritmus neexistuje (neni moZné vygenerovat
yopravdu®“ nahodné ¢islo, protoze vSechny klasické generatory musi byt zalozeny
na vypoctu vstupt dle daného pfedpisu), kdezto u kvantovych pocitaci takovy
algoritmus existuje. Vychdzi totiz ze zékladni vlastnosti pfirody — okamziku né-
hodného kolapsu vinové funkce na vlastni stav pii méreni kvantového systému.
Vice se méfenim kvantového systému a generovanim ndhodnych ¢islech budeme
zabyvat v kapitole o kvantovych algoritmech.

SloZitost neboli komplexita je druhou vlastnosti, kterd nas u kvantovych poci-
tacl zajima. Souvisi s ni efektivita kvantovych algoritmi a nasledné i vykon
kvantovych pocita¢i. Aby se dokdzalo, Ze vyzkum kvantovych pocitaci muze
mit v budoucnosti i prakticky dopad, zacala se béhem 90.let vynotfovat rada
moznych aplikaci, které vyuzivaji superpozice kvantovych systémi k uplatnéni
kvantového paralelismu a tim i vylepSeni slozitosti dosavadnich algoritmt. Jako
priklad uvedme zndmy problém s faktorizaci velkych celych ¢isel na soucin prvo-
Cisel. Nejlepsi znamy klasicky algoritmus dosahuje exponencialni sloiit?sti,2kte—
rou lze (pro obecnou metodu Number Field Sieve) vyjadiit jako: O(e(F® 23 1L))
kde L = In n a n je celé Cislo, jehoz rozklad hledame. Vidime, ze casova né-
rocnost roste velmi rychle s velikosti vstupu. Tento problém je ze skupiny NP
problémt (nondeterministic polynomial), u nichz existuje efektivni nedetermi-
nisticky algoritmus, jehoz feSeni v polynomidlnim ¢ase ovéfit lze. ReSeni ta-
kového problému deterministickym algoritmem neni kvili po¢tu vypocetnich
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krokti schiidné (tractable). Nicméné u faktoriza¢niho problému se zatim nepo-
darilo dokézat, ze nemd efektivni algoritmus bézici v t¥idé slozitosti P, tj. v
polynomiélnim case, a proto je mozné (i kdyZ se mnozi domnivaji, Ze neprav-
dépodobné), Ze bude takovy algoritmus jesté objeven. V roce 1994 se Peteru
Shorovi z AT&T Bell Labs podafilo vymyslet kvantovy faktoriza¢ni algoritmus,
jehoz slozitost je na kvantovém pocitaci polynomidlni. Takové raddové vylep-
Seni znamenalo prilom ve vyvoji kvantovych algoritmt. Podobné jako se daji
roztiidit algoritmy u klasické a pravdépodobnostni verze Turingovych stroji,
lze definovat i kvantové slozitostni tfidy. Pro prehlednost byly vSechny tfidy
sefazeny do nasledujici tabulky:

Trida Popis

P schdné algoritmy bézici nejhife v polynomidlnim case (déle
jen PT), priklad: nésobeni

NP neschiidné algoritmy; pouze spravnost feSeni lze ovérit v PT,

priklad: faktorizace
NP-uplny | NP problémy vzijemné mapovatelné v PT,
priklady: SAT, obchodni cestujici, planovani

PP problémy feSitelné s jistotou v primérné PT na PTS
BPP problémy fesitelné s p > 2/3 v nejhtte PT na PTS
QP problémy fesitelné s jistotou v nejhtire PT

QP problémy fesitelné s jistotou v pramérném PT

BQP problémy fesitelné s p > 2/3 v nejhtite PT

Tabulka 1: T¥idy sloZzitosti: prvni t¥i klasické, druhé dvé pravdépodobnostni, po-
sledni tii kvantové. SAT je problém splnitelnosti (satisfiability) logické funkce boolov-
skych proménnych.

Univerzdlnost je schopnost efektivné simulovat jeden Turingtv stroj druhym.
Turinga napadlo, ze kdyz vytvoii transformacni pravidla jednoho Turingova
stroje jako program (posloupnost bitii) pro jiny stroj, bude tento stroj schopny
simulovat prvni stroj. Tak vznikla myslenka, ze je mozné vytvofit programo-
vatelny pocita¢ — Turingiv stroj, jehoz programem je néjaky algoritmus. Az v
roce 1996 potvrdili Seth Lloyd a Christof Zalka, ze univerzalnost plati také u
kvantovych pocitact. To znamend, Ze jeden kvantovy systém dokéze simulovat

jiny.

3.4 Modely kvantovych pocitaci

Pred tim, nez je mozné vibec néjaky kvantovy pocitac¢ vyrobit, je nutné prijit s
modelem funkce takového pocitace. V roce 1980 prisel Benioff s modelem, ktery
se podobal KTS. Cteci hlava byla vyménéna za zafizeni, které zprostiedkovava
kvantové-mechanické interakce a ovliviuje naptiklad spiny ¢astic, kterymi kédu-
jeme stavy 0 a 1. Vyvoj byl nahrazen Hamiltonidnem ve Schridingerové rovnici.
Dtlezité bylo, ze se stroj vyvijel po pevnych krocich. Na konci kazdého z nich
byl klasicky odecten bit z pasky. Mezi kroky se systém kvantoveé vyvijel. Klasické
méfeni na konci kazdého cyklu vSak neumoznilo vyuzit vlastnosti kvantovych
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pocitaci uplné, protoze znicilo kiehkou superpozici stavii na pésce. Navic s
pouzitim casové nezavislého Hamiltonidnu by bylo nesmyslné potieba znat vy-
sledek vypoctu na pocatku, protoze by takovy Hamiltonian musel obsahovat
vSechny informace o tom, jak se bude vypocet ubirat a nemohl se dynamicky
vyvijet. Jeho nedokonalost dale souvisi také s velkou vzdalenosti, kterou ptisobi
¢teci hlava na pasku a nedovoluje navrhnout pouze lokalné ptsobici evolucni
operator s casové nezavislym Hamiltonidnem.

Tyto nedostatky odstranil v roce 1985 Richard Feynman. Popsal vypocet na
kvantovém pocitaci jako posloupnost vypocetnich tkont na logickych kvanto-
vych branéch a jejich zapojeni v kombina¢nim obvodu. Jak bylo dokdzano, je
popis vypoctu pomoci kvantovych obvodt vypocetné ekvivalentni vypoctu na
kvantovém Turingové stroji. Obvod se musel sklddat z reverzibilnich logickych
operaci (bran). Kazda takova operace byla vyjddiena néjakym operdtorem A.
Provedeni k operaci béhem vypoc¢tu pak bylo zapsdno jako soucin operatoru
kazdé operace. Aby bylo mozné vyjadrit Hamiltonian, ktery by implementoval
funkci daného obvodu a zaroven sledoval v jakém stadiu se vypocet nachézi,
navrhl Feynman pfidat ke qubitiim reprezentujicim vstupy a vystupy obvodu
dalsich k + 1 qubitt, kde k je pocet bran obvodu. Tyto qubity slouzi vlastné
jako ¢ita¢ programu a informuji nas, kolik logickych bran jiz bylo pouzito, tj. v
jakém stadiu se vypocet nachazi. Misto, ve kterém se pravé nachazi vypocet je
oznaceno obsazenym qubitem (s hodnotou 1), ktery se nazyva kurzor. Abychom
mohli postupné qubity ¢itace nastavovat a mazat, je zapotiebi novych opera-
tord, které by to provadély. Tyto operatory se oznacCuji ¢ a a a nazyvaji se
kreacni a anihilacni operatory, které nastavuji kurzor na 1, respektive 0. Kdy-
koliv namérime kurzor na poslednim qubitu, je jasné, Ze pti vypoctu jiz byly
aplikovany vSechny brany a vypocet je u konce. Vysledny Hamiltonidn ma pak

tvar:
k—1

H = Z Civ1- @i Ay + (€1 - a; - Ap)T.
=0
Oba zminéné operatory tak vlastné pohybuji kurzorem dopiedu a dozadu, podle
pouzitych bran. S pribéhem vypoctu jsou pfimo korelovany pies operdtory lo-
gickych funkei A. O vSech operatorech budeme blize hovofit v kapitole o kvan-
tovych obvodech.

U Feynmanova modelu se predpokladd4, ze evoluéni operator umoznuje qubitim
interakce na libovolnou vzdalenost. Tento problém (vzhledem k mozné imple-
mentaci) vyfesil jesté v roce 1985 David Deutsch s jeho lokdlnim ¢asové nezé-
vislym evolu¢nim operdtorem, ovliviujicim pouze pfilehlé qubity. V takovém
pripadé je vsak potieba mit ¢asové zavisly Hamiltonian.
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4 Kvantové obvody

Aby bylo mozné kvantovy systém udrZet v nenaruSeném stavu (koherenci), je
zapotiebi jej (v idedlnim pripadé) zcela izolovat od okoli. Takovému systému tim
znemoznime, aby si s okolim vymeénoval naptiklad teplo nebo s nim jinak pifimo
interagoval. Landaueriuv princip ndm rika, ze ke smazani jednoho bitu informace
z paméti je zapotiebi ze systému vyvést jeden bit entropie. To se obvykle proje-
vuje vyzarenim tepla do okoli. Na tomto rozboru vidime jasnou spojitost mezi
energii systému a objemem informaci, které jsou v ném ulozeny. Jelikoz je ale pti
svém vyvoji kvantovy systém izolovan od okoli, nemtze z néj zddna informace
volné unikat. Ztrata informace totiz primo souvisi s reverzibilitou procest, které
se v systému odehravaji.

4.1 Kvantové brany

V klasickém pocitaci, slozeném z klasickych bran jako je AND, NAND ¢i OR,
neni vzdy reverzibilita mezi vstupy a vystupy zachovana. Naptiklad u klasického
vypoctu vime, ze lze libovolnou logickou funkci kombina¢niho obvodu realizo-
vat pouze pouZzitim univerzalni brany NAND. Tato brana méa ale pro pouziti
u kvantovych pocitact tu nevyhodu, Ze z vystupi nelze jednoznac¢né urcit kom-
binaci vstupid — brdna NAND tedy neni reverzibilni. V takovém procesu se
ztraci Cast informace a systém se tim zahtiva. Obecné lze dokazat, ze v kla-
sickém pojeti neexistuje univerzalni reverzibilni 2-bitova brana. U kvantovych
poCitac¢i ale mizeme pouZivat jen ty brany, které podminku reverzibility (a
tim i unitarnosti operaci) spliji. Jako prvni nas asi napadne brana NOT. Ta
opravdu podminku reverzibility spliuje. Podobné jsou na tom i brany CNOT
a CCNOT. Vlastnosti téchto bran jsou shrnuty v tabulce.

brana jiny nazev qubity | funkce

NOT 1 |z) — |T)

CNOT controlled NOT, XOR 2 |z, y) = |z, z ®y)

CCNOT | controlled-controlled NOT, 3 |z,y,2) = |z,y,zy & 2)
Toffoliho brana

Treti sloupec tabulky fika, na kolik qubiti dand brana ptisobi. Napiiklad Tof-
foliho brana je 3-qubitova. V maticovém zapisu je

1000
0 1 0100
NOT_<10>, CNOT=| o o o 1
0010

Matice CCNOT se podoba CNOT, pouze je rozméru 8 X 8 se submatici NOT
v pravém dolnim rohu. Obecné je n-qubitova operace vyjadiena matici 2™ x 2.
Branové operace na qubitech se v kvantové informatice obvykle zapisuji pomoci
kvantovych obvodi, které se v case vyviji zleva doprava a kazda vodorovna
hrana (drat) odpovida jednomu qubitu. Obecné zakreslime jedno-qubitovou uni-
tarni operaci jak je uvedeno na obrazku.
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|W> U U > ly> NOT —— [g>

Obrézek 4: 1-qubitova kvantova brana: Na obrazku vlevo je zndzorn&na obecné
operace pisobici na jeden qubit |¢). Jako pfiklad je vpravo uvedena brdna NOT.

Dvou- a tti-qubitové operace CNOT a CCNOT jsou znazornény na nasledu-
jicim obrazku.

1
1 |X |X>
[x> [x>
1
ly=> ly>
ly> P, |x®y >
|z> D |xy®z >

Obrazek 5: Kvantovy obvod CNOT a CCNOT: Tyto brany maji jako kontrolni
qubit 1. To znamend, ze pokud jsou napiiklad u brany CCNOT oba qubity = a y
rovay 1, provede se operace na qubitu z.

Jinou dilezitou kvantovou branou je Fredkinova brana. Ta prohodi druhy a
tfeti bit v pripadé, ze prvni bit je 0. Vidime, ze tak jako v pitipadé CNOT nebo
CCNOT jeizde podminéno provedeni operace stavem urcitého bitu. Takovym
brandm se souhrné tika podminéné kvantové brdany. Pritom Fredkinova brana
je také univerzalni a mize tak realizovat libovolny logicky kombinac¢ni obvod.
O univerzalnosti se blize zminime v nasledujici podkapitole.

0 0
|x> : x> |x> x>
ly> [Xzoxy > |y> i |Xz®xy >
|z> IXydxz> |z> L |y xz>

Obrazek 6: Fredkinova brana: M4 dva alternativni zptsoby zépisu (vlevo a vpravo).
Fredkinova brana je 3-qubitovd a realizuje logickou funkci |z,y,z) — |z, Tz © vy, Ty @
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Dalsi uzitecnou branou je S WA P, kterd spolu prohazuje 2 qubity a provadi tak
funkei |z,y) — |y, z):

SWAP =

OO O
O = OO
SO = O
= O O O

Jeji obvod je znazornén s pouzitim brany CNOT na nésledujicim obrazku
vlevo. Z univerzalnich bran je pak mozné konstruovat obvody riznych funkci a
slozitosti. Naptiklad lze takto navrhnout reverzibilni 2-qubitovou scitacku, ktera
provadi funkci |z,y,0) — |z,z ® y, zy), kde druhy qubit obsahuje sumu a tieti
prenos (carry).

|x> |x>
|x> - ly >

ly> D |x®y >
ly> D D |x>

0 Y [xy >

Obréazek 7: SWAP a 2-qubitova reverzibilni s¢itacka.

Krome klasickych kvantovych bran vSak existuji také kvantové brany, které kla-
sicky nemohou existovat. Typickym zastupcem je brana vV NOT (,odmocnina z
NOT*). Piitom plati, ze (V NOT)? = NOT. Tuto podminku spliiuje definice

e L (140 1
NoO _§<1—z’ 1+i>'

Snadno lze ovérit, ze je tato operace unitarni, tj. ze vV NOT \/NOTJr = 1.
Pouziti této brany si uvedme na piikladu vypoctu funkce NOT. Podle definice
aplikujeme branu vV NOT dvakrat za sebou. Vidime, ze tato operace ma celkem
3 stadia — pouziti prvni brany, pouziti druhé brany, skonceny vypocet. U Fey-
nmanova modelu kvantového pocitace jsou tyto kroky zachyceny ve specidlnich
qubitech, které tvori kurzor. Potiebny kvantovy registr by se proto skladal ze
4 qubiti: tii kurzorovych a jednoho vypocetniho, na kterém bychom operaci
NOT provedli. Operace prvni brany by tedy vypadala jako

VNOT,=1®1®1VNOT,

Protoze se jedna o direktni soucin 4 qubitd, bude mit vyslednd matice rozmeér
2% x 2. Kolem diagonaly bude mit rozmistény submatice v NOT. Zkracend ma
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tato matice tvar

VNOT 0 0 0 0 0 0 0
0 NOT 0 0 0 0 0 0
0 0 NOT 0 0 0 0 0
—— 0 0 0 NOT 0 0 0 0
NOT: = 0 0 0 0 NOT 0 0 0 ’
0 0 0 0 0 NOT 0 0
0 0 0 0 0 0 NOT 0
0 0 0 0 0 0 0 NOT

kde 0 je nulova submatice 2x2. Cely vypocet pak mizeme zapsat jako

NOT, =+\/NOT, /NOT;.

Pokud vyjdeme z pocatecniho stavu |1000) (tj. Ze kurzor je na poCatku nasta-
ven na prvnim qubitu), pak Hamiltonidn, kterym popiSeme konfiguraci celého
systému véetné kurzoru (a ktery mtzeme dosadit do Schrodingerovy rovnice),
je u Feynmanova modelu kvantového pocitace roven

1 t
H = ¢;a9\/NOT; + (0100 N0T4) + cya/NOT, + (c2a1\/N0T4) ,

kde ¢ a a jsou anihila¢ni a kreacni operatory, které jsou definovany jako

(1) -(33)

1 0 ) 0 0 )°

Tyto operétory slouzi k nastavovani a mazani qubitt kurzoru na hodnoty [1) a
|0) podle toho, kam aZz postoupil vypocet, a tedy kolik jiz bylo aplikovano bran.
Pokud kdykoliv naméfime obsazeny posledni (tfeti) kurzorovy qubit, méame jis-
totu, ze vypocet je u konce. Provdzani kurzoru a pribéhu vlastniho vypoctu
zajistuje pravé vyse uvedend podoba Hamiltonidanu, kterd musi reflektovat na-
slednou fyzickou implementaci. U Feynmanova modelu je tvar Hamiltonidnu
dipdlovych momentt vzniklé ve feritech, které se ocitly v externim magnetickém
poli jiného sméru neZ bylo pole magnetiza¢ni). Potom také méfenim na kurzoru
neovliviiujeme zpétné Cast registru, v niz probiha vypocet. Moznosti ptisobeni
obou operatori na jeden qubit kurzoru muzeme shrnout takto: ¢|0) = |1},
c|l) = 0, a|l0) = 0, a|l) = |0), kde O je nedefinovany nulovy stav. Protoze
ale potfebujeme specifikovat slozitéjsi operaci pasobici na cely registr, maji v
Hamiltonianu oba operatory indexy urcujici, ktery kurzorovy qubit je ovliv-
fiovan. Napiiklad k nastaveni druhého qubitu na |1) pouZijeme operdtor ¢; =
1®c®1® 1.Podobné definujeme i ostatni operatory. VSimnéme si, ze v na-
Sem prikladé tyto operatory nikdy neovliviuji posledni qubit, protoze ten neni
soucasti kurzoru a probihd v ném vypocet operace NOT.
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Nyni, pokud Hamiltonidn vypocitame®, dostaneme

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 VNOT 0 0 0 0 0
0 VNOT' 0 0 NOT 0 0 0
0 0 0 0 0 NOT 0 0
H=1|, 0 VNOT' 0 0 0 0 0o |’
0 0 0 VNOT' 0 0 VNOT 0
0 0 0 0 0 VNOT' 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

kde 0 je nulova submatice 2x2. Pokud jsou pocatecni podminky vlnové funkce
|¥(0)) = |1000) nebo |¥(0)) = |1001), je feSeni Schrodingerovy rovnice

[U(1)) = e /M W(0)) = U (1)]L(0)),

kde H je vysSe uvedeny casové nezavisly Hamiltonidan. Z této rovnice nam k
aplnému popséani vypoctu zbyva vyjadrit evoluéni operator U (t), ktery popisuje
vyvoj systému v case. To je mozné provést nékolika zptisoby. Naprtiklad pres
rozvoj e* =1+ % + ’g—? + %y +.... Vysledny evolu¢ni operdtor je pak mozné
pouzit k (neefektivni) simulaci kvantového vypoctu funkce NOT na klasickém
pocitaci.

Na brané v NOT jsme si ukdzali, jak jsou jednotlivé brany a operatory propo-
jeny s vlastni vlnovou funkci a jakou v ni hraji alohu. Také jsme vidéli, ze ne
vSechny brany jsou realizovatelné klasicky. Dalsi z ¢isté kvantovych bran jsou
napiiklad tfi jedno-qubitové (osové-) rotacni brany R,, R, a R. s paramet-
rem 6.

cosf isinf icosf  sind e? 0
R, = < isind  cosf )’ R, = < sinf  icosf )’ R. = ( 0 e ¥ )
Tyto brany stavovy vektor rotuji kolem prislusné osy o zvoleny thel. Brany,
které provddéji rotaci o 7 bez faze i jsou Hadamardovy rotacni brdny:

() s ()

Tyto brany lze pouzit napiiklad v piipadé, ze chceme uvést stavy |0) nebo |1)
do jejich vyvazené superpozice. Podle pouzité brany ziskavame rtiznou fazi.
4.2 Univerzalni kvantové brany

Na zavér se vratme k otdzce univerzalnosti kvantovych bran. Tak jako existuji
pro klasické obvody mnoziny univerzalnich operatort, je mozné i u kvantovych

6Je ziejmé, 7e fada prvkd vysledného Hamiltonidnu bude rovna 0. Napiiklad pokud je
stav registru zapsan jako |wzyz), pak nasobeni ¢ ap |wzyz) nabyva nulovy vektor 0 kdykoliv
je nulty qubit |0) nebo prvni qubit |1). Podobné si lze vypocet usnadnit u vyrazu cza;.
Komplexné sdruzené a transponované Casti jsou symetrické.
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pocitaci pozadovat univerzalitu. Pfitom se snazime, aby byla tato mnozina
operatorid co nejjednodussi a tim i 1épe implementovatelné. Mezi klasickymi
branami jsou takovymi mnozinami napiiklad { NAND} nebo {OR, NOT}.
U kvantovych bran bylo dokazano, ze Fredkinova a Toffoliho 3-qubitova brana
jsou samy o sob& univerzalni’ (a velmi obtizné na implementaci, protoze bychom
museli ovladat interakci mezi tfemi kvantovymi systémy). Davidu DiVincenzovi
se vSak podafilo dokazat, Zze na rozdil od klasické informatiky, lze v kvantové
informatice vyjadrit libovolny kvantovy obvod pouze s vyuzitim 2-qubitovych
bran. Uvazujeme-li 2-qubitovou branu CNOT?, pak lze dokézat, Ze tato brana
neni samotnd univerzadlni. Mize nas vSak napadnout, ze spolecné s néjakou
1-qubitovou branou by takova mnoZina univerzalni byt mohla (coz by bylo na-
déjné vzhledem k méné naro¢né implementaci 1- a 2-qubitovych bran). Jak bylo
zjisténo, lze obecnou 1-qubitovou unitarni transformaci U; vyjadfit jako soucin
CtyT matic 2 x 2

ed 0\ [ e 0 [ cosB/2 sinf/2 \ [ P20
0 e¥ 0 e /2 —sinf/2  cosf/2 0 B2 )
kde prvni matice je fdzovy posun vzhledem k 4, druhd a ¢tvrtd matice jsou

rotace o dany uhel kolem z a tireti matice je rotace kolem osy y o uhel 6. Po
rozndsobeni dostavame

ei(0+a/248/2cog /2 ei0+a/2=B/ging /2
Ui(d,c,8,0) = < —ei(0=a/2+8/2)ging /2 ¢il6=a/2=5/2) 050 /2 ) ’

kde d,a,8 a 8 € R. Napiiklad pii § = a = 8 = 0 vytvofime operator, ktery
mezi sebou prohazuje qubity |0) — —|1) a |1) — |0). Pravé pro mnozinu
{U:1(6,,8,6), CNOT} Adiano Barenco a jini dokdzali, Ze je pro konstrukci
kvantovych obvodid univerzalni. Kombinaci téchto dvou bran je totiz mozné
vytvorit Toffoliho univerzalni branu.

Navic lze univerzalitu 2- a 3-qubitovych bran v jistém smyslu zobecnit a vyjadrit
jako prislusnou parametrizovanou kvantovou branu. Naptiklad 2-qubitovou uni-
verzalni branu pro bazi {|00), |01),|10),|11)} poprvé popsal Adriano Barenco:

10 0 0
0 1 0 0
A((;ﬁ,a,ﬁ) = 0 0 eiacose —iei(o‘_e)siHG ’
0 0 —ieilatfging e'*cosf

kde ¢, a, 8 jsou pevné zvolené iracionalni nasobky 7 nebo samy sebe. Jesté pred
Barencem zobecnili reverzibilni Toffoliho branu Deutsch a DiVincenzo a pro

7Snadno lze ukdzat, ze Toffoliho brana CCNOT miize nahradit napiiklad univerzalni ope-
raci NAND, protoze CCNOT |1,1,z) — |1,1,Z) a CCNOT |z,y,0) — |z,y,zy).

8V&imnéme si, Ze ndkteré brany, o nich? jsme se zminili (CNOT, CCNOT, Fredkinova, . ..)
jsou vlastné klasické reverzibilni brany, které jsou jen specidlnim piipadem mnoziny vSech
kvantovych bran. Reverzibilni brdnu lze zkonstruovat z nereverzibilnich bran napiiklad zko-
pirovanim vstupt na vystup pro zachovani informace.
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béazi {|000),...,|111)} vymysleli 3-qubitovou univerzalni branu.

1 0 0 0 0 O 0 0

01 0 0 0 O 0 0

0 01 0 0 O 0 0

0 0 0O1 0 O 0 0
D) = 0 00O 1 0 0 0

000 0 0 1 0 0

0 0 0O O 0 0 dcosf sinf

0 0 OO 0O 0 sinfd icosd

Je ziejmé, ze D(5) = CCNOT.
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5 Kvantové algoritmy

Kvantové pocitace byly zpocatku brany jako zajimava kuriozita, kterou snad
bude jednou mozné vyuzit az technologie a vyzkum postoupi patticné kupiedu.
V 80.letech, kdy byly kvantovym pocitacim polozeny zaklady, se neobjevil
zédny algoritmus, z néhoz by bylo zfejmé, ze budou kvantové pocitace pou-
zitelné pro praktické feSeni problémii. Hledaly se tedy mozné oblasti vyuziti
kvantovych pocitaci, které by zahnaly pochybnosti. O zasadni prilom v kon-
strukei kvantovych algoritmi se zaslouzil v roce 1994 Peter Shor z AT& T, ktery
navrhl algoritmus provadéjici rozklad celého ¢isla na jeho prvocinitele. Nejlepsi
klasické algoritmy tuto llohu dokazi resit neefektivné v case exponencialné ros-
toucim s velikosti vstupu. Shoriv algoritmus vSak bézi v polynomidlnim case.
Takové zlepseni si uz zaslouzilo vétsi analyzu a tak se na zakladé postupu jeho
algoritmu zacaly vynofovat dalsi praktické algoritmy, které napliiovaly nadéje
o schopnostech kvantovych pocitaci. V této kapitole se sezndmime s nejdile-
zit€jsimi kvantovymi algoritmy, které byly vyvinuty v 90.letech. Budeme také
hovotit o jejich dopadu na néktera odvétvi informatiky jako je naptiklad kryp-
tografie v piipadé Shorova faktoriza¢niho algoritmu. Pokusime se vzdy vyjit z
paralely klasického problému a poukdzat na jednotlivé odlisnosti kvantového a
klasického feseni. Abychom vSak mohli kvantové algoritmy popisovat, potiebu-
jeme se na uvod seznamit s jednim z hlavnich triki, kterym Shor (a pozdéji i
dalsi) sviij kvantovy algoritmus vybavil.

5.1 Kvantova Fourierova transformace

Jak znamo, Fourierova transformace mapuje funkce v ¢asové doméné na funkce
frekvencniho spektra. Jeji hlavni vlastnosti z pohledu kvantové mechaniky je, ze
mezi qubity vyvolavé kvantovou interferenci, kterd je bud konstruktivni nebo de-
struktivni. Konstruktivni interference v signalu zvyraziuje jisté charakteristiky
(frekvence) nad charakteristikami jinymi. Takovym zptisobem uvadi registr do
stavu, v némz naméfime jeho hodnoty s rizngmi pravdépodobnostmi (tzn. ovliv-
fuje amplitudy pravdépodobnosti). A pravé tato vlastnost mé zasadni vliv na
praktickou pouZitelnost nékterych algoritmi. Abychom vyhovéli pozadavku uni-
tarnosti operace definujeme kvantovou diskrétni Fourierovu transformaci (KFT)
jako vyvoj registru |a) = |ag a1 ...) na |c¢) = |cp ¢ ...) podle :

1,
|a> N 7§Z€2www/ll |C>,
c=0

kde ¢ je pocet stavi registru (0 < a < ¢) a (a,c¢) jsou soufadunice prvkd uni-
tarni matice a jsou rovny ﬁe%i“/ ¢, Tato matice (transformace) je zakladem
faktoriza¢niho algoritmu a nazyvé se A,. Jeji sloupce a faddky jsou indexovany
od nuly jako celd ¢isla odpovidajici bindrnim reprezentacim stavi. Aby bylo
mozné navrhnout efektivni algoritmy zalozené na KFT, bylo nutné samotnou
KFT vymyslet efektivné. Shor takovou KFT navrhl pro ¢, které je mocninou
dvou (¢ = 2!). Pro jeji vypocet potieboval jen O(I%) kvantovych bran, kterych
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jsou dva typy. Jednou je Hadamardova brana definovana jako:

H: [0) » L(0)+]1) . 111
) = L(oy—jy) “ebol HZE(l —1>'

N

Tato brana vyviji stav |0) do vyvaZené superpozice v8ech moznych 2" stavi
(pokud je aplikovana na n qubitt jako (H @ H ® ... ® H) |00...0) nazyva se
Walsh-Hadamardova transformace W'). Hadamardovu branu ovliviiujici bit na
pozici j oznacujeme Hj;. Druhou pouzitou branou je §j i, kterd operuje s bity
na pozicich j a k:

1 00 0

010 0

Sik=1 0 01 0 ’

0 0 0 e
kde 0;,—; = 7 /283, K provedeni KFT aplikujeme brany v pofad{ zleva doprava
podle obecného schématu:

H_ 8 2 1H_28_3;18_3;-2H;_3...H8);-150,1—2 -.-80,250,1Hp.

Napriklad pro tri bity (l = 3) aplikujeme brény H25172H1 50725071H0. Tato
operace vraci registr bitové prevraceny, takze pro dokonceni KFT je zapotiebi
vysledny registr bitové invertovat nebo jej ¢ist z opacné strany, coz je jiz z
hlediska implementace jednoduché operace.

|az> H,

|a,> Sp Hy

|ao> Soz So1 Hy

Obréazek 8: Obvod kvantové Fourierovy transformace: pro [ = 3; rekurzivné lze
obvod rozsifovat podle obecného vzorce. Jak je u kvantovych obvodi zvykem, brany
se provadéji zleva doprava, coz odpovidd uvedenému zapisu. Lze si rovnéz vSimnout
jak brany S; i operuji nad dvéma qubity.

5.2 Klasicka kryptografie

Jak jsme se jiz zminili, s prvnim pfevratnym algoritmem piisel v roce 1994 Pe-
ter Shor. A hned se mu podafilo zasdhnout citlivé misto v oblasti pocitacové
védy. Nepiimo vyzval k diskusi nad otdzkami pocitacové bezpecnosti prena-
Senych dat vefejnymi komunika¢nimi kandly. Jeho algoritmus totiz v principu
dokaze efektivné faktorizovat velké celé ¢islo, vytvorené napiiklad jako soucin
dvou (velkych) prvoéisel. To je problém, na jehoZ neschtdnosti na klasickych
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pocita¢ich zavisi mnoho mechanizmui soucasné kryptografie (napiiklad systém
RSA). Pojdme si vSak nejprve struéné pripomenout zakladni algoritmy, pomoci
kterych klasickd kryptografie postupuje pfi zajistovani divérnosti prenasenych
dat.

Jednim ze zakladnich algoritmi je tzv. One-time pad. Pokud chtéji dvé strany
(Alice a Bob) komunikovat, je zapotiebi se pfedtim sejit a dohodnout si (né-
hodné vygenerovat) nékolik sad tajnych kli¢d, které budou p#i komunikaci po-
tfeba. Mohou si naptiklad fici, ze budou pouzivat 10 sad, kazdou o 60 kli¢ich.
Déle algoritmus postupuje v téchto krocich:

e Alice si pripravi do ¢iselné podoby zkonvertovanou zpravu, kterou si preje
poslat. Vznika tak zprava M = {mq,...,my}.

e Dale si Alice vybere sadu, kterou k Sifrovani hodla pouzit a dostava tak
posloupnost klict ki, ..., k.

e Nyni vypocitd ze zpravy Sifrovanou posloupnost ¢isel C = {e1,...,cn}
podle pravidla ¢; = m; + k; (mod 1), kde [ je poCet znakl abecedy (pro
binarni abecedu je | = 2 a s¢itani pak odpovida operaci XOR).

e Nisledné posle Alice Bobovi zaSifrovanou zpravu a c¢islo sady, kterou po-
uzila.

e Bob pfi ptijeti zpravy inverznim pravidlem a pouzitim prislusné sady kli¢i
zpravu desifruje podle m; = ¢;—k;+1 (mod ). Nakonec zpravu zkonvertuje
do textové podoby.

Ve verzi nad binarni abecedou se One-time pad oznacuje jako Vernamova §ifra.
Tento druh algoritmu je zajimavy tim, ze u néj lze za predpokladu kvalitniho
zdroje klich dokdzat tzv. nepodminénou bezpecnost, to znamend odolnost vici
lusténi bez ohledu na vypocetni silu Gto¢nika. Nevyhodou tohoto algoritmu je,
Ze kli¢ je mozné pouzit jen jednou (jinak se cely systém naopak stava snadno
napadnutelnym), a Ze toto heslo musi byt stejné dlouhé jako je zasiland zprava.
Vznikd zde tedy problém s bezpecnym pienosem klice. K feSeni téchto nedo-
statkll se pouzivaji v soucasné kryptografii dva hlavni postupy. Jednak je to
pouziti algoritmu, jehoz sloZitost umoziuje zkratit délku kli¢e (dues pouZivané
algoritmy jsou napiiklad DES, 3DES, AES, Blowfish). Za druhé se pfenos usku-
te¢fiuje pomoci mechanizmii asymetrické kryptografie °.

9 Asymetricka kryptografie je zaloZena na tzv. jednosmérnych funkcich se zadnimi vrdtky.
Tyto funkce lze vypotitat v jednom smé&ru snadno (a rychle — p¥ipad $ifrovéani), kdezto opa&-
nym smérem (desifrovani) obtizné. Rychlé desifrovani (zadni vratka) je moZné pouze se znalosti
urcité utajené informace (privatniho klite). Kli¢ uréujici funkci pro zaSifrovéni se nazyva ve-
fejny kli¢. Zadni vratka se obvykle vytvaieji pomoci slozitych matematickych problémi jako
jsou faktorizace (na kterou se my zamé&fime) nebo diskrétni logaritmy. Problém diskrétnich
logaritmi je pro konstrukci asymetrickych mechanizmii povazovan za stejné vhodny jako fak-
torizace. Je obvykle formulovan takto: Najd&te celé ¢islo  takové, ze ¢* = h(mod p), kde g a
h jsou prvky konetné grupy Gp. Napfiklad v G17 je FeSenim 3% = 13(mod 17) hodnota = = 4.
Na slozitosti vypoctu diskrétnich logaritmi jsou zalozeny napfiklad kryptosystémy ElGamal
nebo DSS.
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5.3 RSA kryptografie verejného klice

Kryptosystém RSA (ktery v roce 1978 vymysleli Ronald Rivest, Adi Shamir a
Leonard Adlemann) je zaloZen na problému faktorizace velkych ¢isel. Podivejme
se na to, jak tento systém fesi prenos zpravy mezi dvéma misty. Nejprve musi
prijimajici strana (v tomto piipadé Bob) vygenerovat par kli¢a, z nichz jeden
je tzv. verejny kli¢, ktery je k dispozici vSem a Bob jej sdéli vefejnym kandlem
Alici. Alice timto kli¢em zpravu zaSifruje (tuto ¢ast komunikace mize provést
kdokoliv). V této chvili pfichazi na fadu druhy kli¢ — privatni, ktery Bob nikomu
nesdélil. Alice posle zasifrovanou zpravu Bobovi, ktery si ji svym privatnim kli-
¢em deSifruje. Aby to vSak bylo mozné, je nutné, aby byly oba kli¢em urcitym
zplsobem propojeny. Pojdme se ted na toto spojeni podivat podrobnéji. Aby
byl RSA systém bezpec¢ny, musi byt tézké na zdkladé znalosti vefejného klice a
zaSifrované zpravy od Alice zjistit otevienou hodnotu zpravy (to také znamena,
Ze ze znalosti téchto hodnot musi byt tézké zjistit kli¢ privatni). Toho RSA do-
ciluje tim, Ze spoléh4 na neschiidnost faktorizace velkych celych ¢isel. Reknéme,
Zze Bob chce komunikovat s Alici. Konkrétni postup pii komunikaci se sklada
jednak z ¢asti generovani klice (prvni tfi body) a ¢asti komunikaéni:

e Bob si nejdiive vybere dvé dostatecné velkd prvocisla p a ¢, ktera vynasobi
a ziska ¢islon =p - q.

e Poté zaCne pocitat dveé cela Cisla d a e tak, ze za e si zvoli ndhodné ¢islo,
které je nesoudélné s ¢islem (p —1)(¢—1). Déle musi vypoditat d z vyrazu
ed=1mod (p—1)(¢g—1).

e Nasleduje zaslani vefejného klice Alici jako paru ¢isel {e,n}.
e Vytvoteni zpravy M € Z,.
e Nyni Alice zaifruje zpravu pomoci vefejného klice jako C' = M*° mod n.

e Tu pak zasle Bobovi, ktery na zdkladé znalosti svého utajeného privatniho
klice deSifruje jako M = C? mod n a potom pievede zpét do textové
podoby.

Ukazme si celou proceduru na vysvétlujicim prikladu:

Bob si naptiklad zvoli p = 11 a ¢ = 13, dale je n = p-q = 143. Jestlize si
za e zvoll napiiklad ¢islo 7 (nesoudélné s (p — 1)(¢ — 1) a zdroven mensi nez
toto ¢islo), pak z rovnice d -7 = 1 mod 120 je d = 103. Tim m4 Bob k zasldni
pfipraven vefejuy kli¢ (7, 143) a k uschovéni privatni kli¢ (103, 143). Vefejuym
klicem Alice zaSifruje tfeba pismeno x, které je v naSem ¢iselném kddu rovno
feknéme 16. TakZe je pak C, = 16"mod 143 = 3. To si Bob desifruje jako
M = 3'%mod 143 = 16, tj. kéd pismene x. Pro velk4 ¢isla nepiipada prolomeni
hrubou silou v Gvahu, protoze k tomu by bylo potieba zjistit p a ¢q. Pak by byl
jiz vypocet d jednoduchy. Jako bezpecné se dnes obvykle uvazuje pouziti n v
délce 1024 bitti, sestavené ze dvou prvocisel priblizné polovi¢ni délky.
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5.4 Shortv faktorizac¢ni algoritmus

Jak bylo uvedeno, klasickd kryptografie je vzhledem k moznostem pocitact v
této chvili bezpecnou formou zabezpeceni prenosu dat. Jak si ale s problé-
mem prolomeni metody RSA poradi kvantovy pocita¢? Ma jednu velkou vy-
hodu — muze totiz vyuzit kvantového paralelismu. Algoritmus Petera Shora
na faktorizaci velkych celych ¢isel pravé tuto vlastnost kvantovych systému
vyuzivd. Na kvantovém pocitaci tento algoritmus bézi v asymptotickém cCase
O(L*log L log log L), kde L je pocet bitl faktorizovaného ¢isla. Vidime, Ze ¢as
je omezen shora polynomem. Misto, aby algoritmus hledal ptimo jednotlivé sou-
Cinitele, je spiSe zaloZen na poznatku, Ze problém faktorizace Cisel se da prevést
na problém hledani periody urcité periodické funkce. Je-li dano ¢islo n, které
chceme faktorizovat, je potfeba vytvorit periodickou funkci

fy,n(a) = y®*mod n,

kde y je nahodné celé Cislo nesoudélné s n. Na této funkci je zajimava jeji
periodicita. Jeji perioda modulo n se obvykle znac¢i r. Protoze je kazda r-ta
hodnota funkce stejné (fy n(a) = fynla+r)), plati

y" =1 mod n.
To lze upravit na tvar
(y"/? =1)(y"/* +1) = 0 mod n.

Tento vztah plati pro sudou periodu 7 (pro lichou se snazime ndhodné vybrat
jinou hodnotu y - viz piiklad niZe). Z tohoto tvaru vidime, Ze déleni ¢lent
na levé strané rovnice ¢islem n je bezezbytkové. Proto, pokud neni trividlné
y"/? = +1 mod n, pak musi mit néktery z ¢lent na levé strané spoleny faktor s
n. Timto krokem se vlastné tloha pievadi na problém hledani nejvétsiho spolec¢-
ného délitele (nsd) ¢isel (y™/2 —1,n) a (y"/? + 1,n). Na tento problém existuje
algoritmus bézici efektivné i na klasickych pocitacich. Nésledujici priklad by mél
problém objasnit.

Priklad: Reknéme, Ze chceme faktorizovat ¢islo 21 na soucin jeho prvoéiniteli.
Pokud je n = 21, pak si musime zvolit 1 < y < 21 takové, ze nsd (y,21) =
1. Odpovidajici mnozina ¢isel y je {2, 4, 5, 8, 10, 11, 13, 16, 17, 19, 20}. Z
ni si ndhodné zvolime napfiklad y = 10. Nyni chceme zjistit periodu funkce
fyn(a) = 10%mod 21. Vidime, ze funkéni hodnoty pro celé a = 1,2,... jsou
10,16,13,4,19,1,10,16,.... To znamend, ze tato funkce ma periodu 6. Tato
perioda je sudé a nevraci trividlni faktory (Jestlize y’/? = 1000, pak chceme
ovéfit, zda 1000 =7 1 (mod 21). To neplati, protoze 999 { 21 a 1001 1 21. Pokud
by se tak stalo, museli bychom zvolit jiné y.). Na zavér nalezneme faktory pomoci
nsd (1001,21) = 7 a nsd (999,21) = 3. V8imnéme si, Ze pro y = 20 algoritmus
neuspéje, protoze perioda r = 2. Zajima nas tedy, zda 20 =* £1 (mod 21) a
vidime, ze 21 | 21.

Nyni nam zbyva jediny problém — jak vypocitat efektivné periodu r dané funkce.
Tento problém neni klasicky feSitelny v polynomidlnim case. Shor ale ukézal,
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Ze na kvantovém pocitaci periodu efektivné nalézt lze. Toho dosdhl vyuzitim
kvantového paralelismu.

Pripravme si kvantovy registr, ktery bude mit 2 ¢asti nazvané R1 a R2, a jehoz
stav budeme zapisovat |rl,r2).

krok 1: Zvolime si ndhodné y, které je nesoudélné s n. Dale si vybereme ¢
takové, ze 2n? < g < 3n2.

krok 2: Pripravime kvantovy registr do superpozice ¢isel |1)) tak, ze v R1 mame
superpozici ¢isel 0 az ¢ — 1, a v R2 samé nuly. Registr tak prejde do stavu

=— |a, 0).
\/aazo

krok 3: Z hodnot v R1 vypocteme (paralelné) funkéni hodnoty funkce f, ,(a)
a zapiSeme je do R2.
1=

|¥) = — |a, y“mod n).
i

krok 4: Nyni zméfime pouze ¢ast R2 registru jako hodnotu k. Tim uvedeme
cely registr do superpozice ¢isel, které maji funkéni hodnotu k a predstavuji
projekci registru, v némz predtim byly vyvazené zastoupeny vSechny hodnoty
periodické funkce f, »(a).

S,
|A a'€A

kde A = {d’ : y“mod n = k} a |A| je pofet prvki mnoziny A. PouZijme
nyni piikladu s faktorizaci ¢isla 21 a uvédomme si, v jakém stavu se registr
pred timto krokem nachézel. Po 3. kroku byl registr v superpozici \/%QO, 1)+
[1,10) + |2,16) + |3,13) + |4,4) + |5,19) + |6,1) + ... + |21,13)). Provedenim
méreni podle kroku 4 se vyselektuji pouze stavy prislusejici namérené hodnoté
(se stejnou vlastni hodnotou). Podle vysledku méfeni tak dostaneme jednu z 6
moznych superpozic:

zméreno | novy stav
1 3([0,1) +16,1) +[12,1) +[18,1))
10 2(]1,10) + |7, 10) + |13, 10) + |19, 10))
16 £(12,16) + |8,16) + |14, 16) + |20, 16))
13 %(|3 13) + 19, 13) + [15,13) + |21, 13))
4 Z5(14,4) +10,4) +[16,4))
19 75 (15,19) +]11,19) + [17,19))

Zd4 se, ze k odhadu periody z téchto stavii bylo by potieba prvni tfi kroky néko-
likrat opakovat ke zmétreni nékolika hodnot. Bohuzel to neni mozné v disledku
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ruzného pocatecniho offsetu periody u kazdého vysledku méteni. Tento offset
nam neumoznuje mit pii opakovanych mérenich jistotu, ze dosdhneme stejného
vysledku a budeme moci periodu ur€it jednoznac¢né. To proto, ze pravdépo-
dobnosti zméieni viech 6 vysledkil jsou (pfiblizné!?) stejné. Aby bylo mozné
periodu spravné urcit, je zapotiebi ji néjakym zplsobem ,zvyraznit® tak, aby
nebyla zavisla na pocatecnim offsetu.

krok 5: Proto nyni provedeme kvantovou Fourierovu transformaci na R1 a
vysledek vratime tamtéz.

27mac/qck
0=t 5 LS e,

a'€A

Fourierova transformace prevedla stav registru |a’) na |c), tentokrat jiz s raznymi
amplitudami. Ty stavy, které se vyskytuji v okoli ndsobki prevracené periody
1/r tak naméiime s vétsi pravdépodobnosti nez ty, které jsou od nasobki vice
vzdéleny. Dilezité je, Ze stav |a') obsahujici problematicky offset periody funkce
se presunul do fazového faktoru.

krok 6: Nyni registr zméfime s vysledkem ¢'. Abychom byli schopni urcit pe-
riodu, je nutné kroky 2 — 6 opakovat do chvile, nez mame k dispozici dostatek
vzorki, které jsou s velkou pravdépodobnosti v okoli riznych nasobkt prevra-
cené periody a které jednoznac¢né umoznuji urcit periodu. Pokud tyto nasobky
oznacime A, pak ¢’ je né¢jakym ndsobkem A vyrazu q/r, tj. ¢ = AL. Po tpravé
dostaneme ¢’/q = \/r, pro A € Z*. Odhad, jaky nésobek A byl namé¥en, se
provadi rozvojem ¢'/q do fetézcového zlomku.

krok 7: Kdyz je zndma hodnota r, jsou jiz klasicky Eucleidovym algoritmem
vypocteny nejvétsi spolecéné délitele (y™/? — 1,n) a (y"/? +1,n).

Protoze je tento algoritmus pravdépodobnostni povahy, neni zaruceno, ze na
konci dostaneme dva uziteéné faktory, které nas zajimaji. Napiiklad $patnd

volba y v prvnim bodé algoritmu mize vést k dosazeni trividlnich feSeni rovnice
(y"/? = 1)(y"/?> +1) = 0 mod n.

Vidime, ze Shoriv algoritmus je vlastné kombinaci dvou metod. Jednak hle-
dani periody funkce f,,(a) na kvantovém pocitaci, a jednak hledani nejvétsich
spole¢nych déliteltt dvou c¢isel na klasickém pocitaci. Bézici ¢asy obou metod se
asymptoticky séitaji pouze na polynomidlni slozitost. Je mozné zhruba odhad-
nout, ze pokud je slozitost fadu L?, pak napiiklad faktorizace 768 bitového &isla
by pifi délce jednoho vypocetniho kroku kolem 100 cykld trvalo na 100 MHz
kvantovém pocitaci fadové jednotky sekund. Je jasné, ze pokud by se podarilo
takovy algoritmus pouzit na skutec¢ném kvantovém pocitaci, dostali bychom do
rukou nastroj na prolamovani vétsiny dnes pouzivanych kryptoschémat. Neni
divu, Ze se jiz nékolik let o postup ve vyvoji kvantovych pocitact zajimaji in-
stituce, jejichz bezpecnostni systémy jsou zalozeny na slozitosti problémii, jako

10V nagem ptikladé nejsou vysledky 4 a 19 superpozici 4 stavil, protoZe se jednd o posledni
neiplnou periodu (proto maji amplitudu 1/v/3); pro velka &isla je po méfeni rozdil amplitud
mezi jednotlivymi vysledky nevyznamny.
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je faktorizace. O tom, v jakém stadiu se vyvoj kvantovych pocitact nachézi a
o tom, jaké prekazky klade védclim vlastni implementace kvantového pocitace
se zminime v zavérec¢né kapitole. Nyni si ale predstavime, ze zijeme v dobé, kdy
jiz neni kvantovy pocitac¢ jen ,na papife“ a uvédomme si, jak by se asi zmé-
nila kryptografie jakou zname s existenci kvantovych pocitaci. Bézné by bylo
mozné vyse popsand kryptoschémata prolomit. Pak by ndm nezbyvalo nic ji-
ného, nez se pokusit kvantovych systémii vyuzit k vytvoreni novych bezpecnych
komunikac¢nich schémat, ktera by byla schopna vzdorovat pokustim o jejich pro-
lomeni. Proto zvladnuti kvantové mechaniky pro reSeni problému faktorizace
neznamend konec kryptografie. Pouze to ur¢itym zptsobem méni podstatu po-
uzivanych mechanizmi. S jednim z nich se sezndmime dale.

5.5 Kvantova kryptografie

K tomu, abychom odvratili nebezpeci prolomeni souc¢asnych Sifrovacich schémat
pomoci kvantovych pocitaci, je nutné soustiedit se na takové problémy, jejichz
slozitost neni potencialni existenci kvantového pocitace tak degradovana, jako
je tomu v pripadé faktorizac¢ni tlohy.

Kromé hledani novych matematickych problémt mame v pripadé kvantové me-
chaniky moznost vyuzit pfimo také problémi spojenych s vlastnim chovanim
kvantovych systémi. Misto abychom tak pouzili néktery z matematickych pro-
blémi, o kterém se domnivame, Ze je se souCasnym technickym vybavenim ne-
schidny, opfeme bezpecnost konstruovaného mechanizmu o néjaky fyzikalni déj,
o kterém z kvantové teorie vime, Ze nemtiize nastat. Toto ndm na prvni pohled
nabizi vy$§i uroven bezpecnosti nez klasicky matematicky pfistup, nebot je to
sama piiroda a jeji elementarni zakony, které ruci za neprolomitelnost takového
mechanizmu.

Na druhou stranu vSak musime byt v takovych pristupech velmi obezietni, pro-
toze je nutné disledné rozlisit déje, které nejsou v ptirodé mozné z principu
od déja, které jsou sice mozné, ale které nejsme zatim schopni technologicky
realizovat. Toto je jisté nelehky tkol, ktery pred sebou mé teprve se rozvijejici
oblast kvantové kryptografie.

Jako priklad zminéného mechanizmu si zde uvedeme protokol, ktery v roce
1984 navrhli Charles Bennett a Gilles Brassard. Jejich protokol (BB84) vyuzivéa
v zasadé dvou kvantovych poznatki: teorému o klonovani kvantovych stavi a
nemoznosti méfeni urcéitych pard veli¢in soucasné. Je nutné uvést, ze protokol
pouziti divéryhodné osoby, kterd by klice obéma stranam dorucila. Pokud jsme
totiz schopni (kvantové-) bezpecéné distribuovat kli¢, pak ndm nic nebrani v tom,
abychom jako komunika¢ni schéma pouzili néktery z klasickych algoritmu (nena-
padnutelnych kvantovym pocitac¢em), jako je napiiklad diive zminény One-time
pad.

Aby bylo mozné protokol BB84 popsat, je nutné nejprve navrhnout néjaké
vhodné technické reseni komunikace mezi obémi stranami. Jiz vime, ze pro kédo-
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vani kvantovych stavli mizeme kromé spinu pouzit i jiné dvoustavové kvantové
systémy. U protokolu BB84 se nam bude dobfe hodit polarizace fotoni. Polari-
zaci mohou byt v zasadé dva druhy. Jedna je linedrni, u niz svétlo kmitd vzdy
v jedné roviné, kterd mtze byt vzhledem k néjaké referencni roviné stocena o
urcity thel. Druhou je kruhovd, pti niz fotony rozlisujeme podle frekvence rotace
vektoru elektrického pole v roviné kolmé na smér ifeni. Podle sméru rotace rozli-
Sujeme mezi pravo- a levotocivou kruhovou polarizaci. My si vybereme napiiklad
linearni polarizaci. Nyni predpokladejme, ze Alice a Bob se domluvi na zptsobu,
kterym si budou bity posilat. Za prvé si urci dvé polarizacni baze, tj. roviny,
ve kterych mohou fotony kmitat. Jedna je vertikdlné-horizontalni (rektilinedrni)
odklonénd od vodoroviny o 0° nebo 90°. Druhd — diagonélné-antidiagonalni —
definuje fotony, které osciluji v rovinach stocenych o 45° nebo 135°. Aby se dalo
mezi bity rozliSit, je potieba definovat, ktery foton bude predstavovat 1, a ktery
0. Podle obrézku mtzeme naptiklad ¥ici, Ze 1 bude = a x' (0° a 45°), 0 pak y
nebo y’ (90° a 135°). Shriime tedy, Ze méme 2 polariza¢ni baze a celkem 4 riizné
polarizace foton.

A pol. baze | 0
o Y x v 1o
\\ // X X N | A2

Obréazek 9: Mé&fici baze: Na obrazku jsou zndzornény polariza¢ni baze z,z’ pro bit 1
a y, ¥’ pro 0. Symbolicky jsou tyto tdaje shrnuty v tabulce.

Meéfteni se v praxi provadi za pouziti krystalu CaCOg, ktery nechavé horizon-
talné polarizované fotony projit pifimo skrz, kdezto vertikalné polarizované od-
klani mimo osu prichozich fotonti. Diagonalné polarizované fotony se s poloviéni
pravdépodobnosti odkloni (a jejich polarizace se zméni na vertikdlni) a s polo-
vi¢ni projdou p¥imo (a kmitaji horizontalné). Proto ndm mé¥eni v diagonélni
bazi nefekne nic o sméru polarizace rektilinearnich fotont. Pokud bychom mé-
fici krystal stocili o 45° pro méfeni diagondlni polarizace, vstoupi stejny prvek
ndhody do méfeni rektilinedrnich fotond. Jinymi slovy jsou obé méfici baze k
sobé komplementarni a zddné méfici ziizeni proto nemtize bez naruseni stavu
fotonu zméfit soucasné jeden foton v obou bazich. To koresponduje se zavéry
Heisenbergova principu neurcitosti, ktery iika, ze urcité pary veli¢in nelze presné
mérit soucasneé.

Vysvétleme si nyni, pro¢ tomu tak je. Jak vime, je akt méfeni kvantového sys-
tému vyjadren transformacni Hermitovou matici, kterd zachovava vlastni stav
a nasobi jej redlnym ¢islem (vlastni hodnotou, tzv. eigenvalue). Obecné bychom
napsali, ze A|Y) = aly). Reknéme, Ze kvantovy systém je v jednom z vlast-
nich stavi matice A. Pokud provedeme s timto operdtorem méfeni, systém ve
vlastnim stavu zistane. Pokud ale budeme méfit takovy systém operatorem
pro jinou veli¢inu, napiiklad operdtorem B, pak systém nepiedvidatelné (dle
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amplitud) prejde do jednoho z vlastnich stavi popsanych operatorem B. Po-
kud provedeme méreni s operatory v opac¢ném poradi, zméni se stav systému
dvakrét (z puvodniho souvisejicim s matici A na stav souvisejici s B a zpé&t).
Tato zavislost na pofadi méfeni je odrazena v komutdtoru dvou velic¢in (jakémsi
rozdilu méfeni veli¢in v obou poradich), ktery je roven

[A,B] = AB — BA.

Zde se dostavame zpét k fotontim a jejich méreni. Pokud definujeme operatory
méieni v obou bazich jako

1 0 1 0
PT:<0_1>7 Pd:<0_1>7

kde hodnoty £1 odpovidaji pozorovani fotoniti odklonénych ¢i proslych piimo,
pak komutdtor zkonstruovany ve stejné bazi neni roven nule. (Stejné baze se
docili otoéenim jednoho operatoru o 7/4 pomoci rotace U.) Z toho plyne zavér,
Ze nelze mérit presné v obou bazich zaroven. V kvantové-kryptografické praxi
to znemozhuje potencialni odposlouchavaci osobé (obvykle Evé — eavesdropper)
na kandle s jistotou urcovat hodnoty bit vysilaci strany, pokud se obé strany
domluvi na pouziti dvou polariza¢nich bazi. Navic je Eva omezena teorémem
o klonovani kvantovych stavd. Ten rika, ze neznamy kvantovy stav neni mozné
klonovat (tj. v Hilbertové prostoru neexistuje pro jedno-qubitovy stav |¢) uni-
tarni transformace U takovd, ze Uly,0) = |, ). Mysli se tim to, Ze si Eva
nemuze pred mérenim stav fotonu ,zkopirovat® a mit tak jeden pro poslani ci-
lové komunikac¢ni strané a druhy — identicky — pro své méfeni. To by samoziejmé
znamenalo neschopnost jeji detekce.

Uvazujme nyni situaci, kde Alice je odesilatel a Bob piijemce zpravy. Nejprve
si rozeberme jednoduchy piiklad, kdy Alice pouZiva pro vSechny zaslané bity
pouze jednu nahodné zvolenou polarizac¢ni bazi, o které Bob vi. Bob takto dokaze
jednozna¢né urcit (v idedlnim pfipadé) vSechny bity, které k nému doputovaly.
Pokud ale bude ndhodou na kandle odposlouchévat Eva, je zde 50% Sance (v pii-
padé, ze Eva uhodne polariza¢ni béazi), ze budou data kompromitovana. Takové
schéma je dosti naivni a je tfeba jej patfi¢né vylepsit. Pojdme si proto popsat,
jak funguje protokol BB84. Alice chce Bobovi zaslat kli¢, kterym by oba pozdéji
chtéli posilat utajend data. Proto si na své strané Alice nejprve vygeneruje na-
hodnou sekvenci bitti. Ty zacne postupné posilat kvantovym kandlem Bobovi.
To ale provadi tak, ze opét ndhodné méni polariza¢ni bazi na své strané a posila
tak kazdy foton v jedné ze 4 moznych polarizaci. Bob tentokrat nevi, kterou
bazi ma pouzit a proto ndhodné sttidd baze a provadi na fotonech méreni po-
larizace. Primérné v 50% piipadl je Gspésny a trefi se do stejné baze, v jaké
dany foton Alice odeslala. Nyni nastupuje faze, kdy si Bob a Alice vefejnym
kanalem sdéli, v jakych bazich mérili. U téch bazi, v nichz se shodli, je zaruceno
(pokud nedoslo k chybam na kanéle), Ze Bob odecetl hodnotu fotonu spravné.
Daéle je ¢ast téchto ,spravnych® bitd porovnanim obétovana ke zjisténi mozného
odposlechu. Pokud totiz na kandale odposlouchava Eva, potom nevi, kterou bazi
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ma k méfreni pouzit a tudiz své mérici baze stiida. To ale zpiisobuje, ze musi
nékdy posilat Bobovi foton polarizovany v jiné bazi nez poslala Alice. Z toho
plyne, Zze v piipadé, Ze Bob ndhodou pouzije stejnou béazi jako Alice, muze s
pravdépodobnosti 25% naméFit jinou polarizaci, nez Alice poslala a odhalit tak
Evu. Cela véc by se méla objasnit z nasledujiciho prikladu:

Alice posila + 3+ |+ |+ T+ 2
Evaméii /posild | + || x S| x /| x N|x N
Bob méfi + I+ 1|+ |+ 1|+ «

Tato tabulka obsahuje pouze vyfez ze vSech moznosti, které mohou nastat.
Predpoklddejme, ze Alice i Bob méi{ ve spravnych polarizacnich bazich + a od-
poslouchévajici Eva zkousi nastavit svij detektor ve smérech + nebo x. Kazdy
z téchto sméri predstavuje 50% piipadi v uvedené konfiguraci Alice a Boba.
V prvinim sloupci Eva ziskd spravnou informaci a neni pfitom odhalena. Ve
druhém aZ patém sloupci (zbylych 50% piipadi) neziskd Eva nikdy spravnou
hodunotu polarizace (protoze méfi v jiné bazi) a navic je porovnanim vysledkt
mezi Alici a Bobem ve dvou z téchto ¢tyf pfipadd (tj. v poloviné z poloviny
v8ech piipadt = 25%, viz tfeti a paty sloupec zleva) odhalena. To vSak bohaté
postacuje k tomu, aby bylo srovnidnim dostatecného poctu bitl jeji odposlou-
chavéani potvrzeno. Cim vice bitil je srovnéno (a tim i ob&tovano), tim vétsi
je pravdépodobnost, ze bude Eva odhalena. Jestlize je pravdépodobnost odha-
leni Evy u jednoho bitu 1/4, pak pro n bitl je to 1 — (3/4)™. Vidime, Ze tato
funkce roste exponencidlné k 1. To znamend, Ze miZeme s libovolnou piresnosti
urcit pritomnost Evy. Uz pro pouhych 20 testovanych bitd je pravdépodobnost
odhaleni asi 99,7%. Po dokonceni komunikace jsou zbylé neobétované bity po-
uzity jako kli¢ pro naslednou tajnou komunikaci, kterd mize pouzivat klasicka
kryptoschémata. Protokol BB84 je vhodné shrnout do nésledujictho prikladu:

a) | 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1
b) | x + x 4+ + 4+ x x x 4+ + x + X
glN « T e <« T /N N T e NN
|+ + + x x 4+ x + x + x + + X
e) | 0 1 0 O 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1
f) OK OK OK OK OK OK OK
g) 1 1 0

h) OK OK OK

i) 1 1 0 1

a) Alice generuje ndhodné sekvenci bitti. b) Potom si ndhodné zvoli polariza¢ni baze
c) a kéduje bity do polarizace fotont. d) Bob si na pfijmu také ndhodné voli baze,
e) aby v nich naméfil hodnoty biti. f) Vefejnym kandlem si obé strany porovnaji baze,
v nichz méfili. g) Nékteré bity ob&tuji k odhaleni Evy. h) Protoze Eva neni pfitomna
(jinak by asi 1/4 bitii pozménila), i) je uznan kandl za bezpeény a zbylé neodtajnéné
bity tvori klic.

Zéavérem feknéme, ze na rozdil od prolamovani soucasnych Sifer Shorovym al-
goritmem, je kvantova kryptografie dnes jiz laboratorné zvladnutelnym princi-
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pem, i kdyZ se pokusy pohybuji na hrané technologickych moznosti (at jiz jde
o pfipravu jediného fotonu nebo realizaci zaloZenou na posouvani faze fotont
podobné jako u kvantového interferometru). Vétsinou se pro kvantovy kandl
pouziva optické vldkno, kterym se posilaji jednotlivé fotony. I pres obtiznosti,
které konstrukce pouzitelného kanalu klade, se jiz podafilo s rychlostmi nékolika
desitek bit za sekundu na vzdalenosti radové desitek kilometr kli¢ prenést.
Pfenos na vétsi vzdalenosti (pfes & 50 km) zatim pfedstavuje kvili nemoznosti
pouziti zesilovacd problém.

5.6 Nahodné jevy

V predchozich kapitoladch jsme casto pouzivali spojeni, ze nékdo néco ndhodné
vygeneruje nebo nadhodné vybere variantu. Témér jako bychom predpokladali,
Ze na ndhodnych procesech neni nic, co by stalo za hlubsi analyzu. Podivejme se
vSak nyni podrobnéji na to, co ndhodné jevy znamenaji na klasickém pocitaci a
jaké jsou moznosti pri jejich realizaci na kvantovych pocitacich.

V nékterych védnich disciplinach se setkavame s problémy, které neni mozné
vajicich ndhodnych c¢isel, kterd ¢asto vedou k teSeni rychleji. I v algoritmech,
o kterych jsme se zminili, je ¢asto nutné provést ndhodnou volbu nebo vyge-
nerovat ndhodné ¢islo. Reknéme si vSak nejprve, co to vlastné ndhodné ¢&slo
je. Matematicky je mozné o ndhodném cisle mluvit, pokud je souc¢asti posloup-
nosti nékolika ¢isel nebo d¢islic, tj. v ur¢itém kontextu. V takovém piipadé mi-
zeme napiiklad pomoci zkousek na distribuci a korelaci mezi ¢isly v posloup-
nosti rozhodnout, zda lze tuto posloupnost povazovat za ndhodnou. Protoze po
klasickych pocitacich nemtizeme chtit nic jiného, nez aby zpracovavaly algorit-
micky vstupy a vracely vystupni data, 1ze vzdy pouze skoncit u lepsiho nebo
horsiho generdtoru ndahodnych cisel. Jisté si dovedeme predstavit posloupnost,
kterd by prosla obémi vyse uvedenymi zkouskami, ale néjakd dalsi zkouska by
v posloupnosti odhalila skryty vzorec. Proto je problém rozhodnuti o nédhod-
nosti posloupnosti ekvivalentni problému o bezztratové kompresibilité dané po-
sloupnosti (tzv. Kolmogorova-Chaitinova interpretace). To znamend, Ze jediné
pokud je posloupnost nezhustitelnd do kratsi podoby, je opravdu ndhodna. Ve
skutecnosti je problém odhaleni ndhodnosti (kompresibility) posloupnosti ne-
algoritmizovatelny, tudiz nevypocitatelny. Z toho rovnou plyne, zZe neni mozné
klasicky ndhodné ¢islo vygenerovat; vzdy je vystupem jen sekvence ¢isel, vytvo-
fend podle urcitého predpisu. Proto dokazi klasické generatory produkovat jen
tzv. pseudondhodnad ¢isla. Ta prekvapivé pro fadu problémi postacuji, ne vSak
pro vSechny.

Abychom méli co srovnavat, podivejme se nyni stru¢né na nékteré klasické gene-
ratory ndhodnych ¢isel a posudme, jak kvalitni vysledky vraceji. Prvni znamou
skupinou jsou linedrné-kongruentni generdtory zalozené na vypoctu pravidla:

Nit1 = (- Ny, +m) mod M,

kde I,m, M jsou celoCiselné parametry. Pokud Ny € (0, M), pak toto pravidlo
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generuje Cisla z rozsahu (0, M — 1). Vystupy téchto generatort jsou ndhodné,
avSak periodické s periodou nejvyse M. Perioda je ale velmi zavisld na volbé
parametrii. Spatné volba znamend malou periodu a ¢asté opakovani stejnych -
sel. Linedrné-kongruentni generator pouziva s parametry [ = 1103515245, m =
12345 a M = 232 napiiklad UNIXov4 funkce rand() generujici 32-bitova celd
¢isla. Pro aplikace pouzivajici 32-bitovy int jsou vSak nékdy tyto generatory
nedostatec¢né, protoze perioda 232 ~ 10°, miize byt na dne$nich poéitacich vy-
Cerpana za nékolik sekund. Aritmetika s dvojtou Sitkou, pak mize byt netinosné
pomala. Dalsi nevyhodou se pozdéji ukazala skutecnost, ze skupiny generova-
nych ¢isel vykazuji geometricky vzorec, ktery odhaluje test na prostorové roz-
lozeni (scatter plot test). Tento problém odstranuji tzv. kombinované lineadrné-
kongruentni generatory, které nepouzivaji ke generovani pouze jedno predchozi
¢islo. Vysledek je tvorfen souctem dvou pomocnych nahodnych ¢isel. Perioda
posloupnosti odpovida M; - M.

x; = (I-wxi—1 +my) mod M,
yi = (I -yi1 +m2) mod My,
N; = (z;+yi) mod max(My, M-).

Na podobném principu jsou zaloZeny také zpozZdéné (lagged) Fibonacciho gene-
ratory. Maji v8ak tu vyhodu, Ze ndhodné ¢islo zavisi na nékterém jiném disle
ze stejné posloupnosti a nikoliv na ¢islech ze dvou pomocnych posloupnosti.
Zvysuje se tim délka periody a snizuje mira korelaci mezi prvky posloupnosti.

N; = (Ni,p ® Ni,q) mod M,

kde p a ¢ jsou zpozdéni (lags), nabyvajici nezdpornych hodnot do velikosti po-
sloupnosti a ® je aritmetické operace (jako +, x, XOR). Vyhodou je, ze volbou
zpozdéni ménime také periodu generovanych cisel. Nicméné je tieba pripome-
nout, ze ne vzdy je slozity generator lepsi nez jednoduchy. Pokud se fesi prak-
tické problémy (napiiklad z oblasti simulaci), pak ¢asto nezbyva nic jiného, nez
vyzkouset vice generdtorii a zvolit ten nejvhodngjsi'!.

Vidime, ze klasické generdtory ndhodnych cisel maji svoje omezeni jak v délce
periody, tak v podobé nejriznéjsich (Casto nezjistitelnych) korelaci mezi ¢isly.
Pokud se podivame na problém filozofi¢téji, pak mame pocit, ze je snad jen
neschopnosti poc¢itac¢i generovat ndhodné ¢isla. A tak nis mize napadnout, zda
neni ¢lovék schopen generovat ndhodné ¢isla. V experimentu D.W.Hagelbargera
popsaném Claudem Shannonem, byla zvolend osoba pozadana, aby vygenerovala
nadhodnou posloupnost symbolt + a —, kterou analyzoval pocita¢. Ten se pak
na zakladé rozboru této posloupnosti snazil dopfedu uhodnout, jaky nasledujici

11 jak jsme jiz fekli, po¢itate dokdzi vytvaret jen pseudondhodnd &isla, kterd jsou vytvarena
deterministickym algoritmem. V kryptografii nahrazujeme pozadavek nahodnosti pozadavkem
nepredikovatelnosti. Ze znalosti hodnot x1,...,Zn,—1 nesmi Gto¢nik Gsp&sné urcit z,. Tako-
véto generatory se vytvareji napt. za pomoci algoritmi blokovych Sifer, které vytvari ndhodné
sekvence zdvislé na kli¢ich t&chto algoritmi, bez nichZ je sekvence nepredikovatelnd. Pro zpra-
covani opravdu citlivych informaci se v8ak i zde vyZaduje generdtor zalozeny na fyzikdlnim
principu (viz dale).
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symbol si osoba vybere. Pocita¢ byl v predpovidani Gspésny na 55-60%, coz
znamena, ze ani clovék nevoli odpovédi plné nezavisle. Jak potom ale mizeme
pripravit okamzik skutecné ndhody? Odpovéd zni: kvantové-mechanicky. Jeding.

Zcela prirozené k tomu mtzeme pouzit zdkladni vlastnost prirody — chvili na-
hodného kolapsu vlnové funkce v jeden z vlastnich stavi kvantového systému v
momenté méreni. Pojdme si tedy piiblizit pomérné jednoduchy algoritmus, kte-
rym muize kvantovy pocitac generovat skutecnd ndhodna cisla. Pokud budeme
uvazovat fyzikdlni systém predstavujici qubit ve stavu |0}, pak tkolem bude jej
pripravit do vyvazené superpozice stavi |0) a |1). Toho docilime aplikovanim
unitarniho operatoru U s rotaci o 7/4.

s 1
U (3)10) = 7500)+ ).
V této chvili je systém piipraven na méfeni. Pii méfeni prejde systém ndhodné
do jednoho z vlastnich stavi této superpozice. Pokud chceme generovat vicebi-
tova nahodnd ¢isla je potieba pripravit dost qubitd k reprezentaci téchto cisel
a nasledné vytvorit operaci primého tenzorového soucinu jeden vice-qubitovy
registr, ktery poté zméifime. Ukazme si tyto kroky na jednoduchém prikladu:
Reknéme, ze chceme vygenerovat ¢islo z rozsahu 0 — 15.

e Nejprve si pripravime ¢tyfi izolované qubity ve stavu |0).

e Aplikaci U (%) upravime stav kazdého qubitu na vyvazenou superpozici
0) a 1), ti- {2500} + (1), L5(10)+11)), Z5(0) + 1), L(Ioy+ (1)}

e Poté pifimym soucinem vytvorime z jednotlivych qubiti jeden pamétovy
registr, tj. %(|0000> + ...+ ]1111)).

e Nakonec takto pripraveny registr zméfime, ¢imz superpozice ndhodné zko-
labuje do jednoho z moznych stava |0000), ..., |1111).

Existuji tedy aplikace, které klasicky pocita¢ z principu nezvlada, kdezto kvan-
tovy ano. Nicméné pro generovani ndhodnych cisel se dnes uz nemusime nutné
upinat ke klasickému po¢itaci, nebot jiz existuji generatory (TRNG - True Ran-
dom Number Generators) vyuZivajici kvantovou mechaniku. Dfive §lo zejména
o fyzikalni procesy zalozené na radioaktivnim rozpadu prvkt. Pocet téchto roz-
padt detekovala Geiger-Miillerova trubice, kteréd vysledky nasledné prevadéla do
pocitace. Podle intervali méteni Slo generovat ndhodné ¢isla riiznych rozlozeni.
Nevyhodou v8ak byla vétsinou mala rychlost generovani. Castéji se dnes proto
jako TRNG pouzivaji kvantové mechanické déje na polovodicovych prechodech.
Velmi casta je detekce ndhodného prvku ze Sumu, ktery je mozné naméfit na
PN ptechodech polarizovanych v zavérném sméru. Klasicky PC tak vlastné uz
dnes pouziva jako periferii silné degenerovany kvantovy pocitac.
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6 Kvantova teleportace

Obrafme nyni pozornost k dalsi z pozoruhodnych vlastnosti kvantového svéta.
Tou je jev kvantové teleportace. Vyznam slova teleportace je ndm dobfe zndm ze
science fiction a vétsinou si pod nim predstavujeme bezztratovy prenos hmoty
prostorem, jehoz vysledkem je rekonstrukce objektu na jiném misté. V této
kapitole si ukdzeme, jak teleportaci chape kvantovd mechanika a popiSeme si
také tskali, kterd jeji implementace v praxi ma.

6.1 Teleportace jednoho qubitu

Jak zndmo, Heisenbergtv princip neurcitosti nedovoluje zméfit presné vSechny
charakteristiky kvantového systému soucasné. Tim bychom ale hned v Gvodu
mozné diskuze o teleportaci zcela eliminovali, protoze by nebylo mozné ziskat
informaci o celém kvantovém systému pied tim, nez bychom jej pienesli. To se
ale zménilo roce 1993, kdy skupina pfednich kvantovych teoretickych informa-
tikd dospéla k formulaci teleportace stavu kvantového systému s vyuzitim dalsi
z vlastnosti kvantového svéta, a sice fenoménu propleteni (entanglement) kvan-
tovych stavi. Fyzikalné maji propletené ¢astice korelovan néjaky atribut, ktery
se pii jejich vzniku zachovava. Piikladem takového atributu je spin nebo pola-
rizace. Jestlize m4 jedna céstice spin nahoru, pak druhd mé s jistotou spin dolt
a naopak. Pii méfeni na jedné castici dojde ke kolapsu vlnové funkce systému
v celém prostoru a k prechodu do jednoho z moznych vlastnich stavi. Tim se
jednoznacné urci, kterd z ¢astic ma spin doli a kterd nahoru. Témér magicka
povaha propleteni vyvolava mezi fyziky fadu otazek. Zejména je s podivem,
ze lze bez pritomnosti vyménnych Castic ovliviiovat ¢astici, kterd je tieba na
opac¢né strané vesmiru. Oc¢ekavali bychom, ze v kauzalnim kontaktu mohou byt
jen mista, mezi nimiz existuje ¢asoprostorové spojeni omezené rychlosti svétla.
Nicméné kvantova mechanika v tomto ohledu smétuje razné ke konceptu nelo-
kdlni reality. Tento koncept byl dlouho odmitan, protoze Einsteinovi pripadalo
nemozné, aby kvantova mechanika porusovala principy lokalnosti, kterymi se
Fidi relativistickd fyzika. Tento problém byl pozdéji nazvan EPR (Albert Ein-
stein, Boris Podolsky, Nathan Rosen) paradox. Zabyval se otazkou, zda jiz v
momenté vzniku nemohou mit ¢astice pfedem urceny vysledky méfeni. A to i
s moznosti, ze nezname vsechny aspekty popisu kvantového svéta a tudiz exis-
tuji skryté proménné, které by dopfedu udrzovaly informaci o stavu ¢astic (coZ
by ukazovalo na netplnost kvantové mechaniky). Fyzikové se poté snazili tento
paradox vyvratit a teoretickym experimentem (ktery byl pak nékolikrat v praxi
potvrzen) dokézali, Ze obé ¢astice nabyvaji hodnoty daného atributu az v mo-
menté méfeni a ndhodného prechodu do vlastniho stavu korelovaného se stavem
druhé ¢astice!®. Stavu propleteni se také jinak iikd EPR stav nebo EPR efekt.

Propleteni je mozno pfipravit riznymi fyzikalnimi postupy. Napiiklad se k tomu

12V roce 1960 ukézal John Bell, Ze existuje experiment, kterym lze vyvratit existenci skry-
tych proménnych a potvrdit nelokalni realitu. Experiment po ném dostal nazev Bellovy ne-
rovnosti.
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pouziva krystal 8-BaB2Qy. Jestlize do tohoto krystalu namiiime ultrafialovy
foton, pak se nékdy po prichodu pfeméni na dva fotony s nizsi energii, jeden
polarizovany vertikalné, druhy horizontalné. Pokud v8ak foton prochédzi mistem
krystalu, kde jsou vyskyty obou polarizaci v ,rovnovaze“, pak dojde ke vzniku
dvou fotoni, jejichz polarizace jsou neurcité, avsak komplementarni. Matema-
ticky je propleteni stav, ktery nelze vyjadrit jako direktni soucin jednotlivych
stavi slozek.

_ L _ L
V2 V2

Predpokladejme, ze Alice ma néjakou castici A v neznamém kvantovém stavu
|) = wol0) + wi]l), kde |wo|* + |w1]? = 1, a chee tento stav poslat Bobovi.
Vime, ze zmérit castici nemuze, protoze by tim kiehky kvantovy stav porusila.
Jediné co ji zbyva, je stav teleportovat. K tomu ale bude muset vyuzit triku s
propletenim stavi ¢astic. Nejprve si Alice a Bob pfipravi propleteny EPR par
dvou ¢astic B a C jako |¢) = \%(|00) + |11)). Alice si z tohoto paru ponecha
Castici B, Bobovi za$le ¢astici C. Alice pak spoji svoji ¢astici A a propleteny
par do systému tii ¢astic

|¥) (100) +[11)) nebo |¥) (01) + [10)).

(wo]000) + wp|011) 4 w; [100) + wy |111)).

DN | =

lp) =) @ 19) =

K provedeni teleportace musi nyni Alice provést méfeni na slouceném stavu
obou castic. Toto méfeni je specidlni tim, ze musi byt provedeno v tzv. Bellové
bazi pouze pro astice A a B (coz zptsobi pouze jiné vyjadieni stavu |p)), jejiz
CtyTi stavy tvori Gplnou ortonormalni bazi Castic A a B. Tato baze méa tvar
{lZ=),[2*),[27),127)}, kde

100) = %uwﬂ ey, oy = %u«m +[a7)),
10) = (ut) —[¥7),  [11) = (&) - |2)).

V2 V2

Protoze 1ze vyse uvedeny zapis stavu |p) prepsat na

lp) = i(w0|00> ®10) + wol01) ® 1) + w1 [10) ® [0) + w1 |11) ® 1)),

V2

je mozné prvni dva qubity prevést do Bellovy baze a |p) vyjadiit jako

) = |¢>+>%<wo|o> 1)) + |w+>\/i§<wl|o> T wpl1))

+|¢_>%(w0|0) —will)) + I‘I’_)\%(MIO) —wol1)).

Pokud nyni Alice zméii v Bellové béazi prvni dva qubity stavu |p), obdrzi se
stejnou pravdépodobnosti 1/4 jeden ze 4 moznych vysledki, tj. néktery ze stavi

46



[®T), |TT),|®7), |P). Protoze jsou viak Céstice propleteny, zméni se pfitom
projekci i stav Bobovy ¢astice na jeden ze stavi

75 6l0) +1 1)), —5(en[0) + wo]1). —=(wol0) =1 |1)), = (e l0) = wol1).
Vsimnéme si, Ze Alice svym méfenim prvnich dvou qubiti neodkryla nic kon-
krétniho o stavu ¢astice A, kterou chce teleportovat. Misto toho pouze odhalila,
kterou kombinaci slouc¢enych stavi vSech tii ¢astic u sebe mé. Rozhodujici tak
byla pred mérenim skutecnost, ze jsme prechodem do nové baze ,promichali“
predtim oddéleny stav ¢astice A (prvni qubit stavu |¢)) s propletenym parem
Castic B a C (druhy a t¥eti qubit).

V tuto chvili mé u sebe Bob jeden ze ¢tyf moznych teleportovanych stavti. Pouze
v jednom pripadé jsou v8ak spravné zachovany amplitudy, ostatni vysledky jsou
rizné rotovany. Proto prichdzi chvile, kdy se Alice s Bobem spoji klasickym
komunika¢nim kandlem a sdéli mu, jaky vysledek namértila. Bob tuto klasickou
(2-bitovou) informaci pouzije k tomu, aby na stav ¢astice C aplikoval pfislusnou
rotaci. K tomu pouzije nasledujici tabulku.

méfeni Alice

rotace Boba

méfeni Alice

rotace Boba

|27)

Ga) ] m [ (0)
(0 4) (1 7)

Poznamenejme, zZe je to pravé komunikace klasickym kanalem, kterd znemoznuje
posilat informace nadsvételnou rychlosti. Bez informace o méteni Alice by Bob
nemohl s jistotou Fici, Ze ma stav ¢astice A. Zaroven je ziejmé, ze je naplnén také
teorém o klonovani kvantovych stavi tim, ze stav Castice A je pii teleportaci
znicen.

|®7) )

6.2 Kvantovy teleporta¢ni obvod

Aby bylo mozné teoreticky zéklad teleportace realizovat, je nutné navrhnout
kvantovy obvod, ktery by to dokazal. Gilles Brassard vytvoril obvod, ktery umi
teleportovat qubit s pouzitim bran pisobicich nejvyse na dva qubity. Brassardav
obvod je zndzornén na obrazku.

Obvod se skladé z dvou-qubitové brany XOR a déle z jedno-qubitovych bran:

11 oLl -

v\ -1 1)’ 211 '

Tyto brany jsou operatory rotace na qubitech a z vlastnich stavi generuji su-
perpozice stavil (odpovidaji Hadamardovym brandm H’ a H”). Brany S a T

R =
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| I I

I ! I !
p>— R [ S S 18

| I | I

i i i i
|0> ; L < C) | : b | |E>

| | | |

I ! I !
0>———& : — T

| Alice : | Bob :

Obréazek 10: Brassardav teleporta&ni obvod: Obvod je rozdélen na dvé ¢asti.
Jedna ¢ast tvoii obvod Alice a obsahuje branu L, ktera ji umoziuje proplést ¢astice
B a C. Branou R pak proplete stav |¢) s Casticemi B a C. Nésledné provede Bellovo
méfeni M Céastic A a B, jehoz vysledek ozndmi dvéma bity Bobovi (vlnovky). Stavy
¢astic A a B méfenim zkolabuji a ¢astice C piejde do jednoho ze ¢tyF moZnych stavi.
Bob vyuzije informace od Alice jako vstupy do své ¢asti obvodu a pomoci bran S a T
provede nutné rotace k ipravé stavu ¢astice C. Brany XOR jsou oznafeny symbolem
D.

provadi na qubitech fazovy posun.

(0 (3 %)

Na zavér nds muze zajimat odpovéd na otdzku, k ¢emu se muze kvantova tele-
portace hodit. Je zfejmé, Ze teleportovani stavu znemoznuje i teoretické odpo-
slouchavani prenosu, protoze informace zadnym komunika¢nim kanélem nepu-
tuje. Navic Alice ani nemusi tusit, kde se pravé Bob se svou propletenou ¢astici
nachdzi, protoze staci, aby napfiklad vysilacem rozeslala klasickou zpravu do
vSech smérti. Také pro implementaci kvantového pocitace je teleportace zaji-
mavé téma s ohledem na prenaseni qubitd mezi ¢astmi kvantového procesoru.
Protoze kvantova teleportace je pouze protokol popisujici zaslani kvantového
stavu, nesouvisi pfimo s existenci kvantového pocitace, a proto je jeji realizace
mozné jiz dnes. Prvni ispésné teleportace na mikro- i makroskopické vzdalenosti
byly provedeny v letech 1997 a 1998.
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7 Kvantova oprava chyb

A7 do této chvile jsme uvazovali idedlni kvantovy systém. Ten se vyznacuje tim,
Ze jej z vnéjsku nic nenarusuje a také vnitiné se vyviji konzistentné. Avsak zcela
izolovat néjakou ¢astici od svého okoli neni technicky mozné. Jakykoliv kontakt
s okolnimi Casticemi (tedy i C¢dsticemi pole) totiz zpusobuje tzv. dekoherenci
kvantového stavu, coz prakticky predstavuje provazani ¢astice s okolim a tim i
nezadouci chybovou zménu kvantového stavu. Navic dekoherence neni jedinym
procesem vedoucim k chybam. Napriklad spontanni prechod qubitu, realizova-
ného stavem elektronu, mezi vybuzenym a zdkladnim stavem mé za nasledek
preklopeni qubitu do komplementarniho stavu (podle reprezentace |0) — |1)
nebo [1) — |0)), coz je doprovazeno vyslanim fotonu piislusné energie, kterd je
tak ze systému uvolnéna do okoli (vyzafovdni energie). Dalsi nepiiznivé vlivy
mohou zahrnovat i vliv kosmického zafeni vysokych energii nebo ¢astice okol-
niho plynu. A tak se v 90.letech v mnoha odbornych pracich rozpoutala diskuze
o schiidnosti realizace kvantovych pocitact. Ta vedla ke vzniku problematiky
vénujici se detekci a opravé chyb, k nimz dochazi béhem kvantového vypoctu —
tzv. kvantové opravé chyb (quantum error correction,).

7.1 Dekoherence

Jesté neddvno nebylo zcela jasné, zda bude mozné kvantovy vypocetni systém
viibec sestrojit. Zdalo se nemozné, aby se za kratky moment nez systém de-
koheruje, provedl rozumny vypocet. Dekoherence ma totiz stejny efekt, jako
bychom provedli méfeni a tim vlastné zahodili mozné superpozice stavi a pii-
padné interference mezi nimi jiz v priabéhu vypoctu. Vzhledem k implementaci
jsou pak nepftijemné doby, za které k dekoherenci dochézi. V bézném prostiedi,
jez prostupuji nejriznéjsi pole a castice je tato doba v zavislosti na teploté a
velikosti systému (1078 m) asi 1072° s. Pokud se podaii kvantovy systém co
nejlépe izolovat od prostiedi, je mozné tyto ¢asy prodlouzit pouzitim rtznych
druht kvantovych systémt. Napiiklad pouZiti metody uvéznénych iontd (trap-
ped ions) dovoluje provést béhem doby nez systém dekoheruje (asi 107! s) az
103 operaci.

Dekoherence se popisuje pomoci operatort hustych matic, které maji k sobé
asociovany tzv. smisené stavy. SmiSené stavy popisuji systém, o némz nemame
aplnou informaci a pfesné nevime v jakém Cistém stavu (tj. v jakém konkrétnim
kvantovém stavu popsaném bud vlastnim stavem nebo superpozici) se pravé
nachézi. Takovy popis se mtze hodit pravé v momenté, kdy kvantovy systém
néco rusi a nepredvidatelné meéni jeho stav. Soucet klasickych pravdépodobnosti
pres mozné Cisté stavy tvorici smiSeny stav, je roven 1. Husté matice tak obsahuji
informace o moznych ¢istych stavech!®. Napiiklad pro stav |¢) = wp|0) + wy|1)

I3Napfiiklad informace o st¥edni hodnot& uréité sledované veli¢iny, asovém vyvoji smiSeného
systému nebo pravdépodobnostech prechodi do vlastnich stavi sledované veli¢iny (dostdvame
zde jakysi dvoutroviiovy systém pravdépodobnosti — jednak klasické pravdépodobnosti exis-
tence Cistych stavl v rdmci smiSeného stavu a jednak kvantové pravdépodobnosti vlastnich
stavi v ¢istych stavech).
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je hustad matice:

p=lopo = (Lol sned)

wiwr  Jwr[?

Dekoherence eliminuje prvky, které jsou mimo diagondlu. To zarucuje casové

zavisla husta matice
2 —t/T *
_ |wol e wow;
Pt = )

et Twiw |w1]?

kde 7 se nazyva dekoherencni ¢as. Elementy wow] a wjw; tak exponencidlné
konverguji k nule. Jak se dnes zd&, dekoherenci zatim nelze Gplné zabrénit.
Proto jsou v této chvili Gvahy o univerzalnim kvantovém pocitaci, ktery by byl
neomezené stabilni, ponékud predcasné (prestoZe existuji optimistické ndznaky
moznych feSenich). Je vSak jasné, Ze tyto systémy budou muset byt tolerantni k
chybam a mit velmi sofistikované samoopravné mechanizmy. Podivejme se nyni
na moznosti, které kvantova oprava chyb ma.

Matematicky je mozné chyby v kvantovém systému popsat pomoci nékolika

operatord, jejichz linedrni kombinaci lze vyjadrit libovolnou chybu. Témito ope-
ratory jsou Pauliho spinové matice:

(01 (0 —i (1 0N, (10
9e=\ 10 /)%= \i o )T \o -1 )"\ o 1)

w

Kazda matice plisobici na néjaky stav [¢) = ( wo ) a urcitym zpuasobem ho
1

modifikuje (kromé matice identity I). Tyto modifikace jsou shrnuty v nasledujici
tabulce.

operator | chybova operace vysledek operace
. . w
Oy inverze bitu ( ! )
wo
. . , , —iwl
oy inverze bitu a fzovy posun i
0
, , wo
o, fazovy posun
—wy
W
I bez chyby ( wo )
1

Pro vicequbitové systémy vytvarime operatory slozené direktnim soucinem dil-
¢ich operdtord. Napiiklad chybu o, na druhém qubitu ve 2-qubitovém systému
vyjadiime jako I ® oy.

Chyby, které pfi vypoctu vznikaji si zdkonité vyzaduji svoji korekci. Principy
detekénich a opravnych kédt u kvantovych systémiti vychézeji z poznatkd za-
bezpectovacich metod v klasické teoretické informatice, které eliminuji chyby
zpusobené nedokonalostmi technologii nebo rusivym vlivem (makroskopického)
prostiedi. Problémy u kvantového systému ovsem nastavaji ve chvili, kdy chceme
chyby detekovat nebo je opravovat, protoze mérenim prirozené stav porusime.
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Na prvni pohled vypad4 problém s méfenim nepiekonatelny. Jak je mozné zjistit
zda doslo k chybé, kdyz vlastné nemiZeme chybu zméfit? Nebo dokonce jak ta-
kovou chybu opravit? Odpovéd na tyto otazky pfinesly az dimyslné algoritmy,
z nichz nékteré si nyni predstavime.

7.2 Oprava symetrizaci

Princip opravy symetrizaci spole¢né navrhli Andre Berthiaume, David Deutsch a
Richard Jozsa a opira se redundanci vypoc¢tu na nékolika kvantovych pocitacich,
které jsou urcitym zplsobem spjaty s pomocnym kvantovym systémem, jehoz
méfenim korigujeme chyby vzniklé v redundantnich pocita¢ich. Reknéme, Ze
mame R replik kvantového pocitace, které provadéji stejny vypocet. V mirné
chybovém prostredi si kazda replika udrzuje trochu jiny stav, nez by byl idedlni
|1y, ktery souhrnné zapiSeme pomoci direktniho souéinu jako

W) = t1) @ ... & [Pr).

Pokud je vypocet provadén v nechybovém prostredi, pak jsou stavy na jednot-
livych kopiich shodné a okupuji pouze malou ¢ast celého Hilbertova prostoru.
O této cisti fikame, Ze je symetrickd!'* a tvoii podprostor S slozeny z vektorti
®f:1 |¢). Pokud provedeme méfeni, které je projekci aktudlniho stavu kopii do
tohoto idedlniho podprostoru, pak bezchybné stavy ztistanou zachovany, kdezto
chybové se odstrani.

Stabilizace kvantového pocitace symetrizaci funguje dobfe na mensi odchylovani
od idealniho stavu. Velké chyby typu prohozeni bitu vSak vyzaduji slozitéjsi
opravné strategie.

7.3 Kvantové opravné kody

Kvantové opravné kédy do jisté miry kopiruji klasické opravné kédy. Snazi se
jeden logicky qubit nahradit kédovym slovem, které je navrzeno tak, aby pfes
nadhodné prohozeni nékteré jeho ¢asti bylo stale mozné odhalit, ze doslo k chybé,
pripadné tuto chybu odstranit. To je mozné tehdy pokud v sobé kédova slova ob-
sahuji mezi jednotlivymi qubity vzajemné zavislosti. Prvni kvantovy kéd navrhl
v roce 1995 Peter Shor. Ten zakédoval jeden logicky qubit pomoci 9 fyzickych
propletenych qubitd. Stavy |0) a |1) kéduje pomoci stavi |0g) a |1g), jejichz
definice jsou shrnuty v tabulce.

qubit Shortv kéd — 9-qubitovy |
|0g) \{— (]000) + |111))(]O00) + |111))(|000) + |111})
11x) | 55(1000) —[111))(]000) — [111))(]000) — [111))

Novéjsi metoda, kterou vymysleli védci ze skupiny Raymonda Laflammeho proti
tomu pouziva jen 5 qubiti.

14To znamena, %e nezalezi na pofadi v jakém spojujeme pomoci tenzorového soudinu jed-
notlivé stavy.
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qubit Laflammeho kéd — 5-qubitovy

|0%) ﬁ(|00000> +1]00110) + [01001) — [01111)+
[10011) +|10101) + |11010) — |11100))
|1g) ﬁ(ﬂllll)+|11001)+|10110)— |10000)+
|01100) — |01010) — |00101) — |00011})

Kvantova oprava chyb se sklada z nékolika krokt:

- procesu kédovani stavi |0) = |0g),|1) = |1g),

- vzniku chyby ve stavu zakédovanych qubiti,

- dekédovani chybového stavu,

- ur¢eni chybového syndromu (tj. chyby, kterd nastala),
- aplikace unitarni transformace k opravé stavu.

Pro kédovani a dekddovani existuji prislusné kvantové obvody. V pripadé La-
flammeho kédu je obvod slozen z bran CNOT, Hadamardovy transformace
H a podminéné rotace o thel 7. Jeden qubit je v tomto obvodu informacni,
ostatni Ctyfi opravné. Laflammeho schéma pfitom dokéaze opravit jednu ze tii
typd chyb. Jsou to chyby prohozeni bitu, znaménka nebo bitu i znaménka pro
vSechny bity kédového slova. Konkrétni chyba je detekovana vypoctem chybo-
vého syndromu a odstranéna aplikaci prislusné opravné transformace. V piipadé
9-qubitového kédu se vypocet syndromu provadi aplikaci kédovaciho obvodu v
opacném sméru. Napiiklad pokud pro syndrom |0000) (coz odpovidd ¢tyfem
opravioym qubitim po opa¢né aplikaci kddovaciho obvodu) nedoslo ve stavu
wo|0) + w1 |1) k chybé, pak pro syndrom |1000) doslo k prohozeni druhého bitu
kédového slova.

Kvantova oprava chyb je velmi dulezitd oblast kvantové informatiky, protoze
podminuje samotnou realizaci kvantového pocitace. O univerzalnich kvantovych
pocitacich odolnych chybam a bézicich nepretrzité se vSak da nyni pouze spe-
kulovat. Neni totiz jasné, zda lze dekoherenci zabranit na stalo, pfipadné zda
se béhem vypoctu nebudou muset predavat c¢astecné vysledky vzniklé v Case
koherence mezi vice uzly kvantového pocitace. Navic je zfejmé, Ze u opravnych
kédi je problémem samotny proces de/kédovani, o kterém nemizeme piimo
tvrdit, Ze je bezchybny. Také mnozina popsanych chyb, ke kterym v kvantovych
systémech dochdzi nemusi byt nutné Gplna.
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8 Experimentalni kvantové procesory

Kvantova informatika by ziistala jen teoretickou kuriozitou nebyt usili a davtipu
védcid, ktefi se snazi na bazi dnesnich technologii konstruovat prvni ovladatelné
kvantové systémy, které by bylo mozno alespon vzdalené povazovat za pred-
chidce kvantovych pocitact. Prvni experimenty v této oblasti spole¢né spadaji
do nedavné minulosti — na zdvér 90.let. Provadét pomoci preciznich zasaht do
kvantovych systémt operace odpovidajici kvantovym brandm je prirozené ob-
tizné. V této kapitole se zamérime na technologie, které vypadaji nejnadéjnéji
vzhledem ke konstrukei kvantovych procesor, a které zaroven jasné demonstruji
problémy, jez tyto technologie provazi. Je zfejmé, ze pfi konstrukci budeme pre-
devsim chtit,
1. aby byl nas procesor dostate¢né jednoduchy na ovladani

2. aby byl zaroven dostate¢né (dlouho) izolovatelny od okoli

3. aby byl schopen pojmout dostateény objem informaci®.

Kvantovych systému spliiujicich co nejpresnéji tyto podminky vSak neni zndmo
mnoho. Jedny z nejvice experimentalné provérenych se zdaji byt systémy tzv.
iontovych pasti (trapped ions).

8.1 Iontova past

Myslenka stojici za iontovou pasti spociva v uvéznéni iontl v prostoru tak, aby
co nejméné vzajemné piisobily s okolim, a tim prodlouzily dobu koherence sys-
tému. Experiment vypada néasledovné: Ve vakuu se desticka s ¢istym vapnikem
(stfibrny kov) nejprve zahieje na asi 800 °C. Pfi této teploté se zatnou z po-
vrchu desticky ,odpafovat® jednotlivé atomy vapniku. Tyto atomy se posléze
bombarduji urychlenymi elektrony, které odstrani elektrony z atomt vapniku za
vzniku iont Ca™. PobliZ iontt se nachézi specialni ¢tverice elektrod, (asi 1lmm
Siroké a nékolik cm dlouhé) které v téchto mistech vytvari proménné elektrické
pole. Pokud definujeme osu pasti jako z (podél elektrod), pak se v roviné zy
vytvari potencidlové prohlubné, které zamezuji pohyb iontt ve sméru z. Zmé-
nou potencidlu nasledné omezujeme pohyb ve sméru y. Rychlym pfepinanim
mezi potencidly (v fddech MHz) v obou smérech se nemohou ionty volné po-
hybovat, ale spiSe vibruji s nenulovou kinetickou energii. S nejmensi kinetickou
energii osciluji ionty uprostied pasti, tj. ve sméru osy z. Aby ionty neunikaly
mimo past podél osy z, jsou na koncich osy aplikovany zakoncovaci elektrody
vytvarejici elektrostaticky potencidl. Ionty jsou v takové konfiguraci uvéznény a
vytvari podél osy z maly Tetizek. Po takovém zafizeni vSak musime pozadovat,
aby nebyly zmény kinetické energie zptisobené tepelnymi fluktuacemi vétsi, nez
ty, které vzniknou provadénymi operacemi s ionty. Operace se uskutechuji za
pouziti laseru o vlnové délce A = 397 nm. Pii emisi nebo absorpci fotonu iont

7 vz

ziskd nebo ztrati ¢ast své hybnosti a jakoby uskoc¢i do urcitého sméru. Zménéna

15Coz miize byt v ¢asteném rozporu s bodem 1. Pokud budeme chtit napiiklad faktorizovat
dlouhé celé &islo nebo hledat v nesetfidéném seznamu, pak je zapotiebi tyto data (nebo alespoii
Cast z nich) nadist do ,paméti“, aby bylo moZné vyuzivat efektii superpozice a interference.
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Obréazek 11: Iontova past: Aparatura se sklada ze ¢tyf podélnych elektrod uvéziu-
jicich ionty ve smérech z a y a dvou mensich, které znemoznuji iontim pohyb mimo
aparaturu v ose z.

energie se proto oznacuje jako energie zpétného rdzu (recoil energy). Tato ener-
gie je rovna jen asi 2-1072% J, a proto je nutné zachovat tepelnou energii na
nizsich hodnotach v dostate¢ném relativnim odstupu. Toho je mozné dosdhnout
tak, Ze systém laserové ochladime az na pouhych 10~3 K. Chlazeni laserem se
muze jevit ponékud paradoxné: kdyz chceme systému energii odebrat, prece jej
nebudeme ostielovat laserem. Musime si ale uvédomit, ze energie neni vSechno,
co se pocitd. Rozhodujici faktor pii chlazeni pfedstavuje hybnost. Jde o to,
ze pokud fotony zasdhnou ionty proti jejich sméru pohybu, je vysledek srazky
zpomaleni pohybu iontd. V takovém pripadé prichazi na fadu efekty rezonance
(kde se misi frekvence laseru s frekvenci oscilaci elektronového oblaku v atomu)
a Dopplerova posunu (ktery zptisobuje posun frekvence ve chvili, kdy se k nam
iont pfiblizuje). Proto je zapotiebi dikladné nastavit vinovou délku laseru, aby
byl proces chlazeni G¢inny. Ionty pak jesté musi byt druhou fazi ochlazeny (Ra-

zékladnim oscila¢nim médu odpovidajicim stavu |0).

Nyni méame nékolik iontd pfipraveno k provadéni operaci. Pro jednoduchost
uvazujme, ze poCet uvéznénych ionti odpovida iFce kvantového registru (jeden
iont = jeden qubit). Uvéznénych iontd mohou byt maximalné desitky (dnes se
hovorfi o tom, Ze budouci vylepseni mohou uvéznit kolem stovky iontit). Protoze
jsou od sebe ionty vzdaleny asi 20 pum (vzdélenost je uréena frekvenci slabé os-
cilujicich (f =~ 200 MHz) uvéznénych iontd podél osy z), lze je svétlem kolem 1
mikronu zaméfit. Za cil si miazeme klast, ze chceme jednak ovliviovat jednotlivé
qubity a jednak provést operaci CNOT mezi libovolnymi dvéma qubity. Ope-
race se provadi zameérenim laseru na iont, ktery koherentné zmeéni stav iontu.
Pro zménu stavu na jednom qubitu se pouzivaji tzv. V-pulzy; pro zménu stavu
qubitu a oscila¢niho mdédu iont se pouziva U-pulz. Pro oba typy pulzl existuji
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prislusné Hamiltonidny:

Y, . ;
Hy = 7(67“’5I1><0l +e?jox(1]), Hy

_ nQ
"~ 2VL

kde Q2 je Rabiho frekvence (souvisejici s intenzitou laseru), ¢ féze laserového
svétla,  je Lamb-Dickeliv parametr urcujici miru interakci mezi laserem a os-
cilacemi iont), L je pocet iontd a a je anihilaéni operator, pro ktery plati, ze
alg) = 0, al|g) = |e), kde |g) a |e) jsou zékladni respektive prvni excitovany
vibra¢ni méd iontid uvéznénych v pasti. Tyto stavy osciladtoru vlastné tvoii spe-
cidlni qubit slouzici k provadéni logickych operaci nad zvolenymi qubity. Aby
bylo mozné operaci provést, musime byt schopni provadét s ionty podminéné
operace (které jsou zapotiebi napfiklad u operace CNOT). To lze udélat tak,
Ze pro urcité vinové délky laseru iont foton nevyzari a pro jiné ano. Za druhé je
zapotiebi ovlddat vibracni médy |g) a |e) Fetézce uvéznénych iontl a ovliviiovat
tak stavy i na vétsi vzdalenost.

(e [1){0]a + €™|0)(1|af),

Unitarni operace pro m-ty qubit plynouci ze zminénych Hamiltonidnt jsou tyto:

Vin(0,0) : 0) — cosf/2 |0),, — € sinf/2 |1},
1) — cos8/2 |1),,, — e~ ?sinf/2 |0),,

Un(8,0): |0)mle) — cosf/2 |0),|e) — e"‘i" sinf/2 |1y |g)
[1)|g) = c0s0/2 |1).,]g) — e~ @sinf/2 |0),,e),

kde 6 je parametr doby pusobeni laseru a ¢ je jeho faze. Aby bylo moZzné usku-
tefnit néjakou logickou operaci, je zapotifebi definovat jesté jednu pomocnou
hladinu (kromé |0) a |1)) ve stavech qubitt [pom) a vytvorit tak jeSté jeden typ
U-pulzu. Novy Hamiltonidn se pak podobd Hr, kromé ndhrady |pom) za |1).
Unitarni operaci UP°™ (6, ¢) Hamiltonidnu H7'™ pouZzijeme k definici operace
kontrolovaného prohozeni znaménka (controlled-sign-flip — CSF). CSF zacho-
vava pro dvojici qubiti stejnd znaménka kromé pripadu |1).|1); — —|1).|1)s,
kde c a t jsou indexy dvou qubitt. Jestlize

CSF. = U (m,0) U™ (27,0) U .(7,0),
pak lze definovat i operaci
CNOTCt = Vt(7r/2,7r/2) CSFct Vt(7T/2,7l'/2).

Pokud se operace zdafii, je zapotiebi vysledny qubit precist. To se provadi tak,
ze mu laserem dodame energii, kterd zptsobi pfechod mezi |0) stavem a vy38im
vybuzenym stavem, ktery neni stabilni a rychle se vraci na |0). Pokud byla
hodnota qubitu pravé |0}, pak iont vyzari prislusny foton, kdezto qubit ve stavu
|1} zlstane temny.
Je ziejmé, ze technologie iontovych pasti mé i své slabiny a limity:

- pocet iontl je omezen asi na stovce,

- technika pokusu je velmi naro¢nd (vakuum, chlazeni, ovladani laserem),
- dekoherujici ionty nelze vracet do koherentniho stavu.
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8.2 NMR

Zcela jinym pristupem k problematice konstrukce kvantového procesoru je tech-
nologie, kterd pouzivad nukledrni magnetickou rezonanci — NMR. U uvéznénych
iontd jsme ovliviovali pokazdé jen jeden qubit a mérili jeho vlastni stav. NMR
misto toho vyuziva velkého poctu jedno-molekulovych kvantovych pocitacd, je-
jichZz méfenim obdrzime stiedni hodnotu vysledku. Tyto molekuly tvoii kapa-
linu, kterd je uzaviena v nddobé obsahujici asi 1022 molekul. U systém® podob-
nych uvéznénym iontim jsou tradi¢ni problémy s dobou dekoherence. Naproti
tomu u NMR je dekoherencni ¢as velky. To proto, ze NMR pouzivé ke kédovani
qubitl spinové stavy jader atomi, které jsou elektronovym mrakem dobte od
okoli izolovany a samotné jadro zabird v porovnani s celym atomem minimalni
objem. Kazdé jaddro navic tvoii urcity magneticky dipdl a chova se tak jako
maly magnet. Pokud na kapalinu aplikujeme vnéjsi magnetické pole, nastavi se
spiny ve dvou moznych smeérech: paralelnim nebo anti-paralelnim vzhledem k
orientaci pole. To odpovida hodnotam qubitu |0) a |1). Paralelni spin ma pfitom
nizsi energii nez spin anti-paralelni o hodnotu, kterd je tmérnd sile magnetic-
kého pole. V bézné kapaliné jsou oba typy spinti zastoupeny stejné; pod vlivem
magnetického pole jsou uprednostnény paralelni sméry s nizsi energii. Pokud k
vnéjsimu poli priddme pisobeni pomoci elektromagnetického pole s radiovymi
frekvencemi, pak je mozné stavy spint jemné upravovat a vytvaret tak super-
pozice stavli. Pokud napiiklad vystavime proton externimu poli kolem 10 Tesla,
pak oscilacemi 400 MHz miZeme podle délky pulzu bud vytvofit superpozici
nebo Uplné oto€it smér spinu qubitu. Jakmile je ¢astice v elektromagnetickém
poli, podléh& smér spinu precesi a osciluje s charakteristickou frekvenci. Pritom
vysila radiové viny, které aparatura NMR detekuje.

Aby bylo mozné qubity vhodné ovliviiovat, je v8ak nejprve zapotiebi zjistit slo-
zeni vzorku kapaliny. K tomu se pouzivé efektu zvaného chemicky posun, ktery
u NMR jemné posouvd rezonancni frekvence v zavislosti na konkrétnim slozeni
vzorku kapaliny v disledku interakci lokéalnich elektronovych a externich magne-
tickych poli. ProtozZe nikdo neni schopen ovliviovat ani méfit stavy jednotlivych
jader, je zapotiebi mérit primérny spinovy stav v celém objemu kapaliny. Do
tohoto primérného stavu vlastné kédujeme jednotlivé qubity, jejichz stavy ovla-
déame externimi poli na makroskopickych rozmérech nadoby s kapalinou. Riizné
spinové stavy vyvolavaji po odec¢tu pomoci NMR rtznad NMR-spektra, kterd
prozrazuji stav qubiti. Abychom mohli provadét logické operace zahrnujici vice
qubitl, je zapotiebi ménit energie atoml tak, aby v molekuldch dochdzelo k
tzv. spinovym vazbdm (spin-spin coupling), které umoziuji ovliviiovat sousedni
atomy a tim implementovat napiiklad operaci CNOT. Relativné snazsi reali-
zace technologie NMR je vykoupena nékolika zna¢nymi omezenimi:

- velikost pouzitelnych molekul a tim i slozitost moznych operaci je technolo-
gicky omezena,

- technologie je velmi Spatné skdlovatelnd — objem kapaliny roste exponencidlné
s vétSim poctem qubitii (nékolik desitek qubitd je zfejmé maximum),

- obtizna priprava pocatecniho stavu
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Technologii NMR predvedla skupina Isaaca Chuanga v roce 1996. Ti pouzili
molekuly chloroformu CHCl3. Jejich 2-qubitovému pocitaci se podafilo provést
Grovertiv vyhleddvaci algoritmus'® k nalezeni jednoho oznadeného prvku ze étyf.

16 Grovertiv kvantovy algoritmus vyhleddva s vyuZitim superpozice v neset¥idéném seznamu
v Case kolem O(y/n). Pravé tolik krokt potFebuje algoritmus k tomu, aby se amplitudy prav-
dépodobnosti nad superpozici vSech prvki upravily tak, ze hledany prvek mé amplitudu prav-
dépodobnosti blizkou 1 (to znamend, Zze bude zmé¥Fen pravé tento prvek). Klasicky trva pro-
hledéni seznamu n prvkd v priméru n/2 krokd, tj. O(n).
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9 Budoucnost kvantovych pocitac¢i

V predchozich kapitoldch jsme si predstavili zdkladni elementy, ze kterych by
mél byt budouci kvantovy pocita¢ sestaven a principy, na nichz by mél byt
takovy pocitac zalozen. Prestoze se zda, Ze souCasné technologické problémy za-
tim nedovoluji plné rozvinout potencial kvantové informatiky, je mozné s nadéji
prohlésit, ze budoucnost kvantovych pocitact vypadé slibné. Je vhodné se zde
zminit o konferenci Hot Chips konané v Palo Altu v poloviné roku 2000 véno-
vané vyvoji v oblasti procesorti. IBM tady predstavila praci Isaaca Chuanga a
jeho skupiny, kterd od 80.let pracuje v oblasti kvantové informatiky. Na konfe-
renci uvedla jejich 5-qubitovy pocitac, ktery pracoval na frekvenci 215 Hz a byl
pouzit pro hledani periody funkce z ndm znadmého Shorova algoritmu. Mizeme
se jen domyslet, jaké principy budou u budoucich kvantovych pocitact vyuzity.
Nadéjné v tomto sméru vzhlizi neddvno (2000) objeveny efekt tzv. kvantového
pFizraku (quantum mirage), pti némz je na médéné desticce umisténo ve tvaru
elipsy 36 atomt kobaltu tvoficich tzv. kvantovou hradbu (quantum corral). Tato
hradba ptsobi na elektronova mracna v desticce médi uvniti elipsy atomi ko-
baltu. Kdyz byl do jednoho ohniska elipsy umistén dalsi atom kobaltu, zacal
interagovat s vlnami elektronii v desti¢ce. Stejné ale elektrony ptsobily na okoli
v druhém ohnisku elipsy a vytvéafely tam jakousi kopii (pfizrak) atomu kobaltu
o tfetinové intenzité, prestoze tam zadny nebyl predtim umistén. Neni si ob-
tizné prestavit, ze tento efekt mize mit v principu vliv na prenos informace
mezi dvéma misty (napiiklad v kvantovém procesoru).

Kvantova informatika v8ak pro nékteré jeji aplikace nutné nevyzaduje existenci
kvantového pocitace. Oblasti kvantové teleportace nebo kvantové kryptografie
jsou oddélenymi c¢astmi kvantové informatiky, které nejsou pfimo zavislé na
existenci kvantového pocitace a které lze realizovat soucasnymi technologiemi.
Proto se s nékterymi jejich praktickymi realizacemi mizeme setkat jiz dnes.
Tento fakt doklada i nasledujici schéma, které ukazuje, jakym zptsobem jsou
jednotlivé teoretické oblasti vzajemné provazany.

Klasické informatika Kvantova mechanika

Kvantova informatika

Kvantova kryptografie

. K tovy ¢itac
Kvantova teleportace vantovy pocttac

Kvantova kryptoanalyza
(Shoriv algoritmus)
Grovertv algoritmus
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Je ziejmé, ze uskutecnéni vize o prakticky pouzitelném kvantovém algoritmu
je svazano s existenci kvantového pocitace. Jeho konstrukce je zatim za hranici
soucasného technického rozvoje. Je témér jisté, ze prvni pouzitelné kvantové
pocitace budou tzce zaméfeny pouze na jednu konkrétni aplikaci. Sen o uni-
verzalnim kvantovém pocitaci pracujicim neomezené dlouho se zdé byt v tuto
chvili utopii. Hlavnim hlediskem stojicim proti univerzalnosti je jev dekohe-
rence, kterd ¢asové omezuje pouzitelnost kvantového pocitace pii vypoctu. V
nejistoté se rovnéz nachazime pii pokusu o odhad c¢asového horizontu prichodu
aplikace, ktera by rozhodujicim zptisobem ohrozila z dnesniho pohledu bezpecna
kryptoschémata. Pokud ale vezmeme v Givahu, jakého pokroku dosahla kvantova
informatika za poslednich nékolik let (viz tabulka), vypada budoucnost pomérné
optimisticky.

1982: Richard Feynman — navrhl pouziti kvantovych systémt k vypoctim
1984: Charles Bennett a Gilles Brassard — komunikac¢ni protokol BB84
1985: David Deutsch — kvantovy Turinglv stroj

1994: Peter Shor — faktorizacni algoritmus

1995: poslana zprava kvantovym kandlem

1996: Lov Grover — vyhledavaci algoritmus

1996: Peter Shor a Andrew Steane — kvantova oprava chyb mozné
1997: uskutecnéna kvantova teleportace

1999: Richard Huges — iontové pasti s desitkami qubiti

2000: v Los Alamos byl vytvoien 7-qubitovy NMR pocitac

2000: spolecnost IBM ohlésila vytvoreni 5-qubitového NMR pocitace

Vidime, ze v posledni dobé se zajem ubira k implementaci kvantovych systému
pomoci metody NMR, kterd se zda byt z technologického hlediska schiidnéjsi
nez jiné techniky. V tomto smyslu se nedavaji velké nadéje implementaci pomoci
iontovych pasti.

V kvantové informatice se dnes také setkdvame s riznymi kombinacemi a vy-
lepsenimi zékladnich navrhii, o nichz byla fec¢. Naptiklad klasicka kryptografie
vefejného klice je existenci Shorova faktoriza¢niho algoritmu jisté ohrozena. Jiz
dnes se ale v ramci kvantové kryptografie verejného kli¢e hledaji vhodni kan-
didati pro kvantové-jednosmérné funkce se zadnimi vratky (které jsou jednim
smérem klasicky schiidné, kdezto opaénym nikoliv), které by nebyly silou kvan-
tovych pocitact napadnutelné. Je ziejmé, Ze problém nalezeni takové funkce
(a ovéfeni, Ze se opravdu jednd o poZzadovanou funkci) je sim o sobé obtizny.
Vylepseni se rovnéz dockal komunikacni protokol BB84 v podobé verze B92 a
pozdé&ji L99 (ktery vymyslel Hoi-Kwong Lo), z nichz druhy v8ak vyzaduje, aby
mély obé komunikacni strany kvantovy pocitac.

Zajimavou oblasti ke studiu je také otazka vyuziti kvantovych pocitaci k si-
mulaci kvantovych systémi, pripadné k ovérovani fyzikalnich teorii. Napriklad
simulace soucasnych teorii sjednocujicich fyzikalni interakce by mohla vést k
pozoruhodnym zavérdam. V pripadé platnosti teorie a jeji neefektivni simulace
kvantovym pocitacem by se jako zavér nabizela otazka, zda je kvantovy pocitac
opravdovou hranici vypocetnich moznosti v pfirodé nebo ne. Zatim na tyto a
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podobné otazky nedovedeme s jistotou odpovédét, ale mame dnes jisté dobrou
nadéji, ze se tak v budoucnu, s existenci kvantovych pocitact a trochou stésti,
stane.
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