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Tato diplomová prá
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h odvìtví informatiky {

kvantovými poèítaèi. Zabývá se základními teoreti
kými prin
ipy, na ni
h¾ jsou

kvantové poèítaèe zalo¾eny a ukazuje jeji
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ký
h algorit-

me
h, které byly do dne¹ní doby navr¾eny. Na závìr je diskutován stav v oblasti

konstruk
e reálný
h kvantový
h poèítaèù a jsou uèinìny jisté pøedpovìdi o bu-

dou
nosti kvantový
h poèítaèù.

Theory and Perspe
tives of Quantum Computers

This Master's thesis deals with today's hot topi
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omputer s
ien
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namely the bran
h of quantum 
omputing. It explores basi
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al prin
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ples of quantum 
omputers and shows their potential on some of the typi
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1 Úvod

Skonèené 20. století lze bez nadsázky oznaèit za nejpokrokovìj¹í v dìjiná
h lid-

stva. Pøesto¾e se zapsalo do dìjin i mnoha negativními stránkami, v oblasti

poznání a vìdy zaznamenalo nejdrtivìj¹í postup a utváøelo nebo zpøesòovalo

ná¹ pohled na svìt. Není tak náhodou, ¾e dnes na zaèátku roku 2001 se na
hází

vyspìlý svìt v brázdì proudí
í
h informa
í, které 
elkový rozvoj je¹tì ak
elerují.

Po¾adavky na efektivní zpra
ování informa
í se ry
hle bìhem desetiletí mno¾ily.

Obranou v této záplavì se ve druhé polovinì století staly první prototypy poèí-

taèù, které mìly zprvu usnadnit únavnou prá
i lidí na slo¾itý
h výpoète
h. Dnes

se poèítaèe dostaly do pozi
e univerzální
h nástrojù pro hromadné zpra
ování

informa
í.

1.1 Limity v konstruk
i pro
esorù

Ví
e informa
í v¹ak nevyhnutelnì znamená potøebu vìt¹í výpoèetní síly. Legen-

dární Mooreùv zákon pøitom øíká, ¾e pøibli¾nì ka¾dý
h 18 mìsí
ù se zdvojnáso-

buje poèet tranzistorù, které tvoøí jeden èip. Dnes se ji
h na bì¾ném èipu tísní a¾

30 milionù

1

. Aby v¹ak byla výroba rentabilní, není mo¾né zvìt¹ovat plo
hu, kte-

rou èip zabírá. To proto, ¾e èím vìt¹í jsou plátky køemíku tvoøí
í základní vrstvu

èipu, tím vìt¹í je pravdìpodobnost, ¾e v takovém plátku bude defekt, který uèiní

èip nepou¾itelným. To zákonitì vede ke zmen¹ování velikosti jednotlivý
h ele-

mentù, jako jsou napøíklad tranzistory. To ale také znamená nutnost zjemòování

litogra�
ké te
hnologie, kterou se na èipu leptají spoje. Dne¹ní ¹pièková 0,13 mi-

kronová te
hnologie umo¾òuje propojovat tranzistory ¹íøky 70nm. Te
hnologie

0,11 mikronù má být na svìtì za nìkolik let. Pøesto se obvykle pova¾uje 0,02

mikronová hrani
e za mez v klasi
ké konstruk
i poèítaèù

2

. To znamená, ¾e ko-

lem roku 2020 by Mooreùv zákon pøestával dodr¾ovat vý¹e zmínìné kritérium.

Co pøijde pak? Te¾ko pøedvídat, ale ve vývojový
h laboratoøí
h pøední
h vý-

rob
ù èipù se ji¾ dávno vymý¹lejí dal¹í vylep¹ení souèasný
h te
hnologií a» u¾

jde o 3D èipy, které by mìly na sebe naskládat ví
e vrstev spojù nebo fotoni
ké

krystaly, jen¾ mají svými opti
kými vlákny vést mezi prvky èipu svìtlo vlnové

délky podobné ¹íø
e vlákna, a¾ tøeba po bioèipy, které by vyu¾ívaly ke zpra
o-

vání informa
e pøírodou vytvoøené nanometrové biologi
ké struktury napøíklad

v liste
h rostlin. Taková miniaturiza
e je zajisté slibná, ale nevyhnutelnì smì-

øuje k jedinému kon
i. A si
e, ¾e bude dosa¾ena hrani
e velikosti jednotlivý
h

molekul a atomù, tj. rozmìrù kolem 0,1{0,5 nm. K nutné zmìnì te
hnologie

se naví
 pøidává fakt, ¾e náklady pøední
h výrob
ù polovodièový
h komponent

na nové výrobní haly se velmi strmì zvy¹ují, pøièem¾ stejným tempem je tento

trend v následují
í
h lete
h neudr¾itelný. Pozoruhodné je, ¾e prostá extrapola
e

tì
hto 
harakteristik do dal¹í
h let ukazuje na jeji
h spoleèné dosa¾ení kvantové

úrovnì kolem roku 2020, kdy má být informa
e kódována na úrovni èásti
.

1

Pentium 4 od Intelu ji
h má mít v ro
e 2001 na te
hnologii 0,13 mikronù 42 miliónù { viz

prognóza v èasopisu Computer v referen
í
h.

2

I kdy¾ napøíklad IBM tvrdí, ¾e jeji
h budou
í te
hnologie V-Groove za 10{15 let doká¾e

vytváøet spoje men¹í ne¾ 0,01 mikronu.
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Na èásti
ové úrovni ale pøestávají platit jindy bì¾né fyzikální zákony makrosko-

pi
kého svìta a na svém významu zaèíná nabývat do dne¹ní doby nejpøesnìj¹í a

nejpodrobnìj¹í popis pozorovaného (i nepozorovaného) svìta { kvantová me
ha-

nika. Kdy¾ byly kvantové me
hani
e polo¾eny v ro
e 1900 Maxem Plan
kem zá-

klady, zøejmì jen málokdo tu¹il, jaký dopad bude mít tato oblast fyziky na na¹e

po
hopení fyzikálního obrazu svìta. Na Plan
kovy závìry toti¾ navázal pozdìji

Niels Bohr se svým modelem atomu, v nìm¾ byly kvantovány energeti
ké úrovnì

elektronù v atomu, 
o¾ dokázalo vysvìtlit jev vyzaøovaného spektra atomu vo-

díku a stabilitu atomù. Úspì
h Bohra pak o nìkolik let pozdìji vedl Heisenberga,

S
hrödingera, Dira
a, Pauliho a dal¹í pøední fyziky k formula
i první
h základù

moderní kvantové me
haniky, zalo¾ené na aparátu vlnové funk
e. Rozhodují-


ím rozvojem kvantová me
hanika pro¹la pomìrnì krát
e v lete
h 1923{1927.

Shròme si pro dokreslení situa
e v první pol. 20. století fundamentální poznatky

a prin
ipy, které tehdy spatøily svìtlo svìta:

1900: Max Plan
k { kvantování záøení èerného tìlesa

1905: Albert Einstein { vysvìtlení fotoelektri
kého jevu

1913: Niels Bohr { model atomu s kvantovanými energeti
kými hladinami

1923: Luis de Broglie { vlnovì-èásti
ová dualita

1925: Wolfgang Pauli { vyluèova
í prin
ip

1925: Werner Heisenberg { mati
ová me
hanika

1926: Erwin S
hrödinger { vlnová me
hanika

1926: Erwin S
hrödinger { potvrzení ekvivalen
e mati
ové a vlnové

me
haniky a vznik moderní kvantové me
haniky

1926: Max Born { navrhl statisti
kou interpreta
i kvantové me
haniky

1927: Werner Heisenberg { prin
ip neurèitosti

1932: John von Neumann { popis kvant. me
haniky operátorovou algebrou

Ani nás zøejmì nepøekvapí, ¾e kromì von Neumanna dostali v¹i
hni za svùj pøí-

spìvek k rozvoji kvantové me
haniky Nobelovu 
enu. Od té doby pro¹la kvan-

tová me
hanika znaèným rozvojem i vìtvením její
h rùzný
h spe
ializovaný
h

èástí a uplatòuje se dnes také v pøíbuzný
h dis
iplíná
h, jako jsou napøíklad

astrofyzika nebo kosmologie.

1.2 My¹lenka kvantového poèítaèe

Nìkdy v 70. a 80. lete
h se v¹ak zaèaly objevovat první nápady, týkají
í se vyu-

¾ití kvantové me
haniky v informati
e. Dobrou zprávou bylo, ¾e by se dala kvan-

tová me
hanika pou¾ít i se v¹emi svými pozitivními dopady. To znamená v¹emi

zvlá¹tními jevy, které jsou jí vlastní. Hor¹í ale bylo, ¾e úvahy o realiza
i se v té

dobì zdály vzdálené a te¾ko uskuteènitelné. Na základe
h kvantové informatiky

se tehdy podíleli pøedev¹ím Charles Bennett, Paul Benio�, David Deuts
h a Ri-


hard Feynman. Ti postupnì de�novali abstraktní ráme
 kvantové informatiky

v podobì kvantového Turingova stroje, teorie o kvantové slo¾itosti problémù

a konkrétní
h návrhù funkèního modelu kvantového poèítaèe. U¾ tehdy bylo

zøejmé, ¾e pokud by se jednou podaøilo takový poèítaè postavit, znamenalo by

4



to jistì zásadní prùlom ve zpùsobu, jakým dnes poèítaèe pra
ují. Prozkoumat

mo¾nosti kvantového paralelismu, þnelokálníÿ povahy reality nebo vlastností

pøirozenì náhodný
h jevù pøedstavují nepo
hybnì velká lákadla. Cesta k nim je

v¹ak z nìkolika hlavní
h dùvodù obtí¾ná: jednak je to 
esta do opravdového mi-

krosvìta a¾ k rozmìrùm velikostí atomù a èásti
 { jistì si doká¾eme pøedstavit,

jaké obtí¾e musí manipula
e s jednotlivými atomy pùsobit; jednak je to výprava

k nedeterminismu kvantovì-me
hani
kého svìta, v nìm¾ nejsme (v¾dy) s
hopni

pøedvídat následují
í události. A také je to problemati
ká (a¾ �lozo�
ká) otázka

mìøení a dekoheren
e kvantového systému, tedy vlastností zapøièiòují
í
h, ¾e vi-

díme svìt bez superpozi


3

a jiný
h klasi
ky nevysvìtlitelný
h jevù. Pøes v¹e
hny

mo¾né tì¾kosti (pokud se nevynoøí nová nepøedvídaná te
hnologi
ká pøeká¾ka

nebo skrytá teoreti
ká 
hyba) se ji¾ dnes dá s velkou nadìjí øí
i, ¾e kvantové po-

èítaèe bude mo¾né v budou
nosti zkonstruovat. Na otázku jak vzdálená je tato

budou
nost by (kromì jiného) mìla odpovìdìt následují
í prá
e, která si klade

za 
íl podat ¹iroký pøehled problematiky kvantový
h poèítaèù a poukázat na je-

ji
h vyu¾ití pøi øe¹ení reálný
h problémù. Postupnì se seznámíme s teoreti
kými

základy kvantové me
haniky a jeji
h koresponden
í s popisem kvantového poèí-

taèe. Pøedstavíme základní teoreti
ké prin
ipy, na který
h je kvantový poèítaè

zalo¾en. Zmíníme se o algoritme
h, které demonstrují poten
iál kvantové infor-

matiky. Budeme hovoøit o opravì 
hyb, které kvantový výpoèet nevyhnutelnì

provází. Na závìr se pokusíme nastínit, v jakém stádiu se na
hází experimenty

s realiza
í kvantový
h poèítaèù a jaké jsou jeji
h nejslibnìj¹í výsledky.

3

Kvantový systém je v superpozi
i, pokud se nena
hází ve stavu konkrétní èisté hodnoty

(kterou mìøíme - viz dále). Místo toho je jeho stav þnamí
hánÿ z nìkolika mo¾ný
h výsledný
h

hodnot. Klasi
kým pøíkladem je problém tzv. S
hrödingerovy koèky z roku 1935. S
hrödinger

popsal leh
e nadnesený problém koèky uvìznìné v krabi
i, na ni¾ míøí pistole, kterou spou¹tí

me
hanizmus závislý na náhodném jevu rozpadu radioaktivního atomu s poloèasem 1 hodina.

Pokud se atom rozpadne, koèka zemøe a naopak (pravdìpodobnost rozpadu bìhem hodiny je

1/2). Jestli¾e stav atomu vyjádøíme kvantovì-me
hani
ky jako superpozi
i stavù rozpadlého

a nerozpadlého atomu, pak po uplynutí jedné hodiny se stav koèky zmìní zrovna tak: koèka

je nyní ¾ivá i mrtvá zároveò! Je tedy v superpozi
i dvou stavù. Teprve kdy¾ krabi
i otevøeme

(provedeme mìøení), zjistíme jen jednu z mo¾ný
h alternativ. Závìr: Superpozi
e v makrosvìtì

nepozorujeme, proto¾e mìøením superpozi
e ru¹íme.
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2 Struèný pøehled kvantové me
haniky

Aby
hom mohli správnì matemati
ky kvantový poèítaè popsat, je zapotøebí

zavést základní matemati
ké pojmy a pøipomenout si nìkteré fundamentální

prin
ipy kvantové me
haniky. V této èásti proto nade�nujeme kvantový stav

a matemati
ky popí¹eme jeho vývoj. Budeme se zabývat otázkou mìøení na

kvantovém systému a øekneme si, jak matemati
ké formalizmy korespondují s

pozorováním kvantovì-me
hani
kého svìta. Tento úvod si jistì neklade za 
íl

podat vyèerpávají
í výklad problematiky Hilbertova prostoru. Spí¹e se budeme

sna¾it zavést nejdùle¾itìj¹í pojmy, které budeme v prùbìhu výkladu pou¾ívat,

a které umo¾ní po
hopení problémù na te
hni
ké úrovni. Pøedpokladem jsou

znalosti základní
h poznatkù matemati
ké analýzy a algebry. Pro výklad se jako

vhodný jeví pøehled Vladimíra Bu¾ka. Ètenáøùm s hlub¹ím zájmem o Hilbertùv

prostor se doporuèuje napøíklad kniha Davida Cohena zmínìná v referen
í
h.

2.1 Základní matemati
ký aparát

De�ni
e 1: Ne
h» V je mno¾ina objektù (vektorù), C je mno¾ina komplexní
h

èísel, þ+ÿ je opera
e souètu a þ�ÿ je opera
e násobení. Pak se ètveøi
e (V; C ;+; �)

nazývá komplexní vektorový prostor, jestli¾e pro zmínìné opera
e platí: mìjme

dány libovolné vektory ~x; ~y; ~z 2 V a komplexní èísla a; b; 
 2 C , pak:

i) ~x+ ~y 2 V

ii) ~x+ (~y + ~z) = (~x+ ~y) + ~z

iii) 9

~

0 2 V ) ~x+

~

0 = ~x

iv) 9(�~x) 2 V : ~x+ (�~x) =

~

0

v) ~x+ ~y = ~y + ~x

vi) a � ~x 2 V

vii) 1 � ~x = ~x

viii) (b � 
) � ~x = b � (
 � ~x)

ix) 
 � (~x+ ~y) = 
 � ~x+ 
 � ~y

x) (b+ 
) � ~x = b � ~x+ 
 � ~x:

Poznámka: Vektory budeme v následují
ím výkladu 
hápat jako n-rozmìrné

prvky C

n

.

De�ni
e 2: Komplexní skalární souèin na vektorovém prostoru pøiøazuje li-

bovolným dvìma vektorùm ~x; ~y 2 V komplexní èíslo, které zapisujeme (~x; ~y),

a které má pro libovolné ~x; ~y; ~z 2 V a a; b 2 C tyto vlastnosti:

i) (~x; a~y + b~z) = a(~x; ~y) + b(~x; ~z)

ii) (~x; ~y) = (~y; ~x)

�

iii) (~x; ~x) � 0

iv) (~x; ~x) = 0, ~x =

~

0:

Prostory, v ni
h¾ je de�nován skalární souèin se nazývají unitární. Pro pøípad

vektorù z C

N

naví
 platí následují
í: mìjme dva vektory ~x; ~y 2 C

N

. Potom

podmínky z de�ni
e skalárního souèinu jsou splnìny pro (~x; ~y) =

P

N

i=1

x

�

i

y

i

,

6



kde x

i

; y

i

jsou pøíslu¹né slo¾ky obou vektorù.

Dále øíkáme, ¾e jsou dva vektory ~x; ~y 2 V vzájemnì ortogonální, pokud je

(~x; ~y) = 0. Ortogonální bází potom nazýváme mno¾inu lineárnì nezávislý
h

vektorù, její¾ jakékoliv dva rùzné vektory mají skalární souèin roven nule. Pøí-

kladem mù¾e být mno¾ina dvou vektorù z C

2

, kde ~x

1

=

�

1

0

�

, ~x

2

=

�

0

2

�

.

De�ni
e 3: Ka¾dý vektor ~x 2 V má k sobì pøiøazeno èíslo jj ~x jj 2 R, které

pøedstavuje jeho normu (délku). Pro jakékoliv vektory ~x; ~y 2 V a èíslo a 2 C

platí, ¾e:

i) jj ~x jj � 0

ii) jj a~x jj = j a j � jj ~x jj

iii) jj ~x+ ~y jj � jj ~x jj+ jj ~y jj:

Triviálnì dále platí, ¾e jj ~x jj = 0 , ~x =

~

0. Vektorový prostor, jen¾ má normu

se nazývá normovaný vektorový prostor. Pokud je v komplexním vektorovém

prostoru de�nován skalární souèin, pak lze normu vyjádøit jako:

jj ~x jj =

p

(~x; ~x):

Jsou-li slo¾ky ortogonální báze jednotkové délky, tj. jj ~x

i

jj

2

= (~x

i

; ~x

i

) = 1,

pak se naví
 tato báze nazývá ortonormální. Ortonormální báze je napøíklad

~x

1

=

�

1

0

�

, ~x

2

=

�

0

1

�

.

Pomo
í skalárního souèinu mù¾eme rovnì¾ rozkládat vektory do báze. Pro or-

togonální bázi vektorù f~x

1

; : : : ; ~x

n

g platí, ¾e libovolný vektor ~y 2 V lze vyjádøit

jako lineární kombina
i vektorù této báze:

~y =

n

X

i=1

�

i

~x

i

;

kde hledáme koe�
ienty �

i

2 C . Pro tyto koe�
ienty z ortogonality a De�ni
e 2,

bodu i) plyne, ¾e (~x

i

; ~y) = �

i

(~x

i

; ~x

i

). Uka¾me si rozklad na následují
ím pøí-

kladu:

Pøíklad 1: Pokusme se najít rozklad vektoru ~y do báze f~x

1

; ~x

2

g, kde ~y =

�

1

2i

�

a ~x

1

=

�

1 + 2i

0

�

, ~x

2

=

�

0

1� 2i

�

. Snadno nejprve ovìøíme, ¾e báze je ortogo-

nální, proto¾e (~x

1

; ~x

2

) = 0. Hodnota skalární
h souèinù (~x

1

; ~x

1

) = (~x

2

; ~x

2

) = 5.

Z výrazu (~x

i

; ~y) = �

i

(~x

i

; ~x

i

) vypoèítáme koe�
ienty �

1

=

1�2i

5

, �

2

=

2i�4

5

:

Vidíme tak, ¾e vektor ~y lze rozlo¾it jako

~y =

1� 2i

5

�

1 + 2i

0

�

+

2i� 4

5

�

0

1� 2i

�

=

�

1

0

�

+

�

0

2i

�

=

�

1

2i

�

:

Poznámka: U¾ití ortonormální báze má výhodu v tom, ¾e 8~x

i

z báze platí

(~x

i

; ~x

i

) = 1, a tedy �

i

= (~x

i

; ~y).
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De�ni
e 4: Posloupnost vektorù f~x

i

g

1

i=0

normovaného vektorového prostoru

se nazývá Cau
hyho posloupnost pokud 8" > 0; 9n

0

takové, ¾e pro v¹e
hny

n;m > n

0

je jj ~x

m

� ~x

n

jj � ".

De�ni
e 5: Vektorový prostor V je úplný, pokud ka¾dá Cau
hyho posloupnost

vektorù ~x 2 V konverguje k vektoru, který je prvkem V .

Pøíklad 2: Cau
hyho posloupnost se skládá z èísel, jeji
h¾ rozdíly se s vy¹¹ím

indexem èísel posloupnosti zmen¹ují. Napøíklad posloupnost f3; 3:1; 3:14; 3:141;

3:1415; : : : ; �g je Cau
hyho posloupnost ra
ionální
h èísel. Vidíme, ¾e prostor

ra
ionální
h èísel není úplný, proto¾e tato posloupnost konverguje zøejmì k �,

jen¾ není ra
ionální èíslo.

Motiva
í pro zavedení úplnosti Hilbertova prostoru v kvantové informati
e je

po¾adavek na vývoj izolovaného kvantového stavu v rám
i jednoho Hilbertova

prostoru (to znamená, ¾e 
h
eme, aby vývoj stavu konvergoval také do jistého

stavu).

Poznámka: Pojem konvergen
e (limity) vy
hází ze zavedení metriky prostoru

(vzdálenosti mezi dvìma prvky) jako d(~x

1

; ~x

2

) = jj ~x

2

� ~x

1

jj.

De�ni
e 6: Úplný unitární vektorový prostor se nazývá Hilbertùv prostor H.

V ro
e 1932 vy¹la v nìmèinì kniha matematika Johna von Neumanna, který v

ní popis kvantový
h systémù zformalizoval.

Postulát 1: Stavy kvantového systému korespondují vektorùm Hilbertova pro-

storu.

V kvantové me
hani
e se stav zapisuje v tzv. Dira
ovì nota
i, která pro zápis

vektoru ~x pou¾ívá ekvivalentu jxi a nazývá jej ket. Vektory Hilbertova prostoru

(které stále 
hápeme jako aritmeti
ké) zapisujeme buï v øádku nebo sloup
i.

Jestli¾e jsou sloup
ové vektory prvky prostoru V , pak øádkové vektory pøedsta-

vují prvky tzv. duálního prostoru V

�

. Duální (konjugovaný) prostor je prostor

lineární
h funk
í na vektorovém prostoru V . Pokud je pro stavy jxi; jyi de�-

nována funk
e f

jyi

: V ! C jako f

jyi

(jxi) = (jxi; jyi), pak f

jyi

je ekvivalentní

øádkovému vektoru, který zapisujeme hyj a nazýváme bra. Lze ukázat, ¾e pro

vektory z C

n

pøedstavují vektory z V

�

komplexnì sdru¾enou transpozi
i k vek-

torùm z V . S jeji
h pomo
í lze pro dva vektory ~x; ~y odpovídají
í stavùm jxi

a jyi de�novat skalární souèin jako (jxi; jyi), 
o¾ se obvykle zkra
uje na zápis

hxjyi tvoøí
í závorku (bra
ket). Shròme si nota
i do následují
í tabulky:

oznaèení název opera
e výsledek

hxjyi (vnitøní) skalární souèin øádka � sloupe
 skalár

jxihyj (vnìj¹í) tenzorový souèin sloupe
 � øádka mati
e

Pøíklad 3: Obe
ný ket jxi =

0

B

B

�

x

1

.

.

.

x

n

1

C

C

A

má pøíslu¹ný vektor bra hxj = jxi

y

=

(x

�

1

; : : : ; x

�

n

) ; kde symbol y oznaèuje komplexnì-sdru¾enou transpozi
i.
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Pøíklad 4: Uva¾ujeme-li tøí-slo¾kové vektory jxi; jyi, pak skalární souèin gene-

ruje skalár:

hxjyi = (x

�

1

; x

�

2

; x

�

3

)

0

�

y

1

y

2

y

3

1

A

= x

�

1

y

1

+ x

�

2

y

2

+ x

�

3

y

3

:

Tenzorový souèin generuje v na¹em pøípadì mati
i 3� 3:

jxihyj =

0

�

x

1

x

2

x

3

1

A

(y

�

1

; y

�

2

; y

�

3

) =

0

�

x

1

y

�

1

x

1

y

�

2

x

1

y

�

3

x

2

y

�

1

x

2

y

�

2

x

2

y

�

3

x

3

y

�

1

x

3

y

�

2

x

3

y

�

3

1

A

:

De�ni
e 7: Podmno¾ina prostoru H, která je sama prostorem (ve smyslu De-

�ni
e 1) se nazývá podprostor prostoru H.

Pro ka¾dý uzavøený podprostor L v H existuje jeho komplementární podprostor

L

?

, který obsahuje prvky kolmé k prvkùm L (tj. hxjyi = 0, pokud je jxi 2

L; jyi 2 L

?

). Naví
 ka¾dý vektor jzi 2 H lze vyjádøit ve tvaru jzi = jxi + jyi;

kde jxi 2 L; jyi 2 L

?

. Obe
nì je mo¾né vyjádøit dekompozi
i prostoruH pomo
í

jeho n ortogonální
h podprostorù jako: H = L

1

� : : : � L

n

, kde � pøedstavuje

direktní souèet.

De�ni
e 8: Lineární operátor A: H ! H pøiøazuje ka¾dému vektoru jxi 2 H

vektor Ajxi 2 H, kde 8jxi; jyi 2 H a 8a; b 2 C platí, ¾e A(ajxi + bjyi) =

aAjxi + bAjyi.

Lineární operátory tedy umo¾òují transformovat vektory v jednom prostoru.

Pokud operátor A pùsobí na vektory duálního prostoru, potom takovou opera
i

zapisujeme hxjA. Elementy mati
e lineárního operátoru mù¾eme rovnì¾ vyjádøit

pomo
í bázový
h vektorù jako A

ij

= hx

i

jAjx

j

i, kde i; j jsou indexy øádkù a

sloup
ù a mno¾ina fx

1

; : : : ; x

i

g je báze indexovaná stejnì jako øádky.

Operátor, který zobrazuje vektory na sebe samy se nazývá jednotkový a znaèí se

1 . Je de�nován pomo
í bázový
h vektorù f~x

1

; : : : ; ~x

n

g jako 1 =

P

n

i=1

jx

i

ihx

i

j.

Pro ortonormální bázi se zøejmì jedná o jednotkovou mati
i.

De�ni
e 9: Operátor A

y

se nazývá sdru¾ený (adjungovaný) k operátoru A,

jestli¾e pro v¹e
hny jxi; jyi 2 H platí, ¾e hyjA

y

jxi = hxjAjyi

�

.

Pro popis fyzikální
h velièin (pozorovatelný
h velièin) pou¾ívá kvantová me
ha-

nika zvlá¹tní tøídu tzv. Hermitový
h operátorù.

De�ni
e 10: Operátor A se nazývá samosdru¾ený (také Hermitový), jestli¾e

pro v¹e
hny jxi; jyi 2 H platí, ¾e hyjAjxi = hxjAjyi

�

, tj. A = A

y

.

De�ni
e 11: Lineární operátor A má vlastní vektory j�i a vlastní hodnoty �,

kde (A� �1 )j�i = 0, resp. Aj�i = �j�i.

Pro výpoèet vlastní
h hodnot si v¹imnìme, ¾e determinant det(A � �1 ) =

0. V pøípadì Hermitový
h operátorù, jsou v¹e
hny vlastní hodnoty reálné. Ty
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korespondují v¹em (také reálným) mo¾ným výsledkùm mìøení urèité velièiny.

Odpovídají
í vlastní vektory jsou pøitom navzájem ortogonální.

Postulát 2: Pozorovatelné fyzikální velièiny se popisují Hermitovými operátory,

jeji
h¾ reálné vlastní hodnoty odpovídají mo¾ným výsledkùm mìøení.

Vlastní vektory Hermitový
h operátorù operují
í
h na prostoru H tvoøí jeho

bázi, tj. v¹e
hny vektory jxi 2 H lze vyjádøit jako jxi =

P




i

j�

i

i, kde j�

i

i jsou

vlastní vektory a 


i

2 C jsou pøíslu¹né koe�
ienty.

De�ni
e 12: Unitární lineární operátor U provádí zobrazení 
elého prostoru

H na sama sebe a pro vektory jxi; jyi 2 H platí, ¾e hxjU

y

U jyi = hxjyi.

Poslední podmínka znamená, ¾e aplika
e unitárního operátoru nemìní skalární

souèin obou vektorù a mù¾eme ji také zapsat jako U

y

U = UU

y

= 1 .

Nyní máme nade�novány základní pojmy, které budeme pou¾ívat. K ostatním se

dostaneme pøi výkladu konkrétní
h problémù. Proto¾e jsme se zatím kromì dù-

le¾itý
h sdìlení v postuláte
h nedozvìdìli, jak kvantová me
hanika s tímto ma-

temati
kým formalizmem souvisí, musíme si nyní o tomto vztahu povìdìt ví
e.

Zaènìme popisem kvantového stavu a problemati
kou otázkou mìøení kvanto-

vého systému.

2.2 Kvantový stav

Kvantový stav pøedstavuje v kvantové me
hani
e reprezenta
i fyzikální reality.

Ta má podle Kodaòské interpreta
e kvantové me
haniky dvì hlavní èásti. První

je èást klasi
kého svìta, která odpovídá tomu, jak se na tento svìt díváme a

jaký jej registrujeme. Druhou souèástí je kvantový svìt, který není pøímo pøí-

stupný. Mù¾eme z nìj v¹ak pomo
í aktu mìøení extrahovat urèité informa
e. V

klasi
ké èásti nabývá pøi mìøení kvantový systém (napøíklad energeti
ká hladina

elektronu v atomu vodíku nebo spin elektronu) pouze diskrétní hodnoty odpoví-

dají
í skokùm v 
elkové energii daného systému. Na kvantové úrovni (v kvantové

èásti svìta) v¹ak mohou sledované velièiny nabývat nekoneènì mnoho hodnot

odpovídají
í
h nekoneènì mnoho kvantovým stavùm. Ji¾ z tì
hto poznatkù vi-

díme, ¾e existuje zásadní rozdíl mezi systémem, na nìm¾ bylo provedeno mìøení

a takovým, který je izolován od okolí a spojitì se vyvíjí. Spojitý a determinis-

ti
ký vývoj kvantového systému v kvantové me
hani
e popisuje S
hrödingerova

vlnová rovni
e, jejím¾ øe¹ením je vlnová funk
e odpovídají
í danému kvanto-

vému systému. Kvantový systém se v¹ak mù¾e skládat z ví
e vlnový
h funk
í,

o který
h øíkáme, ¾e jsou v superpozi
i. To znamená, ¾e kvantový stav je vyjá-

døen jako souèet nìkolika vlnový
h funk
í. Aby bylo zøejmé jakým pøíspìvkem

se podílí ka¾dá vlnová funk
e na 
elkovém stavu, pøíslu¹í ka¾dému stavu kom-

plexní hodnota tzv. amplitudy pravdìpodobnosti. Z klasi
kého pohledu nás v¹ak

zajímá, jak mù¾eme z takového kvantového systému získat urèitou informa
i.

V této 
hvíli se dostáváme k otáz
e mìøení podrobnìji. Mìøení vìt¹inou prová-

díme tak, ¾e vy¹leme foton ke zkoumanému systému. Foton v podobì zmìny

své energie uná¹í ze systému informa
i, kterou zpìtnì detekujeme. Taková in-
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terak
e fotonu s kvantovým systémem má v¹ak za následek tzv. kolaps (reduk
i)

vlnové funk
e, která sto
hasti
ky pøejde do jednoho z mo¾ný
h stavù slo¾eného

systému. Ka¾dému stavu pøíslu¹í vý¹e zmínìná amplituda pravdìpodobnosti.

Druhá mo
nina její absolutní hodnoty udává, s jakou pravdìpodobností bude

zmìøen ka¾dý z mo¾ný
h stavù. Amplituda pravdìpodobnosti mù¾e být na roz-

díl od klasi
ké pravdìpodobnosti také komplexní (a záporná) a dovoluje nám

tak èistì kvantovými interak
emi (takovými, které nepøedstavují pøímé mìøení)

ovlivòovat výsledek mìøení. Proto¾e mìøení nemusí v¾dy vra
et numeri
ký vý-

sledek (napø. polariza
e fotonù { horizontální � vertikální), oznaèuje se mì-

øitelná vlastnost fyzikálního systému jako pozorovatelná velièina (observable).

V¹imnìme si, ¾e zavedením amplitud pravdìpodobností je 
harakter kvantového

mìøení pravdìpodobnostní, 
o¾ poukazuje na náhodný element, tvoøí
í základ

pozorovaným fyzikálním pro
esùm.

Nyní se zamìøme na to, jak jsou tyto poznatky kvantové me
haniky pou¾itelné

v oblasti kvantové informatiky. U klasi
ký
h poèítaèù jsme zvyklí reprezento-

vat bit napì»ovými úrovnìmi, které dostateènì odli¹ují 0 od 1. U kvantový
h

poèítaèù je mo¾né pou¾ít nìkterý z dvoustavový
h kvantový
h systémù jako je

napøíklad spin èásti
e (tj. spin 1/2 u leptonù). Takový systém mù¾e klasi
ky

nabývat pouze 2 hodnot (stavù): j+

1

2

i a j �

1

2

i. Tak si lze pøedstavit, ¾e bity 0

a 1 zakódujeme pomo
í jednoho a druhého spinového stavu. Spin èásti
e je jen

jeden z ví
e mo¾ný
h dvoustavový
h kvantový
h systémù, které lze pou¾ít. Jiné

systémy by obstály stejnì dobøe. Kvantový stav popisujeme vektorem v kom-

plexním lineárním Hilbertovì prostoru. Ka¾dému prvku báze tohoto prostoru

(tj. dimenzi) pøíslu¹í jeden vlastní stav, do kterého mù¾e kvantový systém pøi

mìøení pøejít. Vlastní stavy jsou pøitom vzájemnì ortogonální

4

. Ni
ménì kvan-

tový systém pro
hází podle S
hrödingerovy vlnové rovni
e spojitým vývojem

stavového vektoru a mù¾e tak nabývat nekoneèného mno¾ství stavù. Libovolný

stav (a tím i bod Hilbertova prostoru) mù¾eme vyjádøit jako souèet vlastní
h

stavù (bázový
h vektorù) násobený
h komplexními váhovými koe�
ienty, které

pøedstavují pøíspìvek daného bázového vektoru v 
elkovém stavu. O takovém

systému øíkáme, ¾e je v koherentní superpozi
i ví
e stavù vyjádøené jako lineární

kombina
e bázový
h vektorù. Pro nejjednodu¹¹í pøípad, kdy 
h
eme vyjádøit

kvantový bit jako hodnoty 0 a 1, potøebujeme dva vlastní stavy dvojrozmìr-

ného Hilbertova prostoru. Pak takový systém zapisujeme jako:

j i = !

0

j 

0

i+ !

1

j 

1

i;

kde !

0

; !

1

2 C . Tyto koe�
ienty odpovídají amplitudám pravdìpodobnosti a

mají fyzikální význam ve své druhé mo
ninì absolutní hodnoty, která øíká s

jakou pravdìpodobností namìøíme pøíslu¹ný vlastní stav. Pøitom souèet prav-

dìpodobností je obe
nì pøes i rùzný
h vlastní
h stavù prostoru H

i

v pøípadì,

4

Pokud si 
h
eme takový prostor alespoò èásteènì pøedstavit mù¾eme øí
i, ¾e vlastním

stavùm odpovídají osy prostoru, které jsou mezi sebou navzájem kolmé.
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Obrázek 1:Reprezenta
e dvoustavového systému: na obrázku vlevo je znázornìn

doposud nemìøený stav qubitu, v nìm¾ jsou v urèitém pomìru zastoupeny stavy j0i a

j1i, na prostøedním obrázku je pak vlastní stav j1i a vpravo stav j0i.

¾e jsou koe�
ienty normovány, roven 1:

n�1

X

i=0

j!

i

j

2

= 1:

Vlastní stavy j 

0

i a j 

1

i (odpovídají
í klasi
kým bitùm) se obvykle oznaèují

jako stavy j0i a j1i. Pokud tyto vlastní stavy odpovídají bázovým vektorùm

j0i =

�

1

0

�

; j1i =

�

0

1

�

mù¾eme psát, ¾e

j i = !

0

j0i+ !

1

j1i =

�

!

0

!

1

�

:

Takový dvoustavový systém, který pøedstavuje kvantový bit, nebo-li qubit, je

mo¾né názornì zobrazit jako vektor v Riemannovì kouli s umístìním v poèátku

souøadni
 (viz obrázek). V nìm je j1i reprezentována jako vektor smìøují
í k

severnímu pólu, j0i k ji¾nímu. Z úhlu, který vektor svírá se svislou osou je

mo¾né vyèíst pomìrné zastoupení j1i a j0i ve stavovém vektoru. Úhel, o který

je vektor otoèen kolem svislé osy se nazývá fáze, která nemìní pomìr j1i a j0i,

ale je významná vzhledem k jevu kvantové interferen
e, o kterém se zmíníme

pozdìji. Qubit je mo¾né znázornit i v polární
h souøadni
í
h na tzv. Blo
hovì

kouli, ve které je stav qubitu vyjádøen pro úhly polární
h souøadni
 �; � jako


os

�

2

j0i + e

i�

sin

�

2

j1i. Pro ví
estavový kvantový systém je mo¾né vý¹e uvedený

výraz pro superpozi
i zobe
nit na

j i =

n�1

X

i=0

!

i

j 

i

i:

Na závìr této èásti si pro pøehlednost shròme, jak korespondují pojmy kvantové

me
haniky s pojmy kvantové informatiky pro qubit (H

2

).

kvantová me
hanika kvantová informatika

vlnová funk
e  

1

vlastní stav j0i

vlastní hodnota a

1

logi
ká hodnota 0

vlnová funk
e  

2

vlastní stav j1i

vlastní hodnota a

2

logi
ká hodnota 1

superpozi
e  

1

+  

2

superpozi
e j0i+ j1i
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2.3 Mìøení kvantového systému

Jak víme, pro
esu mìøení odpovídají Hermitové operátory, jeji
h¾ vlastní hod-

noty pøedstavují mo¾né výsledky mìøení. To lze popsat opera
í Aj i = aj i,

kde a je reálná vlastní hodnota odpovídají
í výsledku mìøení a A je Hermitový

operátor. Existují v¹ak pozorovatelné velièiny (a tím i operátory), jeji
h¾ vlastní

stavy mají stejné vlastní hodnoty a nelze tudí¾ po mìøení urèit, do kterého vlast-

ního stavu systém pøe¹el. Podle poètu stejný
h vlastní
h hodnot pøíslu¹ejí
í
h

nìkolika vlastním stavùm se vlastní hodnota nazývá n-krát degenerovaná. Pro

nedegenerovanou vlastní hodnotu (jedineènou pro daný vlastní stav) operátoru

A je vlastní stav po mìøení dán namìøenou hodnotou této pozorovatelné veli-

èiny. U degenerovaný
h vlastní
h hodnot ale nevíme, v jakém stavu se systém

nalézá, tzn. ¾e ze systému nezískáme ¾ádnou dal¹í informa
i, pøesto¾e jsme jej

zmìøili. Tato nerozhodnost v mo¾ný
h stave
h po mìøení se popisuje tzv. pro-

jekèními operátory.

De�ni
e 13: P je projekèní operátor, jestli¾e P = P

y

a P = P

2

.

Pøíklad 5: Pøíklady projekèní
h operátorù: P = 1 , P = j ih j:

Postulát 3: Po mìøení pozorovatelné velièiny (korespondují
í operátoru A)

s výsledkem mo¾né degenerované vlastní hodnoty pøe
hází systém do stavu

P

i

j i, kde P

i

je projekèní operátor podprostoru L generovaný v¹emi vlast-

ními vektory fj 

ij

ig operátoru A, které odpovídají mìøené vlastní hodnotì a

i

,

tj. P

i

=

P

j

j 

ij

ih 

ij

j.

V pøípadì degenerované vlastní hodnoty tak systém zùstává stále v superpozi
i

ví
e vlastní
h stavù, které odpovídají zmìøené vlastní hodnotì. Takovým mì-

øením se vlastní stavy s jinou vlastní hodnotou vylouèily. Projekèní mìøení má

zásadní význam napøíklad u nìkterý
h kvantový
h algoritmù, kdy potøebujeme

mìøením redukovat superpozi
i stavù v kvantovém registru na jeji
h urèitou

podmno¾inu.

2.4 Kvantový registr

A¾ do této 
hvíle jsme uva¾ovali pouze jediný osamo
ený kvantový systém,

který pøedstavoval jeden qubit. Jak ale víme, klasi
ké poèítaèe jsou vybaveny

registry skládají
ími se z nìkolika bitový
h registrù. Takový model, ve kterém

je zapotøebí popsat ví
e qubitù, se v kvantové me
hani
e zapisuje jako direktní

tenzorový souèin ví
e stavù, který zapisujeme pomo
í opera
e 
. Formálnì tak

vytváøíme nový prostor generovaný tenzorovým souèinem. Napøíklad pro dva

qubity lze psát, ¾e pokud j 

a

i 2 H

1

a j 

b

i 2 H

2

, pak j 

a

i 
 j 

b

i 2 H

1


 H

2

.

Dále platí, ¾e

j 

a

i 
 j 

b

i =

�

!

0a

!

1a

�




�

!

0b

!

1b

�

=

0

B

B

�

!

0a

!

0b

!

0a

!

1b

!

1a

!

0b

!

1a

!

1b

1

C

C

A

=

0

B

B

�

!

00

!

01

!

10

!

11

1

C

C

A

= j 

ab

i:
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Odtud dostáváme sadu nový
h amplitud pravdìpodobností, které odpovídají

slo¾eným stavùm j00i; j01i; j10i; j11i. Z toho si lze odvodit novou bázi systému,

která má nyní podobu:

j00i =

0

B

B

�

1

0

0

0

1

C

C

A

; j01i =

0

B

B

�

0

1

0

0

1

C

C

A

; j10i =

0

B

B

�

0

0

1

0

1

C

C

A

; j11i =

0

B

B

�

0

0

0

1

1

C

C

A

:

Takový pamì»ový registr, který se skládá ze dvou qubitù, pak analogi
ky k zá-

pisu jednodu
hého qubitového systému obe
nì vyjádøíme jako j 

ab

i = !

00

j00i+

!

01

j01i+!

10

j10i+!

11

j11i: Podobnì mù¾eme pokraèovat i s registry vìt¹í délky:

jestli¾e jsou báze B

1

; : : : ;B

k

ortonormálními bázemi prostorù H

1

; : : : ;H

k

, pak

B =

N

k

i=1

B

i

je ortonormální bází prostoru H =

N

k

i=1

H

i

.

V souvislosti s kvantovými registry si nìkteøí fyzi
i v¹imli, ¾e slo¾itost simu-

la
e kvantový
h systémù roste exponen
iálnì s poètem èásti
 (qubitù registru).

Napadlo je tedy, zda by zkonstruovaný kvantový poèítaè nemohl nìkteré ex-

ponen
iálnì slo¾ité úlohy øe¹it efektivnìji. Je toti¾ zøejmé, ¾e kvantový registr

v superpozi
i mù¾eme 
hápat jako exponen
iálnì paralelizovanou verzi pamì-

»ového registru, který je s
hopen pojmout 2

n

hodnot souèasnì, kde n je poèet

qubitù registru. Kvantovou opera
í nad takovým registrem by
hom tak manipu-

lovali 2

n

amplitudami zároveò. Tato vlastnost kvantový
h systémù se oznaèuje

jako kvantový paralelismus a má rozhodují
í vliv na efektivitu, s jakou kvantový

poèítaè pra
uje.

Na závìr této èásti se zmiòme o jedné z nejpodivnìj¹í
h vlastností kvantového

svìta. Víme, jak vyjádøit jeden nebo ví
e qubitù. V¾dy jsou v¹ak na sobì jednot-

livé qubity z
ela nezávislé (popsané oddìlenými Hilbertovými prostory). Exis-

tují v¹ak fyzikální pro
esy, kterými mù¾eme pøipravit registr, jen¾ nelze vyjádøit

jako tenzorový souèin dílèí
h qubitù. V takovém pøípadì øíkáme, ¾e jsou qubity

propleteny (entangled). Propletení je stav, ve kterém jsou qubity na sobì v nìja-

kém smyslu závislé (jeji
h stavy jsou pøes urèitý atribut korelovány). Konkrétnì

provedením mìøení na jednom qubitu víme (ji¾ bez mìøení), jaká je hodnota dru-

hého qubitu. Mo¾né pøípady mù¾eme pro propletené qubity j 

a

i; j 

b

i vyjádøit

pomo
í pravdìpodobností jako

p(j 

b

i = 1 j j 

a

i = 0) = 0; p(j 

b

i = 1 j j 

a

i = 1) = 1;

p(j 

b

i = 0 j j 

a

i = 1) = 0; p(j 

b

i = 0 j j 

a

i = 0) = 1:

Tyto podmínky platí zároveò a odpovídají propletení j 

ab

i =

1

p

2

(j00i + j11i).

Propletení dvou qubitù lze také vyjádøit jako j 

ab

i =

1

p

2

(j01i+ j10i), pøièem¾

platí podobné podmínky jako v pøed
hozím pøípadì. Mìøením se propletení

rozpadá a oba qubity nabývají klasi
ký
h hodnot.

Pøíklad 6: Uká¾eme si, ¾e propletený stav nelze vyjádøit jako souèin dílèí
h

slo¾ek. Propletení lze zapsat napøíklad jako j 

ab

i =

1

p

2

(j00i + j11i). Pokud

pøedpokládáme, ¾e tento stav vznikl tenzorovým souèinem stavù j 

a

i = !

0

a

j0i+
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!

1

a

j1i; j 

b

i = !

0

b

j0i+ !

1

b

j1i, pak pro amplitudy kombina
í v¹e
h qubitù musí

platit, ¾e

j00i : !

0

a

!

0

b

=

1

p

2

; j01i : !

0

a

!

1

b

= 0;

j10i : !

1

a

!

0

b

= 0; j11i : !

1

a

!

1

b

=

1

p

2

:

Pro j00i a j11i musí být koe�
ienty nenulové, 
o¾ je v rozporu s dal¹ími dvìmi

podmínkami. Vidíme tak, ¾e propletený stav nelze tenzorovým souèinem dílèí
h

qubitù vyjádøit. O fenoménu kvantového propletení budeme podrobnìji hovoøit

v kapitole o kvantové teleporta
i, kde se tento jev uplatòuje.

2.5 Vývoj kvantového systému

Vývojem (evolu
í) kvantového systému máme na mysli jeho zmìnu s èasem.

Nyní je dùle¾ité pøipomenout, ¾e právì zde je zásadní rozdíl mezi pozorovaným

a nepozorovaným systémem. V pøípadì, ¾e jej nepozorujeme, podléhá stavový

vektor spojitému vývoji, který jednoznaènì popisuje s tímto systémem souvise-

jí
í S
hrödingerova vlnová rovni
e:

i ~

�	(t)

�t

=

�

�

~

2

2m

�+ V (t)

�

	(t):

Aby
hom v¹ak mohli kvantový systém matemati
ky ovlivòovat, je zapotøebí de-

�novat vhodné operátory. V kvantové me
hani
e jsou v¹ak dovoleny pouze nì-

které zpùsoby vývoje systému. Jmenovitì jde o takové vývoje, z jeji
h¾ výsledkù

(výstupù) se dají jedineènì odvodit pøed
hozí stavy (vstupy). To je podmínka

tzv. reverzibility vývoje kvantového stavu, která plyne z deterministi
ké povahy

S
hrödingerovy rovni
e. Taková reverzibilita je v¹ak matemati
ky mo¾ná jen

pokud jsou operátory ètver
ové unitární mati
e, tj. pokud o takový
h mati
í
h

platí, ¾e UU

y

= 1 . Pokud jsou stavové vektory normalizovány a jsou to tedy

body v kouli o polomìru 1, pak unitární kvantový vývoj s tìmito body rotuje.

Jestli¾e provedeme následují
í úpravy

j	(t)i = 	(t) a H (t) = �

~

2

2m

�+ V (t);

lze S
hrödingerovu vlnovou rovni
i pøepsat na

i ~

�j	(t)i

�t

= H (t) j	(t)i;

kde H (t) je Hamiltonián. Jak je vidìt i z vý¹e uvedené substitu
e, je Hamil-

tonián úz
e spjat s energií systému a jeho podoba je odvozena od fyzi
kého

uspoøádání èásti
 nebo molekul, z ni
h¾ se systém skládá (mohou ho 
harakte-

rizovat napøíklad velièiny jako síla el.pole nebo smìr molekulového dipólového

momentu). Hamiltonián se skládá z vektorù vlastní
h stavù a tvoøí bázi v Hil-

bertovì prostoru. Obe
nì by mohly mít vlastní stavy komplexní vlastní hodnoty,

ale proto¾e je Hamiltonián Hermitová mati
e (tj. H =H

y

), mají vlastní stavy

garantovány reálné vlastní hodnoty, které korespondují mo¾ným výsledkùm mì-

øení nìjaké fyzikální velièiny. V Hamiltoniánu jsou, kromì informa
í o vlastní
h

15



stave
h, obsa¾eny informa
e o v¹e
h opera
í
h, které bìhem výpoètu pou¾ijeme.

Jestli¾e uva¾ujeme Hamiltonián, který není závislý na èase, tzn. takový, který

se po dobu vývoje systému nemìní a pamì»ový registr je na poèátku ve stavu

j	(0)i, má vlnová rovni
e øe¹ení

j	(t)i = e

�iH t=~

j	(0)i = U (t)j	(0)i:

U (t) = e

�iH t=~

se nazývá èasovì závislý evoluèní operátor, který je v¾dy uni-

tární mati
e. Evoluèní operátor nám tedy ukazuje, jak se systém dynami
ky

vyvíjí v èase. Jak by øeèeno, v Hamiltoniánu jsou zaznamenány kvantové ope-

ra
e, které popisují výpoèet. K vyjádøení takové opera
e na kvantovém systému

nám postaèuje operátor, kterým násobíme pøíslu¹ný stav. Napøíklad operátor

U (�) =

�


os� �sin�

sin� 
os�

�

mù¾eme pou¾ít s parametrem � =

�

4

, aby
hom pøevedli systém z vlastního stavu

j0i do vyvá¾ené superpozi
e stavù j0i a j1i:

U

�

�

4

�

j0i = U

�

�

4

�

�

1

0

�

=

 

1

p

2

1

p

2

!

=

1

p

2

(j0i+ j1i):

Z amplitud pravdìpodobností vidíme, ¾e stavy jsou opravdu vyvá¾ené a norma-

lizované, proto¾e !

0

= !

1

a !

2

0

+ !

2

1

= 1:

Vra»me se nyní na poèátek a pøipomeòme, ¾e tìmito opera
emi je mo¾né systém

vyvíjet pouze pokud není pozorován (je dostateènì izolován od okolí). V pøípadì,

¾e jej v¹ak zmìøíme, pøejde sto
hasti
ky do jednoho z vlastní
h stavù podle toho,

jaké jsou hodnoty jeji
h amplitud pravdìpodobností a podle výsledku na¹eho

mìøení.

2.6 Kvantová interferen
e

Kvantová interferen
e je jedna z dal¹í
h vlastností mikrosvìta, kterou popisuje

kvantováme
hanika. Odrá¾í se v ní vlastnost kvantového systému existovat v su-

perpozi
i ví
e stavù. Nejlépe si ji vysvìtlíme na pøíkladu Ma
hova-Zehnderova

interferometru, v nìm¾ má zdrojem vygenerovaný foton mo¾nost projít ví
e

(dvìmi) experimentálními 
estami. Pøedstavme si pøístroj, který se skládá ze

zdroje fotonù svìtla, dvou klasi
ký
h zr
adel, dvou polopropustný
h zr
adel

(které polovinu intenzity svìtla propou¹tí a druhou odrá¾í) a dvou detektorù.

Kon�gura
e zaøízení je znázornìna na obrázku. Polopropustná zr
adla byla na-

ví
 navr¾ena tak, ¾e pokud se na ni
h paprsek láme, pak se fáze jeho vlny posune

o 1/4 vlnové délky. (Právì této fázi odpovídá i fáze vektoru, kterého u¾íváme

k reprezenta
i dvoustavového kvantového systému. Je spe
i�kována komplexní

slo¾kou amplitudy pravdìpodobnosti a geometri
ky pøedstavuje rota
i vektoru

v kouli mimo rovinu xy.) To má za následek, ¾e pokud vy¹leme ze zdroje spojité

svìtlo, je rozdìleno prvním polopropustným zr
adlem Z

1

na dvì èásti. Èást,
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D1

D2

1 2

zdroj

 zrcadlo

 zrcadlo

Z Z

Obrázek 2: Ma
hùv-Zehnderùv interferometr: (popis v textu).

která pro
hází spodní vìtví je posunuta o

�

4

; pøi prù
hodu polopropustným

zr
adlem Z

2

ve smìru detektoru D

2

je to ji¾ o

�

2

. V této 
hvíli ale potká þne-

posunutouÿ vlnu svìtla z horní vìtve. V takovém pøípadì do
hází ke klasi
ké

interferen
i dvou vln. Kvùli posunutí jedné vlny o

�

2

je tato interferen
e de-

struktivní a na detektoru D

2

ni
 nenamìøíme. Druhá èást rozdìleného svìtla

se naopak v obou vìtví
h posune po jednom odrazu shodnì o

�

4

a za zr
adlem

Z

2

dojde ke konstruktivní interferen
i, tak¾e 
elou intenzitu zdrojového svìtla

registrujeme jen na detektoru D

1

. Na tì
hto závìre
h není ni
 pøekvapivého a

plnì odpovídají klasi
ké vlnové teorii { podvìdomì si zde pøedstavujeme fotony

jako vlny dìlitelné intenzity. Co se v¹ak stane, vy¹leme-li z generátoru pouze

jediný foton? Výsledek experimentu je v tuto 
hvíli zará¾ejí
í. Na pøed
hozím

výsledku se ni
 nemìní a foton v¾dy registrujeme v detektoru D

1

. Takový vý-

sledek je mo¾né vysvìtlit pouze jediným zpùsobem { foton musel projít obìma

rameny souèasnì a na zr
adle Z

2

interferovat sám se sebou { ve smìru detektoru

D

1

konstruktivnì a ve smìru D

2

destruktivnì. V pøípadì, ¾e ale odstraníme zr-


adlo Z

2

, nemá elektron na èem interferovat a my jej po odraze na zr
adle Z

1

namìøíme se stejnou pravdìpodobností buï na detektoru D

1

nebo D

2

. Øeknìme

ale, ¾e se pokusíme foton na
hytat tím, ¾e zr
adlo Z

2

umístíme do aparatury

pokusu a¾ v dobì, kdy u¾ pro¹el zr
adlem Z

1

. Napadne nás, ¾e v dobì nepøí-

tomnosti zr
adla si ji¾ èásti
ovì se 
hovají
í foton vybral právì jednu z 
est

experimentem a pokud to byla pravì horní, je nyní 50% ¹an
e, ¾e projde pøi-

daným zr
adlem pøímo do detektoru D

2

. To se v¹ak nedìje a experimentálnì

bylo potvrzeno, ¾e foton pro¹el opìt obìma rameny naráz a bude v¾dy namìøen

jen v detektoru D

1

. Tento experiment dobøe potvrzuje nedìlitelnou vlastnost

kvantový
h systémù { jeji
h vlnovì-èásti
ovou dualitu. S klasi
kým my¹lením
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by
hom 
htìli mezi obìmi povahami èásti
 rozli¹ovat, v kvantovì me
hani
kém

svìtì to v¹ak není mo¾né. Dualizmus v¹ak uva¾ujeme do 
hvíle kolapsu vlnové

funk
e. Potom si ji¾ musíme vybrat jen jednu mo¾nost, podobnì jako tomu bylo

v popsaném experimentu.

Jiným známým experimentem je prù
hod elektronu dvoj¹tìrbinou, kdy foton

projde obìmi ¹tìrbinami souèasnì a interferuje sám se sebou. Kdyby
hom si

nakreslili mapu pravdìpodobností, kde se na stínítku za ¹tìrbinou foton na
hází,

obdr¾eli by
hom známé interferenèní obraz
e.

Interferen
e má v kvantovém poèítání rozhodují
í význam pøi získávání výsledku

z kvantového registru. Podobnì jako se elektronové vlny navzájem interferenènì

skládaly, do
hází také mezi jednotlivými qubity registru (po pøíslu¹né unitární

opera
i) ke vzájemným interferenèním pùsobením, 
o¾ má za následek úpravy

amplitud pravdìpodobností stavù v superpozi
i. To umo¾òuje pøíznivé stavy

(správná øe¹ení) zvýraznit (konstruktivní interferen
e) a nepøíznivé potlaèit (de-

struktivní interferen
e).

Na závìr této èásti si shròme nejdùle¾itìj¹í poznatky kvantové me
haniky, které

se uplatòují v kvantové informati
e a jeji
h¾ vyu¾ití je pova¾ováno pro urèité

úlohy za velmi výhodné (je nutné zdùraznit, ¾e kvantové poèítaèe nemohou

promìnit obe
nì nevypoèitatelné úlohy ve vypoèitatelné, ale doká¾í nìkteré

vypoèitatelné problémy øe¹it efektivnìji).

1. Superpozi
e: Kvantový stav popsaný vlnovou funk
í, která je øe¹ením pøí-

slu¹né S
hödingerovy rovni
e, se mù¾e na
házet v superpozi
i, která je souè-

tem pøíspìvkù ví
e vlastní
h stavù, které odpovídají vlastním vlnovým funk-


ím. V kvantové informati
e zapisujeme obe
ný stav qubitu jako superpozi
i

j i = !

0

j0i + !

1

j1i. Superpozi
e je základní vlastnost umo¾òují
í masivní

kvantový paralelismus, který je pøíèinou exponen
iálního zry
hlení nìkte-

rý
h algoritmù.

2. Interferen
e: Pøi provádìní kvantový
h opera
í nad superpozi
í umo¾òuje

interferen
e mìnit amplitudy pravdìpodobností vlastní
h stavù tak, ¾e stav od-

povídají
í øe¹ení má 
o nejvy¹¹í klasi
kou pravdìpodobnost následného zmìøení.

3. Propletení: Propletení je vlastnost slo¾ený
h kvantový
h systémù, které

mohou existovat ve stavu, jen¾ nelze vyjádøit jako tenzorový souèin jeho slo¾ek.

Propletení má nelokální povahu a vyu¾ívá se napøíklad u kvantové teleporta
e

nebo u superhustého kódování.
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3 Matemati
ké modely poèítaèù

U poèítaèù jsme ze souèasný
h zku¹eností zvyklí, ¾e øe¹í nìjaké problémy. V

tì
hto pøípade
h se ví
e zamìøujeme na aplika
i a ménì nás zajímá teoreti
ký

model výpoèetní
h úkonù, které poèítaè provádí. Ji¾ pøed èasem, v ro
e 1936, se

v¹ak teoreti
i Alan Turing, Alonso Chur
h a Kurt Gödel zabývali právì tìmito

teoreti
kými základy, na ni
h¾ by se dala moderní poèítaèová vìda de�novat.

Nezávisle na sobì hledali univerzální model, který by z hlediska funk
e bez

ohledu na fyzikální vlastnosti popsal 
hování libovolného výpoètu. Ka¾dý pøi¹el

s vlastním návrhem jak tento problém vyøe¹it. Pozdìji bylo dokázáno, ¾e v¹e
hny

tøi øe¹ení jsou ekvivalentní, pøesto¾e ka¾dé vy
hází z rozdílný
h úvah. Nejèastìji

zmiòovaným øe¹ením se stal model Alana Turinga, který byl zalo¾en na mate-

mati
ké abstrak
i výpoèetního stroje, jen¾ se oznaèuje jako Turingùv stroj. V

této kapitole se proto budeme zabývat matemati
kými modely poèítaèù. Nej-

prve si popí¹eme klasi
ký deterministi
ký Turingùv stroj, poté se zmíníme o

jeho pravdìpodobnostní verzi a na závìr uvedeme jeho paralelu v kvantovém

svìtì.

3.1 Klasi
ký Turingùv stroj

Motiva
í pro Turingùv stroj se stal v ro
e 1900 tzv. Ents
heidungsproblem (roz-

hodova
í problém). V nìm nìme
ký matematik David Hilbert formuloval pro-

blém, ve kterém se ptal, zda existuje me
hani
ký pro
es, kterým je mo¾no roz-

hodnout o pravdivosti libovolného matemati
kého teorému nebo výroku. Hilbert

se 
htìl pøesvìdèit, zda je napøíklad mo¾né vyjádøit kroky matemati
kého dù-

kazu spí¹e posloupností symbolù, ne¾ slo¾itým matemati
kým aparátem. Toho

se 
hopil Turing a navrhl stroj, který mìl simulovat postup matematika pøi

vytváøení dùkazu. Takový stroj mìl nìkolik základní
h vlastností:

� musel nahradit slo¾itou symboliku matemati
ký
h krokù. V takovém pøí-

padì ¹lo ka¾dou koneènou mno¾inu symbolù nahradit pouze dvìma sym-

boly (jako je 0 a 1) a prázdnou mezerou, která by oba symboly oddìlovala.

� podobnì jako si matematik zapisuje poznámky na papír, má Turingùv

stroj k zápisu nekoneènou pásku skládají
í se z bunìk, do/ze který
h se

symbol zapisuje/ète.

� nad touto páskou je mo¾né provádìt za pomo
í ète
í hlavy opera
e ètení,

zápisu a posunu pásky (read, write, shl, shr).

� proto¾e je mo¾né symboly èíst, zapisovat nebo se posunovat po pás
e, je

pro Turingùv stroj dùle¾itý vnitøní stav, ve kterém opera
i ètení provádíme

(ètený symbol a stav tak urèují dal¹í ak
i a pøe
hod do dal¹ího stavu).

Proto¾e se 
hování tohoto stroje vyvíjí podle tabulky pøe
hodù, mù¾eme øí
i,

¾e ka¾dý následují
í stav lze jednoznaènì urèit na základì èteného symbolu a

aktuálního stavu. Jeho 
hování je proto deterministi
ké. Výpoèet zaèíná tak, ¾e
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 1     0    0     0     0    1     1     0    0     0     1    0     1     0

 r/w hlava,
 stavova
 tabulka

Obrázek 3: Deterministi
ký Turingùv stroj

jsou na pás
e ulo¾ena poèáteèní data (pokud jsou nìjaká) a vlastní kód pro-

gramu. Hlava je pak uvedena do stavu, který odpovídá naètení kódu programu

a stroj tak zapoène výpoèet, pøe
hází mezi stavy a po skonèení vìt¹inou zapí¹e

výsledek. Vidíme, ¾e takto se 
hovají
í model by se dal velmi dobøe pøirovnat

k funk
i dne¹ní
h poèítaèù. Pøesto¾e moderní te
hnologie nevídanì od 30.let

pokroèily, Turingùv model mù¾eme k popisu 
hování poèítaèù pou¾ít bez úprav

i dnes. S tro
hou nadsázky se dá øí
i, ¾e prin
ipiálnì se supervýkonný ASCI

Red od Intelu rovná jakémukoliv stolnímu poèítaèi. Pomo
í Turingova stroje

pak bylo dokázáno, ¾e odpovìï na poèáteèní Hilbertovu otázku je záporná. Ne-

existuje tak me
hani
ký stroj, který by rozhodl pravdivost nebo nepravdivost

libovolného matemati
kého výroku.

3.2 Pravdìpodobnostní Turingùv stroj

V pøed
hozím odstav
i jsme se zabývali deterministi
kou verzí Turingova stroje.

Nyní si v¹ak pøedstavme, ¾e vývoj mezi stavy se øídí podle toho, jaký je výsledek

nìjakého náhodného jevu { napøíklad hodu kostkou. V takovém pøípadì je ná-

sledují
í stav urèen sto
hasti
ky výsledkem hodu. Naví
 s mo¾ností upøednostnit

nebo potlaèit nìkteré smìry vývoje pomo
í váhový
h koe�
ientù. Na tomto zá-

kladu je zalo¾en pravdìpodobnostní Turingùv stroj (PTS). PTS je s
hopen øe¹it

v¹e
hny problémy deterministi
kého Turingova stroje a èasto dokon
e dojde k

øe¹ení ry
hleji. U obou typù strojù vlastnì balan
ujeme mezi dvìma póly: jis-

tota, ¾e dojdeme k øe¹ení (pokud existuje) u klasi
kého Turingova stroje stojí

proti mo¾nosti, ¾e najdeme správné øe¹ení ry
hleji u PTS.

Pøesto¾e je Turingùv stroj matemati
kým modelem, nezbavil se v¹e
h zátì¾í

klasi
ké fyziky a jako takový vy
hází z její
h poznatkù. Se znalostmi kvantové

me
haniky v¹ak bylo mo¾né ideu PTS upravit a de�novat tak model, který

popsal pro
es kvantového výpoètu.

3.3 Kvantový Turingùv stroj

Hlavním impulzem pro vznik kvantového Turingova stroje (KTS), bylo v ro
e

1973 potvrzení Charlese Bennetta, který dokázal jeho reverzibilitu

5

. To nezù-

stalo bez pov¹imnutí Paulem Benio�em, kterého napadlo, ¾e by ¹lo napodobit

5

Pøesnìji dokázal, ¾e pro ka¾dý vypoèitatelný problém existuje 3-páskový Turingùv stroj,

který je reverzibilní. Reverzibilitì byla vìnována pozornost v souvislosti se zahøíváním klasi
-

ký
h obvodù.
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vývoj reverzibilního kvantového systému na Turingovì stroji. Na prá
e Benio�a

a pozdìji i Ri
harda Feynmana navázal prvním popisem opravdového KTS v

ro
e 1985 David Deuts
h. Kvantová verze mìla tyto hlavní 
harakteristiky a

odli¹nosti od klasi
kého stroje:

� ètení, zápis a posun pásky se odehrával pomo
í kvantovì-me
hani
ký
h

interak
í.

� místo èisté 0, 1 a mezery se nyní setkáváme v ka¾dé buò
e pásky se su-

perpozi
í stavù 0 a 1, 
o¾ si mù¾eme pøedstavit jako vektor v jednotkové

kouli; odklon od svislé osy zde urèuje podíl zastoupení 0 a 1.

� superpozi
e zde umo¾òuje vyu¾ít kvantový paralelismus { mo¾nost prová-

dìt jednu opera
i nad ví
e daty souèasnì.

Nejlépe si lze KTS pøedstavit jako kvantové zobe
nìní PTS. Pokud ne
háme po

urèitou dobu takový KTS vyvíjet (nebudeme jej mìøit), mù¾eme stav vyjádøit

jako souèet pravdìpodobností výpoèetní
h 
est, kterými mù¾e stroj projít. U

KTS se v jednom kroku nebere pouze jedna náhodnì zvolená 
esta (jeden ná-

sledují
í stav, jako je tomu u PTS), ale výpoèet pokraèuje v du
hu kvantového

paralelismu v¹emi mo¾nými 
estami naráz. Se vznikem KTS bylo mo¾né zamìøit

úsilí na otázky vypoèitatelnosti, slo¾itosti a univerzálnosti kvantový
h poèítaèù.

Vypoèitatelnost je spojena s otázkou, zda je mo¾né o daném problému rozhod-

nout (nebo nalézt k nìmu øe¹ení) v koneèném èase. Pokud algoritmus, terý by

tìmto po¾adavkùm vyhovìl, neexistuje, nazývá se problém nevypoèitatelný. Hle-

dání algoritmu k øe¹ení problému vede i k tomu, ¾e napøíklad pro generování

náhodného èísla ¾ádný klasi
ký algoritmus neexistuje (není mo¾né vygenerovat

þopravduÿ náhodné èíslo, proto¾e v¹e
hny klasi
ké generátory musí být zalo¾eny

na výpoètu vstupù dle daného pøedpisu), kde¾to u kvantový
h poèítaèù takový

algoritmus existuje. Vy
hází toti¾ ze základní vlastnosti pøírody { okam¾iku ná-

hodného kolapsu vlnové funk
e na vlastní stav pøi mìøení kvantového systému.

Ví
e se mìøením kvantového systému a generováním náhodný
h èísle
h budeme

zabývat v kapitole o kvantový
h algoritme
h.

Slo¾itost neboli komplexita je druhou vlastností, která nás u kvantový
h poèí-

taèù zajímá. Souvisí s ní efektivita kvantový
h algoritmù a následnì i výkon

kvantový
h poèítaèù. Aby se dokázalo, ¾e výzkum kvantový
h poèítaèù mù¾e

mít v budou
nosti i prakti
ký dopad, zaèala se bìhem 90.let vynoøovat øada

mo¾ný
h aplika
í, které vyu¾ívají superpozi
e kvantový
h systémù k uplatnìní

kvantového paralelismu a tím i vylep¹ení slo¾itostí dosavadní
h algoritmù. Jako

pøíklad uveïme známý problém s faktoriza
í velký
h 
elý
h èísel na souèin prvo-

èísel. Nejlep¹í známý klasi
ký algoritmus dosahuje exponen
iální slo¾itosti, kte-

rou lze (pro obe
nou metodu Number Field Sieve) vyjádøit jako: O(e

(L

1

3

ln

2

3

L)

),

kde L = ln n a n je 
elé èíslo, jeho¾ rozklad hledáme. Vidíme, ¾e èasová ná-

roènost roste velmi ry
hle s velikostí vstupu. Tento problém je ze skupiny NP

problémù (nondeterministi
 polynomial), u ni
h¾ existuje efektivní nedetermi-

nisti
ký algoritmus, jeho¾ øe¹ení v polynomiálním èase ovìøit lze. Øe¹ení ta-

kového problému deterministi
kým algoritmem není kvùli poètu výpoèetní
h
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krokù s
hùdné (tra
table). Ni
ménì u faktorizaèního problému se zatím nepo-

daøilo dokázat, ¾e nemá efektivní algoritmus bì¾í
í v tøídì slo¾itosti P, tj. v

polynomiálním èase, a proto je mo¾né (i kdy¾ se mnozí domnívají, ¾e neprav-

dìpodobné), ¾e bude takový algoritmus je¹tì objeven. V ro
e 1994 se Peteru

Shorovi z AT&T Bell Labs podaøilo vymyslet kvantový faktorizaèní algoritmus,

jeho¾ slo¾itost je na kvantovém poèítaèi polynomiální. Takové øádové vylep-

¹ení znamenalo prùlom ve vývoji kvantový
h algoritmù. Podobnì jako se dají

roztøídit algoritmy u klasi
ké a pravdìpodobnostní verze Turingový
h strojù,

lze de�novat i kvantové slo¾itostní tøídy. Pro pøehlednost byly v¹e
hny tøídy

seøazeny do následují
í tabulky:

Tøída Popis

P s
hùdné algoritmy bì¾í
í nejhùøe v polynomiálním èase (dále

jen PT), pøíklad: násobení

NP nes
hùdné algoritmy; pouze správnost øe¹ení lze ovìøit v PT,

pøíklad: faktoriza
e

NP-úplný NP problémy vzájemnì mapovatelné v PT,

pøíklady: SAT, ob
hodní 
estují
í, plánování

ZPP problémy øe¹itelné s jistotou v prùmìrnì PT na PTS

BPP problémy øe¹itelné s p > 2=3 v nejhùøe PT na PTS

QP problémy øe¹itelné s jistotou v nejhùøe PT

ZQP problémy øe¹itelné s jistotou v prùmìrném PT

BQP problémy øe¹itelné s p > 2=3 v nejhùøe PT

Tabulka 1: Tøídy slo¾itosti: první tøi klasi
ké, druhé dvì pravdìpodobnostní, po-

slední tøi kvantové. SAT je problém splnitelnosti (satis�ability) logi
ké funk
e boolov-

ský
h promìnný
h.

Univerzálnost je s
hopnost efektivnì simulovat jeden Turingùv stroj druhým.

Turinga napadlo, ¾e kdy¾ vytvoøí transformaèní pravidla jednoho Turingova

stroje jako program (posloupnost bitù) pro jiný stroj, bude tento stroj s
hopný

simulovat první stroj. Tak vznikla my¹lenka, ¾e je mo¾né vytvoøit programo-

vatelný poèítaè { Turingùv stroj, jeho¾ programem je nìjaký algoritmus. A¾ v

ro
e 1996 potvrdili Seth Lloyd a Christof Zalka, ¾e univerzálnost platí také u

kvantový
h poèítaèù. To znamená, ¾e jeden kvantový systém doká¾e simulovat

jiný.

3.4 Modely kvantový
h poèítaèù

Pøed tím, ne¾ je mo¾né vùbe
 nìjaký kvantový poèítaè vyrobit, je nutné pøijít s

modelem funk
e takového poèítaèe. V ro
e 1980 pøi¹el Benio� s modelem, který

se podobal KTS. Ète
í hlava byla vymìnìna za zaøízení, které zprostøedkovává

kvantovì-me
hani
ké interak
e a ovlivòuje napøíklad spiny èásti
, kterými kódu-

jeme stavy 0 a 1. Vývoj byl nahrazen Hamiltoniánem ve S
hrödingerovì rovni
i.

Dùle¾ité bylo, ¾e se stroj vyvíjel po pevný
h kro
í
h. Na kon
i ka¾dého z ni
h

byl klasi
ky odeèten bit z pásky. Mezi kroky se systém kvantovì vyvíjel. Klasi
ké

mìøení na kon
i ka¾dého 
yklu v¹ak neumo¾nilo vyu¾ít vlastností kvantový
h
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poèítaèù úplnì, proto¾e znièilo køehkou superpozi
i stavù na pás
e. Naví
 s

pou¾itím èasovì nezávislého Hamiltoniánu by bylo nesmyslnì potøeba znát vý-

sledek výpoètu na poèátku, proto¾e by takový Hamiltonián musel obsahovat

v¹e
hny informa
e o tom, jak se bude výpoèet ubírat a nemohl se dynami
ky

vyvíjet. Jeho nedokonalost dále souvisí také s velkou vzdáleností, kterou pùsobí

ète
í hlava na pásku a nedovoluje navrhnout pouze lokálnì pùsobí
í evoluèní

operátor s èasovì nezávislým Hamiltoniánem.

Tyto nedostatky odstranil v ro
e 1985 Ri
hard Feynman. Popsal výpoèet na

kvantovém poèítaèi jako posloupnost výpoèetní
h úkonù na logi
ký
h kvanto-

vý
h braná
h a jeji
h zapojení v kombinaèním obvodu. Jak bylo dokázáno, je

popis výpoètu pomo
í kvantový
h obvodù výpoèetnì ekvivalentní výpoètu na

kvantovém Turingovì stroji. Obvod se musel skládat z reverzibilní
h logi
ký
h

opera
í (bran). Ka¾dá taková opera
e byla vyjádøena nìjakým operátorem A.

Provedení k opera
í bìhem výpoètu pak bylo zapsáno jako souèin operátoru

ka¾dé opera
e. Aby bylo mo¾né vyjádøit Hamiltonián, který by implementoval

funk
i daného obvodu a zároveò sledoval v jakém stádiu se výpoèet na
hází,

navrhl Feynman pøidat ke qubitùm reprezentují
ím vstupy a výstupy obvodu

dal¹í
h k + 1 qubitù, kde k je poèet bran obvodu. Tyto qubity slou¾í vlastnì

jako èítaè programu a informují nás, kolik logi
ký
h bran ji¾ bylo pou¾ito, tj. v

jakém stádiu se výpoèet na
hází. Místo, ve kterém se právì na
hází výpoèet je

oznaèeno obsazeným qubitem (s hodnotou 1), který se nazývá kurzor. Aby
hom

mohli postupnì qubity èítaèe nastavovat a mazat, je zapotøebí nový
h operá-

torù, které by to provádìly. Tyto operátory se oznaèují 
 a a a nazývají se

kreaèní a anihilaèní operátory, které nastavují kurzor na 1, respektive 0. Kdy-

koliv namìøíme kurzor na posledním qubitu, je jasné, ¾e pøi výpoètu ji¾ byly

aplikovány v¹e
hny brány a výpoèet je u kon
e. Výsledný Hamiltonián má pak

tvar:

H =

k�1

X

i=0




i+1

� a

i

�A

i+1

+ (


i+1

� a

i

�A

i+1

)

y

:

Oba zmínìné operátory tak vlastnì pohybují kurzorem dopøedu a dozadu, podle

pou¾itý
h bran. S prùbìhem výpoètu jsou pøímo korelovány pøes operátory lo-

gi
ký
h funk
í A. O v¹e
h operátore
h budeme blí¾e hovoøit v kapitole o kvan-

tový
h obvode
h.

U Feynmanova modelu se pøedpokládá, ¾e evoluèní operátor umo¾òuje qubitùm

interak
e na libovolnou vzdálenost. Tento problém (vzhledem k mo¾né imple-

menta
i) vyøe¹il je¹tì v ro
e 1985 David Deuts
h s jeho lokálním èasovì nezá-

vislým evoluèním operátorem, ovlivòují
ím pouze pøilehlé qubity. V takovém

pøípadì je v¹ak potøeba mít èasovì závislý Hamiltonián.
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4 Kvantové obvody

Aby bylo mo¾né kvantový systém udr¾et v nenaru¹eném stavu (koheren
i), je

zapotøebí jej (v ideálním pøípadì) z
ela izolovat od okolí. Takovému systému tím

znemo¾níme, aby si s okolím vymìòoval napøíklad teplo nebo s ním jinak pøímo

interagoval. Landauerùv prin
ip nám øíká, ¾e ke smazání jednoho bitu informa
e

z pamìti je zapotøebí ze systému vyvést jeden bit entropie. To se obvykle proje-

vuje vyzáøením tepla do okolí. Na tomto rozboru vidíme jasnou spojitost mezi

energií systému a objemem informa
í, které jsou v nìm ulo¾eny. Jeliko¾ je ale pøi

svém vývoji kvantový systém izolován od okolí, nemù¾e z nìj ¾ádná informa
e

volnì unikat. Ztráta informa
e toti¾ pøímo souvisí s reverzibilitou pro
esù, které

se v systému odehrávají.

4.1 Kvantové brány

V klasi
kém poèítaèi, slo¾eném z klasi
ký
h bran jako je AND ,NAND èiOR,

není v¾dy reverzibilita mezi vstupy a výstupy za
hována. Napøíklad u klasi
kého

výpoètu víme, ¾e lze libovolnou logi
kou funk
i kombinaèního obvodu realizo-

vat pouze pou¾itím univerzální brány NAND . Tato brána má ale pro pou¾ití

u kvantový
h poèítaèù tu nevýhodu, ¾e z výstupù nelze jednoznaènì urèit kom-

bina
i vstupù { brána NAND tedy není reverzibilní. V takovém pro
esu se

ztrá
í èást informa
e a systém se tím zahøívá. Obe
nì lze dokázat, ¾e v kla-

si
kém pojetí neexistuje univerzální reverzibilní 2-bitová brána. U kvantový
h

poèítaèù ale mù¾eme pou¾ívat jen ty brány, které podmínku reverzibility (a

tím i unitárnosti opera
í) splòují. Jako první nás asi napadne brána NOT . Ta

opravdu podmínku reverzibility splòuje. Podobnì jsou na tom i brány CNOT

a CCNOT . Vlastnosti tì
hto bran jsou shrnuty v tabul
e.

brána jiný název qubity funk
e

NOT 1 jxi ! jxi

CNOT 
ontrolled NOT , XOR 2 jx; yi ! jx; x� yi

CCNOT 
ontrolled-
ontrolled NOT , 3 jx; y; zi ! jx; y; xy � zi

To�oliho brána

Tøetí sloupe
 tabulky øíká, na kolik qubitù daná brána pùsobí. Napøíklad Tof-

foliho brána je 3-qubitová. V mati
ovém zápisu je

NOT =

�

0 1

1 0

�

; CNOT =

0

B

B

�

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

1

C

C

A

:

Mati
e CCNOT se podobá CNOT , pouze je rozmìru 8�8 se submati
í NOT

v pravém dolním rohu. Obe
nì je n-qubitová opera
e vyjádøena mati
í 2

n

� 2

n

.

Bránové opera
e na qubite
h se v kvantové informati
e obvykle zapisují pomo
í

kvantový
h obvodù, které se v èase vyvíjí zleva doprava a ka¾dá vodorovná

hrana (drát) odpovídá jednomu qubitu. Obe
nì zakreslíme jedno-qubitovou uni-

tární opera
i jak je uvedeno na obrázku.
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|ψ> NOT U|ψ> U |ψ> |ψ>
_

Obrázek 4: 1-qubitová kvantová brána: Na obrázku vlevo je znázornìna obe
ná

opera
e pùsobí
í na jeden qubit j i. Jako pøíklad je vpravo uvedena brána NOT .

Dvou- a tøí-qubitové opera
e CNOT a CCNOT jsou znázornìny na následu-

jí
ím obrázku.

y|

x

y

xy+z| >

>

>|

|

x| >

y >|

z >|

x

x+y

|

| >

>

>

x >|
1

1

1

Obrázek 5: Kvantový obvod CNOT a CCNOT : Tyto brány mají jako kontrolní

qubit 1. To znamená, ¾e pokud jsou napøíklad u brány CCNOT oba qubity x a y

rovny 1, provede se opera
e na qubitu z.

Jinou dùle¾itou kvantovou bránou je Fredkinova brána. Ta prohodí druhý a

tøetí bit v pøípadì, ¾e první bit je 0. Vidíme, ¾e tak jako v pøípadì CNOT nebo

CCNOT je i zde podmínìno provedení opera
e stavem urèitého bitu. Takovým

branám se souhrnì øíká podmínìné kvantové brány. Pøitom Fredkinova brána

je také univerzální a mù¾e tak realizovat libovolný logi
ký kombinaèní obvod.

O univerzálnosti se blí¾e zmíníme v následují
í podkapitole.

|y>

|x>

|z >

|y>

|z>

|x>|x> |x>

|xz+xy >

 0 0

>|

>|xz+xy

xy+xz >xy+xz|

Obrázek 6: Fredkinova brána: Má dva alternativní zpùsoby zápisu (vlevo a vpravo).

Fredkinova brána je 3-qubitová a realizuje logi
kou funk
i jx; y; zi ! jx; xz� xy; xy�

xzi.
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Dal¹í u¾iteènou bránou je SWAP , která spolu prohazuje 2 qubity a provádí tak

funk
i jx; yi ! jy; xi:

SWAP =

0

B

B

�

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

1

C

C

A

:

Její obvod je znázornìn s pou¾itím brány CNOT na následují
ím obrázku

vlevo. Z univerzální
h bran je pak mo¾né konstruovat obvody rùzný
h funk
í a

slo¾itosti. Napøíklad lze takto navrhnout reverzibilní 2-qubitovou sèítaèku, která

provádí funk
i jx; y; 0i ! jx; x � y; xyi, kde druhý qubit obsahuje sumu a tøetí

pøenos (
arry).

x >|

x+y >|
y| | >x

y >|

>

x >|
x| >

y >|

|xy >0

Obrázek 7: SWAP a 2-qubitová reverzibilní sèítaèka.

Kromì klasi
ký
h kvantový
h bran v¹ak existují také kvantové brány, které kla-

si
ky nemohou existovat. Typi
kým zástup
em je brána

p

NOT (þodmo
nina z

NOTÿ). Pøitom platí, ¾e (

p

NOT )

2

= NOT . Tuto podmínku splòuje de�ni
e

p

NOT =

1

2

�

1 + i 1� i

1� i 1 + i

�

:

Snadno lze ovìøit, ¾e je tato opera
e unitární, tj. ¾e

p

NOT

p

NOT

y

= 1 .

Pou¾ití této brány si uveïme na pøíkladu výpoètu funk
e NOT . Podle de�ni
e

aplikujeme bránu

p

NOT dvakrát za sebou. Vidíme, ¾e tato opera
e má 
elkem

3 stádia { pou¾ití první brány, pou¾ití druhé brány, skonèený výpoèet. U Fey-

nmanova modelu kvantového poèítaèe jsou tyto kroky za
hy
eny ve spe
iální
h

qubite
h, které tvoøí kurzor. Potøebný kvantový registr by se proto skládal ze

4 qubitù: tøí kurzorový
h a jednoho výpoèetního, na kterém by
hom opera
i

NOT provedli. Opera
e první brány by tedy vypadala jako

p

NOT

4

= 1 
 1 
 1 


p

NOT ;

Proto¾e se jedná o direktní souèin 4 qubitù, bude mít výsledná mati
e rozmìr

2

4

�2

4

. Kolem diagonály bude mít rozmístìny submati
e

p

NOT . Zkrá
enì má
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tato mati
e tvar

p

NOT

4

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

p

NOT 0 0 0 0 0 0 0

0

p

NOT 0 0 0 0 0 0

0 0

p

NOT 0 0 0 0 0

0 0 0

p

NOT 0 0 0 0

0 0 0 0

p

NOT 0 0 0

0 0 0 0 0

p

NOT 0 0

0 0 0 0 0 0

p

NOT 0

0 0 0 0 0 0 0

p

NOT

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

;

kde 0 je nulová submati
e 2x2. Celý výpoèet pak mù¾eme zapsat jako

NOT

4

=

p

NOT

4

p

NOT

4

:

Pokud vyjdeme z poèáteèního stavu j1000i (tj. ¾e kurzor je na poèátku nasta-

ven na prvním qubitu), pak Hamiltonián, kterým popí¹eme kon�gura
i 
elého

systému vèetnì kurzoru (a který mù¾eme dosadit do S
hrödingerovy rovni
e),

je u Feynmanova modelu kvantového poèítaèe roven

H = 


1

a

0

p

NOT

4

+

�




1

a

0

p

NOT

4

�

y

+ 


2

a

1

p

NOT

4

+

�




2

a

1

p

NOT

4

�

y

;

kde 
 a a jsou anihilaèní a kreaèní operátory, které jsou de�novány jako


 =

�

0 0

1 0

�

; a =

�

0 1

0 0

�

:

Tyto operátory slou¾í k nastavování a mazání qubitù kurzoru na hodnoty j1i a

j0i podle toho, kam a¾ postoupil výpoèet, a tedy kolik ji¾ bylo aplikováno bran.

Pokud kdykoliv namìøíme obsazený poslední (tøetí) kurzorový qubit, máme jis-

totu, ¾e výpoèet je u kon
e. Provázání kurzoru a prùbìhu vlastního výpoètu

zaji¹»uje právì vý¹e uvedená podoba Hamiltoniánu, která musí re
ektovat ná-

slednou fyzi
kou implementa
i. U Feynmanova modelu je tvar Hamiltoniánu

odvozen od spinový
h vln, které se ¹íøí øetìz
em molekul (to jsou pre
esní vlny

dipólový
h momentù vzniklé ve ferite
h, které se o
itly v externím magneti
kém

poli jiného smìru ne¾ bylo pole magnetizaèní). Potom také mìøením na kurzoru

neovlivòujeme zpìtnì èást registru, v ní¾ probíhá výpoèet. Mo¾nosti pùsobení

obou operátorù na jeden qubit kurzoru mù¾eme shrnout takto: 
j0i = j1i,


j1i = 0, a j0i = 0, a j1i = j0i, kde 0 je nede�novaný nulový stav. Proto¾e

ale potøebujeme spe
i�kovat slo¾itìj¹í opera
i pùsobí
í na 
elý registr, mají v

Hamiltoniánu oba operátory indexy urèují
í, který kurzorový qubit je ovliv-

òován. Napøíklad k nastavení druhého qubitu na j1i pou¾ijeme operátor 


1

=

1 
 
 
 1 
 1 : Podobnì de�nujeme i ostatní operátory. V¹imnìme si, ¾e v na-

¹em pøíkladì tyto operátory nikdy neovlivòují poslední qubit, proto¾e ten není

souèástí kurzoru a probíhá v nìm výpoèet opera
e NOT .
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Nyní, pokud Hamiltonián vypoèítáme

6

, dostaneme

H =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

p

NOT 0 0 0 0 0

0

p

NOT

y

0 0

p

NOT 0 0 0

0 0 0 0 0

p

NOT 0 0

0 0

p

NOT

y

0 0 0 0 0

0 0 0

p

NOT

y

0 0

p

NOT 0

0 0 0 0 0

p

NOT

y

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

;

kde 0 je nulová submati
e 2x2. Pokud jsou poèáteèní podmínky vlnové funk
e

j	(0)i = j1000i nebo j	(0)i = j1001i, je øe¹ení S
hrödingerovy rovni
e

j	(t)i = e

�iH t=~

j	(0)i = U (t)j	(0)i;

kde H je vý¹e uvedený èasovì nezávislý Hamiltonián. Z této rovni
e nám k

úplnému popsání výpoètu zbývá vyjádøit evoluèní operátorU (t), který popisuje

vývoj systému v èase. To je mo¾né provést nìkolika zpùsoby. Napøíklad pøes

rozvoj e

x

= 1 +

x

1

1!

+

x

2

2!

+

x

3

3!

+ : : :. Výsledný evoluèní operátor je pak mo¾né

pou¾ít k (neefektivní) simula
i kvantového výpoètu funk
e NOT na klasi
kém

poèítaèi.

Na bránì

p

NOT jsme si ukázali, jak jsou jednotlivé brány a operátory propo-

jeny s vlastní vlnovou funk
í a jakou v ní hrají úlohu. Také jsme vidìli, ¾e ne

v¹e
hny brány jsou realizovatelné klasi
ky. Dal¹í z èistì kvantový
h bran jsou

napøíklad tøi jedno-qubitové (osovì-) rotaèní brány R

x

, R

y

a R

z

s paramet-

rem �.

R

x

=

�


os� isin�

isin� 
os�

�

; R

y

=

�

i
os� sin�

sin� i
os�

�

; R

z

=

�

e

i�

0

0 e

�i�

�

:

Tyto brány stavový vektor rotují kolem pøíslu¹né osy o zvolený úhel. Brány,

které provádìjí rota
i o

�

4

bez fáze i jsou Hadamardovy rotaèní brány:

H =

1

p

2

�

1 1

1 �1

�

; H' =

1

p

2

�

1 1

�1 1

�

; H" =

1

p

2

�

1 �1

1 1

�

:

Tyto brány lze pou¾ít napøíklad v pøípadì, ¾e 
h
eme uvést stavy j0i nebo j1i

do jeji
h vyvá¾ené superpozi
e. Podle pou¾ité brány získáváme rùznou fázi.

4.2 Univerzální kvantové brány

Na závìr se vra»me k otáz
e univerzálnosti kvantový
h bran. Tak jako existují

pro klasi
ké obvody mno¾iny univerzální
h operátorù, je mo¾né i u kvantový
h

6

Je zøejmé, ¾e øada prvkù výsledného Hamiltoniánu bude rovna 0. Napøíklad pokud je

stav registru zapsán jako jwxyzi, pak násobení 


1

a

0

jwxyzi nabývá nulový vektor 0 kdykoliv

je nultý qubit j0i nebo první qubit j1i. Podobnì si lze výpoèet usnadnit u výrazu 


2

a

1

.

Komplexnì sdru¾ené a transponované èásti jsou symetri
ké.
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poèítaèù po¾adovat univerzalitu. Pøitom se sna¾íme, aby byla tato mno¾ina

operátorù 
o nejjednodu¹¹í a tím i lépe implementovatelné. Mezi klasi
kými

branami jsou takovými mno¾inami napøíklad fNANDg nebo fOR, NOTg.

U kvantový
h bran bylo dokázáno, ¾e Fredkinova a To�oliho 3-qubitová brána

jsou samy o sobì univerzální

7

(a velmi obtí¾né na implementa
i, proto¾e by
hom

museli ovládat interak
i mezi tøemi kvantovými systémy). Davidu DiVin
enzovi

se v¹ak podaøilo dokázat, ¾e na rozdíl od klasi
ké informatiky, lze v kvantové

informati
e vyjádøit libovolný kvantový obvod pouze s vyu¾itím 2-qubitový
h

bran. Uva¾ujeme-li 2-qubitovou bránu CNOT

8

, pak lze dokázat, ¾e tato brána

není samotná univerzální. Mù¾e nás v¹ak napadnout, ¾e spoleènì s nìjakou

1-qubitovou bránou by taková mno¾ina univerzální být mohla (
o¾ by bylo na-

dìjné vzhledem k ménì nároèné implementa
i 1- a 2-qubitový
h bran). Jak bylo

zji¹tìno, lze obe
nou 1-qubitovou unitární transforma
i U

1

vyjádøit jako souèin

ètyø mati
 2� 2

�

e

iÆ

0

0 e

iÆ

�

�

�

e

i�=2

0

0 e

�i�=2

�

�

�


os�=2 sin�=2

�sin�=2 
os�=2

�

�

�

e

i�=2

0

0 e

i�=2

�

;

kde první mati
e je fázový posun vzhledem k Æ, druhá a ètvrtá mati
e jsou

rota
e o daný úhel kolem z a tøetí mati
e je rota
e kolem osy y o úhel �. Po

roznásobení dostáváme

U

1

(Æ; �; �; �) =

�

e

i(Æ+�=2+�=2)


os�=2 e

i(Æ+�=2��=2)

sin�=2

�e

i(Æ��=2+�=2)

sin�=2 e

i(Æ��=2��=2)


os�=2

�

;

kde Æ; �; � a � 2 R. Napøíklad pøi Æ = � = � = 0 vytvoøíme operátor, který

mezi sebou prohazuje qubity j0i ! �j1i a j1i ! j0i. Právì pro mno¾inu

fU

1

(Æ; �; �; �), CNOTg Adiano Baren
o a jiní dokázali, ¾e je pro konstruk
i

kvantový
h obvodù univerzální. Kombina
í tì
hto dvou bran je toti¾ mo¾né

vytvoøit To�oliho univerzální bránu.

Naví
 lze univerzalitu 2- a 3-qubitový
h bran v jistém smyslu zobe
nit a vyjádøit

jako pøíslu¹nou parametrizovanou kvantovou bránu. Napøíklad 2-qubitovou uni-

verzální bránu pro bázi fj00i; j01i; j10i; j11ig poprvé popsal Adriano Baren
o:

A(�; �; �) =

0

B

B

�

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 e

i�


os� �ie

i(���)

sin�

0 0 �ie

i(�+�)

sin� e

i�


os�

1

C

C

A

;

kde �; �; � jsou pevnì zvolené ira
ionální násobky � nebo samy sebe. Je¹tì pøed

Baren
em zobe
nili reverzibilní To�oliho bránu Deuts
h a DiVin
enzo a pro

7

Snadno lze ukázat, ¾e To�oliho brána CCNOT mù¾e nahradit napøíklad univerzální ope-

ra
i NAND, proto¾e CCNOT j1; 1; zi ! j1; 1; zi a CCNOT jx; y; 0i ! jx; y; xyi.

8

V¹imnìme si, ¾e nìkteré brány, o ni
h¾ jsme se zmínili (CNOT ,CCNOT , Fredkinova, . . .)

jsou vlastnì klasi
ké reverzibilní brány, které jsou jen spe
iálním pøípadem mno¾iny v¹e
h

kvantový
h bran. Reverzibilní bránu lze zkonstruovat z nereverzibilní
h bran napøíklad zko-

pírováním vstupù na výstup pro za
hování informa
e.
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bázi fj000i; : : : ; j111ig vymysleli 3-qubitovou univerzální bránu.

D(�) =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 i
os� sin�

0 0 0 0 0 0 sin� i
os�

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

:

Je zøejmé, ¾e D(

�

2

) = CCNOT .
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5 Kvantové algoritmy

Kvantové poèítaèe byly zpoèátku brány jako zajímavá kuriozita, kterou snad

bude jednou mo¾né vyu¾ít a¾ te
hnologie a výzkum postoupí patøiènì kupøedu.

V 80.lete
h, kdy byly kvantovým poèítaèùm polo¾eny základy, se neobjevil

¾ádný algoritmus, z nìho¾ by bylo zøejmé, ¾e budou kvantové poèítaèe pou-

¾itelné pro prakti
ké øe¹ení problémù. Hledaly se tedy mo¾né oblasti vyu¾ití

kvantový
h poèítaèù, které by zahnaly po
hybnosti. O zásadní prùlom v kon-

struk
i kvantový
h algoritmù se zaslou¾il v ro
e 1994 Peter Shor z AT&T, který

navrhl algoritmus provádìjí
í rozklad 
elého èísla na jeho prvoèinitele. Nejlep¹í

klasi
ké algoritmy tuto úlohu doká¾í øe¹it neefektivnì v èase exponen
iálnì ros-

tou
ím s velikostí vstupu. Shorùv algoritmus v¹ak bì¾í v polynomiálním èase.

Takové zlep¹ení si u¾ zaslou¾ilo vìt¹í analýzu a tak se na základì postupu jeho

algoritmu zaèaly vynoøovat dal¹í prakti
ké algoritmy, které naplòovaly nadìje

o s
hopnoste
h kvantový
h poèítaèù. V této kapitole se seznámíme s nejdùle-

¾itìj¹ími kvantovými algoritmy, které byly vyvinuty v 90.lete
h. Budeme také

hovoøit o jeji
h dopadu na nìkterá odvìtví informatiky jako je napøíklad kryp-

togra�e v pøípadì Shorova faktorizaèního algoritmu. Pokusíme se v¾dy vyjít z

paralely klasi
kého problému a poukázat na jednotlivé odli¹nosti kvantového a

klasi
kého øe¹ení. Aby
hom v¹ak mohli kvantové algoritmy popisovat, potøebu-

jeme se na úvod seznámit s jedním z hlavní
h trikù, kterým Shor (a pozdìji i

dal¹í) svùj kvantový algoritmus vybavil.

5.1 Kvantová Fourierova transforma
e

Jak známo, Fourierova transforma
e mapuje funk
e v èasové doménì na funk
e

frekvenèního spektra. Její hlavní vlastností z pohledu kvantové me
haniky je, ¾e

mezi qubity vyvolává kvantovou interferen
i, která je buï konstruktivní nebo de-

struktivní. Konstruktivní interferen
e v signálu zvýrazòuje jisté 
harakteristiky

(frekven
e) nad 
harakteristikami jinými. Takovým zpùsobem uvádí registr do

stavu, v nìm¾ namìøíme jeho hodnoty s rùznými pravdìpodobnostmi (tzn. ovliv-

òuje amplitudy pravdìpodobností). A právì tato vlastnost má zásadní vliv na

prakti
kou pou¾itelnost nìkterý
h algoritmù. Aby
hom vyhovìli po¾adavku uni-

tárnosti opera
e de�nujeme kvantovou diskrétní Fourierovu transforma
i (KFT)

jako vývoj registru jai = ja

0

a

1

: : :i na j
i = j


0




1

: : :i podle :

jai !

1

p

q

q�1

X


=0

e

2�ia
=q

j
i;

kde q je poèet stavù registru (0 � a < q) a (a; 
) jsou souøadni
e prvkù uni-

tární mati
e a jsou rovny

1

p

q

e

2�ia
=q

. Tato mati
e (transforma
e) je základem

faktorizaèního algoritmu a nazývá se A

q

. Její sloup
e a øádky jsou indexovány

od nuly jako 
elá èísla odpovídají
í binárním reprezenta
ím stavù. Aby bylo

mo¾né navrhnout efektivní algoritmy zalo¾ené na KFT, bylo nutné samotnou

KFT vymyslet efektivnì. Shor takovou KFT navrhl pro q, které je mo
ninou

dvou (q = 2

l

). Pro její výpoèet potøeboval jen O(l

2

) kvantový
h bran, který
h

31



jsou dva typy. Jednou je Hadamardova brána de�novaná jako:

H : j0i !

1

p

2

(j0i+ j1i)

j1i !

1

p

2

(j0i � j1i)

neboli H =

1

p

2

�

1 1

1 �1

�

:

Tato brána vyvíjí stav j0i do vyvá¾ené superpozi
e v¹e
h mo¾ný
h 2

n

stavù

(pokud je aplikována na n qubitù jako (H 
H 
 : : :
H ) j00 : : : 0i nazývá se

Walsh-Hadamardova transforma
eW ). Hadamardovu bránu ovlivòují
í bit na

pozi
i j oznaèujeme H

j

. Druhou pou¾itou bránou je S

j;k

, která operuje s bity

na pozi
í
h j a k:

S

j;k

=

0

B

B

�

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 e

i�

k�j

1

C

C

A

;

kde �

k�j

= �=2

k�j

. K provedení KFT aplikujeme brány v poøadí zleva doprava

podle obe
ného s
hématu:

H

l�1

S

l�2;l�1

H

l�2

S

l�3;l�1

S

l�3;l�2

H

l�3

: : :H

1

S

0;l�1

S

0;l�2

: : :S

0;2

S

0;1

H

0

:

Napøíklad pro tøi bity (l = 3) aplikujeme brány H

2

S

1;2

H

1

S

0;2

S

0;1

H

0

: Tato

opera
e vra
í registr bitovì pøevrá
ený, tak¾e pro dokonèení KFT je zapotøebí

výsledný registr bitovì invertovat nebo jej èíst z opaèné strany, 
o¾ je ji¾ z

hlediska implementa
e jednodu
há opera
e.

| a2>

| a1>

>| a0 S01S02

S H

H

H

12

2

1

0

Obrázek 8: Obvod kvantové Fourierovy transforma
e: pro l = 3; rekurzivnì lze

obvod roz¹iøovat podle obe
ného vzor
e. Jak je u kvantový
h obvodù zvykem, brány

se provádìjí zleva doprava, 
o¾ odpovídá uvedenému zápisu. Lze si rovnì¾ v¹imnout

jak brány S

j;k

operují nad dvìma qubity.

5.2 Klasi
ká kryptogra�e

Jak jsme se ji¾ zmínili, s prvním pøevratným algoritmem pøi¹el v ro
e 1994 Pe-

ter Shor. A hned se mu podaøilo zasáhnout 
itlivé místo v oblasti poèítaèové

vìdy. Nepøímo vyzval k diskusi nad otázkami poèítaèové bezpeènosti pøená-

¹ený
h dat veøejnými komunikaèními kanály. Jeho algoritmus toti¾ v prin
ipu

doká¾e efektivnì faktorizovat velké 
elé èíslo, vytvoøené napøíklad jako souèin

dvou (velký
h) prvoèísel. To je problém, na jeho¾ nes
hùdnosti na klasi
ký
h
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poèítaèí
h závisí mnoho me
hanizmù souèasné kryptogra�e (napøíklad systém

RSA). Pojïme si v¹ak nejprve struènì pøipomenout základní algoritmy, pomo
í

který
h klasi
ká kryptogra�e postupuje pøi zaji¹»ování dùvìrnosti pøená¹ený
h

dat.

Jedním ze základní
h algoritmù je tzv. One-time pad. Pokud 
htìjí dvì strany

(Ali
e a Bob) komunikovat, je zapotøebí se pøedtím sejít a dohodnout si (ná-

hodnì vygenerovat) nìkolik sad tajný
h klíèù, které budou pøi komunika
i po-

tøeba. Mohou si napøíklad øí
i, ¾e budou pou¾ívat 10 sad, ka¾dou o 60 klíèí
h.

Dále algoritmus postupuje v tì
hto kro
í
h:

� Ali
e si pøipraví do èíselné podoby zkonvertovanou zprávu, kterou si pøeje

poslat. Vzniká tak zpráva M = fm

1

; : : : ;m

n

g.

� Dále si Ali
e vybere sadu, kterou k ¹ifrování hodlá pou¾ít a dostává tak

posloupnost klíèù k

1

; : : : ; k

n

.

� Nyní vypoèítá ze zprávy ¹ifrovanou posloupnost èísel C = f


1

; : : : ; 


n

g

podle pravidla 


i

= m

i

+ k

i

(mod l), kde l je poèet znakù abe
edy (pro

binární abe
edu je l = 2 a sèítaní pak odpovídá opera
i XOR).

� Následnì po¹le Ali
e Bobovi za¹ifrovanou zprávu a èíslo sady, kterou po-

u¾ila.

� Bob pøi pøíjetí zprávy inverzním pravidlem a pou¾itím pøíslu¹né sady klíèù

zprávu de¹ifruje podlem

i

= 


i

�k

i

+l (mod l). Nakone
 zprávu zkonvertuje

do textové podoby.

Ve verzi nad binární abe
edou se One-time pad oznaèuje jako Vernamova ¹ifra.

Tento druh algoritmu je zajímavý tím, ¾e u nìj lze za pøedpokladu kvalitního

zdroje klíèù dokázat tzv. nepodmínìnou bezpeènost, to znamená odolnost vùèi

lu¹tìní bez ohledu na výpoèetní sílu útoèníka. Nevýhodou tohoto algoritmu je,

¾e klíè je mo¾né pou¾ít jen jednou (jinak se 
elý systém naopak stává snadno

napadnutelným), a ¾e toto heslo musí být stejnì dlouhé jako je zasílaná zpráva.

Vzniká zde tedy problém s bezpeèným pøenosem klíèe. K øe¹ení tì
hto nedo-

statkù se pou¾ívají v souèasné kryptogra�i dva hlavní postupy. Jednak je to

pou¾ití algoritmu, jeho¾ slo¾itost umo¾òuje zkrátit délku klíèe (dnes pou¾ívané

algoritmy jsou napøíklad DES, 3DES, AES, Blow�sh). Za druhé se pøenos usku-

teèòuje pomo
í me
hanizmù asymetri
ké kryptogra�e

9

.

9

Asymetri
ká kryptogra�e je zalo¾ena na tzv. jednosmìrný
h funk
í
h se zadními vrátky.

Tyto funk
e lze vypoèítat v jednom smìru snadno (a ry
hle { pøípad ¹ifrování), kde¾to opaè-

ným smìrem (de¹ifrování) obtí¾nì. Ry
hlé de¹ifrování (zadní vrátka) je mo¾né pouze se znalostí

urèité utajené informa
e (privátního klíèe). Klíè urèují
í funk
i pro za¹ifrování se nazývá ve-

øejný klíè. Zadní vrátka se obvykle vytváøejí pomo
í slo¾itý
h matemati
ký
h problémù jako

jsou faktoriza
e (na kterou se my zamìøíme) nebo diskrétní logaritmy. Problém diskrétní
h

logaritmù je pro konstruk
i asymetri
ký
h me
hanizmù pova¾ován za stejnì vhodný jako fak-

toriza
e. Je obvykle formulován takto: Najdìte 
elé èíslo x takové, ¾e g

x

� h(mod p), kde g a

h jsou prvky koneèné grupy G

p

. Napøíklad v G

17

je øe¹ením 3

x

� 13(mod 17) hodnota x = 4.

Na slo¾itosti výpoètu diskrétní
h logaritmù jsou zalo¾eny napøíklad kryptosystémy ElGamal

nebo DSS.
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5.3 RSA kryptogra�e veøejného klíèe

Kryptosystém RSA (který v ro
e 1978 vymysleli Ronald Rivest, Adi Shamir a

Leonard Adlemann) je zalo¾en na problému faktoriza
e velký
h èísel. Podívejme

se na to, jak tento systém øe¹í pøenos zprávy mezi dvìma místy. Nejprve musí

pøijímají
í strana (v tomto pøípadì Bob) vygenerovat pár klíèù, z ni
h¾ jeden

je tzv. veøejný klíè, který je k dispozi
i v¹em a Bob jej sdìlí veøejným kanálem

Ali
i. Ali
e tímto klíèem zprávu za¹ifruje (tuto èást komunika
e mù¾e provést

kdokoliv). V této 
hvíli pøi
hází na øadu druhý klíè { privátní, který Bob nikomu

nesdìlil. Ali
e po¹le za¹ifrovanou zprávu Bobovi, který si ji svým privátním klí-

èem de¹ifruje. Aby to v¹ak bylo mo¾né, je nutné, aby byly oba klíèem urèitým

zpùsobem propojeny. Pojïme se teï na toto spojení podívat podrobnìji. Aby

byl RSA systém bezpeèný, musí být tì¾ké na základì znalosti veøejného klíèe a

za¹ifrované zprávy od Ali
e zjistit otevøenou hodnotu zprávy (to také znamená,

¾e ze znalosti tì
hto hodnot musí být tì¾ké zjistit klíè privátní). Toho RSA do-


iluje tím, ¾e spoléhá na nes
hùdnost faktoriza
e velký
h 
elý
h èísel. Øeknìme,

¾e Bob 
h
e komunikovat s Ali
í. Konkrétní postup pøi komunika
i se skládá

jednak z èásti generování klíèe (první tøi body) a èásti komunikaèní:

� Bob si nejdøíve vybere dvì dostateènì velká prvoèísla p a q, která vynásobí

a získá èíslo n = p � q.

� Poté zaène poèítat dvì 
elá èísla d a e tak, ¾e za e si zvolí náhodné èíslo,

které je nesoudìlné s èíslem (p�1)(q�1). Dále musí vypoèítat d z výrazu

ed � 1 mod (p� 1)(q � 1).

� Následuje zaslání veøejného klíèe Ali
i jako páru èísel fe; ng.

� Vytvoøení zprávy M 2 Z

n

.

� Nyní Ali
e za¹ifruje zprávu pomo
í veøejného klíèe jako C =M

e

mod n.

� Tu pak za¹le Bobovi, který na základì znalosti svého utajeného privátního

klíèe de¹ifruje jako M = C

d

mod n a potom pøevede zpìt do textové

podoby.

Uka¾me si 
elou pro
eduru na vysvìtlují
ím pøíkladu:

Bob si napøíklad zvolí p = 11 a q = 13, dále je n = p � q = 143. Jestli¾e si

za e zvolí napøíklad èíslo 7 (nesoudìlné s (p � 1)(q � 1) a zároveò men¹í ne¾

toto èíslo), pak z rovni
e d � 7 � 1 mod 120 je d = 103. Tím má Bob k zaslání

pøipraven veøejný klíè (7, 143) a k us
hování privátní klíè (103, 143). Veøejným

klíèem Ali
e za¹ifruje tøeba písmeno x, které je v na¹em èíselném kódu rovno

øeknìme 16. Tak¾e je pak C

p

= 16

7

mod 143 = 3. To si Bob de¹ifruje jako

M = 3

103

mod 143 = 16, tj. kód písmene x. Pro velká èísla nepøipadá prolomení

hrubou silou v úvahu, proto¾e k tomu by bylo potøeba zjistit p a q. Pak by byl

ji¾ výpoèet d jednodu
hý. Jako bezpeèné se dnes obvykle uva¾uje pou¾ití n v

dél
e 1024 bitù, sestavené ze dvou prvoèísel pøibli¾nì polovièní délky.
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5.4 Shorùv faktorizaèní algoritmus

Jak bylo uvedeno, klasi
ká kryptogra�e je vzhledem k mo¾nostem poèítaèù v

této 
hvíli bezpeènou formou zabezpeèení pøenosu dat. Jak si ale s problé-

mem prolomení metody RSA poradí kvantový poèítaè? Má jednu velkou vý-

hodu { mù¾e toti¾ vyu¾ít kvantového paralelismu. Algoritmus Petera Shora

na faktoriza
i velký
h 
elý
h èísel právì tuto vlastnost kvantový
h systémù

vyu¾ívá. Na kvantovém poèítaèi tento algoritmus bì¾í v asymptoti
kém èase

O(L

2

log L log log L), kde L je poèet bitù faktorizovaného èísla. Vidíme, ¾e èas

je omezen shora polynomem. Místo, aby algoritmus hledal pøímo jednotlivé sou-

èinitele, je spí¹e zalo¾en na poznatku, ¾e problém faktoriza
e èísel se dá pøevést

na problém hledání periody urèité periodi
ké funk
e. Je-li dáno èíslo n, které


h
eme faktorizovat, je potøeba vytvoøit periodi
kou funk
i

f

y;n

(a) = y

a

mod n;

kde y je náhodné 
elé èíslo nesoudìlné s n. Na této funk
i je zajímavá její

periodi
ita. Její perioda modulo n se obvykle znaèí r. Proto¾e je ka¾dá r-tá

hodnota funk
e stejná (f

y;n

(a) = f

y;n

(a+ r)), platí

y

r

� 1 mod n:

To lze upravit na tvar

(y

r=2

� 1)(y

r=2

+ 1) � 0 mod n:

Tento vztah platí pro sudou periodu r (pro li
hou se sna¾íme náhodnì vybrat

jinou hodnotu y - viz pøíklad ní¾e). Z tohoto tvaru vidíme, ¾e dìlení èlenù

na levé stranì rovni
e èíslem n je bezezbytkové. Proto, pokud není triviálnì

y

r=2

� �1 mod n, pak musí mít nìkterý z èlenù na levé stranì spoleèný faktor s

n. Tímto krokem se vlastnì úloha pøevádí na problém hledání nejvìt¹ího spoleè-

ného dìlitele (nsd) èísel (y

r=2

� 1; n) a (y

r=2

+ 1; n). Na tento problém existuje

algoritmus bì¾í
í efektivnì i na klasi
ký
h poèítaèí
h. Následují
í pøíklad by mìl

problém objasnit.

Pøíklad: Øeknìme, ¾e 
h
eme faktorizovat èíslo 21 na souèin jeho prvoèinitelù.

Pokud je n = 21, pak si musíme zvolit 1 < y < 21 takové, ¾e nsd (y; 21) =

1. Odpovídají
í mno¾ina èísel y je f2, 4, 5, 8, 10, 11, 13, 16, 17, 19, 20g. Z

ní si náhodnì zvolíme napøíklad y = 10. Nyní 
h
eme zjistit periodu funk
e

f

y;n

(a) = 10

a

mod 21. Vidíme, ¾e funkèní hodnoty pro 
elé a = 1; 2; : : : jsou

10; 16; 13; 4; 19; 1; 10; 16; : : :. To znamená, ¾e tato funk
e má periodu 6. Tato

perioda je sudá a nevra
í triviální faktory (Jestli¾e y

r=2

= 1000, pak 
h
eme

ovìøit, zda 1000 �

?

�1 (mod 21). To neplatí, proto¾e 999 - 21 a 1001 - 21. Pokud

by se tak stalo, museli by
hom zvolit jiné y.). Na závìr nalezneme faktory pomo
í

nsd (1001; 21) = 7 a nsd (999; 21) = 3. V¹imnìme si, ¾e pro y = 20 algoritmus

neuspìje, proto¾e perioda r = 2. Zajímá nás tedy, zda 20 �

?

�1 (mod 21) a

vidíme, ¾e 21 j 21.

Nyní nám zbývá jediný problém { jak vypoèítat efektivnì periodu r dané funk
e.

Tento problém není klasi
ky øe¹itelný v polynomiálním èase. Shor ale ukázal,
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¾e na kvantovém poèítaèi periodu efektivnì nalézt lze. Toho dosáhl vyu¾itím

kvantového paralelismu.

Pøipravme si kvantový registr, který bude mít 2 èásti nazvané R1 a R2, a jeho¾

stav budeme zapisovat jr1; r2i.

krok 1: Zvolíme si náhodnì y, které je nesoudìlné s n. Dále si vybereme q

takové, ¾e 2n

2

� q � 3n

2

.

krok 2: Pøipravíme kvantový registr do superpozi
e èísel j i tak, ¾e v R1 máme

superpozi
i èísel 0 a¾ q � 1, a v R2 samé nuly. Registr tak pøejde do stavu

j	i =

1

p

q

q�1

X

a=0

ja; 0i:

krok 3: Z hodnot v R1 vypoèteme (paralelnì) funkèní hodnoty funk
e f

y;n

(a)

a zapí¹eme je do R2.

j	i =

1

p

q

q�1

X

a=0

ja; y

a

mod ni:

krok 4: Nyní zmìøíme pouze èást R2 registru jako hodnotu k. Tím uvedeme


elý registr do superpozi
e èísel, které mají funkèní hodnotu k a pøedstavují

projek
i registru, v nìm¾ pøedtím byly vyvá¾enì zastoupeny v¹e
hny hodnoty

periodi
ké funk
e f

y;n

(a).

j	i =

1

p

jAj

X

a

0

2A

ja

0

; ki;

kde A = fa

0

: y

a

0

mod n = kg a jAj je poèet prvkù mno¾iny A. Pou¾ijme

nyní pøíkladu s faktoriza
í èísla 21 a uvìdomme si, v jakém stavu se registr

pøed tímto krokem na
házel. Po 3. kroku byl registr v superpozi
i

1

p

22

(j0; 1i+

j1; 10i + j2; 16i + j3; 13i + j4; 4i + j5; 19i + j6; 1i + : : : + j21; 13i). Provedením

mìøení podle kroku 4 se vyselektují pouze stavy pøíslu¹ejí
í namìøené hodnotì

(se stejnou vlastní hodnotou). Podle výsledku mìøení tak dostaneme jednu z 6

mo¾ný
h superpozi
:

zmìøeno nový stav

1

1

2

(j0; 1i+ j6; 1i+ j12; 1i+ j18; 1i)

10

1

2

(j1; 10i+ j7; 10i+ j13; 10i+ j19; 10i)

16

1

2

(j2; 16i+ j8; 16i+ j14; 16i+ j20; 16i)

13

1

2

(j3; 13i+ j9; 13i+ j15; 13i+ j21; 13i)

4

1

p

3

(j4; 4i+ j10; 4i+ j16; 4i)

19

1

p

3

(j5; 19i+ j11; 19i+ j17; 19i)

Zdá se, ¾e k odhadu periody z tì
hto stavù bylo by potøeba první tøi kroky nìko-

likrát opakovat ke zmìøení nìkolika hodnot. Bohu¾el to není mo¾né v dùsledku
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rùzného poèáteèního o�setu periody u ka¾dého výsledku mìøení. Tento o�set

nám neumo¾òuje mít pøi opakovaný
h mìøení
h jistotu, ¾e dosáhneme stejného

výsledku a budeme mo
i periodu urèit jednoznaènì. To proto, ¾e pravdìpo-

dobnosti zmìøení v¹e
h 6 výsledkù jsou (pøibli¾nì

10

) stejné. Aby bylo mo¾né

periodu správnì urèit, je zapotøebí ji nìjakým zpùsobem þzvýraznitÿ tak, aby

nebyla závislá na poèáteèním o�setu.

krok 5: Proto nyní provedeme kvantovou Fourierovu transforma
i na R1 a

výsledek vrátíme tamté¾.

j	i =

1

p

jAj

X

a

0

2A

1

p

q

q�1

X


=0

e

2�ia

0


=q

j
; ki:

Fourierova transforma
e pøevedla stav registru ja

0

i na j
i, tentokrát ji¾ s rùznými

amplitudami. Ty stavy, které se vyskytují v okolí násobkù pøevrá
ené periody

1=r tak namìøíme s vìt¹í pravdìpodobností ne¾ ty, které jsou od násobkù ví
e

vzdáleny. Dùle¾ité je, ¾e stav ja

0

i obsahují
í problemati
ký o�set periody funk
e

se pøesunul do fázového faktoru.

krok 6: Nyní registr zmìøíme s výsledkem 


0

. Aby
hom byli s
hopni urèit pe-

riodu, je nutné kroky 2 { 6 opakovat do 
hvíle, ne¾ máme k dispozi
i dostatek

vzorkù, které jsou s velkou pravdìpodobností v okolí rùzný
h násobkù pøevrá-


ené periody a které jednoznaènì umo¾òují urèit periodu. Pokud tyto násobky

oznaèíme �, pak 


0

je nìjakým násobkem � výrazu q=r, tj. 


0

= �

q

r

. Po úpravì

dostaneme 


0

=q = �=r, pro � 2 Z

+

. Odhad, jaký násobek � byl namìøen, se

provádí rozvojem 


0

=q do øetìz
ového zlomku.

krok 7: Kdy¾ je známa hodnota r, jsou ji¾ klasi
ky Eu
leidovým algoritmem

vypoèteny nejvìt¹í spoleèné dìlitele (y

r=2

� 1; n) a (y

r=2

+ 1; n).

Proto¾e je tento algoritmus pravdìpodobnostní povahy, není zaruèeno, ¾e na

kon
i dostaneme dva u¾iteèné faktory, které nás zajímají. Napøíklad ¹patná

volba y v prvním bodì algoritmu mù¾e vést k dosa¾ení triviální
h øe¹ení rovni
e

(y

r=2

� 1)(y

r=2

+ 1) � 0 mod n:

Vidíme, ¾e Shorùv algoritmus je vlastnì kombina
í dvou metod. Jednak hle-

dání periody funk
e f

y;n

(a) na kvantovém poèítaèi, a jednak hledání nejvìt¹í
h

spoleèný
h dìlitelù dvou èísel na klasi
kém poèítaèi. Bì¾í
í èasy obou metod se

asymptoti
ky sèítají pouze na polynomiální slo¾itost. Je mo¾né zhruba odhad-

nout, ¾e pokud je slo¾itost øádu L

2

, pak napøíklad faktoriza
e 768 bitového èísla

by pøi dél
e jednoho výpoèetního kroku kolem 100 
yklù trvalo na 100 MHz

kvantovém poèítaèi øádovì jednotky sekund. Je jasné, ¾e pokud by se podaøilo

takový algoritmus pou¾ít na skuteèném kvantovém poèítaèi, dostali by
hom do

rukou nástroj na prolamování vìt¹iny dnes pou¾ívaný
h kryptos
hémat. Není

divu, ¾e se ji¾ nìkolik let o postup ve vývoji kvantový
h poèítaèù zajímají in-

stitu
e, jeji
h¾ bezpeènostní systémy jsou zalo¾eny na slo¾itosti problémù, jako

10

V na¹em pøíkladì nejsou výsledky 4 a 19 superpozi
í 4 stavù, proto¾e se jedná o poslední

neúplnou periodu (proto mají amplitudu 1=

p

3); pro velká èísla je po mìøení rozdíl amplitud

mezi jednotlivými výsledky nevýznamný.
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je faktoriza
e. O tom, v jakém stádiu se vývoj kvantový
h poèítaèù na
hází a

o tom, jaké pøeká¾ky klade vìd
ùm vlastní implementa
e kvantového poèítaèe

se zmíníme v závìreèné kapitole. Nyní si ale pøedstavme, ¾e ¾ijeme v dobì, kdy

ji¾ není kvantový poèítaè jen þna papíøeÿ a uvìdomme si, jak by se asi zmì-

nila kryptogra�e jakou známe s existen
í kvantový
h poèítaèù. Bì¾nì by bylo

mo¾né vý¹e popsaná kryptos
hémata prolomit. Pak by nám nezbývalo ni
 ji-

ného, ne¾ se pokusit kvantový
h systémù vyu¾ít k vytvoøení nový
h bezpeèný
h

komunikaèní
h s
hémat, která by byla s
hopná vzdorovat pokusùm o jeji
h pro-

lomení. Proto zvládnutí kvantové me
haniky pro øe¹ení problémù faktoriza
e

neznamená kone
 kryptogra�e. Pouze to urèitým zpùsobem mìní podstatu po-

u¾ívaný
h me
hanizmù. S jedním z ni
h se seznámíme dále.

5.5 Kvantová kryptogra�e

K tomu, aby
hom odvrátili nebezpeèí prolomení souèasný
h ¹ifrova
í
h s
hémat

pomo
í kvantový
h poèítaèù, je nutné soustøedit se na takové problémy, jeji
h¾

slo¾itost není poten
iální existen
í kvantového poèítaèe tak degradována, jako

je tomu v pøípadì faktorizaèní úlohy.

Kromì hledání nový
h matemati
ký
h problémù máme v pøípadì kvantové me-


haniky mo¾nost vyu¾ít pøímo také problémù spojený
h s vlastním 
hováním

kvantový
h systémù. Místo aby
hom tak pou¾ili nìkterý z matemati
ký
h pro-

blémù, o kterém se domníváme, ¾e je se souèasným te
hni
kým vybavením ne-

s
hùdný, opøeme bezpeènost konstruovaného me
hanizmu o nìjaký fyzikální dìj,

o kterém z kvantové teorie víme, ¾e nemù¾e nastat. Toto nám na první pohled

nabízí vy¹¹í úroveò bezpeènosti ne¾ klasi
ký matemati
ký pøístup, nebo» je to

sama pøíroda a její elementární zákony, které ruèí za neprolomitelnost takového

me
hanizmu.

Na druhou stranu v¹ak musíme být v takový
h pøístupe
h velmi obezøetní, pro-

to¾e je nutné dùslednì rozli¹it dìje, které nejsou v pøírodì mo¾né z prin
ipu

od dìjù, které jsou si
e mo¾né, ale které nejsme zatím s
hopni te
hnologi
ky

realizovat. Toto je jistì nelehký úkol, který pøed sebou má teprve se rozvíjejí
í

oblast kvantové kryptogra�e.

Jako pøíklad zmínìného me
hanizmu si zde uvedeme protokol, který v ro
e

1984 navrhli Charles Bennett a Gilles Brassard. Jeji
h protokol (BB84) vyu¾ívá

v zásadì dvou kvantový
h poznatkù: teorému o klonování kvantový
h stavù a

nemo¾nosti mìøení urèitý
h párù velièin souèasnì. Je nutné uvést, ¾e protokol

øe¹í þpouzeÿ nej
itlivìj¹í místo utajené komunika
e. A si
e výmìnu klíèù bez

pou¾ití dùvìryhodné osoby, která by klíèe obìma stranám doruèila. Pokud jsme

toti¾ s
hopni (kvantovì-) bezpeènì distribuovat klíè, pak nám ni
 nebrání v tom,

aby
hom jako komunikaèní s
héma pou¾ili nìkterý z klasi
ký
h algoritmù (nena-

padnutelný
h kvantovým poèítaèem), jako je napøíklad døíve zmínìný One-time

pad.

Aby bylo mo¾né protokol BB84 popsat, je nutné nejprve navrhnout nìjaké

vhodné te
hni
ké øe¹ení komunika
e mezi obìmi stranami. Ji¾ víme, ¾e pro kódo-
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vání kvantový
h stavù mù¾eme kromì spinu pou¾ít i jiné dvoustavové kvantové

systémy. U protokolu BB84 se nám bude dobøe hodit polariza
e fotonù. Polari-

za
í mohou být v zásadì dva druhy. Jedna je lineární, u ní¾ svìtlo kmitá v¾dy

v jedné rovinì, která mù¾e být vzhledem k nìjaké referenèní rovinì stoèená o

urèitý úhel. Druhou je kruhová, pøi ní¾ fotony rozli¹ujeme podle frekven
e rota
e

vektoru elektri
kého pole v rovinì kolmé na smìr ¹íøení. Podle smìru rota
e rozli-

¹ujeme mezi pravo- a levotoèivou kruhovou polariza
í. My si vybereme napøíklad

lineární polariza
i. Nyní pøedpokládejme, ¾e Ali
e a Bob se domluví na zpùsobu,

kterým si budou bity posílat. Za prvé si urèí dvì polarizaèní báze, tj. roviny,

ve který
h mohou fotony kmitat. Jedna je vertikálnì-horizontální (rektilineární)

odklonìná od vodoroviny o 0

Æ

nebo 90

Æ

. Druhá { diagonálnì-antidiagonální {

de�nuje fotony, které os
ilují v roviná
h stoèený
h o 45

Æ

nebo 135

Æ

. Aby se dalo

mezi bity rozli¹it, je potøeba de�novat, který foton bude pøedstavovat 1, a který

0. Podle obrázku mù¾eme napøíklad øí
i, ¾e 1 bude x a x

0

(0

Æ

a 45

Æ

), 0 pak y

nebo y

0

(90

Æ

a 135

Æ

). Shròme tedy, ¾e máme 2 polarizaèní báze a 
elkem 4 rùzné

polariza
e fotonù.

pol. báze 0 1

+ l $

� - %x

y
y’ x’

Obrázek 9:Mìøí
í báze: Na obrázku jsou znázornìny polarizaèní báze x; x

0

pro bit 1

a y, y

0

pro 0. Symboli
ky jsou tyto údaje shrnuty v tabul
e.

Mìøení se v praxi provádí za pou¾ití krystalu CaCO

3

, který ne
hává horizon-

tálnì polarizované fotony projít pøímo skrz, kde¾to vertikálnì polarizované od-

klání mimo osu pøí
hozí
h fotonù. Diagonálnì polarizované fotony se s polovièní

pravdìpodobností odkloní (a jeji
h polariza
e se zmìní na vertikální) a s polo-

vièní projdou pøímo (a kmitají horizontálnì). Proto nám mìøení v diagonální

bázi neøekne ni
 o smìru polariza
e rektilineární
h fotonù. Pokud by
hom mì-

øí
í krystal stoèili o 45

Æ

pro mìøení diagonální polariza
e, vstoupí stejný prvek

náhody do mìøení rektilineární
h fotonù. Jinými slovy jsou obì mìøí
í báze k

sobì komplementární a ¾ádné mìøí
í zøízení proto nemù¾e bez naru¹ení stavu

fotonu zmìøit souèasnì jeden foton v obou bází
h. To koresponduje se závìry

Heisenbergova prin
ipu neurèitosti, který øíká, ¾e urèité páry velièin nelze pøesnì

mìøit souèasnì.

Vysvìtleme si nyní, proè tomu tak je. Jak víme, je akt mìøení kvantového sys-

tému vyjádøen transformaèní Hermitovou mati
í, která za
hovává vlastní stav

a násobí jej reálným èíslem (vlastní hodnotou, tzv. eigenvalue). Obe
nì by
hom

napsali, ¾e Aj i = aj i. Øeknìme, ¾e kvantový systém je v jednom z vlast-

ní
h stavù mati
e A. Pokud provedeme s tímto operátorem mìøení, systém ve

vlastním stavu zùstane. Pokud ale budeme mìøit takový systém operátorem

pro jinou velièinu, napøíklad operátorem B , pak systém nepøedvídatelnì (dle
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amplitud) pøejde do jednoho z vlastní
h stavù popsaný
h operátorem B . Po-

kud provedeme mìøení s operátory v opaèném poøadí, zmìní se stav systému

dvakrát (z pùvodního souvisejí
ím s mati
í A na stav souvisejí
í s B a zpìt).

Tato závislost na poøadí mìøení je odra¾ena v komutátoru dvou velièin (jakémsi

rozdílu mìøení velièin v obou poøadí
h), který je roven

[A;B ℄ = AB �BA:

Zde se dostáváme zpìt k fotonùm a jeji
h mìøení. Pokud de�nujeme operátory

mìøení v obou bází
h jako

P

r

=

�

1 0

0 �1

�

; P

d

=

�

1 0

0 �1

�

;

kde hodnoty �1 odpovídají pozorování fotonù odklonìný
h èi pro¹lý
h pøímo,

pak komutátor zkonstruovaný ve stejné bázi není roven nule. (Stejné báze se

do
ílí otoèením jednoho operátoru o �=4 pomo
í rota
e U .) Z toho plyne závìr,

¾e nelze mìøit pøesnì v obou bází
h zároveò. V kvantovì-kryptogra�
ké praxi

to znemo¾òuje poten
iální odposlou
háva
í osobì (obvykle Evì { eavesdropper)

na kanále s jistotou urèovat hodnoty bitù vysíla
í strany, pokud se obì strany

domluví na pou¾ití dvou polarizaèní
h bází. Naví
 je Eva omezena teorémem

o klonování kvantový
h stavù. Ten øíká, ¾e neznámý kvantový stav není mo¾né

klonovat (tj. v Hilbertovì prostoru neexistuje pro jedno-qubitový stav j i uni-

tární transforma
e U taková, ¾e U j ; 0i = j ;  i). Myslí se tím to, ¾e si Eva

nemù¾e pøed mìøením stav fotonu þzkopírovatÿ a mít tak jeden pro poslání 
í-

lové komunikaèní stranì a druhý { identi
ký { pro své mìøení. To by samozøejmì

znamenalo nes
hopnost její detek
e.

Uva¾ujme nyní situa
i, kde Ali
e je odesílatel a Bob pøíjem
e zprávy. Nejprve

si rozeberme jednodu
hý pøíklad, kdy Ali
e pou¾ívá pro v¹e
hny zaslané bity

pouze jednu náhodnì zvolenou polarizaèní bázi, o které Bob ví. Bob takto doká¾e

jednoznaènì urèit (v ideálním pøípadì) v¹e
hny bity, které k nìmu doputovaly.

Pokud ale bude náhodou na kanále odposlou
hávat Eva, je zde 50% ¹an
e (v pøí-

padì, ¾e Eva uhodne polarizaèní bázi), ¾e budou data kompromitována. Takové

s
héma je dosti naivní a je tøeba jej patøiènì vylep¹it. Pojïme si proto popsat,

jak funguje protokol BB84. Ali
e 
h
e Bobovi zaslat klíè, kterým by oba pozdìji


htìli posílat utajená data. Proto si na své stranì Ali
e nejprve vygeneruje ná-

hodnou sekven
i bitù. Ty zaène postupnì posílat kvantovým kanálem Bobovi.

To ale provádí tak, ¾e opìt náhodnì mìní polarizaèní bázi na své stranì a posílá

tak ka¾dý foton v jedné ze 4 mo¾ný
h polariza
í. Bob tentokrát neví, kterou

bázi má pou¾ít a proto náhodnì støídá báze a provádí na fotone
h mìøení po-

lariza
e. Prùmìrnì v 50% pøípadù je úspì¹ný a trefí se do stejné báze, v jaké

daný foton Ali
e odeslala. Nyní nastupuje fáze, kdy si Bob a Ali
e veøejným

kanálem sdìlí, v jaký
h bází
h mìøili. U tì
h bází, v ni
h¾ se shodli, je zaruèeno

(pokud nedo¹lo k 
hybám na kanále), ¾e Bob odeèetl hodnotu fotonu správnì.

Dále je èást tì
hto þsprávný
hÿ bitù porovnáním obìtována ke zji¹tìní mo¾ného

odposle
hu. Pokud toti¾ na kanále odposlou
hává Eva, potom neví, kterou bázi
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má k mìøení pou¾ít a tudí¾ své mìøí
í báze støídá. To ale zpùsobuje, ¾e musí

nìkdy posílat Bobovi foton polarizovaný v jiné bázi ne¾ poslala Ali
e. Z toho

plyne, ¾e v pøípadì, ¾e Bob náhodou pou¾ije stejnou bázi jako Ali
e, mù¾e s

pravdìpodobností 25% namìøit jinou polariza
i, ne¾ Ali
e poslala a odhalit tak

Evu. Celá vì
 by se mìla objasnit z následují
ího pøíkladu:

Ali
e posílá + l + l + l + l + l

Eva mìøí / posílá + l � % � % � - � -

Bob mìøí + l + l + $ + l + $

Tato tabulka obsahuje pouze výøez ze v¹e
h mo¾ností, které mohou nastat.

Pøedpokládejme, ¾e Ali
e i Bob mìøí ve správný
h polarizaèní
h bází
h + a od-

poslou
hávají
í Eva zkou¹í nastavit svùj detektor ve smìre
h + nebo �. Ka¾dý

z tì
hto smìrù pøedstavuje 50% pøípadù v uvedené kon�gura
i Ali
e a Boba.

V prvním sloup
i Eva získá správnou informa
i a není pøitom odhalena. Ve

druhém a¾ pátém sloup
i (zbylý
h 50% pøípadù) nezíská Eva nikdy správnou

hodnotu polariza
e (proto¾e mìøí v jiné bázi) a naví
 je porovnáním výsledkù

mezi Ali
í a Bobem ve dvou z tì
hto ètyø pøípadù (tj. v polovinì z poloviny

v¹e
h pøípadù = 25%, viz tøetí a pátý sloupe
 zleva) odhalena. To v¹ak bohatì

postaèuje k tomu, aby bylo srovnáním dostateèného poètu bitù její odposlou-


hávání potvrzeno. Èím ví
e bitù je srovnáno (a tím i obìtováno), tím vìt¹í

je pravdìpodobnost, ¾e bude Eva odhalena. Jestli¾e je pravdìpodobnost odha-

lení Evy u jednoho bitu 1/4, pak pro n bitù je to 1 � (3=4)

n

. Vidíme, ¾e tato

funk
e roste exponen
iálnì k 1. To znamená, ¾e mù¾eme s libovolnou pøesností

urèit pøítomnost Evy. U¾ pro pouhý
h 20 testovaný
h bitù je pravdìpodobnost

odhalení asi 99,7%. Po dokonèení komunika
e jsou zbylé neobìtované bity po-

u¾ity jako klíè pro následnou tajnou komunika
i, která mù¾e pou¾ívat klasi
ká

kryptos
hémata. Protokol BB84 je vhodné shrnout do následují
ího pøíkladu:

a) 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1

b) � + � + + + � � � + + � + �


) - $ l $ $ l % - - l $ - l %

d) + + + � � + � + � + � + + �

e) 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1

f) OK OK OK OK OK OK OK

g) 1 1 0

h) OK OK OK

i) 1 1 0 1

a) Ali
e generuje náhodnì sekven
i bitù. b) Potom si náhodnì zvolí polarizaèní báze


) a kóduje bity do polariza
e fotonù. d) Bob si na pøíjmu také náhodnì volí báze,

e) aby v ni
h namìøil hodnoty bitù. f) Veøejným kanálem si obì strany porovnají báze,

v ni
h¾ mìøili. g) Nìkteré bity obìtují k odhalení Evy. h) Proto¾e Eva není pøítomna

(jinak by asi 1/4 bitù pozmìnila), i) je uznán kanál za bezpeèný a zbylé neodtajnìné

bity tvoøí klíè.

Závìrem øeknìme, ¾e na rozdíl od prolamování souèasný
h ¹ifer Shorovým al-

goritmem, je kvantová kryptogra�e dnes ji¾ laboratornì zvládnutelným prin
i-
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pem, i kdy¾ se pokusy pohybují na hranì te
hnologi
ký
h mo¾ností (a» ji¾ jde

o pøípravu jediného fotonu nebo realiza
i zalo¾enou na posouvání fáze fotonù

podobnì jako u kvantového interferometru). Vìt¹inou se pro kvantový kanál

pou¾ívá opti
ké vlákno, kterým se posílají jednotlivé fotony. I pøes obtí¾nosti,

které konstruk
e pou¾itelného kanálu klade, se ji¾ podaøilo s ry
hlostmi nìkolika

desítek bitù za sekundu na vzdálenosti øádovì desítek kilometrù klíè pøenést.

Pøenos na vìt¹í vzdálenosti (pøes � 50 km) zatím pøedstavuje kvùli nemo¾nosti

pou¾ití zesilovaèù problém.

5.6 Náhodné jevy

V pøed
hozí
h kapitolá
h jsme èasto pou¾ívali spojení, ¾e nìkdo nì
o náhodnì

vygeneruje nebo náhodnì vybere variantu. Témìø jako by
hom pøedpokládali,

¾e na náhodný
h pro
ese
h není ni
, 
o by stálo za hlub¹í analýzu. Podívejme se

v¹ak nyní podrobnìji na to, 
o náhodné jevy znamenají na klasi
kém poèítaèi a

jaké jsou mo¾nosti pøi jeji
h realiza
i na kvantový
h poèítaèí
h.

V nìkterý
h vìdní
h dis
iplíná
h se setkáváme s problémy, které není mo¾né

øe¹it deterministi
ky a výhodnìj¹í je pøi jeji
h øe¹ení pou¾ít algoritmù vyu¾í-

vají
í
h náhodný
h èísel, která èasto vedou k øe¹ení ry
hleji. I v algoritme
h,

o který
h jsme se zmínili, je èasto nutné provést náhodnou volbu nebo vyge-

nerovat náhodné èíslo. Øeknìme si v¹ak nejprve, 
o to vlastnì náhodné èíslo

je. Matemati
ky je mo¾né o náhodném èísle mluvit, pokud je souèástí posloup-

nosti nìkolika èísel nebo èísli
, tj. v urèitém kontextu. V takovém pøípadì mù-

¾eme napøíklad pomo
í zkou¹ek na distribu
i a korela
i mezi èísly v posloup-

nosti rozhodnout, zda lze tuto posloupnost pova¾ovat za náhodnou. Proto¾e po

klasi
ký
h poèítaèí
h nemù¾eme 
htít ni
 jiného, ne¾ aby zpra
ovávaly algorit-

mi
ky vstupy a vra
ely výstupní data, lze v¾dy pouze skonèit u lep¹ího nebo

hor¹ího generátoru náhodný
h èísel. Jistì si dovedeme pøedstavit posloupnost,

která by pro¹la obìmi vý¹e uvedenými zkou¹kami, ale nìjaká dal¹í zkou¹ka by

v posloupnosti odhalila skrytý vzore
. Proto je problém rozhodnutí o náhod-

nosti posloupnosti ekvivalentní problému o bezztrátové kompresibilitì dané po-

sloupnosti (tzv. Kolmogorova-Chaitinova interpreta
e). To znamená, ¾e jedinì

pokud je posloupnost nezhustitelná do krat¹í podoby, je opravdu náhodná. Ve

skuteènosti je problém odhalení náhodnosti (kompresibility) posloupnosti ne-

algoritmizovatelný, tudí¾ nevypoèitatelný. Z toho rovnou plyne, ¾e není mo¾né

klasi
ky náhodné èíslo vygenerovat; v¾dy je výstupem jen sekven
e èísel, vytvo-

øená podle urèitého pøedpisu. Proto doká¾í klasi
ké generátory produkovat jen

tzv. pseudonáhodná èísla. Ta pøekvapivì pro øadu problémù postaèují, ne v¹ak

pro v¹e
hny.

Aby
hom mìli 
o srovnávat, podívejme se nyní struènì na nìkteré klasi
ké gene-

rátory náhodný
h èísel a posuïme, jak kvalitní výsledky vra
ejí. První známou

skupinou jsou lineárnì-kongruentní generátory zalo¾ené na výpoètu pravidla:

N

k+1

= (l �N

k

+m) mod M;

kde l;m;M jsou 
eloèíselné parametry. Pokud N

0

2 h0;M), pak toto pravidlo
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generuje èísla z rozsahu (0;M � 1i. Výstupy tì
hto generátorù jsou náhodné,

av¹ak periodi
ké s periodou nejvý¹e M . Perioda je ale velmi závislá na volbì

parametrù. ©patná volba znamená malou periodu a èasté opakování stejný
h èí-

sel. Lineárnì-kongruentní generátor pou¾ívá s parametry l = 1103515245;m =

12345 a M = 2

32

napøíklad UNIXová funk
e rand() generují
í 32-bitová 
elá

èísla. Pro aplika
e pou¾ívají
í 32-bitový int jsou v¹ak nìkdy tyto generátory

nedostateèné, proto¾e perioda 2

32

� 10

9

, mù¾e být na dne¹ní
h poèítaèí
h vy-

èerpána za nìkolik sekund. Aritmetika s dvojtou ¹íøkou, pak mù¾e být neúnosnì

pomalá. Dal¹í nevýhodou se pozdìji ukázala skuteènost, ¾e skupiny generova-

ný
h èísel vykazují geometri
ký vzore
, který odhaluje test na prostorové roz-

lo¾ení (s
atter plot test). Tento problém odstraòují tzv. kombinované lineárnì-

kongruentní generátory, které nepou¾ívají ke generování pouze jedno pøed
hozí

èíslo. Výsledek je tvoøen souètem dvou pomo
ný
h náhodný
h èísel. Perioda

posloupnosti odpovídá M

1

�M

2

.

x

i

= (l � x

i�1

+m

1

) mod M

1

;

y

i

= (l � y

i�1

+m

2

) mod M

2

;

N

i

= (x

i

+ y

i

) mod max(M

1

;M

2

):

Na podobném prin
ipu jsou zalo¾eny také zpo¾dìné (lagged) Fibona

iho gene-

rátory. Mají v¹ak tu výhodu, ¾e náhodné èíslo závisí na nìkterém jiném èísle

ze stejné posloupnosti a nikoliv na èísle
h ze dvou pomo
ný
h posloupností.

Zvy¹uje se tím délka periody a sni¾uje míra korela
í mezi prvky posloupnosti.

N

i

= (N

i�p

�N

i�q

) mod M;

kde p a q jsou zpo¾dìní (lags), nabývají
í nezáporný
h hodnot do velikosti po-

sloupnosti a � je aritmeti
ká opera
e (jako +, �, XOR). Výhodou je, ¾e volbou

zpo¾dìní mìníme také periodu generovaný
h èísel. Ni
ménì je tøeba pøipome-

nout, ¾e ne v¾dy je slo¾itý generátor lep¹í ne¾ jednodu
hý. Pokud se øe¹í prak-

ti
ké problémy (napøíklad z oblasti simula
í), pak èasto nezbývá ni
 jiného, ne¾

vyzkou¹et ví
e generátorù a zvolit ten nejvhodnìj¹í

11

.

Vidíme, ¾e klasi
ké generátory náhodný
h èísel mají svoje omezení jak v dél
e

periody, tak v podobì nejrùznìj¹í
h (èasto nezjistitelný
h) korela
í mezi èísly.

Pokud se podíváme na problém �lozo�ètìji, pak máme po
it, ¾e je snad jen

nes
hopností poèítaèù generovat náhodná èísla. A tak nás mù¾e napadnout, zda

není èlovìk s
hopen generovat náhodná èísla. V experimentu D.W.Hagelbargera

popsaném Claudem Shannonem, byla zvolená osoba po¾ádána, aby vygenerovala

náhodnou posloupnost symbolù + a �, kterou analyzoval poèítaè. Ten se pak

na základì rozboru této posloupnosti sna¾il dopøedu uhodnout, jaký následují
í

11

Jak jsme ji¾ øekli, poèítaèe doká¾í vytváøet jen pseudonáhodná èísla, která jsou vytváøena

deterministi
kým algoritmem. V kryptogra�i nahrazujeme po¾adavek náhodnosti po¾adavkem

nepredikovatelnosti. Ze znalosti hodnot x

1

; : : : ; x

n�1

nesmí útoèník úspì¹nì urèit x

n

. Tako-

véto generátory se vytváøejí napø. za pomo
i algoritmù blokový
h ¹ifer, které vytváøí náhodné

sekven
e závislé na klíèí
h tì
hto algoritmù, bez ni
h¾ je sekven
e nepredikovatelná. Pro zpra-


ování opravdu 
itlivý
h informa
í se v¹ak i zde vy¾aduje generátor zalo¾ený na fyzikálním

prin
ipu (viz dále).
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symbol si osoba vybere. Poèítaè byl v pøedpovídání úspì¹ný na 55{60%, 
o¾

znamená, ¾e ani èlovìk nevolí odpovìdi úplnì nezávisle. Jak potom ale mù¾eme

pøipravit okam¾ik skuteèné náhody? Odpovìï zní: kvantovì-me
hani
ky. Jedinì.

Z
ela pøirozenì k tomu mù¾eme pou¾ít základní vlastnost pøírody { 
hvíli ná-

hodného kolapsu vlnové funk
e v jeden z vlastní
h stavù kvantového systému v

momentì mìøení. Pojïme si tedy pøiblí¾it pomìrnì jednodu
hý algoritmus, kte-

rým mù¾e kvantový poèítaè generovat skuteèná náhodná èísla. Pokud budeme

uva¾ovat fyzikální systém pøedstavují
í qubit ve stavu j0i, pak úkolem bude jej

pøipravit do vyvá¾ené superpozi
e stavù j0i a j1i. Toho do
ílíme aplikováním

unitárního operátoru U s rota
í o �=4.

U

�

�

4

�

j0i =

1

p

2

(j0i+ j1i):

V této 
hvíli je systém pøipraven na mìøení. Pøi mìøení pøejde systém náhodnì

do jednoho z vlastní
h stavù této superpozi
e. Pokud 
h
eme generovat ví
ebi-

tová náhodná èísla je potøeba pøipravit dost qubitù k reprezenta
i tì
hto èísel

a následnì vytvoøit opera
í pøímého tenzorového souèinu jeden ví
e-qubitový

registr, který poté zmìøíme. Uka¾me si tyto kroky na jednodu
hém pøíkladu:

Øeknìme, ¾e 
h
eme vygenerovat èíslo z rozsahu 0 { 15.

� Nejprve si pøipravíme ètyøi izolované qubity ve stavu j0i.

� Aplika
í U

�

�

4

�

upravíme stav ka¾dého qubitu na vyvá¾enou superpozi
i

j0i a j1i, tj.

n

1

p

2

(j0i+ j1i);

1

p

2

(j0i+ j1i);

1

p

2

(j0i+ j1i);

1

p

2

(j0i+ j1i)

o

:

� Poté pøímým souèinem vytvoøíme z jednotlivý
h qubitù jeden pamì»ový

registr, tj.

1

4

�

j0000i+ : : :+ j1111i

�

:

� Nakone
 takto pøipravený registr zmìøíme, èím¾ superpozi
e náhodnì zko-

labuje do jednoho z mo¾ný
h stavù j0000i; : : : ; j1111i:

Existují tedy aplika
e, které klasi
ký poèítaè z prin
ipu nezvládá, kde¾to kvan-

tový ano. Ni
ménì pro generování náhodný
h èísel se dnes u¾ nemusíme nutnì

upínat ke klasi
kému poèítaèi, nebo» ji¾ existují generátory (TRNG - True Ran-

dom Number Generators) vyu¾ívají
í kvantovou me
haniku. Døíve ¹lo zejména

o fyzikální pro
esy zalo¾ené na radioaktivním rozpadu prvkù. Poèet tì
hto roz-

padù detekovala Geiger-Müllerova trubi
e, která výsledky následnì pøevádìla do

poèítaèe. Podle intervalù mìøení ¹lo generovat náhodná èísla rùzný
h rozlo¾ení.

Nevýhodou v¹ak byla vìt¹inou malá ry
hlost generování. Èastìji se dnes proto

jako TRNG pou¾ívají kvantovì me
hani
ké dìje na polovodièový
h pøe
hode
h.

Velmi èastá je detek
e náhodného prvku ze ¹umu, který je mo¾né namìøit na

PN pøe
hode
h polarizovaný
h v závìrném smìru. Klasi
ký PC tak vlastnì u¾

dnes pou¾ívá jako periferii silnì degenerovaný kvantový poèítaè.
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6 Kvantová teleporta
e

Obra»me nyní pozornost k dal¹í z pozoruhodný
h vlastností kvantového svìta.

Tou je jev kvantové teleporta
e. Význam slova teleporta
e je nám dobøe znám ze

s
ien
e �
tion a vìt¹inou si pod ním pøedstavujeme bezztrátový pøenos hmoty

prostorem, jeho¾ výsledkem je rekonstruk
e objektu na jiném místì. V této

kapitole si uká¾eme, jak teleporta
i 
hápe kvantová me
hanika a popí¹eme si

také úskalí, která její implementa
e v praxi má.

6.1 Teleporta
e jednoho qubitu

Jak známo, Heisenbergùv prin
ip neurèitosti nedovoluje zmìøit pøesnì v¹e
hny


harakteristiky kvantového systému souèasnì. Tím by
hom ale hned v úvodu

mo¾né diskuze o teleporta
i z
ela eliminovali, proto¾e by nebylo mo¾né získat

informa
i o 
elém kvantovém systému pøed tím, ne¾ by
hom jej pøenesli. To se

ale zmìnilo ro
e 1993, kdy skupina pøední
h kvantový
h teoreti
ký
h informa-

tikù dospìla k formula
i teleporta
e stavu kvantového systému s vyu¾itím dal¹í

z vlastností kvantového svìta, a si
e fenoménu propletení (entanglement) kvan-

tový
h stavù. Fyzikálnì mají propletené èásti
e korelován nìjaký atribut, který

se pøi jeji
h vzniku za
hovává. Pøíkladem takového atributu je spin nebo pola-

riza
e. Jestli¾e má jedna èásti
e spin nahoru, pak druhá má s jistotou spin dolù

a naopak. Pøi mìøení na jedné èásti
i dojde ke kolapsu vlnové funk
e systému

v 
elém prostoru a k pøe
hodu do jednoho z mo¾ný
h vlastní
h stavù. Tím se

jednoznaènì urèí, která z èásti
 má spin dolù a která nahoru. Témìø magi
ká

povaha propletení vyvolává mezi fyziky øadu otázek. Zejména je s podivem,

¾e lze bez pøítomnosti výmìnný
h èásti
 ovlivòovat èásti
i, která je tøeba na

opaèné stranì vesmíru. Oèekávali by
hom, ¾e v kauzálním kontaktu mohou být

jen místa, mezi nimi¾ existuje èasoprostorové spojení omezené ry
hlostí svìtla.

Ni
ménì kvantová me
hanika v tomto ohledu smìøuje ráznì ke kon
eptu nelo-

kální reality. Tento kon
ept byl dlouho odmítán, proto¾e Einsteinovi pøipadalo

nemo¾né, aby kvantová me
hanika poru¹ovala prin
ipy lokálnosti, kterými se

øídí relativisti
ká fyzika. Tento problém byl pozdìji nazván EPR (Albert Ein-

stein, Boris Podolsky, Nathan Rosen) paradox. Zabýval se otázkou, zda ji¾ v

momentì vzniku nemohou mít èásti
e pøedem urèeny výsledky mìøení. A to i

s mo¾ností, ¾e neznáme v¹e
hny aspekty popisu kvantového svìta a tudí¾ exis-

tují skryté promìnné, které by dopøedu udr¾ovaly informa
i o stavu èásti
 (
o¾

by ukazovalo na neúplnost kvantové me
haniky). Fyzikové se poté sna¾ili tento

paradox vyvrátit a teoreti
kým experimentem (který byl pak nìkolikrát v praxi

potvrzen) dokázali, ¾e obì èásti
e nabývají hodnoty daného atributu a¾ v mo-

mentì mìøení a náhodného pøe
hodu do vlastního stavu korelovaného se stavem

druhé èásti
e

12

. Stavu propletení se také jinak øíká EPR stav nebo EPR efekt.

Propletení je mo¾no pøipravit rùznými fyzikálními postupy. Napøíklad se k tomu

12

V ro
e 1960 ukázal John Bell, ¾e existuje experiment, kterým lze vyvrátit existen
i skry-

tý
h promìnný
h a potvrdit nelokální realitu. Experiment po nìm dostal název Bellovy ne-

rovnosti.
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pou¾ívá krystal �-BaB

2

O

4

. Jestli¾e do tohoto krystalu namíøíme ultra�alový

foton, pak se nìkdy po prù
hodu pøemìní na dva fotony s ni¾¹í energií, jeden

polarizovaný vertikálnì, druhý horizontálnì. Pokud v¹ak foton pro
hází místem

krystalu, kde jsou výskyty obou polariza
í v þrovnovázeÿ, pak dojde ke vzniku

dvou fotonù, jeji
h¾ polariza
e jsou neurèité, av¹ak komplementární. Matema-

ti
ky je propletení stav, který nelze vyjádøit jako direktní souèin jednotlivý
h

stavù slo¾ek.

j i =

1

p

2

(j00i+ j11i) nebo j i =

1

p

2

(j01i+ j10i):

Pøedpokládejme, ¾e Ali
e má nìjakou èásti
i A v neznámém kvantovém stavu

j i = !

0

j0i + !

1

j1i; kde j!

0

j

2

+ j!

1

j

2

= 1, a 
h
e tento stav poslat Bobovi.

Víme, ¾e zmìøit èásti
i nemù¾e, proto¾e by tím køehký kvantový stav poru¹ila.

Jediné 
o ji zbývá, je stav teleportovat. K tomu ale bude muset vyu¾ít triku s

propletením stavù èásti
. Nejprve si Ali
e a Bob pøipraví propletený EPR pár

dvou èásti
 B a C jako j�i =

1

p

2

(j00i + j11i): Ali
e si z tohoto páru pone
há

èásti
i B, Bobovi za¹le èásti
i C. Ali
e pak spojí svoji èásti
i A a propletený

pár do systému tøí èásti


j'i = j i 
 j�i =

1

2

(!

0

j000i+ !

0

j011i+ !

1

j100i+ !

1

j111i):

K provedení teleporta
e musí nyní Ali
e provést mìøení na slouèeném stavu

obou èásti
. Toto mìøení je spe
iální tím, ¾e musí být provedeno v tzv. Bellovì

bázi pouze pro èásti
e A a B (
o¾ zpùsobí pouze jiné vyjádøení stavu j'i), její¾

ètyøi stavy tvoøí úplnou ortonormální bázi èásti
 A a B. Tato báze má tvar

�

j	

�

i; j	

+

i; j�

�

i; j�

+

i

	

, kde

j00i =

1

p

2

(j	

+

i+ j	

�

i); j01i =

1

p

2

(j�

+

i+ j�

�

i);

j10i =

1

p

2

(j	

+

i � j	

�

i); j11i =

1

p

2

(j�

+

i � j�

�

i):

Proto¾e lze vý¹e uvedený zápis stavu j'i pøepsat na

j'i =

1

p

2

(!

0

j00i 
 j0i+ !

0

j01i 
 j1i+ !

1

j10i 
 j0i+ !

1

j11i 
 j1i);

je mo¾né první dva qubity pøevést do Bellovy báze a j'i vyjádøit jako

j'i = j�

+

i

1

p

2

(!

0

j0i+ !

1

j1i) + j	

+

i

1

p

2

(!

1

j0i+ !

0

j1i)

+j�

�

i

1

p

2

(!

0

j0i � !

1

j1i) + j	

�

i

1

p

2

(!

1

j0i � !

0

j1i):

Pokud nyní Ali
e zmìøí v Bellovì bázi první dva qubity stavu j'i, obdr¾í se

stejnou pravdìpodobností 1/4 jeden ze 4 mo¾ný
h výsledkù, tj. nìkterý ze stavù
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j�

+

i; j	

+

i; j�

�

i; j	

�

i. Proto¾e jsou v¹ak èásti
e propleteny, zmìní se pøitom

projek
í i stav Bobovy èásti
e na jeden ze stavù

1

p

2

(!

0

j0i+ !

1

j1i);

1

p

2

(!

1

j0i+ !

0

j1i);

1

p

2

(!

0

j0i � !

1

j1i);

1

p

2

(!

1

j0i �!

0

j1i):

V¹imnìme si, ¾e Ali
e svým mìøením první
h dvou qubitù neodkryla ni
 kon-

krétního o stavu èásti
e A, kterou 
h
e teleportovat. Místo toho pouze odhalila,

kterou kombina
i slouèený
h stavù v¹e
h tøi èásti
 u sebe má. Rozhodují
í tak

byla pøed mìøením skuteènost, ¾e jsme pøe
hodem do nové báze þpromí
haliÿ

pøedtím oddìlený stav èásti
e A (první qubit stavu j'i) s propleteným párem

èásti
 B a C (druhý a tøetí qubit).

V tuto 
hvíli má u sebe Bob jeden ze ètyø mo¾ný
h teleportovaný
h stavù. Pouze

v jednom pøípadì jsou v¹ak správnì za
hovány amplitudy, ostatní výsledky jsou

rùznì rotovány. Proto pøi
hází 
hvíle, kdy se Ali
e s Bobem spojí klasi
kým

komunikaèním kanálem a sdìlí mu, jaký výsledek namìøila. Bob tuto klasi
kou

(2-bitovou) informa
i pou¾ije k tomu, aby na stav èásti
e C aplikoval pøíslu¹nou

rota
i. K tomu pou¾ije následují
í tabulku.

mìøení Ali
e rota
e Boba mìøení Ali
e rota
e Boba

j�

+

i

�

1 0

0 1

�

j	

+

i

�

0 1

1 0

�

j�

�

i

�

1 0

0 �1

�

j	

�

i

�

0 �1

1 0

�

Poznamenejme, ¾e je to právì komunika
e klasi
kým kanálem, která znemo¾òuje

posílat informa
e nadsvìtelnou ry
hlostí. Bez informa
e o mìøení Ali
e by Bob

nemohl s jistotou øí
i, ¾e má stav èásti
e A. Zároveò je zøejmé, ¾e je naplnìn také

teorém o klonování kvantový
h stavù tím, ¾e stav èásti
e A je pøi teleporta
i

znièen.

6.2 Kvantový teleportaèní obvod

Aby bylo mo¾né teoreti
ký základ teleporta
e realizovat, je nutné navrhnout

kvantový obvod, který by to dokázal. Gilles Brassard vytvoøil obvod, který umí

teleportovat qubit s pou¾itím bran pùsobí
í
h nejvý¹e na dva qubity. Brassardùv

obvod je znázornìn na obrázku.

Obvod se skládá z dvou-qubitové brány XOR a dále z jedno-qubitový
h bran:

R =

1

p

2

�

1 1

�1 1

�

; L =

1

p

2

�

1 �1

1 1

�

:

Tyto brány jsou operátory rota
e na qubite
h a z vlastní
h stavù generují su-

perpozi
e stavù (odpovídají Hadamardovým branám H' a H"). Brány S a T
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M

R SS

L

T

|ψ>

|0>

|0> |ψ>

|ξ>

|ξ>

Alice Bob

Obrázek 10: Brassardùv teleportaèní obvod: Obvod je rozdìlen na dvì èásti.

Jedna èást tvoøí obvod Ali
e a obsahuje bránu L, která ji umo¾òuje proplést èásti
e

B a C. Bránou R pak proplete stav j i s èásti
emi B a C. Následnì provede Bellovo

mìøení M èásti
 A a B, jeho¾ výsledek oznámí dvìma bity Bobovi (vlnovky). Stavy

èásti
 A a B mìøením zkolabují a èásti
e C pøejde do jednoho ze ètyø mo¾ný
h stavù.

Bob vyu¾ije informa
e od Ali
e jako vstupy do své èásti obvodu a pomo
í bran S a T

provede nutné rota
e k úpravì stavu èásti
e C. Brány XOR jsou oznaèeny symbolem

�.

provádí na qubite
h fázový posun.

S =

1

p

2

�

i 0

0 1

�

; T =

1

p

2

�

�1 0

0 �i

�

:

Na závìr nás mù¾e zajímat odpovìï na otázku, k èemu se mù¾e kvantová tele-

porta
e hodit. Je zøejmé, ¾e teleportování stavu znemo¾òuje i teoreti
ké odpo-

slou
hávání pøenosu, proto¾e informa
e ¾ádným komunikaèním kanálem nepu-

tuje. Naví
 Ali
e ani nemusí tu¹it, kde se právì Bob se svou propletenou èásti
í

na
hází, proto¾e staèí, aby napøíklad vysílaèem rozeslala klasi
kou zprávu do

v¹e
h smìrù. Také pro implementa
i kvantového poèítaèe je teleporta
e zají-

mavé téma s ohledem na pøená¹ení qubitù mezi èástmi kvantového pro
esoru.

Proto¾e kvantová teleporta
e je pouze protokol popisují
í zaslání kvantového

stavu, nesouvisí pøímo s existen
í kvantového poèítaèe, a proto je její realiza
e

mo¾ná ji¾ dnes. První úspì¹né teleporta
e na mikro- i makroskopi
ké vzdálenosti

byly provedeny v lete
h 1997 a 1998.
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7 Kvantová oprava 
hyb

A¾ do této 
hvíle jsme uva¾ovali ideální kvantový systém. Ten se vyznaèuje tím,

¾e jej z vnìj¹ku ni
 nenaru¹uje a také vnitønì se vyvíjí konzistentnì. Av¹ak z
ela

izolovat nìjakou èásti
i od svého okolí není te
hni
ky mo¾né. Jakýkoliv kontakt

s okolními èásti
emi (tedy i èásti
emi pole) toti¾ zpùsobuje tzv. dekoheren
i

kvantového stavu, 
o¾ prakti
ky pøedstavuje provázání èásti
e s okolím a tím i

ne¾ádou
í 
hybovou zmìnu kvantového stavu. Naví
 dekoheren
e není jediným

pro
esem vedou
ím k 
hybám. Napøíklad spontánní pøe
hod qubitu, realizova-

ného stavem elektronu, mezi vybuzeným a základním stavem má za následek

pøeklopení qubitu do komplementárního stavu (podle reprezenta
e j0i ! j1i

nebo j1i ! j0i), 
o¾ je doprovázeno vysláním fotonu pøíslu¹né energie, která je

tak ze systému uvolnìna do okolí (vyzaøování energie). Dal¹í nepøíznivé vlivy

mohou zahrnovat i vliv kosmi
kého záøení vysoký
h energií nebo èásti
e okol-

ního plynu. A tak se v 90.lete
h v mnoha odborný
h pra
í
h rozpoutala diskuze

o s
hùdnosti realiza
e kvantový
h poèítaèù. Ta vedla ke vzniku problematiky

vìnují
í se detek
i a opravì 
hyb, k nim¾ do
hází bìhem kvantového výpoètu {

tzv. kvantové opravì 
hyb (quantum error 
orre
tion).

7.1 Dekoheren
e

Je¹tì nedávno nebylo z
ela jasné, zda bude mo¾né kvantový výpoèetní systém

vùbe
 sestrojit. Zdálo se nemo¾né, aby se za krátký moment ne¾ systém de-

koheruje, provedl rozumný výpoèet. Dekoheren
e má toti¾ stejný efekt, jako

by
hom provedli mìøení a tím vlastnì zahodili mo¾né superpozi
e stavù a pøí-

padné interferen
e mezi nimi ji¾ v prùbìhu výpoètu. Vzhledem k implementa
i

jsou pak nepøíjemné doby, za které k dekoheren
i do
hází. V bì¾ném prostøedí,

je¾ prostupují nejrùznìj¹í pole a èásti
e je tato doba v závislosti na teplotì a

velikosti systému (10

�8

m) asi 10

�20

s. Pokud se podaøí kvantový systém 
o

nejlépe izolovat od prostøedí, je mo¾né tyto èasy prodlou¾it pou¾itím rùzný
h

druhù kvantový
h systémù. Napøíklad pou¾ití metody uvìznìný
h iontù (trap-

ped ions) dovoluje provést bìhem doby ne¾ systém dekoheruje (asi 10

�1

s) a¾

10

13

opera
í.

Dekoheren
e se popisuje pomo
í operátorù hustý
h mati
, které mají k sobì

aso
iovány tzv. smí¹ené stavy. Smí¹ené stavy popisují systém, o nìm¾ nemáme

úplnou informa
i a pøesnì nevíme v jakém èistém stavu (tj. v jakém konkrétním

kvantovém stavu popsaném buï vlastním stavem nebo superpozi
í) se právì

na
hází. Takový popis se mù¾e hodit právì v momentì, kdy kvantový systém

nì
o ru¹í a nepøedvídatelnì mìní jeho stav. Souèet klasi
ký
h pravdìpodobností

pøes mo¾né èisté stavy tvoøí
í smí¹ený stav, je roven 1. Husté mati
e tak obsahují

informa
e o mo¾ný
h èistý
h stave
h

13

. Napøíklad pro stav j�i = !

0

j0i+ !

1

j1i

13

Napøíklad informa
e o støední hodnotì urèité sledované velièiny, èasovém vývoji smí¹eného

systému nebo pravdìpodobnoste
h pøe
hodù do vlastní
h stavù sledované velièiny (dostáváme

zde jakýsi dvouúrovòový systém pravdìpodobností { jednak klasi
ké pravdìpodobnosti exis-

ten
e èistý
h stavù v rám
i smí¹eného stavu a jednak kvantové pravdìpodobnosti vlastní
h

stavù v èistý
h stave
h).
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je hustá mati
e:

� = j�ih�j =

�

j!

0

j

2

!

0

!

�

1

!

�

0

!

1

j!

1

j

2

�

Dekoheren
e eliminuje prvky, které jsou mimo diagonálu. To zaruèuje èasovì

závislá hustá mati
e

�

t

=

�

j!

0

j

2

e

�t=�

!

0

!

�

1

e

�t=�

!

�

0

!

1

j!

1

j

2

�

;

kde � se nazývá dekoherenèní èas. Elementy !

0

!

�

1

a !

�

0

!

1

tak exponen
iálnì

konvergují k nule. Jak se dnes zdá, dekoheren
i zatím nelze úplnì zabránit.

Proto jsou v této 
hvíli úvahy o univerzálním kvantovém poèítaèi, který by byl

neomezenì stabilní, ponìkud pøedèasné (pøesto¾e existují optimisti
ké náznaky

mo¾ný
h øe¹ení
h). Je v¹ak jasné, ¾e tyto systémy budou muset být tolerantní k


hybám a mít velmi so�stikované samoopravné me
hanizmy. Podívejme se nyní

na mo¾nosti, které kvantová oprava 
hyb má.

Matemati
ky je mo¾né 
hyby v kvantovém systému popsat pomo
í nìkolika

operátorù, jeji
h¾ lineární kombina
í lze vyjádøit libovolnou 
hybu. Tìmito ope-

rátory jsou Pauliho spinové mati
e:

�

x

=

�

0 1

1 0

�

; �

y

=

�

0 �i

i 0

�

; �

z

=

�

1 0

0 �1

�

; I =

�

1 0

0 1

�

:

Ka¾dá mati
e pùsobí
í na nìjaký stav j i =

�

!

0

!

1

�

a urèitým zpùsobem ho

modi�kuje (kromì mati
e identity I ). Tyto modi�ka
e jsou shrnuty v následují
í

tabul
e.

operátor 
hybová opera
e výsledek opera
e

�

x

inverze bitu

�

!

1

!

0

�

�

y

inverze bitu a fázový posun

�

�i!

1

i!

0

�

�

z

fázový posun

�

!

0

�!

1

�

I bez 
hyby

�

!

0

!

1

�

Pro ví
equbitové systémy vytváøíme operátory slo¾ené direktním souèinem díl-

èí
h operátorù. Napøíklad 
hybu �

y

na druhém qubitu ve 2-qubitovém systému

vyjádøíme jako I 
 �

y

.

Chyby, které pøi výpoètu vznikají si zákonitì vy¾adují svoji korek
i. Prin
ipy

detekèní
h a opravný
h kódù u kvantový
h systémù vy
házejí z poznatkù za-

bezpeèova
í
h metod v klasi
ké teoreti
ké informati
e, které eliminují 
hyby

zpùsobené nedokonalostmi te
hnologií nebo ru¹ivým vlivem (makroskopi
kého)

prostøedí. Problémy u kvantového systému ov¹em nastávají ve 
hvíli, kdy 
h
eme


hyby detekovat nebo je opravovat, proto¾e mìøením pøirozenì stav poru¹íme.
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Na první pohled vypadá problém s mìøením nepøekonatelný. Jak je mo¾né zjistit

zda do¹lo k 
hybì, kdy¾ vlastnì nemù¾eme 
hybu zmìøit? Nebo dokon
e jak ta-

kovou 
hybu opravit? Odpovìï na tyto otázky pøinesly a¾ dùmyslné algoritmy,

z ni
h¾ nìkteré si nyní pøedstavíme.

7.2 Oprava symetriza
í

Prin
ip opravy symetriza
í spoleènì navrhli Andre Berthiaume, David Deuts
h a

Ri
hard Jozsa a opírá se redundan
i výpoètu na nìkolika kvantový
h poèítaèí
h,

které jsou urèitým zpùsobem spjaty s pomo
ným kvantovým systémem, jeho¾

mìøením korigujeme 
hyby vzniklé v redundantní
h poèítaèí
h. Øeknìme, ¾e

máme R replik kvantového poèítaèe, které provádìjí stejný výpoèet. V mírnì


hybovém prostøedí si ka¾dá replika udr¾uje tro
hu jiný stav, ne¾ by byl ideální

j i, který souhrnnì zapí¹eme pomo
í direktního souèinu jako

j	i = j 

1

i 
 : : :
 j 

R

i:

Pokud je výpoèet provádìn v ne
hybovém prostøedí, pak jsou stavy na jednot-

livý
h kopií
h shodné a okupují pouze malou èást 
elého Hilbertova prostoru.

O této èísti øíkáme, ¾e je symetri
ká

14

a tvoøí podprostor S slo¾ený z vektorù

N

R

i=1

j i. Pokud provedeme mìøení, které je projek
í aktuálního stavu kopií do

tohoto ideálního podprostoru, pak bez
hybné stavy zùstanou za
hovány, kde¾to


hybové se odstraní.

Stabiliza
e kvantového poèítaèe symetriza
í funguje dobøe na men¹í od
hylování

od ideálního stavu. Velké 
hyby typu prohození bitu v¹ak vy¾adují slo¾itìj¹í

opravné strategie.

7.3 Kvantové opravné kódy

Kvantové opravné kódy do jisté míry kopírují klasi
ké opravné kódy. Sna¾í se

jeden logi
ký qubit nahradit kódovým slovem, které je navr¾eno tak, aby pøes

náhodné prohození nìkteré jeho èásti bylo stále mo¾né odhalit, ¾e do¹lo k 
hybì,

pøípadnì tuto 
hybu odstranit. To je mo¾né tehdy pokud v sobì kódová slova ob-

sahují mezi jednotlivými qubity vzájemné závislosti. První kvantový kód navrhl

v ro
e 1995 Peter Shor. Ten zakódoval jeden logi
ký qubit pomo
í 9 fyzi
ký
h

propletený
h qubitù. Stavy j0i a j1i kóduje pomo
í stavù j0

E

i a j1

E

i, jeji
h¾

de�ni
e jsou shrnuty v tabul
e.

qubit Shorùv kód { 9-qubitový

j0

E

i

1

2

p

2

(j000i+ j111i)(j000i+ j111i)(j000i+ j111i)

j1

E

i

1

2

p

2

(j000i � j111i)(j000i � j111i)(j000i � j111i)

Novìj¹í metoda, kterou vymysleli vìd
i ze skupiny Raymonda La
ammeho proti

tomu pou¾ívá jen 5 qubitù.

14

To znamená, ¾e nezále¾í na poøadí v jakém spojujeme pomo
í tenzorového souèinu jed-

notlivé stavy.
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qubit La
ammeho kód { 5-qubitový

j0

E

i

1

2

p

2

(j00000i+ j00110i+ j01001i � j01111i+

j10011i+ j10101i+ j11010i � j11100i)

j1

E

i

1

2

p

2

(j11111i+ j11001i+ j10110i � j10000i+

j01100i � j01010i � j00101i � j00011i)

Kvantová oprava 
hyb se skládá z nìkolika krokù:

- pro
esu kódování stavù j0i ! j0

E

i; j1i ! j1

E

i,

- vzniku 
hyby ve stavu zakódovaný
h qubitù,

- dekódování 
hybového stavu,

- urèení 
hybového syndromu (tj. 
hyby, která nastala),

- aplika
e unitární transforma
e k opravì stavu.

Pro kódování a dekódování existují pøíslu¹né kvantové obvody. V pøípadì La-


ammeho kódu je obvod slo¾en z bran CNOT , Hadamardovy transforma
e

H a podmínìné rota
e o úhel �. Jeden qubit je v tomto obvodu informaèní,

ostatní ètyøi opravné. La
ammeho s
héma pøitom doká¾e opravit jednu ze tøí

typù 
hyb. Jsou to 
hyby prohození bitu, znaménka nebo bitu i znaménka pro

v¹e
hny bity kódového slova. Konkrétní 
hyba je detekována výpoètem 
hybo-

vého syndromu a odstranìna aplika
í pøíslu¹né opravné transforma
e. V pøípadì

5-qubitového kódu se výpoèet syndromu provádí aplika
í kódova
ího obvodu v

opaèném smìru. Napøíklad pokud pro syndrom j0000i (
o¾ odpovídá ètyøem

opravným qubitùm po opaèné aplika
i kódova
ího obvodu) nedo¹lo ve stavu

!

0

j0i+ !

1

j1i k 
hybì, pak pro syndrom j1000i do¹lo k prohození druhého bitu

kódového slova.

Kvantová oprava 
hyb je velmi dùle¾itá oblast kvantové informatiky, proto¾e

podmiòuje samotnou realiza
i kvantového poèítaèe. O univerzální
h kvantový
h

poèítaèí
h odolný
h 
hybám a bì¾í
í
h nepøetr¾itì se v¹ak dá nyní pouze spe-

kulovat. Není toti¾ jasné, zda lze dekoheren
i zabránit na stálo, pøípadnì zda

se bìhem výpoètu nebudou muset pøedávat èásteèné výsledky vzniklé v èase

koheren
e mezi ví
e uzly kvantového poèítaèe. Naví
 je zøejmé, ¾e u opravný
h

kódù je problémem samotný pro
es de/kódování, o kterém nemù¾eme pøímo

tvrdit, ¾e je bez
hybný. Také mno¾ina popsaný
h 
hyb, ke kterým v kvantový
h

systéme
h do
hází nemusí být nutnì úplná.
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8 Experimentální kvantové pro
esory

Kvantová informatika by zùstala jen teoreti
kou kuriozitou nebýt úsilí a dùvtipu

vìd
ù, kteøí se sna¾í na bázi dne¹ní
h te
hnologií konstruovat první ovladatelné

kvantové systémy, které by bylo mo¾no alespoò vzdálenì pova¾ovat za pøed-


hùd
e kvantový
h poèítaèù. První experimenty v této oblasti spoleènì spadají

do nedávné minulosti { na závìr 90.let. Provádìt pomo
í pre
izní
h zásahù do

kvantový
h systémù opera
e odpovídají
í kvantovým bránám je pøirozenì ob-

tí¾né. V této kapitole se zamìøíme na te
hnologie, které vypadají nejnadìjnìji

vzhledem ke konstruk
i kvantový
h pro
esorù, a které zároveò jasnì demonstrují

problémy, je¾ tyto te
hnologie provází. Je zøejmé, ¾e pøi konstruk
i budeme pøe-

dev¹ím 
htít,

1. aby byl ná¹ pro
esor dostateènì jednodu
hý na ovládání

2. aby byl zároveò dostateènì (dlouho) izolovatelný od okolí

3. aby byl s
hopen pojmout dostateèný objem informa
í

15

.

Kvantový
h systémù splòují
í
h 
o nejpøesnìji tyto podmínky v¹ak není známo

mnoho. Jedny z nejví
e experimentálnì provìøený
h se zdají být systémy tzv.

iontový
h pastí (trapped ions).

8.1 Iontová past

My¹lenka stojí
í za iontovou pastí spoèívá v uvìznìní iontù v prostoru tak, aby


o nejménì vzájemnì pùsobily s okolím, a tím prodlou¾ily dobu koheren
e sys-

tému. Experiment vypadá následovnì: Ve vakuu se destièka s èistým vápníkem

(støíbrný kov) nejprve zahøeje na asi 800

Æ

C. Pøi této teplotì se zaènou z po-

vr
hu destièky þodpaøovatÿ jednotlivé atomy vápníku. Tyto atomy se posléze

bombardují ury
hlenými elektrony, které odstraní elektrony z atomù vápníku za

vzniku iontù Ca

+

. Poblí¾ iontù se na
hází spe
iální ètveøi
e elektrod, (asi 1mm

¹iroké a nìkolik 
m dlouhé) které v tì
hto míste
h vytváøí promìnné elektri
ké

pole. Pokud de�nujeme osu pasti jako z (podél elektrod), pak se v rovinì xy

vytváøí poten
iálové prohlubnì, které zamezují pohyb iontù ve smìru x. Zmì-

nou poten
iálu následnì omezujeme pohyb ve smìru y. Ry
hlým pøepínáním

mezi poten
iály (v øáde
h MHz) v obou smìre
h se nemohou ionty volnì po-

hybovat, ale spí¹e vibrují s nenulovou kineti
kou energií. S nejmen¹í kineti
kou

energií os
ilují ionty uprostøed pasti, tj. ve smìru osy z. Aby ionty neunikaly

mimo past podél osy z, jsou na kon
í
h osy aplikovány zakonèova
í elektrody

vytváøejí
í elektrostati
ký poten
iál. Ionty jsou v takové kon�gura
i uvìznìny a

vytváøí podél osy z malý øetízek. Po takovém zaøízení v¹ak musíme po¾adovat,

aby nebyly zmìny kineti
ké energie zpùsobené tepelnými 
uktua
emi vìt¹í, ne¾

ty, které vzniknou provádìnými opera
emi s ionty. Opera
e se uskuteèòují za

pou¾ití laseru o vlnové dél
e � = 397 nm. Pøi emisi nebo absorp
i fotonu iont

získá nebo ztratí èást své hybnosti a jakoby uskoèí do urèitého smìru. Zmìnìná

15

Co¾ mù¾e být v èásteèném rozporu s bodem 1. Pokud budeme 
htít napøíklad faktorizovat

dlouhé 
elé èíslo nebo hledat v nesetøídìném seznamu, pak je zapotøebí tyto data (nebo alespoò

èást z ni
h) naèíst do þpamìtiÿ, aby bylo mo¾né vyu¾ívat efektù superpozi
e a interferen
e.
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x y

z

Obrázek 11: Iontová past: Aparatura se skládá ze ètyø podélný
h elektrod uvìzòu-

jí
í
h ionty ve smìre
h x a y a dvou men¹í
h, které znemo¾òují iontùm pohyb mimo

aparaturu v ose z.

energie se proto oznaèuje jako energie zpìtného rázu (re
oil energy). Tato ener-

gie je rovna jen asi 2 � 10

�29

J, a proto je nutné za
hovat tepelnou energii na

ni¾¹í
h hodnotá
h v dostateèném relativním odstupu. Toho je mo¾né dosáhnout

tak, ¾e systém laserovì o
hladíme a¾ na pouhý
h 10

�3

K. Chlazení laserem se

mù¾e jevit ponìkud paradoxnì: kdy¾ 
h
eme systému energii odebrat, pøe
e jej

nebudeme ostøelovat laserem. Musíme si ale uvìdomit, ¾e energie není v¹e
hno,


o se poèítá. Rozhodují
í faktor pøi 
hlazení pøedstavuje hybnost. Jde o to,

¾e pokud fotony zasáhnou ionty proti jeji
h smìru pohybu, je výsledek srá¾ky

zpomalení pohybu iontù. V takovém pøípadì pøi
hází na øadu efekty rezonan
e

(kde se mísí frekven
e laseru s frekven
í os
ila
í elektronového oblaku v atomu)

a Dopplerova posunu (který zpùsobuje posun frekven
e ve 
hvíli, kdy se k nám

iont pøibli¾uje). Proto je zapotøebí dùkladnì nastavit vlnovou délku laseru, aby

byl pro
es 
hlazení úèinný. Ionty pak je¹tì musí být druhou fází o
hlazeny (Ra-

manovo 
hlazení) na nejni¾¹í energeti
kou úroveò os
ila
í, aby se tak o
itly v

základním os
ilaèním módu odpovídají
ím stavu j0i.

Nyní máme nìkolik iontù pøipraveno k provádìní opera
í. Pro jednodu
host

uva¾ujme, ¾e poèet uvìznìný
h iontù odpovídá ¹íø
e kvantového registru (jeden

iont = jeden qubit). Uvìznìný
h iontù mohou být maximálnì desítky (dnes se

hovoøí o tom, ¾e budou
í vylep¹ení mohou uvìznit kolem stovky iontù). Proto¾e

jsou od sebe ionty vzdáleny asi 20 �m (vzdálenost je urèena frekven
í slabì os-


ilují
í
h (f � 200 MHz) uvìznìný
h iontù podél osy z), lze je svìtlem kolem 1

mikronu zamìøit. Za 
íl si mù¾eme klást, ¾e 
h
eme jednak ovlivòovat jednotlivé

qubity a jednak provést opera
i CNOT mezi libovolnými dvìma qubity. Ope-

ra
e se provádí zamìøením laseru na iont, který koherentnì zmìní stav iontu.

Pro zmìnu stavu na jednom qubitu se pou¾ívají tzv. V-pulzy; pro zmìnu stavu

qubitu a os
ilaèního módu iontù se pou¾ívá U-pulz. Pro oba typy pulzù existují
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pøíslu¹né Hamiltoniány:

H

V

=

~


2

(e

�i�

j1ih0j+ e

i�

j0ih1j); H

U

=

~�


2

p

L

(e

�i�

j1ih0ja + e

i�

j0ih1ja

y

);

kde 
 je Rabiho frekven
e (souvisejí
í s intenzitou laseru), � fáze laserového

svìtla, � je Lamb-Di
keùv parametr urèují
í míru interak
í mezi laserem a os-


ila
emi iontù), L je poèet iontù a a je anihilaèní operátor, pro který platí, ¾e

a jgi = 0, a

y

jgi = jei, kde jgi a jei jsou základní respektive první ex
itovaný

vibraèní mód iontù uvìznìný
h v pasti. Tyto stavy os
ilátoru vlastnì tvoøí spe-


iální qubit slou¾í
í k provádìní logi
ký
h opera
í nad zvolenými qubity. Aby

bylo mo¾né opera
i provést, musíme být s
hopni provádìt s ionty podmínìné

opera
e (které jsou zapotøebí napøíklad u opera
e CNOT ). To lze udìlat tak,

¾e pro urèité vlnové délky laseru iont foton nevyzáøí a pro jiné ano. Za druhé je

zapotøebí ovládat vibraèní módy jgi a jei øetìz
e uvìznìný
h iontù a ovlivòovat

tak stavy i na vìt¹í vzdálenost.

Unitární opera
e prom-tý qubit plynou
í ze zmínìný
h Hamiltoniánù jsou tyto:

V

m

(�; �) : j0i

m

! 
os�=2 j0i

m

� e

i�

sin�=2 j1i

m

j1i

m

! 
os�=2 j1i

m

� e

�i�

sin�=2 j0i

m

U

m

(�; �) : j0i

m

jei ! 
os�=2 j0i

m

jei � e

i�

sin�=2 j1i

m

jgi

j1i

m

jgi ! 
os�=2 j1i

m

jgi � e

�i�

sin�=2 j0i

m

jei;

kde � je parametr doby pùsobení laseru a � je jeho fáze. Aby bylo mo¾né usku-

teènit nìjakou logi
kou opera
i, je zapotøebí de�novat je¹tì jednu pomo
nou

hladinu (kromì j0i a j1i) ve stave
h qubitù jpomi a vytvoøit tak je¹tì jeden typ

U-pulzu. Nový Hamiltonián se pak podobá H

U

, kromì náhrady jpomi za j1i.

Unitární opera
i U

pom

(�; �) Hamiltoniánu H

pom

U

pou¾ijeme k de�ni
i opera
e

kontrolovaného prohození znaménka (
ontrolled-sign-
ip { CSF). CSF za
ho-

vává pro dvoji
i qubitù stejná znaménka kromì pøípadu j1i




j1i

t

! �j1i




j1i

t

,

kde 
 a t jsou indexy dvou qubitù. Jestli¾e

CSF


t

= U




(�; 0)U

pom

t

(2�; 0)U




(�; 0);

pak lze de�novat i opera
i

CNOT


t

= V

t

(�=2; �=2)CSF


t

V

t

(�=2; �=2):

Pokud se opera
e zdaøí, je zapotøebí výsledný qubit pøeèíst. To se provádí tak,

¾e mu laserem dodáme energii, která zpùsobí pøe
hod mezi j0i stavem a vy¹¹ím

vybuzeným stavem, který není stabilní a ry
hle se vra
í na j0i. Pokud byla

hodnota qubitu právì j0i, pak iont vyzáøí pøíslu¹ný foton, kde¾to qubit ve stavu

j1i zùstane temný.

Je zøejmé, ¾e te
hnologie iontový
h pastí má i své slabiny a limity:

- poèet iontù je omezen asi na stov
e,

- te
hnika pokusu je velmi nároèná (vakuum, 
hlazení, ovládání laserem),

- dekoherují
í ionty nelze vra
et do koherentního stavu.
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8.2 NMR

Z
ela jiným pøístupem k problemati
e konstruk
e kvantového pro
esoru je te
h-

nologie, která pou¾ívá nukleární magneti
kou rezonan
i { NMR. U uvìznìný
h

iontù jsme ovlivòovali poka¾dé jen jeden qubit a mìøili jeho vlastní stav. NMR

místo toho vyu¾ívá velkého poètu jedno-molekulový
h kvantový
h poèítaèù, je-

ji
h¾ mìøením obdr¾íme støední hodnotu výsledku. Tyto molekuly tvoøí kapa-

linu, která je uzavøena v nádobì obsahují
í asi 10

22

molekul. U systémù podob-

ný
h uvìznìným iontùm jsou tradièní problémy s dobou dekoheren
e. Naproti

tomu u NMR je dekoherenèní èas velký. To proto, ¾e NMR pou¾ívá ke kódování

qubitù spinové stavy jader atomù, které jsou elektronovým mrakem dobøe od

okolí izolovány a samotné jádro zabírá v porovnání s 
elým atomem minimální

objem. Ka¾dé jádro naví
 tvoøí urèitý magneti
ký dipól a 
hová se tak jako

malý magnet. Pokud na kapalinu aplikujeme vnìj¹í magneti
ké pole, nastaví se

spiny ve dvou mo¾ný
h smìre
h: paralelním nebo anti-paralelním vzhledem k

orienta
i pole. To odpovídá hodnotám qubitu j0i a j1i. Paralelní spin má pøitom

ni¾¹í energii ne¾ spin anti-paralelní o hodnotu, která je úmìrná síle magneti
-

kého pole. V bì¾né kapalinì jsou oba typy spinù zastoupeny stejnì; pod vlivem

magneti
kého pole jsou upøednostnìny paralelní smìry s ni¾¹í energií. Pokud k

vnìj¹ímu poli pøidáme pùsobení pomo
í elektromagneti
kého pole s radiovými

frekven
emi, pak je mo¾né stavy spinù jemnì upravovat a vytváøet tak super-

pozi
e stavù. Pokud napøíklad vystavíme proton externímu poli kolem 10 Tesla,

pak os
ila
emi 400 MHz mù¾eme podle délky pulzu buï vytvoøit superpozi
i

nebo úplnì otoèit smìr spinu qubitu. Jakmile je èásti
e v elektromagneti
kém

poli, podléhá smìr spinu pre
esi a os
iluje s 
harakteristi
kou frekven
í. Pøitom

vysílá rádiové vlny, které aparatura NMR detekuje.

Aby bylo mo¾né qubity vhodnì ovlivòovat, je v¹ak nejprve zapotøebí zjistit slo-

¾ení vzorku kapaliny. K tomu se pou¾ívá efektu zvaného 
hemi
ký posun, který

u NMR jemnì posouvá rezonanèní frekven
e v závislosti na konkrétním slo¾ení

vzorku kapaliny v dùsledku interak
í lokální
h elektronový
h a externí
h magne-

ti
ký
h polí. Proto¾e nikdo není s
hopen ovlivòovat ani mìøit stavy jednotlivý
h

jader, je zapotøebí mìøit prùmìrný spinový stav v 
elém objemu kapaliny. Do

tohoto prùmìrného stavu vlastnì kódujeme jednotlivé qubity, jeji
h¾ stavy ovlá-

dáme externími poli na makroskopi
ký
h rozmìre
h nádoby s kapalinou. Rùzné

spinové stavy vyvolávají po odeètu pomo
í NMR rùzná NMR-spektra, která

prozrazují stav qubitù. Aby
hom mohli provádìt logi
ké opera
e zahrnují
í ví
e

qubitù, je zapotøebí mìnit energie atomù tak, aby v molekulá
h do
házelo k

tzv. spinovým vazbám (spin-spin 
oupling), které umo¾òují ovlivòovat sousední

atomy a tím implementovat napøíklad opera
i CNOT . Relativnì snaz¹í reali-

za
e te
hnologie NMR je vykoupena nìkolika znaènými omezeními:

- velikost pou¾itelný
h molekul a tím i slo¾itost mo¾ný
h opera
í je te
hnolo-

gi
ky omezena,

- te
hnologie je velmi ¹patnì ¹kálovatelná { objem kapaliny roste exponen
iálnì

s vìt¹ím poètem qubitù (nìkolik desítek qubitù je zøejmì maximum),

- obtí¾ná pøíprava poèáteèního stavu
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Te
hnologii NMR pøedvedla skupina Isaa
a Chuanga v ro
e 1996. Ti pou¾ili

molekuly 
hloroformu CHCl

3

. Jeji
h 2-qubitovému poèítaèi se podaøilo provést

Groverùv vyhledáva
í algoritmus

16

k nalezení jednoho oznaèeného prvku ze ètyø.

16

Groverùv kvantový algoritmus vyhledává s vyu¾itím superpozi
e v nesetøídìném seznamu

v èase kolem O(

p

n). Právì tolik krokù potøebuje algoritmus k tomu, aby se amplitudy prav-

dìpodobností nad superpozi
í v¹e
h prvkù upravily tak, ¾e hledaný prvek má amplitudu prav-

dìpodobnosti blízkou 1 (to znamená, ¾e bude zmìøen právì tento prvek). Klasi
ky trvá pro-

hledání seznamu n prvkù v prùmìru n=2 krokù, tj. O(n).
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9 Budou
nost kvantový
h poèítaèù

V pøed
hozí
h kapitolá
h jsme si pøedstavili základní elementy, ze který
h by

mìl být budou
í kvantový poèítaè sestaven a prin
ipy, na ni
h¾ by mìl být

takový poèítaè zalo¾en. Pøesto¾e se zdá, ¾e souèasné te
hnologi
ké problémy za-

tím nedovolují plnì rozvinout poten
iál kvantové informatiky, je mo¾né s nadìjí

prohlásit, ¾e budou
nost kvantový
h poèítaèù vypadá slibnì. Je vhodné se zde

zmínit o konferen
i Hot Chips konané v Palo Altu v polovinì roku 2000 vìno-

vané vývoji v oblasti pro
esorù. IBM tady pøedstavila prá
i Isaa
a Chuanga a

jeho skupiny, která od 80.let pra
uje v oblasti kvantové informatiky. Na konfe-

ren
i uvedla jeji
h 5-qubitový poèítaè, který pra
oval na frekven
i 215 Hz a byl

pou¾it pro hledání periody funk
e z nám známého Shorova algoritmu. Mù¾eme

se jen domý¹let, jaké prin
ipy budou u budou
í
h kvantový
h poèítaèù vyu¾ity.

Nadìjnì v tomto smìru vzhlí¾í nedávno (2000) objevený efekt tzv. kvantového

pøízraku (quantum mirage), pøi nìm¾ je na mìdìné destiè
e umístìno ve tvaru

elipsy 36 atomù kobaltu tvoøí
í
h tzv. kvantovou hradbu (quantum 
orral). Tato

hradba pùsobí na elektronová mraèna v destiè
e mìdi uvnitø elipsy atomù ko-

baltu. Kdy¾ byl do jednoho ohniska elipsy umístìn dal¹í atom kobaltu, zaèal

interagovat s vlnami elektronù v destiè
e. Stejnì ale elektrony pùsobily na okolí

v druhém ohnisku elipsy a vytváøely tam jakousi kopii (pøízrak) atomu kobaltu

o tøetinové intenzitì, pøesto¾e tam ¾ádný nebyl pøedtím umístìn. Není si ob-

tí¾né pøestavit, ¾e tento efekt mù¾e mít v prin
ipu vliv na pøenos informa
e

mezi dvìma místy (napøíklad v kvantovém pro
esoru).

Kvantová informatika v¹ak pro nìkteré její aplika
e nutnì nevy¾aduje existen
i

kvantového poèítaèe. Oblasti kvantové teleporta
e nebo kvantové kryptogra�e

jsou oddìlenými èástmi kvantové informatiky, které nejsou pøímo závislé na

existen
i kvantového poèítaèe a které lze realizovat souèasnými te
hnologiemi.

Proto se s nìkterými jeji
h prakti
kými realiza
emi mù¾eme setkat ji¾ dnes.

Tento fakt dokládá i následují
í s
héma, které ukazuje, jakým zpùsobem jsou

jednotlivé teoreti
ké oblasti vzájemnì provázány.

Kvantová informatika

�

�R

�

�	

�

�R

�

�	

?

Klasi
ká informatika Kvantová me
hanika

Kvantový poèítaè

Kvantová kryptoanalýza

(Shorùv algoritmus)

Groverùv algoritmus

Kvantová kryptogra�e

Kvantová teleporta
e
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Je zøejmé, ¾e uskuteènìní vize o prakti
ky pou¾itelném kvantovém algoritmu

je svázáno s existen
í kvantového poèítaèe. Jeho konstruk
e je zatím za hrani
í

souèasného te
hni
kého rozvoje. Je témìø jisté, ¾e první pou¾itelné kvantové

poèítaèe budou úz
e zamìøeny pouze na jednu konkrétní aplika
i. Sen o uni-

verzálním kvantovém poèítaèi pra
ují
ím neomezenì dlouho se zdá být v tuto


hvíli utopií. Hlavním hlediskem stojí
ím proti univerzálnosti je jev dekohe-

ren
e, která èasovì omezuje pou¾itelnost kvantového poèítaèe pøi výpoètu. V

nejistotì se rovnì¾ na
házíme pøi pokusu o odhad èasového horizontu pøí
hodu

aplika
e, která by rozhodují
ím zpùsobem ohrozila z dne¹ního pohledu bezpeèná

kryptos
hémata. Pokud ale vezmeme v úvahu, jakého pokroku dosáhla kvantová

informatika za poslední
h nìkolik let (viz tabulka), vypadá budou
nost pomìrnì

optimisti
ky.

1982: Ri
hard Feynman { navrhl pou¾ití kvantový
h systémù k výpoètùm

1984: Charles Bennett a Gilles Brassard { komunikaèní protokol BB84

1985: David Deuts
h { kvantový Turingùv stroj

1994: Peter Shor { faktorizaèní algoritmus

1995: poslána zpráva kvantovým kanálem

1996: Lov Grover { vyhledáva
í algoritmus

1996: Peter Shor a Andrew Steane { kvantová oprava 
hyb mo¾ná

1997: uskuteènìna kvantová teleporta
e

1999: Ri
hard Huges { iontové pasti s desítkami qubitù

2000: v Los Alamos byl vytvoøen 7-qubitový NMR poèítaè

2000: spoleènost IBM ohlásila vytvoøení 5-qubitového NMR poèítaèe

Vidíme, ¾e v poslední dobì se zájem ubírá k implementa
i kvantový
h systémù

pomo
í metody NMR, která se zdá být z te
hnologi
kého hlediska s
hùdnìj¹í

ne¾ jiné te
hniky. V tomto smyslu se nedávají velké nadìje implementa
i pomo
í

iontový
h pastí.

V kvantové informati
e se dnes také setkáváme s rùznými kombina
emi a vy-

lep¹eními základní
h návrhù, o ni
h¾ byla øeè. Napøíklad klasi
ká kryptogra�e

veøejného klíèe je existen
í Shorova faktorizaèního algoritmu jistì ohro¾ena. Ji¾

dnes se ale v rám
i kvantové kryptogra�e veøejného klíèe hledají vhodní kan-

didáti pro kvantovì-jednosmìrné funk
e se zadními vrátky (které jsou jedním

smìrem klasi
ky s
hùdné, kde¾to opaèným nikoliv), které by nebyly silou kvan-

tový
h poèítaèù napadnutelné. Je zøejmé, ¾e problém nalezení takové funk
e

(a ovìøení, ¾e se opravdu jedná o po¾adovanou funk
i) je sám o sobì obtí¾ný.

Vylep¹ení se rovnì¾ doèkal komunikaèní protokol BB84 v podobì verze B92 a

pozdìji L99 (který vymyslel Hoi-Kwong Lo), z ni
h¾ druhý v¹ak vy¾aduje, aby

mìly obì komunikaèní strany kvantový poèítaè.

Zajímavou oblastí ke studiu je také otázka vyu¾ití kvantový
h poèítaèù k si-

mula
i kvantový
h systémù, pøípadnì k ovìøování fyzikální
h teorií. Napøíklad

simula
e souèasný
h teorií sjedno
ují
í
h fyzikální interak
e by mohla vést k

pozoruhodným závìrùm. V pøípadì platnosti teorie a její neefektivní simula
e

kvantovým poèítaèem by se jako závìr nabízela otázka, zda je kvantový poèítaè

opravdovou hrani
í výpoèetní
h mo¾ností v pøírodì nebo ne. Zatím na tyto a
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podobné otázky nedovedeme s jistotou odpovìdìt, ale máme dnes jistì dobrou

nadìji, ¾e se tak v budou
nu, s existen
í kvantový
h poèítaèù a tro
hou ¹tìstí,

stane.
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