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Nekvantovy pohled na fyzikalni pole

- i < e
Albert Einstein (1879 — 1955)

Uvazujme nyni mySlenkovy experiment, & mz uvni¥ vilakového
vagonu kmita foton mezi @dwma planparalelnimi zrcadly, vzajemn
vzdalenymil, z nichz jedno je umisho nap. na strop vagonu a
druhé na podlaze, viz obr. 2.1.

Obr. 2.1

|=ct=c#t

Bude-li vagon v klidu, bude pozorovatel u¥niagénu pozorovat
totéZ, co pozorovatel stojici venku na pe&ron

Trajektorie paprsku je v tomta@ipac pro kazdého z pozorovatel
svislou usekou, ktera se tudiz jevi 8lma pozorovatéim stejré
dlouhé a proto ji sstlo prekona z hlediska kazdého z pozorovatel
stejnycas

t=— . (2.1)
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Jakmile se da vagon do rovnémeého gimocarého pohybu, cela
situace se radikatrznmeni viz obr. 2.2.

Obr. 2.2
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Trajektorie paprsku bude i nyni vzhledem k pozotelNavnit
vagonu svislou us&ou délkyl, neba pohyb vagénu nefize mit
zadny vliv na fyzikalni procesy v inercialni sousta nim spojené.
Vuci pozorovateli stojicimu na perése vSak paprsek jiz nebude
pohybovat svisle.

Oznaime-li jednotlivé trajektorie dle obr. 2.2, potoroldh kterou
fotonu potrva pohyb po delSi trajektorii bude ddtePythagorovy
véty vztahem

C?2=c’i’- V. (2.2)

ok -.‘

Pythagoras ze Samu (570 — 49G¢pn. I)
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Odtud plyne

2 _ 2
=t :tq/l—fz. (23)
C C

Pro zobec#ni tohoto vysledku uvaZzujme dvoijici inercialnichustavz,
>' podle obr. 2.3.

Neclt’ v patatku soustavy je umisén zdroj schopny vysilat stelny
signal vSemi siry.

Signal vyslany v okamziktu= 0, kdy p@atky obou soustav splyvaiji,
urazi za dobu v libovolném sniru vzdalenost

r:(x2+y2+22)12:ct. (2.4)
Obr. 2.3
£
5
0 y
v 0 Y
X, x’

Vzijemny pohyb dvou inercidlnich kartézskych soustav soufadnic

V okamzikut maze byt tento signal zachycen ve vSech bodech kulové
plochy polongrur.

Einsteimiv princip relativity Zada, aby i #¥arkované soust&wse signal
Sitil izotropre rychlostic.

Pro vzdalenost’ musi tedy platit
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r’:(X’2+y’2+Z’2)1/2:Ct’. (25)
Princip relativity tedy zada, aby vztahy ( 2.4()&5 ) byly invariantni

vadi transformaci prostorovychéasovych sotadnic mezi obmi
soustavami, tj. aby platilo

ct?—r?=cit'?—r'? (2.6)

Uvedenému pozZadavku vyhovuje Lorentzova transfoemeaerou pro
pripad soustavy na obr. 2.3ireme zapsat ve tvaru

X =y(x-vt); y=y; Z=z; t':{t—gﬂ), (2.7)
kde
[;:‘E’, y=-5)". (2.8)

Zavedeme-li polohové vektomy=(x, y, z), r' =(X, ¥, Z) urujici
polohu libovolného bodu vifslusné soustay mizeme Lorentzovu
transformaci ( 2.7 ) zapsat ve vektorovem tvaru

r'=r +V{r?(y—1)—yt} : t’:y{t—r ?} (2.9)
v C
kde v=(v,0,0).

Inverzni transformaci vyjdadjici sodadnice v soustavz pomaoci
souradnic v soustay ' ziskame vzajemnou z&moucarkovanych a
netarkovanych vetiin, pficemz pokladame' = -v.

Vektorovy tvar ( 2.9 ) Lorentzovy transformaadestane v platnosti i
v obecrjSim piipact, kdy se d¥ soustavyZ, 2' s vzajems
rovnolEznymi stejnojmennymi osami pohybujidr sobks libovolne
orientovanou rychlosti(vy, v, V,).
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Pt malych rychlostech, kdy tiZeme zanedbat veéiny druhéha:adu 5°
ve srovnani s jednotkou,ireme klasiy/= 1 a Lorentzovy transformace:

' ' riv
r'=sr-vi ; t:t—?. (2.10)

Pripomaime si rekteré zakladni @sledky plynouci z Lorentzovy
transformace.

M¢éjmez dw udalosti, z nichZ jedna probih& v okamziku bock

(X1, Y1, 1), druh& v okamzikt, v bocE (X, Vo, 2) (vzhledem k soustav
2).

Ozn&me postupé

MX=X,—%; DYy=Y,-Vy,;, Dz=2z,-7; At=t,-t. (2.11)

Prejdeme-li nyni k soust&vX', najdeme z Lorentzovy transformace

AX = y(Ax-VIDt); AY =Ay; AZ =Az; At:{At—éij.
c

(2.12)
Pro prostorovou vzdalenost dostaneme s pouzitirh2 P

Al’

(o + (0 + (a27] " =

" (2.13)
= [0 + (ax)2(y2 -1)- 2vy mx it + 22 (2t )2]

Ze vztali (2.12), (2.13) jeiejmé, Ze bude-kasovy intervalit = 0,

tj. uvazované udalosti budou v soustav sowasné, bude intervdit’

obecr rizny od nuly v zavislosti na prostorovém intervahu

Podobr bude-li nap. Al = 0, tj. olg udalosti budou v soustawx

soumistné, nemusi tomu tak byt v soustay; neba obecrg Al' # 0.

Predpokladejme, Ze uvazované udalosti se tykaji jédstice a spojme

pocatek soustavy' s toutocastici.

SoustavaX’ se pak nazyva vlastni (klidovou) soustavou tésdice.
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Aby soustavaX’ zistala inercialni sousta\z rovnongrné a gimocaie
rychlostiv ve sn&ru osyx.
PotomAl'=0, AxX' =0, Ax=vI[Ataz(2.12) plyne

At == (2.14)

Veli¢inu t' nazveme vilastrifascastice a ozname r.
Polozime-li v okamziku splynuti obou ki 7=t = 0, mizeme psat

t v\
T=—:tEE1——2J . (2.15)
14

C

Vlastnicascastice tedy plyne pomaleji, néds v laboratorni soustav
>,

Tento vysledek rizveme zobecnit i na nerovnémy pohybcastice
rychlostiv(t).

V kazdém nekonm¢é maléméasovém intervalu fizeme totiz
predpokladat, ze rychlogastice je konstantni, a spojit&stici
okamzitou klidovou inercialni soustavu $adnic.

Potom plati

drzdt[El—Lgt)T (2.16)

C

a pro konény ¢asovy interval

1
t 2

Ar:ﬂl—igt)} dt (2.17)

C
t1

Uvazujme nynidleso konéného objemu a spojme sousta)/us timto
télesem.
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Budeme srovnavat podélny rozntélesa v obou soustavach:
| =x,—% ; o =1"=%, = X. (2.18)

Veli¢inu |y nazveme vilastni délkodlésa.

Problém vznika pouze sdenim vzdalenostikoncovych bod
pohybujiciho segtesa.

Souadnice &chto bodi musime totiz ufovat sodasre.

Musi tedy bytAt = 0 a podle (2.12 AX' = y [AX,

C

1
v2) 2
|O:y[n:|[E1——2) | (2.19)

nebo, pro obecny nerovnémy pohyb &lesa

2

dl :{1—%@)}_2 w(t) dt (2.20)

t

Al :Hl—igt)} v(t) dt. (2.21)

C

NI~

t

Rozn®Er ve snéru pohybu &lesa je tedy kratSi nez jeho vilastni délka.
Protoze picné rozméry télesa Aistavaji beze zamy, nmeni se povrch a
objem €lesa pouze v zavislosti na podélném rémm
Z Lorentzovy transformace plynouildzité vztahy pro skladani rychlosti
castic.
Protoze rychlostastice v soustavZz resp.2’ Ize vyjadit jako

_dr , _dr’

u=— u = , 2.22
dt dt’ ( )

dostanemeifimym vypatem z ( 2.19)
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, (2.23)
ulv
”ﬁl‘czj

- u
u’X:uxu\\// ; Uy = yuv ; U, = uzuv '
S oY) ey
(2.24)
Vv pripact pomalé Lorentzovy transformace&ibeme psat
,_ u-v
= m (2.25)
==
C

V klasické dynamice je definovana hybnpsiastice jako satin jeji
hmotnostimg a rychlostiu dané inercialni soustaw :

p=mlu. (2.26)
Prvni &ta impulsova je vyjéaigtna vztahem
dp
F=—. 2.27
it ( )

Hmotnostm, je itom povazovana za invariant.

Aby mohl byt vztah ( 2.27 ) zachovan i v relatiigke dynamice, je
treba zobecnit definici pojmu hybnogtvztahem
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p= =mu. (2.28)

Velicinamy je zde opt invariantni wi¢i Lorentzow transformaci a
nazyva se vlastri klidovou hmotnosti.
Velic¢ina

(2.29)

je relativistickd hmotnostastice.
S vyuzitim ( 2.28) Ize vyjatt kinetickou energitastice jakozto miru
prace vykonané silob ve snéru ds po draze, vztahem:

0 0 1-22
Je e e
0 L -2 o -2
c c C
y 2
_ mor EJ‘umlu naD&+m)c?1—u——naé:
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(2.30)
Rovnici ( 2.30 ) pepiSeme do tvaru

4
E=mc=T+mc*=T+E, :moc2+%mou2+grn)u—2+... ,
C

(2.31)
kdeE je tzv. klidova energielesa.
Pomoci (2.28 ) a ( 2.31) zapiSeme rozdil

2 .2
E* - p°c® =m¢c? Bciuz =mgc®. (2.32)
u
1—7

C2

Vidime, ze tento vyraz je relativisticky invariant.
Prejdeme-li tedy do soustawyy/, musi platit

E2 E12 '
—-p’==-p~ (2.33)
C C

Porovname nyni vyraz ( 2.33 ) s obdobnym vztah&@ib | pro kineticky
invariantct® —r?.

Vidime, Ze pro slozky vektono a energiE musi platit roviz
Lorentzova transformace jako pro sloZzky polohovedktorur acast.

E ., E -
= t' - 2 a analogicky (2.9)

zapiSeme Lorentzovu transformaci pro hybnost véovekém tvaru
jako

Pritadimer - p, r' -p', t -

, v E
p =p+vEEpv—2(y—1)-yg] (2.34)

Odtud jiz snadno najdeme transfokmavztahy pro siluF pii prechodu

mezi soustavanit aX'.
Uvazime-li, ze
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F=P po® 4 _dd_ 40 o8 pp=
dt dt’ dt’ dt' dt dt dt dt
(2.35)
dostaneme

F +V{FV[2V(y—1)—g2(F m)}

=

Pro @ipad pomalé Lorentzovy transformace se vyraz ( 2Z3édnodusi
na

F =

(2.36)

F—Clz(Fm)B/
F = 1_u|]/ . (237)

CZ

Prozkoumame nyni vzajemné silovigspbeni dvou bodovych nalioj

v situaci, kdy se oba pohybujiznym zgisobem wci inercialni
pozorovaci soustavy .

Omezime se na rovna@my piimocary pohyb jednoho z ndkio),, a to
nejprve rychlostu << ¢, kdy mizeme pouzit pomalé Lorentzovy
transformace.

ZkusSebni nabo), nech’ se pohybuje libovolnym Zgobem okamzitou
rychlostiv.

Prejdeme nyni k jiné inercialni soustasouadnic’, jejiz stejnojmenné
oSy jsou rovnoéZné s osami soustawy a ktera se pohybujaiwi
sousta¥ X rychlostiu.

V sousta¥ ' je tedy ndbof); nehybny a vytvé elektrostatické pole
v souladu s Coulombovym zakonem.

Na nabojQ, pohybujici se v této soustarychlostiv pisobi
Coulombova sila
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)

ATE, S, - 10) (2.38)

f— rQl

kdery arg jsou polohove vektory nabiofd, aQ; v soustay 2.

Charles-Augustin de Coulomb (1736 — 1806)

Abychom nyni vyjadli silu ptisobici ze strany nabof@, na nabofQ,
v pavodni, laboratorni soust&x, pouzijeme pomalé transformace sily
(2.37 ) a podle zavedeného o¥eai zde nahradime - u, u - v.

F—lz(FD/)Eu

F = Cuw . (2.39)
1_7

2

Pro zgtnou transformaci dostavame

F
T (2.40)

kde ovSenu’' =—u.
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Abychom gFesli na pravé stran 2.40 ) k rychlostemiasticu av uvniti
laboratorni soustavy, pouzijeme pomalé transformgaciglosti ( 2.25 ),
opét se zaminouv - U, U - Vv, U - V' .

,_Vv-u
V' = e (2.41)

1- 2

C

2
Po dosazeni do ( 2.40), zanedbém|’émalié\duu—2 a upra¥ najdeme

C
) - -1
B I VY ufv-u) | _
F=F+—| P w1+ =
C 1_@ 2( _Uﬂlj
2 c1 2
] c il c
) e Sl 1o

:F’+C—12v><(u><F’).

Dosadime nyni z&' Coulombovu silu ( 2.38).
Rozdil polohovych vektdrupravime pomoci pomalych Lorentzovych
transformaci ( 2.10 ).
Pri tom predpokladame, Ze v soustaX', kde nabofQ; vytvéaii statické
pole, ugujeme polohu obou nakiofousasre (o, =to, ).

2
S presnosti na valiny fé\duz—2 tedy mame

2
| A | I _ —_ u r
R =rg, —rg =T, _rQl"U(th —th)—R—?R =R. (2.43)

Koneiny vysledek pro silF mezi déma bodovymi pohybujicimi se
naboji dostavame tedy ve tvaru
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F:Qz[ Q 53+VX(UXR)L} . (2.44)

47E, R 47E,C°R’

VSimnéme si nejdive prvnihoclenu na pravé stran( 2.44 ), ktery
vyjadiuje tucast silyF, jez nezavisi na rychlostinabojeQ..
Tentoc¢len ukuje rovréz i silu pisobici na nabd),, je-li jeho rychlost
v vuci laboratorni soustavnulova, jakozto vysledekipobeni
elektrického pole vyt@&ného pohybujicim se nabojepa.

Pro jeho intenzitu podle ( 2.44 ) dostavame

_F_ Q@ R
Q, 4m, R

Eo(er) (2.45)

PodleE, nelze ztoto#tovat se statickym Coulombovym polem, nébo
v ¢asové zavislosti polohového vektdRye implicitné obsazena i
c¢asova zavislogk,,.

Z tvaru ( 2.45) jeirjmé, Ze pro pol&, plati v kazdém okamziku
Gaussv zakon.

Tedy pro kazdou uzaenou plochiusklidovou vici sousta¥ 2,
obklopujici v daném okamziku nab@j plati

<j>EO ds=% (2.46)
S &

V pripadech, kdy lze zavést objemovou hustotu nab&gé, novrez
diferencialni tvar

divE, :% | (2.47)
0

Z tvaru ( 2.45 ) rovée vypliva, ze polé, je v kazdem okamziku
potencialové, tj. v kazdém béglati

rot E, =0. (2.48)
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Na druhé strahz jehoc¢asové zavislosti plyne, Ze nabiidstice, ktera
v ném vykona pohyb po uz&ené draze koraou rychlosti, mze
obecr vykonat nenulovou praci.

Pouzitim ozné&eni podle ( 2.45) Ize vztah ( 2.44ikpsat do
prehledrgjSiho tvaru

F:QZ{EO+C_12|]/><(UXEO)} _ (2.49)

Druhy ¢len napravo reprezentuje novy typ silovélisgbeni mezi
pohybujicimi se naboji, které zavisi na rychlastkuSebniho nabof®..
Zavedeme-li novy typ vektorového pole

Bo(er):C—lz(uxEo) , (2.50)

Dostaneme namisto ( 2.49 ) tvar
F=Q,(Eo+V*B,), (2.51)

znamy jakad_orentzova sila

Veli¢ina By Charakterizuje tzv. magnetické pole a nazyva se
magnetickou indukci.

Podobr jako pole elektrické, dzeme i magnetické pole
charakterizovat induimi carami, které maji tu vlastnost, Ze vektor
magneticke indukce v daném kddzi ve sniru telny k indulkéni ¢are
jdouci timto bodem a jeho orientace souhlasi sgesmorientace
indukéni ¢cary.

Hustotu toku indu&nichcar je mozno normovat tak, aby se rovnala
velikosti vektoru magnetické indukce.

Vypocéteme-lidiv By z ( 2.50 ) dostaneme vzhledem k ( 2.48 )

divBO:izdiv(UXEo):iz(EoDiotu—uﬁfot E,)=0. (252)

C C
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Znamena to, Ze magnetické indakcary nemaiji zdroje a musi sedu
uzavirat samy do sebe, nebdinat a kodit v nekoné&nu.

Takové pole nazyvame solenoidalnim.

Jak ukazal P. A. M. Dirac, relativisticka kvantan@chanika fipousti
moZnost existence tzv. magnetickych monapt)l magnetickych
naboji které jsou zdrojem indwkich¢ar.

Jejich existence vSak nebyla dosud experime&i@bivrzena.
Aplikujeme-li operaci rotace na deftmi vztah ( 2.50 ), zjistime

s ohledem na ( 2.47 ), et B, je obeck rizna od nuly, tj. magneticke
pole neni potencialni.

Pri celkovém hodnoceni ziskanych vyslédidy vidime, Ze ip malé
2

rychlosti, kdy nfizeme zanedbat faktc—l}% proti jedntce, vede pouziti
C

Lorentzovy transformace wipact elektrického pole ke stejnému
vysledku, jako pouZziti klasické Galileiho transf@oe, podle niE = F.

Galileo Galilei (1564 — 1642)

Na druhé strahivsak i @i téchto malych rychlostech méa pouziti
Lorentzovy transformace za nasledek objeveni séhmmitenu
reprezentujicihoisobeni magnetického pole, ve vyrazu (2.51) pro
silu.

Uvazujme nyni fipad, kdy se nabd@); pohybuje libovolnou rychlosti
u<c.

Zabyvejme se nejprve pouze elektrostatickou intdrdk pisobenim
pohybujiciho se nabof@,; na nehybny zkuSebni nalj.
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K tomuto &elu pouzijeme jednoduchy mySlenkovy experiment
vyuzivajici efektu relativistické kontrakce délek.

M¢&jme pro ugitost dw inercialni soéadné soustavly a 2', pricemz 2’

se \ici laboratorni soustavZz pohybuje rychlostv ve sn&ru osyx (viz
obr. 2.3).

M¢éjme nyni rozlehly deskovy kondenzator nehybny vssaw '

s rovinami desek rovneébnymi s rovinouw', y'.

V sousta¥ X' bude mezi deskami kondenzatoru existovat homogenni

elektrické pole ve s#nu osyz o velikosti

g-0 (2.53)

kde o’ je ploSna hustota naboje na deskach kondenzatoru.
Prejdeme-li nyni do soustavy, bude se zde kondenzator pohybovat
rychlostiv a jeho rozriry ve snéru osyx se zkrati faktoreny ™.

V témze ponaru se tedy zmenSi plocha desek kondenzatoru, ajarot
celkovy naboj na deskach kondenzatakstava nernny, vzroste
hustota naboje z’na

o=0'ly. (2.54)

Vznika samoizejne otazka, zda i v laboratorni soustaouadnic
zastane zachovan smsilo¢ar pole rovnobzny s 0SoLr.
Symetrie pohybuifpousti eventualni vznik podélné slozky pole ve
SITEru OSyxX.
AvSak vzhledem k tomu, Ze pole uvrkbndenzatoru je superpozici poli
dvou op&n¢ nabitych rovinnych desek, Izéekavat, ze by se takové
piipadné podélné slozky pole vzajefhnwykompenzovaly.
Tedy i v sousta¥ 2 budeme mit homogenni pole ve&mosyz o
velikosti E=2..

€o
Diky lorentzovské kontrakci desek tedy gdoy pole zhoustnou a mame

E=E'ly. (2.55)
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Budeme-li nyni orientovat desky kondenzatoru rowzob s rovinoux,
Z uvidime, ze tataz zéna nastane i s vektorem intenzity pole orientovan
ve sné&ru osyy'.

Naproti tomu, budou-li desky kondenzatoru orientgvéovnolEzne

S rovinouy', Z, projevi se v laboratorni soustak zkraceni délek jako
sblizeni desek kondenzatoru a tat@&aennema vliv na hustotu star
pole, a tedy ani na vektor jeho intenzity veamosyx.

Timto ndzornym zfisobem jsme dosp k zawveru, ze mezi slozkami
elektrostatického pole a slozkami elektrického p@bofi pohybujicich
se ve sréru osyx rovnonerné libovolnou rychlosti plati transformeni
vztahy

E.=E, ; E, =ylE, ; E,=yI[E,. (2.56)

M¢éjme nyni bodovy nabdp pohybujici se rovno#nné rychlostiu.

S timto nabojem spojime §atek inercialni soustavy stadnic
pohybujici se podle obr. 2.3 a asnamfime ve smruu =v.

Protoze elektrické pole tohoto naboje butkgm¢ osow symetricke
vzhledem k os&, budeme vySébvat pouze jeho slozky v rourx, z
Vzhledem k rovnogrnému pohybu nabof@ je Ihostejné, ve kterém
okamziku budeme pole vys$evat.

MuZeme proto s vyhodou zvolit okamiik t' = 0, kdy p@atky obou
soustavX a X' vzajemr splyvaji (viz obr. 2.4).

Obr. 2.4

z=z'

o=0 x=x'

K vypoctu intenzity elektrického pole bodového naboje pohybujiciho se rovhomérné libo-
volnou rychlosti
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Pritom miZzeme pouzit zjednoduSené Lorentzovy transformace ),
kde polozime = 0, kdy nam pé&atky obou soustav splyvaiji.
V sousta¥ X' vytvari naboj statické Coulombovo pole o slozkach

£ - Q cos® _ Q X _ Q yplx

A, 2 A1 A, 1]

0 . ' 0 ’ 0 (257)
= Q sn@ _ Q Z Q z
‘A, 1’7 Ayt Ay r?
Pro sloZkyE,, E, pak podle (2.56 ) a ( 2.57 ) plati
= 2 VX

4TE, T
(2.58)

E = Q ylz
‘oA, r?
cili
E, z
—Z=—, 2.59
E % ( )

Ziskame tak tlezity poznatek, ze elektrické polémocare se
pohybujiciho bodového nabojastava radialni a Ze jeho silary lezi
v pitimkach prochéazejicich timto nabojem.

Zbyva ukit rozlozeni hustotyéchto silaéar v prostoru neboli velikost
vektoruE.

Q

Po jednoduché matematickeé uma/substitucir - k dostavame
TE
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2 2 2 2 2 2 2
Ezzkzyzx-’:;z :kzy2 X *2 3:k4 X +z =
r [(yD()Z + 22] Y (x2 + 7% - [5* &2)
2 2
= k? (1_132) . - k2 (1‘,32) .
(¢ + 2| 1- iva r4(1- B sin ©)
X% + 7%
(2.60)
Smer silocar je @itom vyjaden Uhlem® pro rgjz plati
Z z ,

silocary se tedy v prostoru nggi jako pevné tky.
Vektor intenzity elektrického polé mizeme tedy podle ( 2.60 ) napsat
jako

_ 1-5 Q r
R 26

anebo v pipact obecné polohy nabof@ jako

_ 1-p Q R
Elr,)= , 2.63
0 (1- B in? ©)"* 472, R° (269)

kde vektor piivodice R =ry—rq , I'g je polohovy vektor bodu, vemz
elektrické pole utujeme pomoci zkusebniho nabgje

Naboj, ktery se pohybuje libovolnou relativistickoxchlosti vytvéi
tedy elektrické pole, které se liSi od p&lgdaného ( 2.45 ) faktorem
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r=, 1P - -5 (2.64)
1-pgsince)® =T
ux
| R
C

zvanymHeavisidaiv faktor .

PoleE =T [Ey narozdil od polé&, pomalu se pohybujiciho naboje jiz
tedy neni sféricky symetrické ale zavisi keomzdalenosti téZ na uhlu,
jejz svira ptivodi¢ se smirem pohybu naboje, viz obr. 2.5

Obr. 2.5

¢

al bl

Silocary elektrického pole bodového relativistického a) a ultrarelativistického b) néboje

Cim vice se bliZi rychlost nabitdstice rychlosti sitla, tim vice se
silocary zhusuji ve snéru kolmem ke siru pohybu.
Porovname-li nyni vySe diskutovan&pgady gisobeni nehybného
naboje na pohyblivy a naopak, zjistime, Ze zde spimén treti
Newtoniv zakon.
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Isaac Newton (1643 — 1727)

Nehybny naboj totiz fssobi na pohyblivy silol = E(r)[d, kde poleE(r)
je Coulombovo, zatimco pohybujici se nabiggbi na nehybny naboj
silou téhoz tvaru, vémz vSak obeahvystupuje pole ( 2.63 ).

Jen @i malych rychlostechiigchazi toto pole na tvar ( 2.45).
PoruSeni Newtonovadtiho zakona jetssledkem relativity satasnosti
meieni obou sil v soustavach jez sg&ivsole navzajem pohybuiji.
Prestoze elektrické pole pohybujiciho se naboje nensiocary
rozloZzeny stedow symetricky a nema tedy coulombovsky tvag] by

v disledku invariance velikosti ndbojé&dr pohybu, Zstat nadale

v platnosti Gauss/ zakon ( 2.46 ).

Preswdcme se o tom.

Budeme nejprve uvazovat Gaussovu plochu ve tvadav&yplochyS,
polomeru ro nehybné v soustaz , v okamziku, kdy se nabQ) nachazi
Vv jejim steduC.

Vektor E ma v tomto pipact stale smr normaly ke kulové ploSe, takze
pro celkovy tok intenzity plati

qp:(ﬁSKEdS:Cj)SKEdS, (2.65)

kam zaE musime dosadit ( 2.62).

Pro vyp@et integralu zavedeme sféricke sminicer, ©, ¢ vztazené ke
stredu koule.
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Souadnicer predstavuje vzdalenost odetluC, uhel® je uhlem ktery
svira pfivodi¢c se smrem pohybu naboje (osodia Ghelg je polarni
uhel v roviré kolmé ke smru pohybu a prochazejiciralemC.
Vzhledem k osové symetrii Ulohy intenzita pole héudp nezavisi a je
funkci pouze satadnicr a©.

Mame tedy

Q= (I} EdS—. r— Q r,’>sin@ dOdg =
Js 477£r

Id¢ ¢ (1-p° )smG)?/2 o~
o (1- 42 sinf e)
h-t%(1- B2 (2.66)
[(1-8° +[>’2t)

4775

IFS|n@ do =

O >t

_ Q1 Bt _Q
25,81/3(1t)

€o

Uvazujme nyni fipad, kdy se pohybuje jak nal@j tak i zkusebni
nabojqg, raiznymi konstantnimi rychlostmi.

Pouzijeme-li namisto pomalych Lorentzovych transiaci ( 2.37 ),

( 2.25) gesné transformace ( 2.23) a ( 2.23 ), dostanekaevjgsledek
opet silu tvaru (2.49 ) resp. (2.51), tedy Loremzailu.

F:q|:E +C_12B/X(UXE):|:q(E+VXB)_ (267)

Na mist elektrického pole zde vSsak jiz nevystupuje pol@lémbova
typu ( 2.45 ) nybrz elektrické pole nab@)gpohybujiciho se libovolnou
konstantni rychlostil ( 2.63 ).

E=rE,=r- - 2R, (2.68)
47, R
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Vztah mezi elektrickym a magnetickym polem typug®) se fitom
ukazuje byt obecnplatnym, a plati tedy

Bzc—lz(uxE). (2.69)

Vztahi (2.68), ( 2.69 ) pouzijeme k vy@to elektrického a
magnetického pole nekofr@ dlouhého homogenniho paprsku néiboj
pohybujicich se rychlositi.

Zavedeme-li linearni hustotu nabaje tomto paprsku, zeme pouzit
vztahu ( 2.68 ) pro vyjaeni gispsvku AE k celkovému poli v daném
bodk, ktery vzbudi kratky usek paprsku nesouci n&GpF r[Al:

4}; %AI | (2.70)
0

AE =T

Celkovou intenzitle pak dostaneme integradieg celou délku paprsku.
Pritom opet stai uvazovat pouze projekce do & kolmého k paprsku.

Obr. 2.6

K odvozeni intenzity elektrického pole pfimého ndbojového paprsku

Podle obr. 2.6 mame
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__do, R=——, (2.71)
sSin“© sSin®

| =-r [totg® , dl =

a tedy s pouzitim ( 2.66 )

(o]

] T
! jrgfem: * [reinodo=
R 47, O

r
27E

E =

(2.72)

—00

Obdobnym zpsobem bychom mohli vygist i magnetickou indukci.
Uvazime-li vSak, Ze rychlost jednotlivych elemenie vzdy rovna
intenzi€ E, mizeme pouzit vztahu ( 2.69 ), a tak zisk@mo

g= o Ul (2.73)
21 r

Nabojovy paprsek vyt¥atedy stacionarni elektrické a magnetické pole.
Intenzita elektrického pole je totoZzna s intenziédektrostatického pole
nabité gimky pri téze linearni hustdtnaboje. Magneticke pole ma

sner kolmy k rovirg paprsku a givodice do daného bodu.

Uvazujme nyni dvoijici nekordaeé dlouhych rovnobznych nabojovych
paprski o vzajemné vzdalenosti s linearnimi nabojovymi hustotam,,

I, a rychlostmuy, u, .

Na nabojovy elemer[Al druhého paprsku budégobit elektricka sila
E[Al, kdeE je intenzita elektrického pole podle (2.72).

Na jednotku délky druného paprsku bude tedlyobit elektricka silé. :

f=nle (2.74)
2TE

Podob#r I1ze spgitat podle ( 2.67 ) i magnetickou silu, pouzijemprb

magnetickou indukci v mistdruhého paprsku vysledek ( 2.73).

Jelikoz vektoB je kolmy na spoknou rovinu obou paprsk bude mit

magneticka sil&, pasobici na jednotku délky druhého paprsku velikost
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fm — /'IO |T1u1| [ly2u2| ( 275 )
21T r

a oba paprsky se budotitphovat nebo odpuzovat touto silou

v zavislosti na souhlasnosti znaménkacgou 7;U4, U, .

Nap‘iklad budou-li mit oba paprsky souhlasna znameboja
souhlasnou orientaci rychlostj, u,, bude elektricka sila paprsky
odpuzovat a magneticka sila je budghovat.

Velikost obou tyf sil je v pongru

f._uu,

m —

—m =2
f, ¢

(2.76)

neni bez zajimavosti, ze vyraz pro celkovou sfisopici mezi déma
paprsky Ize ziskat bez zawdud pojmu magnetického pole, pouze jako
dusledek relativistického efektu kontrakce délek.

M¢&jme pro uiitost ot souhlasné znaménkm, 7, a souhlasny sén
rychlostiuy, u, a zvolme srér odpudivé sily jako kladny.

Prejdéme do soustavy' pohybujici se spolu s naboji druhého paprsku
rychlostiu, .

V této soustad pusobi na druhy paprsekeime pouze elektrické sily a
plati

f;:%, (2.77)
0

kde ry’, ©’ jsou linearni hustoty nahioy soustav %'.

Prejdeme nyni z§ do laboratorni soustavy. Préignou slozku sily
pripadajici na jednotku délky v podélnémé&mpritom platif =f,
Zbyva pgretransformovat linearni hustoty nabeie ' do laboratorni
soustavy.

Muzeme k tomu pouzit vztaranalogickych ( 2.54 ), ktery vSak plati
pouze pro fechod mezi laboratorni soustavbua klidovou soustavou
>,

Podle tohoto vztaha' =7, /)5 .
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Naboje prvniho paprsku se obé@ohybuji v obou soustavach a to
rychlostmiu; au;'.

Musime proto {&jit nejprve od klidové soustavy prvniho paprsku
2'(7;=1,/y,) a odtud do soustavy/, kder, =1, =7,/ v

Vysledna sila na jednotku délky druhého paprskabeotatorni soustav
je tedy

f :f': T1’T’2 o T1T2 Vl . (278)
2N 2ES VY,
Dosadime-li
1 1 1

u2 2 u2 2 12 2
ylzil_c_lzj , Vz:(l‘c—g] , 1/1:(1_ L:;lzj ' (2.79)
dostaneme po uprav
f=_lle ( _ “1‘;1), (2.80)

27, I C

Prvniclen zde odpovida elektrické sile ( 2.74 ), druhygnsické sile
(2.75).
Z (2.76) je zejme, ze magnetické sily mezi nabojovymi paprsky

v piipadt pomalu se pohybujicich naliaj; < ¢, u, < c predstavuiji jen
malou relativistickou opravu k silam elektrickym.

MuZeme si vSakidstavit sloZ#jSi struktury, v nichZ budourevliadat
sily magnetické.

Uvazujme nafiklad kladné a zaporné naboje téze velikosti sling
hustotour rovnongrné rozlozené naipmce.

Jsou-li oba druhy naboje v klidu, bude tatémka elektricky neutralni.
Predstavme si nyni, ze naboje jednoho znaménka, mnaporné, se
zanou pohybovat rychlosti.

Podle zakona o kontrakci délek vzroste linearntdtaszapornych
nabofi na 47a pimka se stane nabitou s hustotgd — y).
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Mame-li nyni d¥ takové, pro jednoduchost identické rovinié
piimky ve vzdalenosti, budou na sebeipobit elektrickou silou

201 N\2
Ll Ay (2.81)
27, I

Abychom utili celkovou silu @isobici na jednotku délky druhé&mky,
musime Wit zvlag’ silu pisobici na kladné a zaporné naboje.
Na kladné nabojegsobi zejnme sila

2 —
f=L A7) (2.82)
27, I

Prejdeme-li do klidové soustavy zapornych néldnquhé pimky,
zjistime, Ze na&pisobi ze strany prvnifpnky taz sila.

Vysledna celkova sila na jednotku délky drubiénity bude, jak vime,
taz i v laboratorni soustéyvtakze dostavame

2 —
f=pl 07N (2.83)
27,

Srovnanim ( 2.82) a ( 2.83) zjistime, Ze celkpiréazliva sila

( 2.83) je mnohemé&iSi nez nepatrna odpudiva sila elektricka
(2.82).

V prvnim giblizeni je celkova silasilou magnetickou:

2

2.2
f=_t (1— ! ]z—%‘” - _tol (2.84)
r

TE, h- B 20T T 2y

Mé&jme nyni rovinu nabitou s plodnou hustotou nalapjpricemz
vSechny naboje se pohybuji touz konstantni rychilpst

Rovinu Ize rozdlit na tzke pimé prouzky §ky Al rovnol&zné se
snerem pohybu nabéj
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André-Marie Ampeére (1775 — 1836)

Kazdy takovy prouzek fitzeme povazovat z&imy nabojovy paprsek o
linearni hustat T = g Al a pole jim vytvéené popsat coby pole
nabojoveho paprsku, dlg¢grichozich fiklada.

Superpozici elektrického poléchto ndbojovych paprékzjistime, ze
elektrické pole této roviny je konstantni, kolméokiné a rovnou

£=9 (2.85)

Uré¢ime nyni magnetické pole této rovinyikeme nafiklad uvaZzovat
vzdy dvojice prouzik symetricky umisinych \ici pat kolmice
spustné z daného bodu mimo rovinu a zjistime, sisgvek

k magnetickému poli od takové dvojice je rovabiy s rovinou (viz
obr. 2.7).
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Obr. 2.7

i by

2 1

K odvozeni magnetické indukce plo$ného rovinného proudu

Z téhoz obrazku najdeme vztahy

| =r ana,
rlda

dl = ,
cosa

R=_" (2.86)
cosa

AB =2cosy E&QAI
21 R

Integrovanim pak zjistime vysledné magnetické pole:

2
B”O"“f * g =He%Y (2.87)
T Jo 7
Podivejme se nyni, jak se transformuji slozky elekého a
magnetickeho poleippiechodu od jedné inercialni soustavy ke druhé.
Pouzijme opt naSi gredstavu pohyblivého kondenzatoru z jedné
z predchozich uloh, znazaimou na obr. 2.8.
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Obr. 2.8

IB_,,

/
E/’/

: /u/

X, Xx'

K odvozeni transformacnich vztahii pro slozky intenzity elektrického pole a magnetické
indukce

Predpokladejme, Ze kondenzator se pohybuje v@ssy X konstantni

rychlostiu v soustav %, resp.u’ v soustav 2'.

Muzeme jej tedy povazovat za soustavu dvou rovitetwch
nabojovymi paprsky s opaym znaménkem naboje.

Budeme-li v soustavZ superponovat elektricka pole (2.78 ) a
magneticka pole ( 2.87 §ahto dvou rovin, zjistime, ze vektor intenzity
elektrického poldE je orientovan ve sénu osyy a ma velikost

e=9 (2.88)
80

vektor magnetické indukd® je orientovan ve sénu osyz a ma velikost

B = y,ou. (2.89)

73



74

Stejny obraz ovSem budeme pozorovat i v sodskypouze s tim

rozdilem, Ze musime dosadérkované hodnoty’, u’.
Podle relativistického zakona skladani rychlo&i24 ) dostaneme

’_u_v ’_IBU_ﬁ

u _1_uv’ B, _1—,3u/3 : (2.90)
C2

ep=Y, =Y p=4
C C C

Abychom utili g’, musime nejprveipjit ze soustavy do klidové
soustavy kondenzato!’ (pohybujici se &c¢i laboratorni soustav

rychlostiu) a najit zdeo™ = g
4
Z této soustavy pakipjdeme do soustavy , kde bude

0":VUW:£ 1 :g 1 =
yu yu - B'* u — 2
iR
1-B8.8 (2.91)
a 1-B.8
=— - =oy(1-B,B8).
b 1-77) (1 57)
Potom
, _0 _ | 0oBBo)_ _ HoU | _ _
i NG G
(2.92)
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B, = 1,0’ = oy c( B, - B) = y( 1o u- o V) =
:y(BZ—ZEJ:y[BZ—E Eyj (293)

kdybychom nyni orientovali mysSleny kondenzator rowizné s rovinou
X, y, nalezli bychom vztahy meziovymi sloZzkami elektrického pole a
y-ovymi slozkami magnetického pole.

Podobr bychom z tohoto mysSlenkového experimentu mohlud#o ze
slozky E, aB, se i transformaci nemni.

Dostavame tedy nasledujici obecné transfénineovnice pro slozky
elektrického a magnetického pole:

E,=E., E=y(E-BcB), E=y(E+BcH),
(2.94)
B =B, By=y[By+£ Ej, BFV( B;% Ey),

C

které, jak si pozgi ukdZzeme, jsou sloZzkami jediného antisymetrického
ctyitenzoruF; , zvanéhdenzor elektromagnetického pole

Vidime, ze slozky elektrického a magnetického gebel zde nerozking
spjaty transforménimi vztahy.

Predpokladame-li, Ze v sousta¥’ jsou naboje v klidu, bud®’ =0 a z

( 2.94 ) nam vyplynou transformace ( 2.56 ) jak@a&ini gipad.

Z transformanich vztali ( 2.94 ) dale plyne, Ze je-li v soustaX pole
Cisté elektrické ( 2B = 0), objevi se v sousta’ magnetické pole o
slozkach

B.=0, B=FPE, B=-g, (2.95)
C C

neboli, psano vektor@v
I 1 I I
B'==VxE". (2.96)

C
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Analogicky, je-li v sousta¥ 2 polecist¢ magnetické (& =0 ), bude
V soustay 2’

E =0, E, =-5cE,, E,=4cB, (2.97)
Cili
E'=-v'xB'. (2.98)

Pro malé rychlostv < ¢ miZzeme polozity= 1 a transformai vztahy
(2.94) zjednodusit na

E'=E+vxB, B':B—izvxE. (2.99)
C

Pomoci obecnych transformaci ( 2.94 ) se iBsWdcit, Zze existuji
urcité kombinace vekt@arE(r) aB(r), které se p transformaci mezi
dvémi inercialnimi soustavami nemi.

Takové veléiny nazyvame invarianty elektromagnetického pole.
Jsou to

N=EB, (2.100)
> =B*-—FE (2.101)

Ze vztahu ( 2.100 ) zejména plyne, Ze jsou-li vekipaB v r¢jaké
inercialni soustavnavzajem kolmé, zachovaji si tuto vlastnost vekiSe
inercialnich soustavach.

VySetime nyni obecné vlastnosti elektrického a magnéliokpole jako
jsou jejich rotace a divergence.

DospEjeme tak k Uplnému systému rovnic popisujicichtvasti tzv.
elektromagnetického pole, tj. sjednoceného eldéého a magnetického
pole.

Pro elektrické pole naboje pohybujiciho se libowolntedy i
ultrarelativistickou rychlosti jsme si &#ili platnost Gaussova zakona.
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Pokud Ize zavést objemovou hustotu nabmjeizeme tento zakon
vyjadrit opét i v diferencialnim tvaru

dive =2 (2.102)
80

Presre vzato, pro divergenci pole bychom néli psat
divE = div(r'E,) = E, Ograd™ + " OdI\E . (2.103)

Snadno se vSak@swdcime, zeE, [gradl" =0 a objemové hustoty
naboje zavedené ( 2.47 ) a ( 2.102) se liSi noatiow koeficientenh :

p=Tp,. (2.104)

Otazkou je, zda polE zistava potencialni, tj. zda pré plati vztah
(2.48).

Jiz pouhym pohledem na rozloZeni &dona obr 2.5a snadno usoudime,
Ze toto pole potencialni neni.

Bude-li se totiz nabitdastice pohybovat v tomto poli po uzamé draze

|, vyznaené na obrazku, budéifom vykonana nenulova prace, nébo

k praci budou pspivat pouze radialni Useky této drahy, nebpraci
budou gispivat pouze radialni Useky této drahii¢emz hustota sikar

a tedy i intenzita pole je na obaichto Usecichiizna.

Primym vypaitem dostavame

rotE =rot(F'E,) = gradl xE, +I [fotE, = grad” xE,.  (2.105)
Vypocteme

dr (ulR)R-Ru
d® R usin®

dr
rad =—— grad® = 2.106
g 10 g ( )

neba’
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cos@:% ,  grad( co®) =~ si®grado. (2.107)
u

Potom

R)R - R?
dr (WRR-Ru o __dr ¢ 5 (,108)
dO® RuBkin® dd RIUSIin®

rotke =

viz (2.67).

Vidime, Ze vektorotE je obecw nulovy a rovnobzny s vektorem
magnetickeé indukc® =I'B,.

Vyraz na praveé stran 2.108 ) Ize vyjatit jako parcialnicasovou

derivaci magnetického pokeg—lf.

Dokazme si to: elektrické a magnetické pole pohigilup se naboje
urcujeme v bod o polohovém vektoruy, .

Budeme-li tento bod fixovat v prostoru, potéasova zavislost pole
v tomto bo@ bude dang&asovou zavislosti vektoru

R(t): f[R(t)]=f[r,—ro(t)]. (2.109)

Parcialnicasovou derivaci pole pakibeme vyjadit jako

of (dR dr
—=|—grad | f=—-| —2 grad | f=—(uOgrad) f 2.110
ot [dtg j (dtg ] (uCgrad ( )

Pouzijeme-li tento vysledek,ibeme psat
0B
=—(uyrad)B =-B,(ugradrl) - (u Ograd) B, (2.111)

Prvniclen na pravé stra&upravime podle ( 2.106 ) na
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dl Rcos®- PR ad u.

-B,(ulgrad ) =-B =B,——sin®
o(ufgradr) do  RuBsin® "d®d R

(2.112)
K Upraw druhéhcilenu (2.111 ) pouzijeme vztahu
(afgrad)(bxc) = bx(algrad) c- cx( aJgrad) . (2.113)

Dostaneme

- (uyrad)B, = g(u (grad)(uxE,) = Crzu><(u Cgrad €, =

=L Q UX(uEgrad)

¢’ 47E, R
__ I Q fu _3R(ulR)
c’ ATE, R’ R
:Lz Q BUB:?@( R)—Boﬂcos@
c” 4re, R
(2.114)
Snadno sp&ieme
dar _ _qr [?sin® coN (2.115)

do 1- 5°sin"®

a spojenim vysledk( 2.112)a (2.114 ) s (2.111 ) najdeme

d—B——(ism@Hﬂ'co&@jB d ¢ B,. (2.116)
dt do d® ROusin®

Porovnanim (2.116 ) s ( 2.108 ) ziskame Faradagkon
elektromagnetické indukce:

ot
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VSimréme si nyni vlastnosti magnetického pBle

Michael Faraday (1791 — 1867)

Pro jeho divergenci dostavame

c’divB = div(uxE) =E rotu—u rotE =

(2.118)
=-u rotE:ua—Bzi(UXB)=0,
ot ot

neba’ vektoryu aB jsou vzdy kolmé.
Koneiné se budeme zajimat o rotdgi
Dostavame

rot B :C—lzrot(UXE) =

:C—lz[u divE -E divu +(E gradju-(u gradE|= (2.119)

1 1 oE 1 0E

= u+——= u+——-.
czeo'o ot Mg

kde konstantay, =

-— je permeabilita vakua.

0
Predstavme si nyni soustavu nadhdjteré se pohybuji v soustax
rovnomernymi a @gimocarymi pohyby libovolnymi rychlostmi.
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Pole vytvd&ené touto soustavou nabopizeme vyjadit coby
superpozici poli jednotlivych bodovych natoj

Podle vyse ziskanych vyslaedkyhovuji vysledna vektorova pole
systému rovnic

1 0E
rot B = u+—— 2.120
/'IOIO CZ at ( )
divE =2 (2.121)
80
rot E:—a—B (2.122)
ot
divB=0, (2.123)

popisujicich obecné vlastnosti tzv. elektromagkeétio pole.

Jak ukazali M. Faraday a J. C. Maxwell, plati mgenice i pro pipad
naboji pohybujicich se zcela obeghj. téZ se zrychlenim.
Vyjadiime-Ili nyni soustavu ( 2.120 ) — ( 2.123) tkdaxwellovych
rovnic v Gausso¥ soustaw jednotek, mnohé vypéty se nam tim
porékud zjednodusi:

_10E _4n

rotB--——=— (2.124)
cat c

divE=4mp (2.125)

rot E+16—B:O (2.126)
c ot

divB=0. (2.127)

Prvni dvojice Maxwellovych rovnic popisuje generalgktrického a
magnetického pole svymi zdroji, tj. hustotou elekigho naboje a
prouduj vystupujicimi na pravé stran

Druha dvojice vyjatlje dalSi vnitni vlastnosti pole.
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Z rovnic (2.124) a (2.126) je \#t Ze elektrické a magnetické pole
mohou svouwasovou pronnosti vzajem& generovat jedno druhé.

Tvurci klasické elektrodynamiky

J.C. Maxwell (1831-1879)  O. Heavisid&§50-1925) H. Hertz (1857-1894)

Provedeme-li divergenci prvni Maxwellovy rovnicéasovou derivaci
druhé Maxwellovy rovnice, pak &nim obou takto upravenych rovnic
obdrzime rovnici kontinuity

divj+g—'f: | (2.128)

Aby byly Maxwellovy rovnice splnitelné, musi bytlhgveno rovnici
kontinuity.

Jinymi slovy, elektrické naboje kolem sebe budkieieké a magnetické
pole tak, aby se samy zachovavaly.

Rovnice (2.125), (2.127 ) neobsahig$sové derivace a maji proto
charakter okrajovych podminek.

Zbyvajici d rovnice (2.124 ), ( 2.126 ), které Ize divergavamrevest
na tvar

%(divE—4m):—4n(divj +%—/t’):o (2.129)

%divB:—cmivrotEEO, (2.130)
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Pak zarduji, Ze jsou-li poateni podminky ( 2.125), ( 2.127 ) sphy
v néjakémcaset = 0, Aistavaji spliny neustale ve vSedasech.

V teorii pole je vyhodné kro#nvektori intenzit daného pole zavést téz
potencialy pole, coz jsou veéiny jejichz diferencialni formy udavaji
prislusné intenzity.

V elektrostatice Ize intenzitu elektrického p&8levyjadiit jako

E =-grad ¢, ¢imzZ je identicky spléna Maxwellova rovniceot E = 0,
V magnetismu plati rovnicgiv B = 0, takze musi existovat vektorove
pole A takové, ZzéB =rot A.

Z druhé dvojice Maxwellovych rovnic tedy plyne, @® obecné
elektromagnetické pole Ize psat

E:—grad¢—%%—?, (2.131)

B=rotA, (2.132)

¢imz jsou o posledni Maxwellovy rovnice sginy identicky.
Protoze intenzity poli zaviseji pouze na derivagictencial, nejsou
tyto potencialy uteny jednoznéné.
Danym polimE aB mohou odpovidatizné hodnoty potenciak A Ize
pric¢ist libovolny konstantni vektor aglibovolny skalar aniz se zni
hodnoty intenziE aB.
Obecr, magnetické pol8 =rot A se nezréni jestlize kA pricteme
gradient libovolné funkcé (rot grad f= 0).
Aby se fitom neznénilo ani poleE je zarové tieba k potencialy

. 1 of
pridatclen ———.

Cc ot

Provedeme-li tedy kalibtai transformaci potencial

A A=A+grad f, (2.133)
, 1 0f

-9 =¢-———, (2.134)
c ot
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kdef (r, t) je libovolna skalarni funkce mista&asu, pislusné
elektromagnetické pole se nesam

Tato ucitd svoboda ve vobbpotencial umoziuje provést jejich

kalibraci tak, aby to bylo co nejvyhogai proieSeni daného problému.
Maxwellovy rovnice (2.124 ), ( 2.125) vyjhé dosazenim z ( 2.133),
( 2.134 ) maji obecnznane slozity tvar:

1 8°A 47T 1 a¢j
LA +grad| gradA +=-—— |, 2.135
c® ot’ C J*9 (g ¢ at ( )
10
Ap =-4mp—-——qgrad A. (2.136)
c ot

Tyto rovnice se zrme zjednodusi, fedepiSe-li se pro potencidly tzv.
Lorenzova kalibréni podminka

gradA+——: (2.137)
c ot

Tato podminka rize byt splgna funkcif vyhovujici rovnici

2
il —dIVA+1a¢ .
c ot

A -

CZ

(2.138)

Pri této kalibraci nabyvaji Maxwellovy rovnice vyjghé pomoci
potenciah separovany a symetricky tvar D" Alembertovych ravni

2
OA=pa - 19447, (2.139)
c® at® C
19° 4
D¢EA¢-—2—f=-—ﬂp : (2.140)
c” ot C

Obecné&eSeni &chto rovnic je tvaru tzv. retardovanych potencial
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jolV'+¢O , (2.141)

jolV' +A, | (2.142)

kder = (x, Y, 2) je polohovy vektor bodu vémz stanovujeme
potencialyr’' = (X, Yy, Z) je polohovy vektor objemového elementu
dV =dxdydZ pri integraci hustoty naboje a proudu.

@o aAg popisuji viEjSi pole fisobici na soustavu.

Vztahy (2.141) a ( 2.142) ukazuji, Ze v danérstdmia v danéntaset
je pole uteno nikoliv okamzitym rozlozenim naboje a proudu

Vv prostoru, nybrz rozloZzenim retardovanym vzdiaet = | _ , ktery
C

je poteba k pekonani vzdalenos® =|

NapiSeme-li Maxwellovy rovnice ( 2.124 ), ( 2.126rp prostorovou
oblast, kdg = 0,0 = 0, pak jejich parcialni derivaci podiasu a
dosazenim ze zbyvajicich dvou Maxwellovych rovigkame
D”Alembertovy rovnice

2
AE—%GE:O,
c” ot
(2.143)
2
ap- 198 o
c” ot

analogické rovnicim ( 2.139), ( 2.140 ) pro potéhg pouze tentokréat
bez itomnosti elektrickych nabbj
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Jelikoz tyto rovnice maji nenulovaSeni, mze elektromagnetické pole
existovat i samostagnbez fimé vazby na elektromagnetické naboje a
jejich proudy.

Budeme-li hledat partikularieseni zavisla pouze na jednéisalmnicix

a nacaset, zjednodusi se rovnice ( 2.143) na

0°E_10°E _
x> c* at’ ’
(2.144)
0"B_10°B_|,
ox> c* at? '
Resenim je kazda funkce tvaru
E= E(x, t—fj,
C
(2.145)

BzB(x,t—fj.
C

Stejna hodnota pole aB jaka je v bod o soudadnicix, v ¢asety bude
ve vSech bodech, jejichz gadlnice a&as sphuji rovnici

X=Xy=cl 2t —tp).

Jednd se tedy o wini Skici se ve s®@ru osyx fazovou rychloste.

Z Maxwellovych rovnic tak plyne existence elektraynatickych vin
Siticich se prostorem rychlostigha.

Tento poznatekijwvedl Maxwella k nadzoru, Ze &tlo je Zejme
elektromagnetické viimi o velmi kratké vinové deélce.

Tim se Maxwellovi podidlo sjednotit do ucelené teorie nejen jevy
elektrické a magnetické, ale zahrnout sem i jewycke.

V rovinné virg Sirici se ve siru osyx jsou vSechny valiny funkcemi

X
pouzet ——.
C
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Je-iE= E(t —Zj, pak z Maxwellovych rovnic (2.124 ) a ( 2.1269p
C

p=0,j =0, plyne

X =Ny X— (2.146)

takZe vztah mezi elektrickym a magnetickym polem
v elektromagnetické vin je

B=n,xE (2.147)

kdeng je jednotkovy vektor ve séru Sieni viny.

Vektory elektrického a magnetického pole jsou tedystale kolmé jak
navzajem, tak i ke séru Skeni vin — elektromagnetické viny jsou
pricne.

ProtozeB =rot A, st&i pro popis rovinné viny pouze vektorovy
potencialA, pomoci 8hoZ se pol& aB stanovi vztahy

B:%[%—'At‘xnoj, (2.148)
E:%H%—?xnojxno}. (2.149)

NejjednodussSiippad elektromagnetické viny je vina monochromatijcka
V niz je pole v kazdém bégednoduchou harmonickou funktsu.

A(t)r:konst =A0(r)EtOS(aI+a'(r )) ) (2150)
V rovinné monochromatické wrbude pole harmonickou funkci

X
argumentu —— :
C
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A:Aom:o{w[t—gjﬂrj | (2.151)

kde Ay aa nezavisi na ani nax.
Zavedenim vinového vektoru

k=%m, (2.152)

|ze rovinnou vinu vyjatit ve tvaru
A(r,t)=A, codat —kr +a) (2.153)

platném pro libovolny sgr Sireni viny.
V komplexnim tvaru ma vztah ( 2.153 ) podobu

A :R{Aow(kf‘“)], (2.154)

kde A=A &"°.
Pii pootateni sodadnicoveé soustavy o uhekolemng se pole v rovinné
elektromagnetické vihbude transformovat podle zakona

—~

A LA =€MA . (2.155)

elektromagneticka vina je tedy invariantni vzhledepoot@eni o Ghel
G = 21
Tomu odpovida hodnota spinu elektromagnetickehe pol

27T
S=——=
Co

1. (2.156)

88



89

Jednoduchymi Gvahami o praci petiné k rozmighi ndbogi do
pozZadované konfigurace lze ukazat, Ze elektrogmiienergii soustavy
N nabitych &les

1o 1 1
£ == == dV:—IEZ dv 2.157
: 2;%% [ opav=— (2.157)

|ze vyjadit pomoci integralu intenzity jejich sp@leeho pole, takze
elektrickému poli Ize fisoudit energii rozlozenou s hustotou

W, = —E? (2.158)

V prostoru.

Podobwr, Gvahy o praci peebné k indukovani elektrickych proiud

v soustav elektrickych obvod ukazuji, ze energie takovéto soustavy
vodica

I3 1 1
£==9 | :—IA dV:—szdV 2.159
. ZZ 2= | AV = ( )

je dana objemovym integralem vektoru induBcbuzeného
magnetického pole attheme ji povazovat za energii tohoto
magnetického pole rozlozenou v prostoru s hustotou

W =-—B2. (2.160)

Hustota energie v elektromagnetickém poli se pakdsoudtu hustot
odpovidajicich elektrické a magnetické slozce:

W, =W, + Wm:i(E2+BZ). (2.161)
8
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Elektromagnetické pole samotné musi tedy obsatenexgii a hybnost,
ktera miize proudit i prazdnym prostorem a konat praci e&tackych
nabojich, tj. minit se na jiné formy energie.

Elektromagnetické pole neni tedy jen prostoEmn pisobi elektrické a
magnetické sily, ale je samostatnou fyzikalni entit specifickou
formou hmoty.

Skalarnim vynasobenim rovnice ( 2.124 ) polem rovnice ( 2.126 )
polemB a jejich sétenim ziskame po Upravovnici

2 2
OfE*B") - _giv-C (ExB)-|E. (2.162)
ot 8 4T

Integrace fes réjakou zvolenou prostorovou oblasgpak po aplikaci
Gaussovy ¥ty dava

aj‘E2+B2

-2 dV:IPVE dV+<ﬁ ° (ExB) . (2.163)
\Y,

4

\Y S

Rovnice ( 2.163) vyjadije zakon zachovani energie

v elektromagnetickém poli: Elektromagneticka enexgysazena

v prostorove oblast se zmenSuje jednak o mechanickou praci
vykonanou elektrickymi silami na nabojich uwroblastiV, a jednak o
energii vyzéenou polem ven z oblastiskrze ohrardujici plochuS =
oV.

Rovnici ( 2.163) je rowZ mozno zapsat ve tvaru

d

dt

(Eumsg ™ €1, :—CJ‘)%T(EXB)dS:—(JS Pds (2.164)
S S

z ehoz vidime, Ze ubytek celkové energie elektromagkého pole a
nabitychcéastic v objemuw/ za jednotkiEasu je roven celkovému toku
tzv. Poyntingova vektoru P plochouS obklopujici oblasv.

90



91

g >

John Henry Poynting (1852 — 1914)

Rovnice ( 2.164 ) vyjadije zdkon zachovani s¢iu celkove energie
elektromagnetického pole a kinetické energie v$extioji.

Podob#r I1ze ukazat, Ze elektromagnetické pole ma hybrasod
integralem

p:EJ‘PdV. (2.165)
CJv

Proud energie v rovinné elektromagnetick&yvzhledem k ( 2.147 )
a (2.161) roven

C - _C »
p="E2m =% B, = cOW._[h,, 2.166
AT ° 4 0 m=0 ( )

z ¢ehoz je roviz patrno, Zze se pole ve ¥lS§iti rychlosti s¥tla.

M¢&jme soustavu pohybujicich se elektrickych nélsgustedinou
v n¢jaké omezené prostorové oblasti (viz obr. 2.9)
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Obr. 2.9

Sustava.

Pole buzené soustavou pohybujicich se elektrickgdiofi je dano nikoliv okamzitym, ale
retardovanym rozloZenim a pohybem n#boj

Umistime-li p@atek soiadnic kamsi do nitra této soustavy natogpak

pii studiu pole ve velkych vzdalenosteRh> L, kdelL je
charakteristicky rozgr soustavy, budou vSechna mista zdrojové
soustavy fiblizné ve stejné vzdalenod® jako je p@atek so@adnic.,
’zdroje od vySébvaného
vzdaleného bodR jsou giblizn¢ stejné a rovny

IR-r|=R- RV, (2.167)

kde R, je jednotkovy vektor s#tujici od p@atku o do vySetovaného
bodu, takZe retardované potencialy Ize pro velldaienosti od zdroje
psat ve tvaru

¢(R,t):%jp£r’,t—5 j (2.168)

C

A(Rt) —jj(rt—EC Bjdv (2.169)
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Retardéni ¢as se tedy sklada ze dvaizmychéasti.
. R : .y L
Prvnicast— urcuje vrejSi retardaci, tj. dobu pibnou k tomu, aby
C

zmeny v elektromagnetickém poligkonaly vzdalenost od patku
souadnic (tj. od zdrojové soustavy), do vzdalenehmpozaciho bodu.

Druhacast rovna- R charakterizuje vnihi retardaci, tj. dobu &ni
C

rozruchu v poli v ramci zdrojové soustavy.

V pripack, Ze rozloZzeni naboje v soustase néni dostaténé pomalu,

|ze vnittni retardaci zanedbat.

K tomu st&i, aby charakteristicka dofdaza kterou se rozlozeni naboje

znatel zmeni, sphovala podminkdr > L.
C

Jelikozc - T =4 je vinova délka elektromagnetické viny vyaaané
soustavou, Ize podminku zanedbatelnostirmnietardace napsat tez ve

tvaruL < A tj. rozmery soustavy museji byt malé ve srovnani s délkou
vyzaovanych vin.

Charakteristicka doba zmy rozlozeni nabdjsouvisi s pkmérnou
rychlosti nabaj vztahem

T=—, (2.170)
\Y

takZe k zanedbani retardaceigbia, aby byla spéma podminkar < c.
Pri zanedbani vnihi retardace jsou potencialy ve velkych vzdalerabste
od zdrojové soustavy rovny

é(R, t):%jp(r',t——ij dv', (2.171)
A(R t):%bjj(r',t——ij A (2.172)

93



94

Ve vinové z06s, tj. ve vzdalenostech velkych jak ve srovnanizrgy
zdrojové soustavy, tak s délkou vya@aanych vin je mozno v ramci
malych oblasti prostoru povazovat pgmou slozku pole za rovinnou
vinu,

Stati zde tedy stanovit vektorovy potencial

(2.173)
_d(t _Bj
RLE C
kded = Zq,r je dipélovy moment soustavydaset —E
C
Elektrické a magnetické pole je pak podle ( 2.143Vho
1y
E(R,t)—ﬁ[(dXRO)XRO], (2.174)
B(Rt)= i(de ). (2.175)
’R

kde dipolovy momend se ot bere v okamziku —E.
C

Tok elektromagnetické energie ve vinové gdn intenzita
elektromagnetického #ni, je vyjadena Poyntingovym vektorem podle
(2.166).

Pouzijeme-li polarnich sdadnic podle obr. 2.10, i@eme jej pepsat ve
tvaru

,
L (g o) = d° Rrosis.  (2.176)

g Cll b
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Obr. 2.10

Ve velké vzdalenosti od zdrojové soustavy (ve vinpure) je pronénna slozka pole dana
druhoucasovou derivaci dip6lového momentu soustivg mé charakter elektromagnetickych
vin odnéasejicich pohybovou energii zdroje do pnasto

Uhlové rozaleni intenzity zéeni elektrického dip6lu je dano
koeficientemsin®$, viz snérovy diagram na obr. 2.11.

Obr. 2.11

Smeérovy diagram vyzgovani elektrického dipolu.

Celkovy vykon vyzéovany soustavou je pak dan tokem energes p
celou sférickou ploch® = konst.:

2 2
| = QjS PdS= jd Sin Z92 mﬂdﬂ-%. (2.177)

R=konst
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V pripack, Ze zdrojova soustava sestava pouze z jednohblengcse
pohybujiciho nabojg, je

d=qlf = ql&, (2.178)

a vyzd&ovany vykon je roven

_20° 2 (2.179)

Vztahy (2.173) az ( 2.177 ) pro polaewi ostrovni soustavy
elektrickych nabdj ve vinové zéw byly ziskany v aproximaci prvniho

fadu v pondru % (¢leny vySSichada byly zanedbany), coz vedlo

k uplatréni pouze dip6lového momentu soustavy.
V obecném fipact je vSak teba vzit v Gvahu i dalgleny v rozvoji

. L . . , . :
potencialu podle mocnujr, coz vede k tomu, ze celkova intenzita

elektromagnetického #éni soustavy pohybujicich se ndbmg dana
¢asovymi derivacemi jednotlivych multipdlovych monienozlozeni
naboje.

Kromé¢ dipolového momentu se nareai obvykle nejvice podili
kvadrupolovy moment

K o5 :jpmsxaxﬁ -3,,1°) dv (2.180)
a pog. magneticky dipélovy moment

1
m:2—C,0(r><v)dV, (2.181)

které k z&eni ispivaji podle vztahu
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2 .. 1 .. 2
| =—d?*+ K2, +—i 2.
3¢ 180> ¥ °

(2.182)

jestlize vlastnosti zdrojové soustavy jsou takd@eil =0, jako je tomu
nag. v soustaw tvorené tlesy se stejnym specifickym nébojeﬂq,
dipolové zdéeni nevznika a uplatni se pouzéerd vysSich muIt$a’il
zpusoben&leny vysSihaadu v rozvoji potencialu podle mocn;llh.

Elektrodynamika tak dospiva k obecnémuérayze i kazdém
nerovnondrném pohybu elektrickych naliofochazi k vyzeovani
elektromagnetickych vin, které odnasgjst jejich kinetické energie do
prostoru,.

Analyza elektromagnetického pole v malych vzdalesadsod zdrojové
soustavy ukazala, Ze uvind v blizkosti zdrojové soustavy se vytiva
urcita mala prominna slozka elektrického pole s fazi odliSnou odhila
pronegnneé slozky.

V aproximaci fetihoradu je tent@&len roven

E. :%'d". (2.183)

Ve zdrojové soustéhbude na kazdy nabgjpiasobit ugita dodaténa
reaktivni sila

F.=qlE, (2.184)

konajici za jednotkdasu praciF,, [V, takze celkova prace vykonana
timto polem na vSechny naboje soustavy vychazi

A== qv :%am}, (2.185)

coZ @i zpramérnovani podletasu dava
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A, = gol2 (2.186)

Je vidkt, ze tato pidavna slozka pole #Zgobuje pislusné brzéni

pohyhi ve zdroji zgtnou reakci vyzavanych vin, a to v plné
energetické shadse vztahem ( 2.177 ) ziskanym analyzou pole ve
vzdalené vinové za@n

Pohybovou rovnici nabit&stice v elektromagnetickém poli pod vilivem
Lorentzovy sily ( 2.67 ) je tudizdba doplnit o brzdicidginek
elektromagnetického vyravani:

F= q(E+ v><B Gd—] (2.187)

C 3c’

Kromé rychlosti Steni a vinové povahy elektromagnetickéhtena
plyne z D”Alembertovych rovnic (2.139), ( 2.14@¢ co do
transformanich vlastnosti se véina ¢ chova jakaiasova a vetina
A = (A) jako prostorové slozkgtyrvektoru

=(4.A), (2.188)
ktery se nazyvétyipotencial a umailje prepsat D”Alembertovy

rovnice doctyirozmerného tvaru a sldiit je tak do jediné
prostor@¢asove rovnice

2 pk
A= A :—4—”jk (2.189)
oX"ox_ C
kde
dx¢ .
j —/JEE( b, i), (2.190)

neba@ X" =c - ) je tzv.¢tyiproud.

98



99

S jeho pomoci Ize rovnici kontinuity ( 2.128iepsat do
¢tyfrozmérného tvaru:

ad -o0=j =0 (2.191)

Lorenzova kalibrani podminka veétyirozmgrném tvaru zni

OA"
WEAk,k =0, (2192)

tj. ctyfpotencial je volen tak, aby jeldtyidivergence byla rovny nule.
Ze vztahi (2.131), ( 2.132) vidime, ze slozky veKi& aB Ize
interpretovat coby komponenty antisymetrickéhgtenzoru

0 E E E
“E. 0 -B B
F=0A_0A 175 2 oy (2.193)
ox' 6)3‘ _Ey Bz 0 _Bx
-E, -B, B, 0

nazyvaného tenzor elektromagnetického pole.
Elektromagnetické pole wyirozmérném prostoréase je timto
tenzorem Uplé popsano.

Lorenzovy pohybové rovnice nabité hmoti@stice

v elektromagnetickém poli ( 2.67 ) Ize interpretiojako prostorové
slozky ¢tyirozmerné rovnice pohybu nabit@stice

mY = dpky | (2.194)

jejiz casova komponenta popisuje @&my energigtastice v dsledku
prace vykonané elektromagnetickymi silami.

Prvni dvojici Maxwellovych rovnic |ze pomoEi, sjednotit do jediné
¢tyfroznmerné rovnice
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oF

- (2.195)

= Fik,k =——

popisujici buzeni elektromagnetického pitgproudem .
Podobr druhou dvojici Maxwellovych rovnic Ize zapsat jgkdlinou
rovnici pro slozky tenzoru elektromagnetického pole

oF,  OF,  OF._
X+ m4y M =0, 2.196
ox™  Ox  ox ( )

Vztahy vyjadujici v klasické elektrodynamice hustotu proudurgreea
hybnosti v elektromagnetickém poli Ize shrnout pohenzoru energie
— hybnosti elektromagnetického pole

le —_ iF ka 1

—— F _F'™ 2.197
elmag ~— 4]7_ 1677 ImF ( )

Po dosazeni hodndt® z ( 2.193) je &jmé, zeT,

energie elektromagnetického pole ( 2.161 ), a karepty T** jsou
rovny slozkam Poyntingova vektoru ( 2.166 ).
Prostorové slozky tenzoru energie — hybnosti ebelignetickeho pole:

je roven hustat

elmag

Teinas = Tag —iE(E“ B’)J,, - EE- B %} , (2.198)

4T

kde J,5 je Kroneckeitv tenzor, tveéi trojrozmeérny, tzv. Maxweliiv
tenzor napti.

Tenzor energie — hybnosti, ktery Uplmopisuje rozlozeni a pohyb
energie a hybnosti v dané fyzikalni soustana obec# nasledujici
strukturu:
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Hustota energie Hustota proudu energie
Hustota proudu energie hustota proudu hybngsti

oE hustota hybnosti ( 0 E vo
_ ot C _| ot cot
hustota hybnosti Tenzor napti vao E

C c ot

ik

(2.199)
Oznaime-li hustotu energi®/, je lokalni zakon zachovani energie
vyjadien rovnici kontinuity

aa_\’tv+div(vwv):o. (2.200)

Diky univerzalnimu vztahu ( 2.32 ) mezi energii,dinosti a hybnosti,

je hustota rozloZeni hybnost:?i:g—s dana hustotou proudu energieV

P=—n. (2.201)

Pro nekoherentni prach plati
P=vp. (2.202)

Lokalni zdkon zachovani hybnosti pak4e byt napsan ve tvaru

a

aPt +div(vP") =0, (2.203)

Ve ¢tyfrozmérném prostoréase je pohyldastice reprezentovan jeji
swtocarou, jiz Ize popsat parametrickou rovnici

X =X (A) (2.204)
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kde A je vhodny parametr, za&jd negastji dosazujeme invariantni
veli¢iny jako je vlastntas rnebo pimo délka s¥tocary dana

prostor@éasovym intervalers.
Minkowského metriku v diferencialnim tvaruwideme zapsat jako

ds’ = - df+ d¥+ dy+ ds. (2.205)

Zavedeme-li ozngenix’ =c [, x' = x, X’ =y, X’ = z, nabyde
Minkowského metrika tvar

ds’ =(o®) +( k) +( dR) +( ¥, (2.206)
ktery je specialnimipadem obecné kvadratické formy
ds’ = g dkxdk=n, dxd (2.207)

V niz ma metricky tenzag, specialni tvar

-1 0 00
0O 1 00

Ok =7l = 0 0 1 0 (2.208)
0O 0 0 1

Tenzorny je tzv. Minkowského metricky tenzor.

Herman Minkowski (1864 — 1909)
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Pfechod od inercialni soustalfyse soiadnicemix k soustay X' se
souradnicemix’' musi byt linearni transformaci prostorovychisainic

X'=) dX+B=4a%+b, (2.209)

k=0

kde a ; b jsou konstanty nezavislé na

Jedirg tak mize byt splgn specialni princip relativity zafigjici
rovnopravnost vsech inercialnich soustav.

Aby byl splrén princip stalé rychlosti $#la, musi tato transformace dale
vyhovovat podmince

S=nXX=n X X=§ (2.210)

invariance intervalu.

Transformace ( 2.209 ) vyhovujici podmince ( 2.2jdbu
¢tyfrozmérnym vyjadenim obecnych Lorenzovych transformaci mezi
inercialnimi soustavand a 2'.

Méfime-li sodadnice a&as takovym zfisobem, zZeipt =t' = 0 pa&atky
kartézskych saadnic v obou soustavaéha %' splyvaji, potom jsou
b'=0.

Tehdy hoveéime o tzv. homogennich Lorenzovych transformacich

X'=4 X. (2.211)
Transformani vztah ( 2.209 ) obsahuje celkemn#4t= 16 zdanlig
nezavislych koeficierdt a; .

Dosazenim transformiaiho vztahu (2.211) a ( 2.210 ) vSak dostaneme
podminku

M =M@ 8 (2.212)

Ktera tyto koeficienty svazuje deseti rovnicemihdelem k symetrii
v indexech, k.
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Zustava tak pouze 6 nezavislych transfo¥fmah koeficiend, které
odpovidaji tem parametim udavajicim sgr osx, Yy, Z a tem
komponentam vektoru rychlosti pohybu soustavyici 2.

MnoZzina vSech homogennich Lorenzovych transforrfdcd11 ) tvéi
spojitou Sestiparametrickou Lorenzovu grupu.

Mnozina vSech Nehomogennich Lorenzovych transforiha®@09 ),
které vzniknou z homogennich transformaadgnimcdtyr transformaci
posuvu poatku prostordasovych sotadnicx' — X' + B, tvoii

6 + 4 = 10 — ti parametrickou Poincarého grupu.

V pripack specialni Lorentzovy transformaciejule vztah (2.211) v

(2.7) potazmo ( 2.12 ), takZe koeficiergy maji hodnoty

O O X

(2.213)

© o o ©
© o o o

4
0
ol
y

-By

Souadnicex = (0, x*, x4, X°) dané udalosti jsou komponentami
polohovéhaityivektoru gislusneho sétobodu v prostoréase.

Ctverec délky tohotétyivektoru, tj. interval mezi p@tkem (0, 0, 0, 0)
a danym sstobodem x°, x*, 3, x°):

@ = (=) +(R) +(€)7+( ¥) =, k& (2.214)

je veli¢ina invariantni uc¢i Lorenzovym transformacim.
2

Vektory rychlostiv = % a zrychlenia = % = % hraji dilezitou

ulohu v klasické mechanice, takze je uame zavést jejickityifrozmsrné
analogie v mechanice relativistické.

Primym zobecanim vznika vel&lnaC;—t se nehodi, nelvdo neni

ctyfvektor dt neni relativisticky invariant).
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Invariantni mirowasu je vlastnéas 7, takze jakaityirychlost je
piirozené definovattyivektor

':—:c;. (2.215)

Vzhledem ke vztahu ( 2.16 ) matr adt Ize slozkyctyirychlosti
Vyjadiit pomoci obgejné rychlostv ve tvaru

u'=(ch,vy). (2.216)

Pri rychlostiv < ¢, prechazi prostorové&astétyirychlosti v obyejnou
rychlost.
Ze vztahwlXdx = ¢® d7* snadno plyne

u'u =¢. (2.217)

Z geometrického hlediska §gyrvektorc/d jednotlivym t&nym
vektorem ke sitocére dan&astice.
Ctyizrychlenicastice se definuje jako

Codu P, I x
a=-——=—"=¢"——. 2.218
dr dr? ds ( )

Z derivace vztahu ( 2.217 ) podielostaneme

a =0, (2.219)
TakZzecétyivektor rychlosti a zrychleni v prost@ase jsou nhavzajem
ortogonalni.

Rovnonérny a gimocary pohyb volng&astice, je v&tyirozmgrném
tvaru vyjaden rovnici
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=9X_5 (2.220)

popisujici pimkovou s¥tocaru.
Ctyifroznmernym zobecanim hybnosti klasické mechaniky, gg/ivektor

p' =m [ (2.221)

zvanyctyrhybnost.
Dosazenim sloZel z ( 2.216 ) dostaneme

p’=m k= ¢ (£=12,3. (2.222)
Prostorov&ast je tedy rovna relativistické hybnosti
p=mv=mLv, (2.223)

zatimcocasova komponenta je

E
p’=—.
C

Komponentyctyrhybnosti Ize proto zapsat jako
p =(E,pj. (2.224)
C

z prostorgasoveho hlediska jsou tedy energie a hybédastice
slozkami jedinéhd@tyivektoru energie — hybnosti, jednozn&
charakterizujiciho pohybovy st&astice.

Ctverectyrhybnosti

pp=(mu)(mb)= ht (2.225)
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je podle (2.221 ) roven

Pp="-F. (2.226)

goi vede ke vztahu (2.32).
Ctyivektor sily,¢ili étyidily, se definuje jak@éasova zrmanacdtyrhybnosti
castice

FladP o A

(2.227)

ar v
S obyejnym trojroznérnym vektorem silyF :% souvisi komponenty

ctyrsily vztahem

3 :[Fczwy,FEy). (2.228)

Mezi ¢tytsilou actyrhybnosti plati vztah
flm =0, (2.229)

tj. ctyisila je v prostoréase kolma Ktyirychlosti.

, : d , ; ]
Newtonova pohybova rovnide = d_i) ma vectyirozmerném zobecéni

tvar
S (2.230)

Prostorov&ast této rovnice popisuje 2mu hybnosti &asova
komponenta zinu energi€astice pod vlivem josobici sily.
Stejrg, jako jsme vySe sjednotili energii a hybnost dtiného
ctyfvektoru energie — hybnosti,ttbeme nyni rovnice zachovani
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(2.200), ( 2.203) slait do jediné tenzorové rovnice

T

—=Th.=0, (2.231)

kde tenzor energie — hybnosti bude mit tvar

p vy v
C C C
VW W WY
Th=wp ¢ ¢ ¢ ¢ | (2.232)
VW VWY
c ¢ ¢ c
VW W WY
c ¢ ¢ ¢

Fyzikalni vyznam jednotlivych komponent tenzoru rgie— hybnosti je
tedy nasleduijici:

T% = hustota energie (2hmotnosti )

T°° = a-slozka proudu energie, -slozka hustoty hybnosti

T°F = -slozka hustotB-slozky hybnosti, tjo-sloZka sily fisobici na
dany objemovy elemenigs jednotkovou plosku s normalovym
vektoremng .

Rozepsanim tenzorového zadkona zachovani ( 2.28Elpvkach a
separaci prostorovych¢asovych derivaci dostaneme rovnice

10T® oT™ 16T"° aT"ﬁ
+ =0 ;

— — 2.233
c ot o0xX c ot ax3 ( )

Jejich integraci fes libovolnou prostorovou oblagt

Oa ap
1aIT°°dV IaT dv=0 : 53]1"0 o|v+jaT d\V= 0
c ot cot 4 0¥
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(2.234)
a po Uprav pomoci Gaussovyéty, obdrzime rovnice

—QJTOO dV = cmﬁToa ds; —ij O A\ mj} ¥ q,
ot ot
\% S \% S

(2.235)
kde integraly na pravé str&aee berou fes uzavenou plochis =adV
obklopujici objenv.
Podle prvni zd&chto rovnic je rychlost zémy energie obsazené
v objemuV rovna toku energierps uzavenou plochus ohrantujici
tento objem.
Podobr druhda rovnicéika, ze zmina hybnosti v objemV za jednotku
¢asu je rovna proudu hybnostigs ohraniujici plochuS.
Rovnice ( 2.235) tedy vyjadji zakon zachovani energie a hybnosti
v integralnim tvaru. _
Obecr, celkovastyrhybnostp' je pomoci tenzoru energie — hybnosti
vyjadiena integralem

i_l ik
p_EjT ds (2.236)

pres uza¥enou plochu zahrnujici cely trojroZmy prostor.

Rovnice ( 2.231) je pak ekvivalentni tvrzeni, @®ttyrhybnost se
zachovava.

Trojrozmeérny vektor momentu hybnodsi klasické mechaniky
definovany jako

B=rxp, (2.237)
se v STR nahrazuje obegsim ¢tyitenzorem momentu hybnosti

B* =X g - X . (2.238)

Je to antisymetricky tenzor, jehoZ prostorové sfgéku rovny slozkam
trojrozmérného vektorB.
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Pro kontinuum je
B = [(x o - ¢ ag)==[( kT~ &T) ds. (2.239)

Aby byl splrén zakon zachovani momentu hybnﬁﬁk = 0, musi byt

(X1 - ka"“)l =0. (2.240)

m

Kromé zakona ( 2.231) je k tomu zapeldi aby tenzor energie —
hybnosti byl symetricky, .

T =TY, (2.241)
Nejjednodussim typem kontinua je soubor vzajemginteragujicich

castic oznaovany jako koherentni prach. |
Hustotactyrhybnosti¢astic v takové soustavini p [, takze

T% = p&*[Ar (a=1,23). (2.242)
Hustota energie je

T® = p? (2.243)
a hustota proudu hybnosti

T = prpdX 94X (2.244)
dr dr

Tenzor energie — hybnosti koherentniho prachu jedy

T = pUl [Af. (2.245)
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Pouzijeme-li pi sledovani idealni kapaliny vztaznou soustavuzvsei
uvazovany objemovy element nepohybuje, bude pRaisicaliv zakon,
podle rthoz je tlakP stejny ve vSech sérech.

V takové vztazné soustabude tenzor nagi roven

o =P@BF=T%. (2.246)

Hustota hybnosti je zdE™® = 0, takZe tenzor energie — hybnosti
v klidové vztazné soustawma tvar

plt> 0 0 O

. 0O P 0O O

T = (2.247)
0O 0P O
0O 0 0P

Blaise Pascal (1623 — 1662)

Po transformaci do obecné vztazné soustavy, veniiary objemovy
element pohybujétyirychlostiu', bude tenzor energie — hybnosti idealni
kapaliny dan vztahem

T =(P+W) Ut + A" (2.248)
resp.
T =(P+W)Uy+ FB,. (2.249)
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Koncepci tenzoru energie — hybnosti je vyhodné aaahi v gipack,
kdy se nejedna o skuiee kontinuum.
Sestava-li vySébvana soustaval bodovychéastic o hmotnosteaim,

(a=1, 2, ... N), které se pohybuiityfrychlostmiu., pak tenzor
energie — hybnosti iteme definovat jako

(1) = m PR ()= g (e )

a=1l a=1

kde 3%(X) je trojrozmérna Diracova delta — funkce.

Z hlediska inercialni vztazné soustavy STR sepevstor tiroznmerny a
ma eukleidovskou geometrii.

AvSak v Minkowského pseudoeukleidovském prostase STR se

v neinercialnich vztaznych soustavach stava geasrtedjroznerného
prostoru obechneeukleidovskou.

Snadno to Ize demonstrovat ndkfadu rotujici vztazné soustavy
diskutovaném v 10. kapitole.

V rovinném Minkowského prostotase STR je pole fiktivnich
setrvanych sil vznikajicich v neinercialnich vztaznyclustavach
popsano metrickym tenzoregp, ktery pak vystupuje v obeén
invariantnich fyzikalnich zakonech.

Rozdil mezi polem zdanlivych setiragych sil a skutgnym gravit&nim
polem je jen v tom, Ze v prvnintipac je prostordas plochy a
vhodnou transformaci se Ize vzdy vratit ke globaiefcialni soustay
zatimco v druhémifpact nikoliv.

To je vSak rozdil pouze globalni, lokalaadny rozdil neexistuje.

A protoze fyzikalni zakony maiji lokalni charaktize soudit, Ze i
skut&né graviténi pole je v libovolné vztazné sousgguné uréeno
metrickym tenzorem prostotasug, .

Pomoci principu ekvivalence Ize zobecnit vSechmykini zakony
STR na zakveny prostoréas OTR.

To ovSem vyzaduje roztit prostora@as na dostate¢ malé oblasti,

v rdmci nichz Ize gravitani pole povaZzovat za homogenni.
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Pro kazdou takovou oblast zavést lokakmercialni vztaznou soustavu a
podle principu ekvivalence v ni pouzit zakony STR.

Vhodnou transformaci prostam@sovych sotadnic pak vdchto
zakonech fejit k prislusné neinercialni vztazné soustavniz vzniklé
fiktivni sily budou lokal@ totozné se skutaymi gravit&nimi silami

v daném mista spojit takto ziskané lokalni informace v glolh&kelek.
Problém stanoveni vlivu gravitace na fyzikalgjedse nam tak rozlozi
nafadu lokalnich probléiy které Ize na zakl&drincipu ekvivalence
feSit v ramci STR.

Tento obecny postup si nyniademe demonstrovat na jednoduchych
piikladech.

M¢éjme testovacéastici hmotnostm pohybujici se v daném grawitdm
poli, ktera se v okamzikanachazi ve sitoboct P,

Zavedeme-li v tomto badokalng inercialni vztaznou soustavil

s kartézskymi prostotasovymi soiadnicemiX souvisejicimi

s vlastnimtasemr testovactastice vztahem

dr? = —C—lznikds&, (2.251)

bude v této soustaw okamzikur v okoli testovacéastice stav beztize a
lokaln¢é zde tedy bude platit STR.

Rovnice pohybu testovagastice v této lokakhinercialni soustayvproto
budou

d2% (1)
dr?

=0. (2.252)

Prejdeme-li od soustav§ k obecné neinerciélni vztazné soustav
Ss prostordasovymi sotadnicemix souvisejicimi s vlastnigasem
vztahem

ds? =-¢dr?= g dkdk g( ¥= dx_ dx’ (2.253)

~n G Gk
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Pohybova rovnice ( 2.252 ) seefransformuje na tvar

2 |
9X o, Xy (2.254)
dr dr dr
kde
i _1 (09 00, agklj
r == mx 4 —Jmi 4 . 2.255
=59 (ax' X X" ( )

Stejnou proceduru tizeme udlat v kazdém boglswtocary testovaci
castice a vzdy obdrzime rovnici tvaru ( 2.255).

Rovnice ( 2.255) je tedy obecnou rovnici pohysiaeacicastice

v zalkivenem prostoréase, ktera je kovariantni vzhledem k libovolné
transformaci prostot@sovych sotadnic.

Jako druhy fiklad si vezndme diferencialni zakon zachovani energie a
hybnosti, ktery ma ve STR tvar

T«
=0. 2.256
PV ( )

Tik,k

Stejny tvar bude mit i v kazdé lokalimercialni vztazné soustas
v gravita&nim poli:

oT™ (%)

PYe =0. (2.257)

Po transformaci do obecné (neinercialni) vztaznstseyStento zakon
nabude kovariantni tvar

aTik i mk k im _
v +M T +rk TM=0, (2.258)

ktery predstavuje formulaci zakona zachovani energie adstbn
v zalkkiveném prostoréase.
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Z téchto dvou piklada jiz miZzeme vyvodit obecné zakonitosti.

Podle principu ekvivalence jsou fyzikalni zakongravitatnim poli
lokaln¢ identicke, jako fyzikalni zakony v neinercialnickitaznych
soustavach bez gravitace.

Neinercialni vztazna soustava je pak po matemastiénce
ekvivalentni Kivocaré soustavprostor@éasovych sotadnic.

Zobecréni fyzikalnich zakofl na gitomnost zakveného prostor&asu
bude tedy spi@ivat v jejich grepsani do obecnychikoc¢arych sowadnic.
Rozdil oproti rovinnému prostafasu STR je pak jen v tom, ze plochy
prostor@as dovoluje vratit se vhodnou transformaci vzdst zp

k zakorim STR v kartézskych séadnicich globalni inercialni soustavy,
zatimco pro zakveny prostorgéas to mozné neni.

Globalni inercialni soustavy zde neexistuji, exigtouze kivocaré
souradnice.

Zobecrni fyzikalnich zakofi STR na zakveny prostordas spoiva

v tom, Ze obyejné parcialni derivace podle $adnic jsou nahrazeny
derivacemi kovariantnimi, coz se zkragédormuluje jako pravidlo
,carky zmenit na stedniky*.

Krom toho Minkowského tenzay, pirechazi v obecny metricky tenzor
ik -

Uvazujmecastici s nulovou klidovou hmotnosti, pohybujicirgehlosti
C.

Jeji pohyb bude v lokalni inercialni soust@an rovnicemi

d?% ~0
daz ' (2.259)
ds’ = ¢dr’=n, dkdx=0,

kde A je afinni parametr nahrazujici vlastak 7, jenz zde neni
pouzitelny, nebtje roven nule.
V obecném zakveném prostoréase ma rovnice &ni sétla tvar
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. |
d°X , o dk

diz Ydrdr

ds’ dx dX

—=9g, ——— =0, 2.260
ds = g, dx dk=0.

Swétocary, po kterych se volipohybuiji fotony se v OTR nazyvaji
izotropnimi,¢ili nulovymi geodetikami, nekivlastnicasdr a
¢tyfvzdalenostisjsou podél nich rovny nule.

Tenzor elektromagnetického pole ( 2.193 ) budevmdkiveném

prostor@ase tvar

Fe = A — Ax. (2.261)
Snadno Ize vSak ukazat, ze plati

A= Ax= A~ Ay (2.262)

Podob# i prvni dvojice Maxwellovych rovnic si zachovavwaip
puvodni tvar:
Fio +Fi + Ry =R + Ry + R, =0. (2.263)

Nahradime-li v Lorentzayrovnici pohybu nabité testovatastice
v elektromagnetickém poli

du g —ik
mc—=—_F 2.264
ar ¢ Y ( )

. .du o . ,
derlvaC|d— absolutni derivaci, dostaneme rovnici pohybu testd
T
castice v elektromagnetickém a graviian poli ve tvaru

116



117

mc{d—u+rikltfdj£ m2d - 9 g L. (2.265)
ds ds c

Rovnice kontinuityj',; = 0 bude mit v zakveném prostoréase obecny
tvar

j'; =0, (2.266)

a druh&ast Maxwellovych rovnid", = —4—7Tji se v gravitanim poli
| C

zobecni na tvar

F :—%’Tj‘. (2.267)

Ctyfvektor proudové hustoty je ve STR definovan jako

B dx
= 2.268
j'=p ” ( )

dQ

kde p = v je hustota rozlozeni naboje v prostoru.

Po transformaci dofkvocarych sowadnic ffechazi element objenuy v
Jy [V, kde yje determinant prostorového metrického tenzggua

dV=dx + dx + dx.
Ctyfproud v obecnych rovnicich ( 2.266 ) a ( 2.267 Jédan vyrazem

L plt dX

= o 00

Pro ujaskini vlivu gravitace na elektromagneticke jevy jeixevé
rozepsat rovnice ( 2.263) a ( 2.267 ) v trojréamém tvaru.
Zavedeme-li vetliiny

(2.269)
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FOa J D® E\/ Yoo (™ ' Baﬂ Faﬂ ! H E\/ %o OF 1
(2.270)

Budou v nich mit rovnice (2.263 ) a ( 2.267 ) pparaci prostorovych a
casovych slozek tvar

EO’

aBaﬁ . 6BW . aBﬁy —0
y B a !
0X 0X 104 (2.271)
0B, 0E, OEg
+ 2 — =
ax°  axP  ox“

122 (420 )=amp,

6; ; T (2.272)
—1/2_ ZElHa’ + —1/2_ ZDDO’ :_4 -

Jestlize je gravitai pole staticke, daji se tyto rovniciepsat v Bzné
trojrozmerné vektorové symbolice

Yoo Yoo
divB=0 ; rotE:—la—B (2.273)
c at
divD =4mp ; rotH—}a—D+4—n :
cot ¢

kde vektor intenzity magnetického pafema slozky
H, :—%ﬂzgaﬁyHﬂy, (2.274)

a vektor magnetické induk& ma slozky
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B = -% y 2, (2.275)

Pohlédneme-li na rovnice ( 2.273 ) z hlediska nataéni fyziky, ihned
shledame, Ze maji tvar Maxwellovych rovnic elektagmetického pole
v latkovém prosedi s permitivitou a permeabilitou

1 _ 1
-g 1
00 (1+z¢j2

e=pu= (2.276)

C

Zakiiveny prostoréas ma tedy na elektromagnetické pole podobny vliv
jako elektricky a magneticky #kké latkové prosedi.

Elektromagnetické vini, které jereSenim Maxwellovych rovnic, se
tedy bude v nehomogennim gravitéan poli sfit nerovnongrné a
kiivocare, steji jako je tomu i v pipact rovnice nulové geodetiky

( 2.260 ) popisujici pro zénu pohyb fotod hmotnosti

m="% . (2.277)

Diky univerzalnosti gravitai interakce zde neexistuje Zadna disperze.
V silnych nehomogennich grauitaich polich Ize tudiz &ekavat
zajimaveé opticke jevy (jako naggravit&ni coc¢ky), podobnédm, které
vznikaji v opticky nehomogennich latkovych presiich.

Zbyva jest vyjasnit vztahy mezi prostotasovymi intervaly udalosti

v prostor@ase a jejich sadadnicemix v obecné vztazné soustss,
Vyjdeme z vyrazu pro invariantni prostéasovy interval

ds® = -c%dr? = g, dXdx" (2.278)

a zavedeme inercialni vztaznou soust&vtakovou, Ze je momentan
v klidu vici vztazné soustavSv daném boél
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Potom jak délky infinitesimalnich &ficich tyi, tak i¢asové intervaly
budou stejné v sousta®i S.
V lokaln¢ inercialni sousta¥ S se soadnicemi

ds? = —c2dr? =, dxdxt = —(d) + X o (2.279)

Vztah mezitasovou sotadnicix’ a vlastnimsasems’ snadno ufime,
vezmeme-li d¥ udalosti, které z hlediska refetsm soustavys nastaly
kratce po sobv tomtéz mist.

Interval mezi &mito udalostmi je pak ( 2.278 ), a protode’ =0, je

ds? = —c2d7? = g (), (2.280)
tj.
1
:E [- ggp AX°, (2.281)

coz mizeme pro slaba gravitai pole fgepsat ve tvaru

0 1
dr =9 (1+ 2sz :(1+ﬂ2j dt. (2.282)

C C C

Pro ziskani vztahu mezi skatg/mi délkami a prostorovymi
soudradnicemix? (a = 1, 2, 3), musime vyraz pro délku elementarni
mefici tyce v klidové lokal® inercialni soustay S

dI2 :i(dx")z = KK, (2.283)

a=1

pietransformovat do obecné (neinercialni) sousgvy
Pro vlastni delku nekogfie¢ kratke ngrici tyce pak dostavame vztah
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d|2 — Lgaﬁ _ gOagoﬁ jdxadxﬁ — yaﬁdxadxﬁ’

Joo

kde

o = OX OX" 0K’ 0%, 3X° %"
kMoo axk oxt ax® oax' ox~

a

%0\
Joo = (ﬁj :
o K, RO
% ax° ox?  ox° ox*
XX aR° R

Jap = ox7 axP  9x% axP

Pro interval vlastnihdasu pak dostavame

ox°
&= o
) G
& _axﬁd ’
ox“

:O’
ox°

tj.
(A7) == gl

ve shod s (2.281).
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_ gOa' gO,B

00

Vyraz (gaﬁ j tedy udava metriku neinercialni vztazné soustavy

v tfirozmérném prostoru, tj. trojrozemnou metrikuy,z indukovanou
metrikou prostordasugi . _

Oddslenim prostorovyckileni v identi& g g* = 0 Ize odvodit vztahy
mezi metrikou prostoru a prostéasu:

y” =-g7,
OV =9,

(2.289)

kdeg je determinant sestavenyiz a yje determinant ze slozegkg .

Aby byla vztazna soustava odpovidajici metrickéemzorug;

fyzikaln¢ realizovatelna, musi byt trojrozmma metricka forma ( 2.284 )
pozitivre definitni, a podle ( 2.281 ) musi téz plags < O.

Tyto, tzv. Hilbertovy podminky vyjadijeme pomoci determinana
subdeterminairitmetrického tenzoru takto:

g g Joo Y02 Yo
© <0, |0 9n 9>0 ,  g<0. (2.290)
glO gll

g20 ng gZ

Existuje-li vztazna soustava, v niz slozky metrlukéenzorug, nezavisi
nacasové sotadnicix’, nazyva seifslusné graviténi pole stacionarni.
Pokud ve stacionarnim poli navic existuje vztainéstava v niz
vSechny smiSené komponenty metrického tenggyjsou rovny nule,
jedna se o statické grauita pole, ve kterém jsou oba tokgisu
ekvivalentni.

Z gravita&niho zakona plyne, ze staticka gra#itepole jsou buzena
statickym rozlozenim hmoty, avSak graviiapole sféricky
symetrickéhodlesa ve vakuu je statické i tehdy, kdyzZ tateso

radialre pulzuje, jak si ukdzeme pagd

Stacionarni gravitai pole nmiize byt v praxi buzeno pouze kompaktnim
izolovanym &lesem, nebidv soustaw nékolika volnych tles zgisobi
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jejich gravit&ni interakce vzajemné pohyby, takZze vysledné gaéwit
pole bude prognné.

Prikladem stacionarniho pole je gra¥iapole okolo axialé
symetrickéhodlesa, rovnorérné rotujiciho kolem své osy.

Toto pole vSak neni statické, nétmba smry toku casu zde nejsou
ekvivalentni.

Pri obraceni Sipkyasu se rni znameénko Uhlové rychlosti rotagtesa.
Uved'me si je&t jeden vyznamnyitsledek vztahu mezi intervalovym a
vlastnim sotadnicovymcasem, kterym je jiz gravitai rudy posuv.
Dle vztahu ( 2.281 ) budou ve dvou mistechznym graviténim
potencialem témuz intervalu sawlinicovéha@asu odpovidatizné
intervaly vlastnih@asu.

Nech’ ve stacionarnim gravitaim poli se v bo&él P, nachazi zdroj
s\wtla, ktery vySle dva stelné impulsy odé&ené intervalen\ 7 (P,)
vlastnihocasu.

Souadnicovycasovy interval mezgmito udalostmi pak bude

At(a)zlmxo(ﬁ):ﬂ. (2.291)

c ~Ooo ( Pl)

Tyto s\wtelné signaly se Siprostorem a budou zachyceny
pozorovatelem v badP, .

ProtozZe ve stacionarnim gravitam poli slozky metrického tenzoru
nezavisi n&asové sotadnici, bude interval seadnicovehaasuAt (P,)
mezi okamziky pjeti obou impuld pozorovatelen®, stejny, jako

v bod vyslaniPy, tj.

At(R,)=At(R). (2.292)
ProtoZe

A7(R,)=At(B)\J-9w(B) . (2.293)
bude
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A
A

r
r

(R,) :{goo(%)f

(R) | 9w(R)

(2.294)

Stejre tak, bude-li v bod P; probihat periodicky proces vyizavani
swtelnych vin, pak péet €chto kmiti za jednotku sadiadnicovéhaasu
bude stejny ve vSech bodech trajektortec#io se zéeni a ponir mezi
periodamiT(P;) aT(P,) zaeni v mistechP; aP, bude dan o vztahem

(2.294).
Poner frekvenci proto bude

x 2>{goo(a>f

P
w(R) | 9uo(P)

Ve slabém gravitnim poli je

0o (P) = -£1+ 2 (Zp)j,

C
takZe plati
LW(R)T
w(R,) 1 c? 1
= =1+=[¢(R,)-¢(R)],
aR) | 2em) | et R
i ¢t
neboli

Aw_(R)-a(R) ¢(R)-¢(R)_a¢
w w(R) ¢ 2
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Gravitaini pole je projevem geometrie prostéaeu ovliviované
univerzal veSkerou hmotoul energii.
Bude tedy firozené jej popsat obecnou rovnici tvaru

Objekt popisujici geometr Objekt popisujiistribuci
prostora‘asu energie- hmoty

(2.299)
piicemz pro slaba gravitai pole musi davat spravnou newtonovskou
limitu, tj. Poissonovu rovnici

Ag = 41pG (2.300)

S potencialemp souvisejicim s metrickym tenzorem vztahem

Y00 = _(1+i_?j’ (2.301)
kde

2
d*x" _ oy _ (2.302)
dt* 2 ox’
a

2

hooz_c_?' (2.303)

V tomto gripack tenzorgy hezavisi n&y, gog = 1 (@ = 1, 2, 3) a existuje
vztazna soustava, v nizide byt metricky tenzor rozlozen na

g (X)=n+h (¥ . [hl<l (2.304)
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Objektem, ktery werpavajicim zfgssobem a nezavisle na konkrétni
struktue popisuje distribuci a pohyb hmoty a energie \wkBini
sousta¥ je tenzor energie-hybnodii .

Oznaime-li levou stranu ( 2.299 ) popisujici geomgiribstoréasu
jako Gy , dostaneme rovnice grauitdho pole ve tvaru

Gy = K, (2.305)

kdeK je ngjaka konstanta, kterou jeeba uéit.
K tomu je teba gesrgji specifikovat velEinu Gy tim, Ze na ni budeme
klast rekolik rozumnych fyzikalnich pozadawk

1) Gy, musi byt symetricky tenzor 2adu, aby byl konzistentniTg .

2) Gy je objekt popisujici gravitai pole a tedy geometrii
prostor@asu. Ml by byt proto sestaven z metrického tenzgga
tenzoru Kivosti Ry, .

3) Z diavodu lokalniho zachovani energie a hybnosti zdmojsi byt
kovariantnictyidivergenceG*, = 0.

4) V rovinném prostoréase musi by, — 0.

5) G je linearni funkci tenzorurkosti, takZze obsahuje derivace
metrického tenzorgy jen do druhéheadu, ficemz tyto druhé

0°g,
0x 0X¢

s koeficienty které jsou funkcemi pougg, nikoliv jeho prvnich
derivaci).

derivace jsou obsazeny linearj. aby Gy byl linearni v

Podminky 1 — 5 umailiji jednozné&né nalezeni valiny Gy, .
Z diferencialni geometrie plyne, ze watia vyhovujici podminkam 1, 2
a 5 musi mit tvar

G, = AR + Bdg R+ g, (2.306)

kdeA, B, C, jsou konstanty.
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Dle pozadavku 4, musi b@t — 0, presrji

C=A=200"cm? (2.307)
coz je tzv. kosmologicka konstanta.

Vzhledem Kk jeji nepatrné hodrgt prozatim niZzeme pro zjednoduseni

poloZzit rovnu nule, pozgi se k ni viak jegtvratime,
Z pozadavku 3 vzhledem k Bianchiho identitam ( 1,63L.65 ) plyne

__A
B=-2, (2.308)
&l
A[ﬁRk—% gkRj: KOT. (2.309)

KonstantuA je mozno zahrnout do konstan€y polozime-li

k=X (2.310)
A

Tim dostavame&s, , ¢ili tzv. Einsteinav tenzor ve tvaru
_ 1

Gy = RK_E g R= KJT. (2.311)

Konstantuk snadno uiime z pozadavku aby pro slaba pategty
obecné rovnice v Newtdn gravitani zakon.

Nejprve provedeme v rovnicich ( 2.311) limititéphod

k nerelativistické mechanice tim, Zze budeme uvazgravitatni pole
slabé, £imz souvisi téz nizkeé rychlosti objéki tomto poli.

Jako zdroj graviténiho pole pouZzijeme nejjednodussi klasicky model
nestrukturovaneé hmoty — nekoherentni prach popsargorem energie
— hybnosti
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T = p & V' V. (2.312)

Za predpokladu malych rychlostiimeme poloZitV' = (1, 0, 0, 0), takze
nenulova komponenfd* bude pouze

T = p &2 (2.313)

Jednoduchou algebraickou Upravou rovnic ( 2.31dsjaheme tvar
ik ik 1 ik
R :kté'l* —Eg Tj, (2.314)
ktery se nam vifjpact ( 2.313 ) redukuje na jedinou rovnici
00 1

neba’ ostatni rovnice jsou v naSi aproximaci rovny nule.

R vypasitame ze vztahu ( 1.55 YipemZ s ohledem na slabost pole
¢leny druhéhdadu vypustime.

Dostaneme tak

_ 0o,

R , (2.316)
0X
coz pouzitim vztahu ( 2.296 ) platného pro slabé dava
R = 1 A 2.317
== 9. (2.317)
Polozime-li pak
871G
K = — (2.318)
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ziskame Poissonovu rovnici pole ( 2.300 ) ve tvaru
1 4
A¢:§kEbB: =41Gp. (2.319)
JejimieSenim bude
¢:—GJ‘&:§'V, (2.320)

coz je Newtoidv zakon jako specialnifpad Einsteinovych gravidaich
rovnic pro velmi slaba gravitai pole.
Nyni jiz nam nic nebrani zapsat hledané rovniceigaéniho pole:

1 811G
GikERk_Egk R:7 T (2.321)

Kontrakci metrickym tenzorem), dostaneme

R-2R= T874G, (2.322)
C

¢imz rovnice graviténiho pole obdrzime téz v ekvivalentnim tvaru

, =%(Tik = Tj, (2:323)
C 2

kdeT=T'.

Tato soustava nelinearnich parcialnich diferen@élnovnic druhého

fadu pro slozky metrického tenzagy pIné uréuje prostoréasovou

distribuci metrického tenzoru, tj. prostoroveé r@adai atasovou evoluci

gravitatniho pole buzeného soustavou zneppsanou tenzorem

energie — hybnosii, .

Kovariantnictyrdivergence leve strar je identicky rovna nule.
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Je to disledek Bianchiho identit ( 1.63 ), ( 1.65 ), proZer Kivosti, tj.
projevem geometricko — topologického principu ,hcarhranice je
rovna nule“.

V nasSem pipact se jedna o orientovanou dvojrosmou hranici
trojrozmerné hranicetyirozmeérné oblasti prostok@su.

Z gravita&nich rovnic ( 2.321 ) tedyipozere plyne lokalni zakon
zachovani energie a hybnosti zdroje ve tvaru

T*, =0, (2.324)

jakozto disledek obecné komplementarity mezi zdrojem a jimehym
polem jeZ ma takové vlastnosti, z nichz automatlyou zakony
zachovani tohoto zdroje.
Zdroj kolem sebe vytw@pole pra¥ tak, aby se sam zachovaval.
Tento zadkon zachovani vede k rovnicim pohybu zadégoustavy
popsané fislusnym tenzorem energie — hybnosti.
Gravitaini rovnice tedy utuji nejen graviténi pole pro dané rozlozeni
hmoty, ale wtuji i pohyb hmotnych zdr@j Na rozdil od vSech ostatnich
teorii pole neni v OTR nutno zvlagverti postulovat pohybové rovnice
zkuSebnickastic v daném gravigaim poli.
Tyto rovnice pohybu se daji ziskat jakisstbdek rovnic pole.
ArTj'

C
identicky plyne diky antisymetrii tenzoru elektrogmetického polé-;
vztah j‘;i =0, coz je rovnice kontinuity prouddili zakon zachovani

elektrického naboje.

Maxwellovy rovnice tak omezuji svobodu zdr@ouze po strance
elektricke, zatimco Einsteinovy rovnice postihigeehny formy pohybu
zdroja.

Gravitace a mechanika jsou zde vzajémednoceny na rozdil od
Newtonovy teorie, kde jsou zcela nezavislé.

Podobr, mame-Ili volné elektromagnetické pole ve vakulk, pa

z Einsteinovych rovnic na jejichz pravé strdoude vystupovat tenzor
energie — hybnosti elektromagnetického pole:

Napr. pro elektromagnetické pole z Maxwellovych rovﬁ'&‘é;k =
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Re—5 G R=2FE-2 g F I (2:325)

plynou i Maxwellovy rovnice tohoto volného elektragnetického pole
F*,=0.FitomR=0aR"R :Ji"& R F#“j.

Einsteinovy a Maxwellovy rovnice se tak daji slhao jediné soustavy
rovnic 4.fadu (Misnerovy — Wheelerovy rovnice), ktera v getsiokém
tvaru obsahuje jak Maxwellovu elektrodynamiku (Ipéboji)

v zalkivenem prostoréase, tak i Einsteinovy rovnice udavajici #a&ni
prostor@asu timto elektromagnetickym polem.

Elektromagnetické pole zanechava na geometrii pro&isu
charakteristické stopy, z nichz jej Ize poznatjiglpg chovanim je
uréeno.

Charles W. Misner (1932)

Elektromagnetické pole, které jecano vyrazem obsahujicim
odmocniny Ricciho tenzorurivosti Ry Ize tedy plg& popsat pomoci
pouze graviténich veltin — sloZzek metrického tenzoru.

Maxwellovy rovnice jsou pak dany vztahem mezi Rhockiivosti a
rychlosti, s jakou se &ni.

Zakony elektrodynamiky tak nabyvéjst¢ geometricky charakter.
Dostavame tak velice zajimavy popis,amz elektromagnetické pole je
projevem prazdného zakovaného prostoasu.

Naneststi vSak, jak pozfji ukazal Witten, pi integraci Misnerovych —
Wheelerovych rovnic mohouiglusné Cauchyovy okrajové podminky
odpovidat sotasre vice nez jednomu Maxwellovskému poli. Uvedena
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metoda geometrického popisu elektrodynamiky sestéawma
nejednoznénou.

Baron Augustin-LoUié Cachy (1789 — 1857)

Uvazujme nyni d¥ ¢astice, z nichZ jedna je umist v bod X (tu
budeme povazovat za vztaznou) a druhd v blizkém ¥oels kdeé£ je
ctyfvektor prostordasové odlehlostgthto dvou testovaciatastic.
Jestlize nyni tyt@astice nechame spolu veélpadat v graviténim poli,
budou se pohybovat po&ecarachx'(1), X(1)+ £(1), kdestyivektor
£(1) spojuje body obou trajektorii se stejnyim

Kovariantni derivaci jejich odchylky, tj. deviadbou geodetik snadno
odvodime s pouzitim vztahu ( 1.48 ) pro kovariad#rivaci vektoru
podél Kivky.

Hledana rovnice deviace geodetik pak bude

D% . dx dX" |
-R, =27 ¢ =0. 2.326
dA? Ram dA di ( )

Vidime, Ze geodetiky dvogles padajicich vedle sebe v nehomogennim
gravitatnim poli se budoudti sok& obecr odchylovat, picemz
2 A

vzajemné zrychleni obatastic je umeérné tenzoru kvosti Ry .

AZ
Slozky tenzoru kvosti tedy popisuji gradienty gravitaich sil — slapové
sily.
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V rovinném prostoréase jsou vSechny slozky tenzotivksti nulové,
takZe k deviaci geodetik nedochazi.

Abychom nyni ziskali tpk)Si obraz o vlivu gravitace na pohyb hmoty,
piejdeme od dvou geodetik k celé soustamkovych geodetik,
zaphujicich jistou oblast prostotasu.

Do kazdého bodu prostoru v této oblasti dosadimethoucastici a
nechame ji volé padat zakvenym prostoréasem, picemz
zaznamenavame jeji &ocaru.

Kazdym bodem prostotasu v uvazované oblasti bude potom prochazet
néktera z ¥chto geodetik.

Stanovime-li pro kazdou geodetiku v kazdém jejirdélgednotkovy
tecny vektorV', dostavdme pro kongruenci geodetik celé paleyteh
vektort V/ (xY).

Divergence, respektive konverger€geodetik v dané oblasti je dana
kovariantnictyidivergence vektorového polé:

c=V'. . (2.327)

Konvergence kongruence geodeti#sového typu siédi dilezitou
Raychaudhuriho diferencialni rovnici

d

. 1
—C=RVV+20°+=C, 2.328
ds Ry g3 ( )

kde dpopisuje vzajemny ,skluz* geodetik.

Amal Kumar Raychaudhuri (1923 — 2005)
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V pripack, Ze by kongruence geodetik rotovala, bude na saé&
(2.328) jedt¢len -24f.
Pro konvergenci izotropnich geodetik plati analkgimvnice

d - 1
—C=RVV +20?+= C, 2.329
a R > ( )

Kde V' jsou izotropni t&né vektory.

Posledni dv&leny na pravych stranach rovnic ( 2.328 ), ( 2.3k®u
nezaporne, takze o vysledném znamenkénzkonvergence rozhoduje
glen R*VIVX.

Aby i tentoclen byl nezaporny, musi byt dle Einsteinovych ravni

( 2.323) gravitani pole buzeno tenzorem energie — hybnostilgfim
nerovnost

(Tik—%TEgkj\/\f >0 (2.330)

pro véechny ¢asového typu, resp. nerovnost
T.V'V =0 (2.331)
pro izotropni vektory}/ (pro réZ je giV'V* = 0).

ProT* idealni kapaliny je to spémo tehdy, jestlize hustota a tlak spji
relace

p=20 ; p+p,=0 (2.332)
resp.
020 p+zpazo. (2.333)

ukazuje se, Ze energetickad podminka ( 2.330 )If&is@ pro vSechny
dosud znamé formy hmoty, nebloustota energie je nezaporna a
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k naruSeni energetické podminky by bytebia velkého zaporného tlaku
p.

V redlném vesmiru je vSakegime splrena jest o neco silrgjsi

podminka tzvenergodominance

Pro kazdy vekto¥; casového typu je

T*V\[ =0 (2.334)
a vektorT“V, je casového nebo izotropniho typu, takZe lokalni hastot
energie je vzdy nezaporna a navic lokalni proudgease realizuje
pouze na plasti nebo uvhgwtelného kuzelu.

Energie tedy dominuje nad vSemi ostatnimi slozkimmzoru energie —
hybnosti, tj. plati

T 2|T%|. (2.335)
ProT* idedlni kapaliny je to spémo tehdy, kdy?
pz0 ; -ps<p,<p (a=12]73, (2.336)

tj. kdyz tlak nepevySuje hustotu energie (rychlost zvuku iesysuje
rychlost sétla).

Clen RV'V¥ v rovnicich (2.328), (2.329) je tedii pplneni
rozumnych energetickych podminek ( 2.330 ) gdvnezaporny, takze
pro rychlost zminy konvergence geodetik plati nerovnost

des

. %szo. (2.337)
S

Podle niz konvergence monot@moste podél kongruence geodetik.
Pokud jsou tedy spémy energetické podminky pro tenzor energie —
hybnosti takové, aby podle Einsteinovych rovnicobyl

RV V=0 (2.338)
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pro kazdy vektoW ¢asového resp. izotropniho typu, ma gravitace
pritazlivy charakter a na geodetikgsového resp. izotropniho typu
fokusujici &inek.

Einsteinovy rovnice gravitaiho pole byly do zraé miry
zkonstruovany podle vzoru Maxwellovych rovnic etekiynamiky.
Pri sledovani analogii mezi gravitaci a elektrodyrnamise vynéi
zakladni otazky: Jakou rychlosti s# §iravitatni interakce? Existuje
gravitatni analogie elektromagnetickych vin? Jakynmisgbem
gravitace zprogtdkovava penos energie?

M¢jme izolovanou hmotnou soustavu popsanou tenzonsrge -
hybnostiT* v asymptoticky rovinném prostafase.

Souadnicovou soustavu zvolime tak, aby ve velikychaledostech od
hmotného zdroje spofifpirechazela v asymptotickou inercialni
(Lorenzovu) soustavu.

Slozky metrického tenzoru budeme vyégat ve tvaru

O =77 + i (2.339)
kde
-1 0 00
0100 (2.340)
"Zlo 01 0 '
O 0 0 1

je Minkowského metrika a

« = G~ (2.341)

jsou odchylky od této metriky.
Definujeme-li si vekiny
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dEf h hknlk |k = hk _l7|k ( 2342 )

a sodtadnice zvolime tak, abyy vSude vyhovovalo kalibtaim |
podminkamy, =0, miZzeme Einsteinovy rovnice vyjéilpomoci g™

l//ik,|m /7Im — —167T(Tik + tik) 1 ( 2.343 )

O & d M4

Redeni takto Ilneanzovanych Einsteinovych rovn'&:\?yjédit podobré
jako v elektrodynamice, formou retardovanych inddgr

'k " 4G”ITI tl C'jd%z", (2.344)

kde

R:\/Z(x"—xa)z. (2.345)

Pokud jet“ # 0, je vztah ( 2.344 ) vlastrintegralni rovnici, nebot™ je
funkei ¢,

Pro slaba pole vSak v aproximaci linearizovanéi¢eneni pseudotenzor
t* pritomen.

Vztah ( 2.344 ) ukazuje, Ze vysledné grasnigoole neni uteno
okamzitym rozloZenim hmoty ~ energie, néaagny v gravit&nim

poli se sii rychlostic, coz se dalo&ekavat jiz pi odvozovani OTR

z STR, v niz hraje rychlost &la rozhodujici tlohu pro strukturu
prostor@asu.

V dostaténé velikych vzdalenostech od zdrojoveé soustavy bude

gravitaini pole jiz znang slabé, takze ve vztahu (2.339 ) bigg < 1.

Predpokladejme nyni, Ze prostoes je takka rovinny a Minkowského
metrikou, jen slabdeformovanou gravitaim polem vyjagenym
velicinamihy .
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Tehdy budou vSechny nelinearni efektg¢tmgho vlivu pole na metriku
zanedbatekhmalé.

Takovéto graviténi pole pak mizeme vySd&bvat coby nezavislé pole,
na pozadi Minkowského prost@asu podobé, jako nap. pole
elektromagnetické.

Pfi vhodnych kalibranich podminkéach plati pro slaba pole
linearizované Einsteinovy rovnice ( 2.343).

Pro vakuum je pak

O, =0 (2.346)

COZ je rovnice popisujici gravitai viny Siici se rychlosti sitla.
Nejjednodussieseni linearizovanych gravitaich rovnic ve vakuu

Yy = Re[ A, 8% ) (2.347)

popisuje rovinnou monochromatickou vinu s ampliwdg, a vinovym
vektoremk; .
Z rovnice ( 2.343) plynou vztahy

kk =0 , AK =0, (2.348)

r

podle nichX je izotropni vektor kolmy IA.
Z toho tedy plyne, ze gravitai viny jsou @i¢né viny s frekvenci

w=k" = [k + K+ K2, (2.349)

Sitici se rychlosti stla ve snéru k.

HarmonickareSeni ( 2.347 ) twd Uplnou bazi funkciy a libovolné
feSeni vinovych rovnic fZe byt sloZzeno jako superpoziéetitoreSeni.
Lorentzovy podminky snizuji get velcin ¢ z deseti na Sest
nezavislych komponent.

Lorentzovy podminky jsou invariantna® transformaci
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Yy > Y+ + 1, (2.350)
kdef; jsouctyii libovolné funkce spiujici podminky

f.,' =0 , |y l<l (2.351)

Vhodnou volbou; pak mohou byt vatiny ¢ redukovany na pouhé é&v
nezavislé slozky odpovidajici &ima stawm polarizace.

Pro monochromatickou rovinnou vinu ( 2.347 ) lzénat kalibr&ni
funkcef; tak, aby bylo

wio =0 ! waa' =0. ( 2.352 )
Potom bude
h=¢)) , h=0, Nh,=0 (2.353)

Tato velmi vyhodné kalibrace se nazyp#éna s nulovou stopowa
oznaujeme ji zkratkou TT (Transversal Traceless).

V TT-kalibraci maji slozky tenzorurkosti s komponentanti, velmi
jednoduchou souvislost:

2

Roopo= Rogs =~ Rop == Ry o= = By o ~—s 2. (2.354)
050 005 0074 5 0 2 ,00 202 atZ ' '

Paklize se rovinna vinai$ive snéru osyx, je popsana tenzorem

O 0 O 0
|00 O 0 5 355
hk - 0 O hyy hzz ( . )
0 0 h, -h,

Nenulové jsou zde tedy jen 2 slozky :
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h,=-h,=Re(AE“™) | h=-nh=Rq4 A0e)

(2.356)
Pri pfechodu k novému séadnému systéemy pootaenému kolem osy
Sireni graviténich vinz o dheld, tj. pri transformaci

t'=t, X =xlosd+ ylsin? , y= ylcod- xdsi} , z= ,

(2.357)
se jednotlivé vektory polarizace gravita viny transformuji podle
vztahu

€, =e [toy )+ elsi{ &) , &=~ eOsif 2)+ el cdsD).

(2.358)
jestlize se rovinna vingr pii pootaieni o Uhek? kolem sndru Sikeni
transformuje podle zakona

Y =y &, (2.359)

: Lo : . c 277 .
tj. zastava-li invariantni p pootaieni o uhek? =— kolem osy Seni,
S

paks je spin kvanta fifazeného této vin

Pro graviténi viny vychazi tento Uhel invarianee= 7z cemuz odpovida
spins = 2.

To je spin neseny hypotetickym gravmdm kvantem -gravitonem.
Gravitaini viny prenaseji hmotnost ~ energii a proto jsou jednak
ovliviiovany graviténim polem jimz prochazeji, a jednak spdisipbi
jako zdroj gravitace, tj.ispivaji k celkove kvosti prostorgasu.
Rikame, Ze gravitai viny nejsou gravitng neutralni.

Podobs, ani elektromagnetické viny nejsou gravianeutralni, avSak
jsou elektromagneticky neutralni — nenabité, tputienitelné
elektrickym a magnetickym polem, ani jinym elektimgnetickym
polem.

Lokalre I1ze gravit&ni viny povazovat za rozruch v geometrii
prostor@asu Siici se rychlost€, vyvolany réjakym nerovnorérnym
pohybem hmoty, aS8Ci se rovinnym prostot@asem, aniz jeréba brat
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zietel na interakci s celkovym z@kenim prostoréasu na jehoz pozadi
se viny &fi a na nelinearni interakce mezi nimi navzajem.

Globalre vSak zakiveni prostoréasu zfisobené rozlozenim ostatni
hmoty bude zfisobovat frekvetni posuv graviténich vin a nénit smer
jejich Sieni.

K tomuto globalnimu zakveni @itom bude pispivat i energie nesena
samotnymi graviténimi vinami.

Pri Sireni gravit&nich vin budou tedy vznikat charakteristické nedime
efekty.

Nap:. dwe gravitani viny se budou vzajemmozptylovat.

Abychom mohli odliSit vinici séast Kivosti prostorégasu od globalni
kiivosti pozadi zfisobené fitomnosti hmotnychétes, musi byt gedni
délka graviténich vin mnohem menSi nez charakteristicky p@om
kiivosti prostordasu na jehoz pozadi se vInyi Si

A<R. (2.360)

Mistni kiivost ve vire mize byt gitom podstata vétsi, nez globalni
kiivost prostoréasu.

OdliSeni pozadi od vin je uma3mo nikoliv rozdilem v zakveni, ale
rozdilnosti ndfitek, v nichz se zakeni periodicky nini.

Jak si ukazeme dale, samotné grawitaviny vyvolavaji dle
Einsteinovych rovnic téz globalni zakeni prostordasu unirné A/A.
Proto ke splani zakladni podminky kratkovinné aproximace ( 2.3¢9
nutné, aby téz amplitudagravitanich vin byla mala.

Prostor@as vyhovujici podmince ( 2.360 ) lIze potom analgzgednak
z hlediska lokalnich gfitek, a jednak z hlediska globalnich vlastnosti
prostor@asu.

Prislusna metoda analyzy gravitéch vin v kratkovinné aproximaci se
nazyva lsaacsdiv formalismus.

Metricky tenzor pak rizeme rozepsat jako

=g+ (2.361)

kde g2°° je globalni metrika prostotasu na jehoZ pozadi se viny

~ A7

Sirl.
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Richar A. Isaacsn (137)

Podobnr téZ tenzor kvosti Ry I1ze rozlozit viadu podle malého
bezrozndrného parametrd/ R« 1.

Rk = %Iob + FIS) + E&l) + FEist, (2362)

kde RY® je globalni kivost pozadi, monoténni v rozsahgtsiho
mnozstvi vinovych délek,

R&l) :%(_h;ik - hL;II + I|1;iI + h‘;k') (2.363)

je vinici secast Kivosti prostor@gasu kterd je linearni ¥R a

R&Z) :1{} P Hm;k + Hm( Dt Pom™ Poiem™ M im)+

+hl|<;m(hli;m_hmi;l)_(hlrrnn_ h:ll):| (2364)

je ¢ast tenzoru kvosti kvadraticka VA/R.

Spoustni a zvedani index stejré jako kovariantni derivovani se zde
v3ude provadi podle metrikg?®.

Obecné vakuové rovnice pdRyx = 0 mohou pak byt roZteny nacasti a
analyzovany jednak z hlediska lokalniho, a jednalediska globalniho.
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V oblastech srovnatelnych s vinovou délkbgravitanich vin, kde se
globalni zakiveni prostordasu gimo neuplatuje, musi byt

RY =0. (2.365)

Pomoci vekkin
Wi &, —hEgg"’b (2.366)

volbou vhodné kalibrace, v niz je

Yl =0 (2.367)

a vynechanintlena vysSichradi mizeme rovnici pepsat ve tvaru
Wi\ +2RIy™ =0, (2.368)

COZ je rovnice $éni gravitgnich vin v zakiveném prostoréase,
analogicka rovnici $éni elektromagnetickych vin v geometrické optice.
Rovnicerika, ze graviténi viny se i podél izotropnich geodetik.

kk'=0 , k,K=0 (2.369)
jsou Kivky kolmé k plocham konstantni faze, které jsonydéovnici
izotropnich geodetik afpdstavuji tzvgravitaéni paprsky.

Vektor polarizace je kolmy k paprsik a genasi se podél nich

paralelnim penosem.
AmplitudaA viny s vinovym vektorenk tvori diabaticky invariant

(A2 IIk“);a =0 (2.370)
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vyjadiujici zakon zachovani ptu gravitor pii Siteni graviténiho

z&eni v prostordase, jehoz globalnifkvost se idni pomalu ve srovnani
s frekvenci vin.

Optické efekty, jako je rudy posudi,zakiivovani paprsk v gravita&nim
poli tedy plati i pro gravitni viny.

Pti globalnim ghistupu provadime zpmérnovani vsech valin pres
oblast o rozrérech rekolikanasobku vinové délky, abychom etilil
globalni Kivost prostordéasu od lokalnich fluktuaci v gravétaich
vinach, které se tim zahladi:

<R(k1)>:0’ (2.371)
zatimco globalni kvost prostoréasu se prakticky nezmi
(RI") = R, (2.372)

Obr. 2.12

qhba‘lhé za.k'?"l-'umw:
yioh prortoveéas <‘pozadi”

vahova fuwkee
zprivw Erpvawy

W (Z)

by
LT

L L = Tgw{z}- f(z-=) oz

V Isaacsono¥ kratkovinné aproximaci Ize odliSit globalni Zedeni prostordasu ("pozadi”) od
lokalnich fluktuaci graviténich vin, pokud je vinova délka mnohem mensi neirakteristicky
polomer kiivosti prostordasu. Tato separace se provadi pomodim@movani [fes oblast o
nékolika vinovych délkach za pouziti vhodné normovaakoveé funkce W(z) konvergujici k
nule s rostouci vzdalenosti.
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Ke stedovani pouzijeme vhodné normované vahové funkce
konvergujici k nule s rostouci vzdalenosti (s restim p@&tem vinovych

delek), a paralelnihatpnosu do vySebvaného mista podél vhodné

geodetiky v metriceg?®.

Rovnice pole pak budou
Ralob+<F%<2)>:O’ (2373)

coZ lze upravit na tvar Einsteinovych rovnic

811G
o

GiEIob = REIob _% Rglob g(glob: -I-vlr’ ( 2 374 )

kde zdroj na pravé stran

-rilllln — _%U R$<2)> _% g?(lob< R‘z)>j (2.375)

je tzv.lsaacsoniv tenzor efektivni rozprosené energiehybnosti
gravitatnich vin,

Rovnice ( 2.374 ) popisuji, jak gravita viny pii svem Sieni globalw
zalfivuji prostor@as.

T." tedy mizeme interpretovat jako tenzor enefgigbnosti

gravitatnich vin ficich se prostokmsemg?®, pro ktery z rovnic

(2.374) plynou &né zakony zachovani

TX . =0. (2.376)

vin:k —

Zbylé ¢leny vySSichrada v rovnici Ry, = 0 popisuji shora zméné
nelinearni efekty jako jsou interakce vin se sekmuymi, apod.

Siti-li se prostoréasem elektromagnetickégravitaini viny, budi tedy
kolem sebe gravitai pole, tj. zakivuji prostor@as, v gmzZ se §ii, coz
samozejne nezistava bez zného vlivu na jejich pohyb.

145



146

Dle OTR mohou velmi mohutné grauitd ¢i elektromagnetické viny
vytvorit ve svém okoli natolik silné gravitai pole, Ze jim budou
nuceny trvale obihat po uzanych drahach.

Vytvoii si tak kolem sebe jakysi gravita vinovod ze zalvené
geometrie prostot@su, v 8mz trvale cirkuluiji.

Takovyto utvar nazyvame elektromagneticky, respvigeni geon
Jestlize bude geon celkové hmdysféricky symetricky, bude
vzbuzovat sféricky symetrické grauitd pole a prostokasova metrika
bude mit tvamwarpové bubliny:

ds=-g ¢df+ g df+ P( #*+sin*9 @?), (2.377)

Radialni slozka metrického tenzoru ma tvar
1

_2G0m(r)’
r [¢?

(2.378)

grr =
1

kdem(r) je hmotnodienergie obsazena uvinkoule o polonarur.
Casova slozka wngeonu ma tvar

2GM
=1-—-, 2.379
O o2 ( )
uvnitt geonu ma pak hodnotu
1
O :§- ( 2.380 )

Cas tedy plyne uvnitgeonu tikrat pomaleji nez daleko od geonu.
Pro vzdaleného pozorovatele bude geon vykazovaitgéai (Cinky
jako bZnéa hmota.

Na ok¥Znou drahu okolo geonu Ize rfapavést druzici.

V pripact elektromagnetického geonu se nelze vceétkmu divit, nebo
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jiz z STR plyne, Ze elektromagnetické vinepaseji energii a tedy |
hmotu.

Gravitatni geon je vSak twen pouze vianim gravit&niho pole, tj.
vinénim geometrie prazdného prostéasu.

Vinici se Kivost prazdného prostafasu se tedy z dalkyime jevit jako
hmotny Gtvar.

Gravitaini geon je tedy nazornyntigladem hmoty utviené doslova

z prazdného prostotasu pouhym viénim jeho Kivosti.

Z toho divodu je geon @lezitym Utvarem z hlediska unitarni teorie pole.
Geon je vSak jen extrémnintipadem konstrukce hmotného objektu
Z geometrie prostotasu.

Ve skuténosti je kazda gravitai vina takovouto hmotou bez hmoty
sloZzenou z vakua chapaného v obvyklém smyslu.

To, jak se i v prazdném prostoru bez obvyklych hmpolh zdrof
objevuje jakasi efektivni hmota majici globalnigtani inky, je
podobné situaci, z elektrodynamiky, kdy se i vewakez nabdj a
proudi pro nestacionarni elektromagnetické pole objeMaewellav
posuvny proud

10E

2.381
47T Ot ( )

majici magnetickédinky stejné jako skutay proud elektrickych
naboji.

Podle analogie s elektrodynamikou Izekavat, ze gravitai viny se
budou vyz#ovat @i nerovnonérném pohybudes, kdy dochazi

k casovym zmindm buzeného gravitaiho pole.

NejobvyklejSim zdrojem radiace v elektrodynamicegeni
elektrického dipOdlu, jehoz intenzita ( 2.177 ) gmd druhou derivaci
dip6lového momentu

N
d=)» qpr, (2.382)

soustavyN elektrickych nabdj g, podle¢asu.
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V gravitaci tlohu elektrického dip6lového momentaja dipdlovy
moment

N
d=>» mr, (2.383)

rozloZzeni hmoty v soustaw casticm, .
Prvnic¢asova derivace tohoto dipolového momentu

N
d=>» af,=p (2.384)
n=1

je rovna celkové hybnosti soustavy, takze jeho @mérivace bude
rovna nule diky zakonu zachovani hybnosti.

Ukazuje se tedy, Ze dipolové gravitdz&eni nenize existovat.
Gravitatni z&eni musi mit nejménkvadrupoélovy charakter.

Souvisi to s teorémem nauky o spinera, podle 8hoz je multipolarita
zaeni jez se riive vyzdovat

m= 2s, (2.385)

kdes je spin daného pole.

Pro elektromagnetické pole se spinem1 je zéeni nejmén dipolove,
pro gravit&ni pole se spinem= 2 je nejmé# kvadrupdloveé.

Za zdroj gravitanich vin mizeme tudiz povazovat obeckazdou
fyzikalni soustavu gasow promeénnou distribuci hmoty(t, x%).

Je-li pohyb hmoty ve zdroji pomaly, vzhledem k rgati s\&tla, je-li
dale zdroj maly ve srovnani s délkou vimaanych vin a pole vém je
slabé, pak celkové mnozstvi energie gravikaryz&eneé soustavou za
jednotkucasu bude dano znamou kvadrupolovou formuli

dE G ..,

— K2, 2.386
dt  45¢ ¥ ( )

kde t&ky zn&i derivaci podlgasut a
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Kas (t) :jp(t, x)(3xa>§8 =0, %, %) dv (2.387)

je tenzor kvadrupolového momentu rozlozeni hmotycdmiji.
Intenzita zé&eni ve smru jednotkového vektorn de elementu
prostorového uhldQ je dana vztahem

G 1/ ... . 2 1 ‘oo
dL:36nC{—4(Kaﬂn ) +—2( K2, = K,y Ky, 1P r’()} . (2.388)

Pro vyzaovani graviténich vin je tedy dlezity pouze kvadrupolovy
moment zdroje, jenz se musémit s¢asem, zatimco monopodlovy a
dipélovy moment k vyzismvani nepispivaji.

NejjednodussSim laboratornim zdrojem grasntigh vin je ty rotujici
kolem kolmé osy uhlovou rychlosid

Dle vztahu ( 2.386 ) bude takovato rotujici gravitain¢ vyzarovat
energii

dE _32G , &

— 2.389
dt 5¢ ( )

Takika polovina vSech hézd je sodasti binarnich nebo vicenasobnych
hvézdnych systéitn

Mame-li d& télesa o hmotnosteai, am, , ktera na sebe vzajemn
pusobi gravitanimi silami a obihaji po kruhovych drahach podoar
okolo spoléného €zis& uhlovou rychlosti bude tato soustava dle
vztahu ( 2.386 ) monochromatickym graviém z&i¢em o vykonu

2
dE:32G mm, 4o (2.390)
dt 5| m+m

Pri obihani po eliptické draze s hlavni polooscal excentricit e je
gravitatn¢é vyzarovany vykon dan obe¢jsim vztahem
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2
dE_326 mm st (g (2.391)
dt 5 m+m
kde funkce
73 , 37 -!
fle)=|1+—€&+—¢|(1- &) 2 2.392
(©) (+24 96 j( ) (2:392)

zachycuje rostouci vliv vystdnosti na intenzitu zéni.

Pti eliptickém pohybu obsahuji vyzavane gravitani viny nejen druhou
harmonickou frekvence ébného pohybu, jak je tomuigkruhovém
obihani, ale i vy$Si harmonickeé.

Pritom intenzita vyzéovani je nejvyssi v perihéliu, kde jsou sédélesa
nejblize a zrychleni zde dosahuje svého maxima.

To vede k postupnému zmensovani excentricity aiekyp pohyb se
postup’ meni v pohyb po kruznici.

U¢innost gravitaniho vyzaovani energie si fiteme demonstrovat na
piikladu ocelové t§e o paiméru 1 m a délce 20 m, tj. s celkovou
hmotnosti takka 500 tun, ktera rotuje okolo svékaist rychlosti cca 4
ot&ek za sekundu limitovanou pevnosti materialu.

Takto extréma silny ungly gravitatni z&ic, ktery je na samé hranici
technickych moznosti lidstva, byéhdle vztahu ( 2.389 ) gravitai
z&ivy vykon pouhychv = 2 10%° W.

Existuji vSak astrofyzikalni jevy fpnichz dochazi k vyzavani daleko
mohutrgjSich graviténich vykori.

Soustava dvodernych @r o hmotnosteckhadow srovnatelnych

s hmotnosti Slunce, obihajicich okolo spniho £ZiSt v tésné
blizkosti, by dokonce gravitas vyzaovala vykon térs 10 W.
Kineticka energie obou objekby se timto velmi rychle vy#ida, coz by
vedlo ke kvaziperiodickému pohybu s postupnym hemirm objeki do
spol&ného €zisk a naslednym splynutim v jediny celek.

Dle principu ekvivalence lokalniigobeni graviténich vin na jedinou
izolovanou bodovouastici neexistuje.

Proto ogt vezmeme d¥ blizké testovaatasticeA aB a budeme
sledovat periodické zény vzdalenosti mezi nimi Zigobené kmitajici
kiivosti prostoréasu.
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CasticiA budeme povazovat za vztaznou a spojime s ni refere
soustavu, ktera bude lok&lmercialni podél celé gtocary casticeA.
Vektor & z rovnice derivace deviace geodetik zde bude ddpbv
souadnicix g ¢asticeB, takze

D2x' i d%A)éB d){Q

Im

(2.393)

Jelikoz pracujeme v lok&inercialni kartézské soustaspojené

s casticiA budou absolutni derivacégehazet v obyejné derivace a
souradnicovycast splyva s vlastnimlasemr s gresnosti prvnihgadu.
Vzhledem k ( 2.354 ) pak rovnice deviace nabyvagellichy tvar

dzxg’

+ R0 = (2.394)

20 at

Jestlize waset = 0 byloh,; = 0 acastice byly vici soke v klidu,
muzeme integraci rovnice dadke vztahu

X2 (t)= (o)[aaﬁ +% s (1 %= o)} (2.395)

vyjadiujici oscilace polohyasticeB vzhledem keasticiA pisobené
gravitatni vinou.

Pritom oscilace vykazuji pouze ty komponemg/(t), jez jsou kolmé

k vektoru Sfeni rovinné vinyk?, coz je éekavany vysledek vzhledem
ke (2.347 ). Jestlize vSak sledované testoiastice nejsou volné, ale
interaguji spolu negravitaimi silami, je teba rovnici ( 2.326 ) nahradit
rovnici

Dg ilmdxkdX“iziFi_kgk, (2.396)
dr' dr m

kdeF' je styisila popisujici negravitai (v praxi vzdy
elektromagnetickou) interakci sledovany@stic.
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Obr. 2.13
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a) Swtocary dvou volg padajicichtastic Aa B se vlivem graviténich vin periodicky vzdaluji a
priblizuji.

b) Pasobeni (lineartpolarizované) rovinné elektromagnetické viny dagad kolmo k

nakres® na soustavu testovacich nabitydstic umistnych na kruznici vede k periodickym
posurim celého kruhu testovaci¢hstic ve sréru zavislém na polarizaci viny.

c¢) Pasobeni rovinné gravitai viny dopadajici kolmo na kruh®wuspdadanou soustavu
hmotnych testovaciatastic zfisobuje periodické deformace tohoto ugmtani do elipsy
sttidaw ve dvou kolmych sgrech danych polarizaci viny.

Rozdil v chovani rovnic ( 2.326 ) a ( 2.396 ) jéroriaktorem, jenz
umo#iuje ziskavat z gravitaich vin energii a tim je detekovat.

Nebyt tohoto rozdilu, pak by otazka existence gaémich vin
samotnych, byla otazkou spiSe filozofickou, neikigini.

O existenci graviéni energie tedy neni pochyb.

Snahy, o nalezeni vyhovujicich vzigbro lokalizaci graviténi energie
nevedly zprvu ke kyzenym vysletik, nebd v jakkoli silném
gravitatnim poli Ize v kazdém ba&douzitim lokal® inercialni vztazné
soustavy, kdd",, =0, anulovat vSechny sloZky pseudotenzoru energie-
hybnosti gravitaniho polet®.

Je tudiz principialdanemozné, zavést hustotu energie gréwitao pole,
nezavislou na volbsouadnicové soustavy, a to i ¥ipads, kdy je
celkova energie definovana jednozma

Jestlize jeden hmotny systérispbi rozruch v gravitamim poli, ktery se
Sifi k druhému systému dagrla mu jistou energii, vytibse otazka, kde
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se naléza energie a hybnostasovém intervalu mezi jejim vyslanim
jednim systémem a jejinfijetim systémem druhym.

Zobecrnim lokalniho diferencialniho zakona zachovani gieea
hybnosti, znAmého ze STR, niatpmnost graviténiho pole, dostaneme
dle principu ekvivalence tenzorovy vztah

1 99T
J-g X

ktery v3ak jiz Zadny lokalni zakon zachovani nediuge, nebd vliivem
pritomnosti druhéhdlenu neni moznyiechod mezi ploSnymi
integralnimi toky a objemovymi integraly s pouZtdussovy #ty, jako
je tomu ve STR.

Tam totiz sta&i obklopit sledovanou soustavu mySlenou tieaou
plochouSa prechodem od objemovych integid integratim ploSnym
s pouzitim Gaussovyety a diferencialniho zakona zachovani,
dostaneme zakony zachovani energie a hybnostegréhim tvaru:

T, = +r T™ =0, (2.397)

‘jj_l‘z:_gjﬂm s, (2.398)

S

kded’S, jsou slozky norméalového vektoru elementu plochy.

Pro izolovanou soustavu je na pravé st@P.398 ) nula, takzg =
const.

V zakiiveném prostorégase OTR vSak, jak vidno, zadné takoveéto zakony
zachovani energie a hybnosti izolovanych hmotnyastayv neplati.

Je to dano tim, ze se musi zachovavat nejen enarbidnost zdrdj
gravitaniho pole, ale téz energie a hybnost samotnéhatagaino
pole, které viak nejsou zahrnuty H

Ktivost prostordasu je totiz jistym specifickymifspivkem k energii a
hybnosti celé hmotné soustavy.

Je Zejmé, ze penasi-li gravitani pole energii, hybnost a moment
hybnosti, musi mit tytéz charakteristiky hmoty €autaly pohybu)
jejichz pg'enos zprogedkovava, steghjako je tomu u &nych latkovych
prostedi.
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Jak jsme vSak vifli, nema smysl| howuit o lokalizaci energie
gravitatniho pole v prostoru, tj. o tom, zda v danémdjedebo neni
jisté mnozstvi gravitai energie.

Lokalizace graviténi energie neni mozna.

Energie graviteniho pole je jevem globalnim a nikoli lokalnim, gez
pIn¢ v souladu s principem ekvivalence, podéaor Ize v libovolném
mis€ prostoru zavést lok&kinercialni soustavu, tj. lokatrodstranit
gravitatni pole a s nim i lokalni gravitai energii.

Lokalni gravit&ni energie nefiguruje jako zdroj na pravé sfran
Einsteinovych rovnic.

Nezakivuje tedy prostoréas, nema vahu a neni nijakifelna.
Rozumné fyzikalni vlastnosti ma gravita energie pouze v nelokalnim
smysilu.

Zakony zachovani energie, hybnosti a momentu hytbjsosi
disledkem homogenityasu a homogenity a izotropie prostoru.

V tomto smyslu pojmy energie, hybnost a moment lghirsouviseji se
symetrickou strukturou prostaiasu.

Za pitomnosti graviténiho pole vSak prosto¢as obecé zadné
symetrie nema, takze lzéakavat vazné potize se zakony zachovani.
Zakon zachovani energie a hybnosti si ponechavagsbpouze

v lokalr¢ inercialni vztazné soustgwnelokalizovatelnost gravitai
energie pak odpovida nelokalnimu charakteru greeijako takové.
Kazdou ulohu v OTR lze vSak v principesSit pomoci Einsteinovych
rovnic bez nutnosti pouziti zakérzachovani.

Koncepce graviéni sily a gravitani energie jsou jen #Zigobem
interpretace kvosti prostorgasu prosednictvim pojnd, na €z jsme
zvykli v rovinném prostorgase negravitai fyziky.

S lokalnimi symetriemi, a tim i s lokalizaci gra¢ii energie se v OTR
musime rozlodit.

Energie a hybnost jsou vSak natolik zasadni a pawi plilezité pojmy,
Ze by jejich Uplna ztrata byla dosti figemna.

Nasgsti se vyskytuji i fipady, kdy existuji wité globalni symetrie
prostor@asu (nap sférickd, axialni, rovinna, apod.), jez nam umgiz
zachovat alespppojem celkové energie.

Ma-li prostor@as rekteré z &chto symetrii, vyjatenych gislusnymi
Killingovymi vektory & , pak lze sestrojit vektor
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p =T"¢, (2.399)
pro ktery diky Killingovym rovnicim plati vztah
=T =T (6, +6,) =0 (2.400)

vyjadtujici zakon zachovam.

Wilhelm Karl Joseph Killing (1847 — 1923)

V zavislosti na tom, je-li Killingv vektor & ¢asoveho, resp.
prostorového typu, vyjddje vztah ( 2.400 ) zakon zachovani energie,
resp. hybnosti.

Zasadni vyznam vSak maji i situace, kdy vi@e&na soustava je
prostoro¥ omezena a v dost&t® veliké vzdalenosti od ni se
prostor@as stava rovinnym.

Jednd se o tzasymptotické symetriekdy je mozno celkovou energii a
hybnost soustavy dat do souvislosti s invariari¢i ¥asovym a
prostorovym posuvm vzhledem k pozorovateli v nekaimel.

V asymptoticky plochém prostoruttreme kolem ostrovni zdrojové
soustavy vymezit natolik velkou prostorovou oblasly vré ni bylo
gravitani pole zanedbatelné.

155



156

Obr. 2.14
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Prostor@as @) a prostorlf) kolem ostrovni fyzikalni soustavy siiieme rozdlit na ti ¢asti:

|. Oblast vlastniho zdroje @kovarg), kde krong silnych gravitanich poli je ™ # 0.

2. Blizka (ale vakuovd) "vriti" oblast, kde gravitai pole a zakveni prostoréasu niize byt

jese silné.

3. Vzdalena asymptoticky rovinna&jéi oblast, kde gravitai pole je velmi slabé (prostatas

témei plochy) a kde Ize zavést asymptoticky inercidlitenou soustavu.

Pouzijeme-li v ostrovni soustaasymptoticky Galileovské vztazné soustavy, dostene
jednoznany vyraz pro celkovou energii-hybnostddustavy, ktery se zachovava, je nezavisly na
volbé souadnicoveé soustavy ve vt oblasti a chova se jaktyivektor vzhledem k

asymptoticky Lorentzovym transformacim.

Pro vypa@et energie a hybnosti pole je pakla vzit sotadnou soustavu
s patatkem v blizkosti zdroje, ktera by ve&yEi asymptoticky rovinné
oblasti prostorasu fechazela v galileiovskou soustavu, v niz

lim g, (r) - 7, +1im (Ej (2.401)
I —»o I - r

i

Oy () =177, (2.402)

Ve vnitini oblasti nize byt soéadna soustava zvolena liboveé)mniz to
ovlivni p'.
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Celkova energie a hybnost je invariantiiéiMakovym transformacim
souradnic

X - X' =X+ (X, (2.403)
jez jsou asymptoticky identické, tj.

lime'(x) =0, (2.404)

X — 00

coZ fFfmo plyne ze zakona zachovani pto

Vezmeme nyni d¢ sodadné soustav¥ aZ' rozdilné ve vniini oblasti,
avsSak pechazejici asymptoticky v tutéz Galileiho soustavu

Pro porovnani hodngt ap’ v téchto dvou soustavacheasovych
okamzicicht at'je nutno zavest dalSi pomocnou &inicovou soustavu
2", ktera ve vniini oblasti v okamZika splyva se sdiadnou soustavou
Sa v okamziku' splyva se soustavdii.

Ve vrgjSi oblasti s&'" nengéni a splyva stale s toutéz soustavou

Diky zékonu zachovani ( 2.400 ) jsou vely p' v kazdé vztazné
sousta¥ konstantni &asow nezavislé, budp'(t) = p"'(t) = p"'(t') =
p'(t), coZ fimo plyne i ze znamého Einsteinova integralu pikaeu
energii soustavy uvriuzawené plochys, aplikovaného na uzé&nou
plochu lezici v asymptotické oblasti (n€lradné transformacedmici
souradnice pouze uvrfibhrantené prostorové oblasti nemohou ovlivnit
globalni hodnotydchto integral pies vzdalené plochy):

4

1671G

E=p=——(Npo—Nay) dS, (2.405)

coz vyjadeno pomocig, =#7" + h dava

4
0

p =ﬁ(gﬂ;,a— G 5) OS - (2.406)
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Pro stanoveni celkové energie, hybnosti a momeytindsti kazdé
kon&né soustavy tedy stiznat asymptotické chovani metriky ve
velkych vzdalenostech.

Celkova energie a hybnost ostrovni soustavy sadgn zachovava, ale
je téZ nezavisla na vailsodradné soustavy, paklize tato asymptoticky
prechazi v danou galileiovskou soustavu.

ProtoZe s¢* chova vzhledem k linearnim transformacim jako ¢enz
tvori slozkyp' styivektor vzhledem k linearnim transformacim
prevadjicim jednu asymptoticky galileiovskou vztaznou Stawu

v druhou.

V dostaténé velikych vzdalenostech od statické ostrovni soysse

vliv detaili v rozlozeni hmoty na gravitai pole postupfistira a pole
tam Ize povazovat za sféricky symetrick&iblZné
Schwarzschildovskou metrikou, kterou lze pre « psat v tzv.
asymptotickém tvaru

C2

C2

dszz—cz(1+ 2¢j dt2+(1— 2¢j( dX+ dy+ d%). (2.407)

Karl Schwarzschild (1873 — 1916)

Pro statické pole Ize navic zanedbat retardaesani (446) ma tvar

_

w:
00 c

v WY TWe =0, (2.408)
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kde

¢(t,x"):—GI“‘J‘L‘;\)XG)dXd3’/d2 (2.409)

je obyejny Newtoriiv potencial.
Metricky tenzor tak nabyva jednoduchého tvaru

—[1+ %j 0 0 0
C
0) 1—% 0 0]
gy = c 5 : (2.410)
0) 0 1——? 0]
C
0) 0] 0 1—2—?
C

Ve vzdalenostech podstati vétSich, nez roziry zdroje Ize piblizné
polozitR=r a metriku ( 2.407 ) Ize vyjéid pomoci celkové hmotnosti

M :IHTOO x, (2.411)

zdrojové soustavy

rc? rc?

dszz—c2(1+ ZGMJ d€+(1— 26Mj(d>8+ dy+ ). (2412)

Dosazenim pslusnych komponent metrického tenzoru (2.410) do
vztahu ( 2.406 ) a integracigs sféru poloru r dostaneme vysledek

p® = Mc”. (2.413)
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Abychom si ukazali redlnou existenci energie gegwitho pole a
zarove hloukeji pronikli do specifické povahy gravitai energie,
vra'me se jestk otazce vyz#vani a penosu energie gravitaimi
vinami.

V gravitatni viné nelze lokalizovat energii a hybnost do oblasti gien
nez délka viny.

Nelze tedy utit, jak velk& energie je obsaZzenaizmych oblastech
gravitatni viny.

Jak ovSem plyne z Isaacsonova formalismu, v obfktlika vinovych
délek Ize jiz velmi pesrE urcit mnozstvi penasené energie — hybnosti.
Zakifivovani prostordasu @inkem energie nesené gravidmi vinami
popisuji rovnice ( 2.374).

Pokud se nenachazime ve vakuu, a krgnavitanich vin jsou pitomna
hmotna &lesa a negravitai pole popsana sumarnim tenzorem energie —

hybnosti T, budou mit rovnice ( 2.374 ) tvar

ik _— ok 1 - 871G/ _ _
Gglauob = Rg|ob _E %Iob %Iob:?( T|k4 + 1\7”) : (2.414)

Pro stanoveni energie gravitach vin Ize téz patkud oslabit zakladni
pozZadavek asymptotické eukleidovosti metriky, nesteti vySetovat
koneny objem podstatnpirevysujici délku vin.

Zdroj gravit&niho zd&eni pochopitelé ztraci kinetickou energiiipsre
s toutéz rychlosti, s jakou je energie odnasenargyanou gravitaci.
Analyza zgtné reakce vyzavanych graviténich vin na zdrojovou
soustavu ukazala, ze uvng v blizkosti zdroje se vytyaurcitd mala
promEnna slozka prostotasové kivosti s fazi odliSnou od hlavni
proneEnneé slozky.

Tento idavnyclen zpisobuje ve zdroji brzdici sily.

Vypocty ukazuji, Zze hlavniast této pidavné slozky Izeipvhodné
kalibraci vyjadit ve tvaru

d°K
e _125255 XK. (2.415)
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Prislusné brzéhi zpstnou reakci vyzovanych graviténich vin Ize tedy
v hlavnich rysech popsat pomoci vhodné modifikaee/fdnova

potencialug ""

P=¢""+¢", (2.416)
kde

e_ 1 ._ G dK,

A dtsﬂx”x" (2.417)

je potencial brzdné sily apobené reakci réni.
Zrychleni kazdé€astice v potencialg bude

2
a, = d dt)z(" =—¢,=-¢"" -¢, (2.418)

a brzdn4 silatisobici natastici hmotnostm bude
F,=¢%" . (2.419)
Tato brzdna sila povede uvn#droje ke ztrat energie

%:Ip@ava dv:—jpupfg\g av, (2.420)

kdev, je rychlost pislusného elemeniadV.
Praimérna rychlost, se kterou se vlivem béhd zpstnou reakci zéni
bude zmensSovat energie zdrojové soustavy pak bude

2o (2

(2.421)
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Zdroj tedy ztraci kinetickou energii skdte stejnou rychlosti, s jakou je
energie odnasena gravitami vinami.

DalSim aspektem studia vlastnosti grainieenergie je zkoumani
podminek, za nichZz mohou gravita sily konat praci aipménovat tak
gravitatni energii v jiné druhy energie.

Jednim z takovych gravitaich mototi je naf. soustava rotujici Zednt
obihajici Mesic, ktera kazdou sekundieda prostdnictvim svého
gravitasniho pole s¥tovému oceaniadow 10" J své kinetické energie,
jez se projevuje niskym gilivem.

Gravitaini energie se zdagnmenuje na mechanickou a tepelnou energi
oceanskych vod, kterairbe byt poslézélovékem gremenéna na dalSi
druhy energie — n&pelektrickou.

Cely proces vSak probiha hluboko uymitduktivni zony, soustavy,
takZe veSkeré efekty retardace a Kowgerychlosti graviténiho pisobeni
se vzhledem k poénné malé period nikterak neprojevi —ignos

energie lze popsat i v ramci Newtonovy teorie.

Co se tye gravit@&nich vin, navrhl jiz v 50. letech minulého stoleti
Bondi velmi jednoduchy a nazorny myslenkovy expeninjehoz
uspdadani vidime na obr. 2.15.

gravitaémni viny

prstenec 1
slabé tFeni

prstenec 2

* gyroskop

Obr. 2.15: Jednoduché usadani pro fenmenu energie gravitaich vin na teplo
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Na hladké tyi se mohou s minimalninignim pohybovat dva hmotné
prstence.

Gyroskopy na koncich &g zamezuji jeji lokalni rotaci.

Cely systém se pohybuje veélm prostoru a gravitai viny v disledku
deviace geodetik posunuji prstence po $ffidaw k sol# a od sebe.
Vlivem treni prstent o ty¢ se taktalast energie gravigaich vin
preménuje na teplo, jez Ize z &g odebirat.

Sir Hermann Bondi (1919 — 2005)

Prvni real@ zkonstruované detektory gravitdch vin vyuzivaly
namisto tecich prstentcpiezoelektrickych sninga.

NejmoderrjSi zaizeni sodasnosti LIGO, pouziva k detekci
gravitatnich vin soustavu dvou na sebe kolmychidtilaserovych
interferometh, kazdy v délce 4 kilomeir
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S

Obr. 2.16:: LIGO - dosud nejtsi gravit&ni anténa sita

Ligo — detailni pohled na centralni budovu
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Ligo — vnitini optika interferometru

Ligo — detail dete&ni aparatury interferometru

Projekt vznikl ve spolupraci univerzit Caltech ({f@inia Institute of
Technology) a MIT (Massachusetts Institute of Tetbgy). Jde

0 dvojici za&izeni vzdalenych 3200 km. Prvni z nich se nachazi

v Hanfordu ve sté&tWashington a za jeho provoz je zodpdwa
univerzita Caltech. Druha stavba je v Livingstomustag Luisiana

a provozidi MIT. Dva interferometry existuji proto, aby matbyt
detekce gravitnich vin potvrzena koincidenci ze dvou nezavislych
zdroji.
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ZvétSovat dale rozgry ramen je vSak nesttiné, zejména s ohledem
na cenu vakuového systému. Zcela principialni omigdade také
vSudy@itomna seismicka aktivita, ktera naprosto znefmgz detekci
gravitatnich vin frekvenci mensich nez 1 Hz pozemskymildets.
Nezbyva, nez zat uvazovat o stavbinterferometru v kosmickém
prostoru. Pré¥to je cilem velmi ambicidzniho projektSA (Laser
Interferometer Space Antenna), jenz se rodi veugpati evropské a
americké kosmické agentury ESA a NASA. Projaledpoklada
vytvoreni detektoru ve tvaru pomysiného rovnostrannasjahelniku
o stranach kolem 5 milignkilometri tvoreného druzicemi
umisgénymi v jeho vrcholech. Vzajemna vzdalenost druXicé
neustale interferometricky pratfovala. Cela soustava by obihala
kolem Slunce ve vzdalenosti 1AU, tj. sledovala b§hdi Zerd, ale
tak, aby uhel Ze#Slunce-detektor byl zhruba 20°.

Christian Andreas Doppler (1803 — 1852)

Kazda z druzic bude obihat po své specifické dsazeodi zvolenou
excentricitou, sklonem k ekliptice a uzlovatimkou, takze
trojuhelnikova konfiguraceistane s velkouipsnosti konstantni a
bude svirat s rovinou ekliptiky uhel 60°. Rovindaktoru se fitom
bude stéet (s periodou jednoho roku). S vyuzitim Dopplerefektu
proto bude mozné dosttgsre stanovit polohy fipadnych zdrdj na
obloze, uhlové rozliSeni pro nejsijai zdroje by mohlo byt dokonce
lepSi nez thlova minuta.

Aby se vylowily negravitani vlivy, bude pouzita technika aktivhiho
udrzovani na "bezsilové trajektorii" znama z gemttgth druzic.
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Uvniti kazdé druzice se bude nachazet naprosta@ \wampohybujici
testovacidleso, pravépodobré krychle o stranach 4 cm vyrobena ze
specialni slitiny platiny a zlata s nulovou magaledu susceptibilitou.
Vlastni druzice bude korigovatigyohyb tak, aby poloha krychle
vznasejici se ve vakuové titanové détivnitt sondy Astavala
konstantni. Zmiéna krychle bude tuit vlastni srdce druzice. Paprsek
emitovany laserem se bude odrazet od zrcadl@éwy ststovaci

krychle a poté bude prdgstnictvim Cassegrainova teleskopu (Laurent
Cassegrain (1629 — 1693)) aip®ru 30 cm vyslan dofjslusného
ramene. Na jeho konci se odrazi od testovaci keydhihé druzice,
zesili jejim laserem beze Zny faze a odeSle Zp Po dalSim odrazu
na prvni krychli se smich&asti vyslaneho stla a interference bude
zaznamenana detektorem. Signal bude porovnan egacialmi

signaly z dalSich dvou ramen gedan na Zemi progdnictvim
telemetrie.

Hlavni prednosti LISA budouigdevsim obrovskeé roziry
interferometru a naprosta népmnost seismického ruseni. Diky tomu
se LISA stane opravdu robustnim detektorem gréavith vin, ktery
narozdil od svych pozemskych kolelgude pracovat v rezimu, kdy
signal bude aZz o mnolfadi prevySovat Sum. ifedevSim se vSak
otewe naprosto nove, nizkofrekwari gravit&ni okno do vesmiru.
Praw v oblasti 1 Hz az ItHz vydava graviteni z&eni cel&ada
extrémr zajimavych astrofyzikalnich zdigjpredevsim kompaktnich
binarnich systéfv nasi Galaxii a velmi hmotnyalernych @r

v galaxiich vzdalenych. LISA, vybrana jako jednaudoucich
klicovych wdeckych misi Evropské kosmické agentury ESA

s planovanou realizaci po roce 2010, ndm poodbasiku jejich
tajemstvi.
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Obr. 2.17:: Kosmickéa gravitai anténa LISA planovana néfti desetileti

Obr. 2.18:: Detail detaki aparatury interferometru LISA
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Specificke vlastnosti gravit&ni energie

Integralni zakon zachovani energie a hybnosti 92 )3xejde po
zahrnuti graviteniho zdeni na tvar

dp| _ ia ia
E‘_C,[)(TH +T) S, (2.422)

S

kdeSlezi v asymptoticky rovinném prost@ase a tedy ve vinové zén
soustavy.

Rovnice ( 2.422 jikaji, ze rychlost zeny energie a hybnosti soustavy
je rovna proudu, kterym jef@s uzavenou plochu obklopujici zdrojovou
soustavu fenasena energie a hybnost latkovym peakin,
negravit&nimi poli a gravitdnim vinenim.

Pri analyze chovani kazdé fyzikalni soustavy v aswytigiy rovinném
prostor@ase tedy mizeme s vyhodou pouzi¢inych zakof zachovani
energie a hybnostifigemz ovSem musime zaptat i energii
odnaSenou, pdppiinasenou gravitmimi vinami.

V priubéhu vyvoje Aistavala dlouhou dobu oti®na otdzka o znaménku
gravitatni energie a celkové energie fyzikalni soustaiyec.

O ¢iselné hodna@ta znaménku celkové energie bylo rozhodnuto az na
zaklad analyzy rovnic pole provedené nielomu sedmdesatych a
osmdesatych let minulého stoleti Schoenem, Yau®@ittanem, ktéi
dokazali, Ze celkova energie gra¥n#éo pole a zdrojové soustavy

s kladnym tenzorem energie — hybnosti je kladriéatgaodpovida
zakladnim fyzikalnim pozadaukn. Ve srovnani s klasickou fyzikou
dochazi v OTR k jisté degradaci pojmu energie.
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Richarcﬁl\}in Slcghoen (1950) Shing-Tung Yau (19 Edward Witten (1951)

Byli jsme s«¥dky toho, Ze hustota energie ztraci lokalni vyzniakze
klasicka jedstava energie jakodiié substance spajita jednoznéné
rozloZzené v prostoru, zde ztraci opodstainNavic i celkova energie
muze byt definovana pouzeisplréni specialnich geometrickych a
topologickych pedpoklad. Pouze v asymptoticky rovinném
prostor@ase s eukleidovskou topologii maji ¢ely globalni energie a
hybnosti ostrovni fyzikalni soustavy j@stefinovany vyznam.
Neexistuje-li asymptoticky plocha oblast prost@su, neexistuje ani
invariance vzhledem k prost@asovym translacim, k niz by bylo
moZno vztahnout energii a hybnost.

Energie, jez je v klasické fyzice fundamentalninmpam a zakladnim
atributem hmoty, se v OTR staki@dovou veltinou obecs bez
nazorného fyzikalniho vyznamu, ktera za jistychcsgdaich podminek
popisuje diky svému zakonu zachovarktaré vlastnosti hmoty.
Degradace pojmu energie, jak vime, Uzce souvevigirpojmi prostoru
acasu, které OTR svrhla zittu absolutnosti a nemnosti a dinila

z nich dynamické prvkyesn® souvisejici s rozlozenim a pohybem
hmoty.

Existuji v zasa#&l dve protichidna stanoviska ke vztahu lokalnich a
globalnich fyzikalnich zakan Prvni gistup, kterého jsme se az dosud
pridrzovali, sp@iva v tom, Ze se snazime globalni vlastnosti
prostor@éasu odvozovat na zakladnalosti lokalnich fyzikalnich zakén
— jejich extrapolaci a syntézou.

Druhy pristup naopak vychazi zgdstavy, Ze lokalni fyzikalni zakony
maji sviij pavod v globalni struktte okolniho vesmiru, nebo jsou
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alespa okolni geometrickou strukturou prostéasu, tj. rozlozenim
hmot v rem ovliviiovany. Tento nazor souvisMachovym principem.
Dle Machova principu jsou vlastnosti prostéasu uéené rozlozenim a
pohybem vesmirné hmafignergie. RozloZeni hmoty ve vesmirduwe
lokalni inercialni soustavu kazdéhitesa.

Ernst Mach (1838 — 1916)

Zajimavy gistup k Machovu principu vypracoval J. A. Wheeler,
ktery pouziva Machova principu k ziskani okrajovypcaminek pro
Einsteinovy rovnice jako dity kosmologicky seleéni princip.

Ve Wheelero¥ interpretaci je geometrie prostéasu utena distribuci
hmoty_energie na p&ateEni hyperploSe prostorového typu.

Machiv princip v této aplikaci pak vede k pozadavku, abgmir byl
uzaweny — geometrie prostafasu v minulosti, fitomnosti i
budoucnosti, a tim i setréaé vlastnosti vSectastic, jsou pak deny
zadanim trojroz@rné geometrie uzagneho prostoru ve dvou blizkych
casovych okamzicich a zadanim hustoty rozlozenoadar energie a
hybnosti.
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