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Uvod do kvantové mechaniky

Predstavaastic, coby drobnych kukek analogickych &nym
objekitim znamym z makrosta, z&ina selhavat jiz zhrub&ip
Planckovych hmotnostech (Y&g). Ri jes& mensich hmotackéstic
se z&ina stale vyraz¥)i projevovat jejich vinova podstata. Jiz v roce
1905 ukéazal Albert Einstein, Ze fotoelektricky jevkterém zde
budeme jestpodrobwji hovorit) je vyswtlitelny pouze za
predpokladu, ze elektromagnetick&erd ma mimo obvyklych
vinovych, zarova i korpuskularni vlastnosti. Postuloval t&kstici
s\tla, ktera byla pozji nazvanaoton.

Energie fotonu o frekvenei je dana jednoduchym Einsteinovym
vztahem

E=vih, (3.1)

za ktery Einstein obdrZel Nobelovu cenu v roce 1921

Albert Einstein (1879 — 1955)

Vidime tedy, Ze energie fotonu j&imo Un€rna jeho frekvenci, kde
konstantou Urrnosti je gitom Planckova konstantah = 6 10>* Js,
ktera vyplynula z jegtdrivéjSich ivah Maxe Plancka (psal se rok
1900) o vlastnostech vyia/ani absoluthicerného &lesa (viz
podrobrji v kapitole 11).
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Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)

V kvantové mechanice je obvyklé pracovat nikoliekizencemi, ale
s tzv.uhlovymi frekvencemi

Ww=27. (3.2)
V této symbolice ma pak Einsteinova formule ( 3dbyyklejsi tvar

E=wh , (3.3)

kde h = 21 je tzv.redukovana Planckova konstantaktera je
T

povazovana za skute elementarni kvantumkce (veliciny dané
souwinem energie dasu).

Protoze mezi frekvenci a vinovou délkou plati jedinchy gevodni
vztah

v=S (3.4)

kde c je rychlost postupu \dni, dostavame pro energii fotonu
alternativni vyjadeni

_cth_
A

E m . (3.5)
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Patatkem 20. let minulého stoleti navrhl francouzsgiK Louis de
Broglie, ze by formule ( 3.5 ) &#ha platit zcela obegnnejen pro
fotony, ale i pro vSechny ostattéstice.

Z rovnosti ( 3.5 ) okamaitplyne de Brogliév vztah mezi hybnosti
casticep a jeji vinovou délkou :

YIRS (3.6)
mu p

kdeu nyni zn&i obecr rychlostéastice.

Louis Victor Pierre Raymond vévoda de Broglie (1892 1987)

De Broglieova hypotéza byla skute experimentalé potvrzena

v experimentech s elektrony a dalStiasticemi, které po pchodu
dvémi tzkymi S€rbinami vzajema interferovaly, jako by se vskutku
jednalo o vigni o vinové délcel .

Jestlize jsowastice zarouvevinénim, pak musi byt popsany obecnou
vinovou funkci:

W= Aexp{—ia)(t —Eﬂ | (3.7)

Dosadime-li do tohoto obecného vyrazwzawaAv zau,
dostaneme vinovou funkci zcela konkratastice:
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W= Aexp{—Zm'(l/t _jxﬂ : (3.8)

neboli z de Broglieova vztahu
W= Aexp[—lg(Et— px)} . (3.9)

Vyraz ( 3.9 ) je matematickym vyjéehim vinového ekvivalentu
volnécastice s celkovou enerdtia hybnostp, pohybujici se ve
SMEru +Xx.

Jestlizecastice podléha néjernejSim omezenim, jakym je naplutina
rezonatoru, péebujeme znat zakladni diferencialni rovnici, prokci
¢ v takovémto omezujicim praeti.

Derivujeme li ( 3.9 ) dvakrat podlea jedenkrat podle dostaneme

62¢/— p2
iy 4
0X _h (3.10)
a_w:—Ew
ot h
Odtud
P’y = Waf, (3.11)
0X
__nhoy
Ey = i (3.12)

Pti nerelativistickych rychlostech (malych ve srovhamychlosti
s\tla) je celkova energik ¢astice prostym sd@tem jeji energie
kinetické a potencialni energig ktera je obechfunkci polohyx a
casut :

E=F v, (3.13)
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Vynasobenim této rovnice vinovou funkgicastice mame

X

2m

Ew:

+Vy . (3.14)

Dosazenim vyraz( 3.11) a(3.12) do ( 3.14 ) obdrZzime hledanou
diferencialni rovnici :

hoy _ 1 oy
i ot 2m 0x

-V . (3.15)

Tuto zakladni pohybovou rovnici kvantové mecharoklyodil Erwin
Schradinger v roce 1925, ktery je tak pravem povaaaa rok zrodu
kvantové mechaniky.

Erwin Rudolf Josef Alexander Schrédinger (1887 — 1R1)
Protoze realny prosto¥as jectyiroznmerny, gicemz jeden rozgr

piipada naas a zbylé 3 na prostor, je peflta zobecnit
Schrddingerovu rovnici na trojrozmy tvar:

oy _ 1
i ot Zme Ve (3.16)

kde Laplacév operator” je tvaru
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(3.17)

Pierre-Simon, markyz de Laplace (1749 — 1827)

Pro nasSe &ely nam prozatim ki zjednoduSeni vykladu posta
Schroédingerova rovnice v jednorogmém tvaru ( 3.15).
Napiseme si nyni rovnici k ni komplexadruzenou:

- awlil hZ aZwD .
i = -Vy-. 3.18
ot 2m oxX v ( )

Nejprve vynasobime ( 3.15 ) funkgi a ( 3.18 ) funkciy:

PR/ AN

iny o Zm(w 6)@} wVy (3.19)
oyl _nt (0 .

1ay at _Zm(w a%} INY- . (3.20)

Nyni ode€teme ( 3.20 ) od ( 3.19 ) a dostaneme vztah

ithDaw+wa¢/Dj:_ hz Lw[lazl// _I/IMJ , (321)

ot ot 2m 00X 00X

ktery |ze podle $ty o derivaci so&inu zjednodusit na
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_h_z_ Y _ 0%
(wﬂw) = (w axj . (3.22)

Vynasobenim faktorem% a integraci této rovnice mame

df Cinfa( sow oy _in| Low Ay
ati‘w%dx 2m£6x[w ax 7 axj Zr{w ax Vo XL'
(3.23)
Veli¢ina na levé stran oznd&uje ¢asovou zranu absolutni hodnoty
kvadratu vinoveé funkce v&jaké oblasti vymezené body , X,.
Absolutni hodnota kvadratu vinové funkce je (nadibad samotné
vinové funkce) realnou veéinou a ma tedyipmy fyzikalni vyznam —
jedna se o velinu pozorovatelnou.
Jak ukazal Max Born roku 1927, jeji fyzikalni vymmge v tom, Ze

urcuje hustotu prawibodobnosti nalezerastice (kvanta energie)
v daném mista v danéntase.

Max Born (1882 — 1970)

Samotna vetina

—ijﬂw dx=—|lyf dx= §- (3.24)
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nam popisuje tzvzakon zachovani pravépodobnostimezi
piitokem (S;) a vytokem & ) pravd&podobnosti do oblasti
vymezeneé body , X, .

Velicina
__in( o0y 0y
5" Zm(w ax ¥ GXJ (3.25)

se tedy nazyv#ok pravdépodobnosti

Méjmez volnoucastici s energik a hybnostp.

ViInova funkce tét@astice je dana vztahem ( 3.9 ) a funkce k ni
komplexré sdruzena bude

= ADexp{i%(Et— px)} : (3.26)
Mame tedy

oy _ip Y Et-p | =P

&—hAexp{ h(Et px)} hz//

= e e pi =20

takze z definice ( 3.25 ) dostavame pro tok péaediobnosti

g it
2m

@w%%wﬂwj =Ly =yl u, (3.28)
m

neba’ P u je rychlost¢astice. Tok prawgpodobnosti je u volné
m

castice tedy prostym somem hustoty jeji prawigbodobnosti a jeji
rychlosti.
Zakon zachovani praédodobnosti v tomtoifypack zni:
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6 h 2 2 2
o LS AT T (329)
%

Kvantova mechanika tak koncem 20. let minuléhoesitalosgla

k prekvapivému zjigini: akoliv Schrodingerova rovnice popisuje
¢asovy vyvoj vinové funkce zcela deterministickye(s jako
Newtonova klasicka mechanika popisuje determirkgti@sovy
vyvoj viny na vodni hladi&), sama vinova funkce nemébec zadny
fyzikalni vyznam. Teprve kvadrat jeji absolutni hoty je
pozorovatelnou vealinou. Ukuje vSak pouze prostorovou distribuci
hustoty pravépodobnosti nalezerastice (kvanta energie) vdité
oblasti prostoru, v zavislosti kase. Teprve v okamzikugteni, kdy
je ¢astice skuténé nalezena v ¢kterém bod prostoru, pestanou se
projevovat jeji vinove vlastnosti a naopak se priojeji viastnosti
korpuskularni. Tehdy hovome o tzvkolapsu vinové funkce
Prestoze tedyied aktem reni nenizeme otasticifici nic
urcitéjSiho, nez co nam dovoluje kvadrat absolutni hogrtrtové
funkce, Ize stanovit &dni hodnotu kterékoli jeji polohy, tj. oblast,
v niz bude danéastice nejpravipodobrji nalezena.

V matematice odpovidaistini hodnotadznému aritmetickému
primeru:

(X) = (3.30)

kdeN je cetnost. Zabyvame-li se jedingastici, m&etnost vyznam
praviEpodobnostP; vyskytucéastice v okoldx bodux; .Tato
pravdpodobnost je

P=|y| dx, (3.31)

kde ¢; je vinova funkceastice vypotena v bod x; . Provedenim této
substituce a zagnou sumace integraciifgchodem od diskrétniho
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Citani ke spojitému) vidime, Zerstini hodnota polohy jedrid@stice
je

(X)==— . (3.32)

Jmenovatel odpovida pragmbdobnosti vyskytdastice kdekoli ve
vesmiru a je tedy roven jedné. Proto je

<X>:IX|¢|2 dx:jwmxu d . (3.33)

Stejny postup, jaky jsme pr&edvodili, Ize pouzit k vypé&tu stedni
hodnoty nejen polohy, ale libovolné dalSi kvantgeéciny.
Postup vypetu (p)a(E) je mozno ziskat derivovanim vinové funkce

( 3.9) volné&stastice podlex at . Pro energii je vysledkem formule
(3.12), kterou je mozno zapsat réxrv ekvivalentnim tvaru

Ey = ih%w . (3.34)

Pro hybnost dostavame
ho
=——y . 3.35
==Y ( )

Srovnanim levych a pravych stran ( 3.34 ), ( 3.@69pivame
k dalSimu pekvapivému za&sru: dynamické vetiiné p odpovida
v kvantové mechanice diferencialni operator

i

R 0
S 3.36
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a podobr dynamické vetiin¢ E odpovida diferencialni operator

i=ind (3.37)
ot

Operatory nantikaji, jakou operaci mame provést s nasledujickdiin

(znaime je obvykle siSkou kvili odliSeni od matic a vektay.

Pro operatoiT kinetické energie odtud plyne

Y 2 2 2
T:L—i(ﬁ_i) __m o (3.38)
2m  2m{ idx 2ma X

Pro operétoI:I celkové energiéastice (nazyvany téz Hamiltow
operator — zkrac&rhamiltonian) tedy mame rovnost

~_ 0 _ W 9
H=it—=-——+V, 3.39
ot 2mox ( )

ktera, po vynasobeni obou stran vinovou funiuczjevre vede na
Schrédingerovu rovnici.

Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865)

Nalezenych operatbhybnosti a energie iieme nyni vyuzit
k nalezeni gsednich hodnot hybnosti a energastice:
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= Tw%w dx= Twm(iﬁ%jw dﬂiﬁjwm% &, (340)

00 (0]

(E)zIwDEde:Iw(h jwdx—hjw d.  (3.41)

klicovy vyraz IwDé(x, p)¢ dx se obvykle oznaje zkracenym

symbolem(t//|é|t/1> nazyvanynDiraciv bracket (z anglického
vyrazu oznaujiciho zavorku), pcemz vektoﬂw> oznaujeme jako
ketvektor, zatimco vektor kému komplexr sdruien;’(tm jako

bravektor. Diraciv bracket je z matematického hlediska skalarnim
sowinem dvou navzajem komple&isdruzenych vektdr(vinovych
funkci) v tzv.Hilbertov é prostoru (nekon€nérozmgrném
komplexnim prostoru funkci, n&mz je definovan skalarni séin
riemannovskou integraci).

David Hilbert (1862 - 1943)

Obecr tak pro stedni hodnotu &aké kvantové vetiny G miazeme
psat

(G(x ) =(w|G|) . (3.42)
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Stredni odchylce vetiny g, ktera je klasicky definovana vztahem
Ag=g —< g>, odpovida v kvantové mechanice ekvivalentni

operatorové vyjaiani

~

AG=G-{g)l (3.43)
Dosazenim ( 3.43 ) do ( 3.42 ) dostaneme j&gidsti hodnotu

(8G) = (y|aGlp)=0. (3.44)

Variance veltiny g, definovana vztaherfg)” = < gz> -(g)’, je
v kvantové mechanice vyjéeha operatorovym vztahem

(w|0G?|w) = (w|G*|w)~(w|Glw)". (3.45)

Druhou odmocninu z variance oziigeme jako stedni kvadratickou
odchylku.

Volna ¢astice
Fazova a grupova rychlost

Je Zejmé, Ze de Broglieho viny nelze vyjédgednoduchym vzorcem
(3.9), ktery popisuje neko&rmoutadu vin se stejnou amplitudody .

Misto toho éekavame, ze vinové reprezentaci pohybujici se volné
castice bude odpovidat vinové klubko, kde vygjiei viny maji
amplitudy, jez se gmi s pravdpodobnosti vyskytdastice. Jak
znamo, vinové klubko lIze ziskat superpozici nejrdrou vin, jez se
vzajemr lisSi svoji vinovou délkou. Zavisi-li fazova ryclsiogchto

vin na vinové délce, nepostupujicoldny stejnou rychlosti a vinove
klubko ma rychlost odliSnou od rychlosti jednotiohygenerujicich
vin. Predpokladejme, Ze vinové klubko je generovanénav vinami,
jez maji stejnou amplitudd,, ale liSi se aw v uhloveé frekvenci a o
dk ve vinovéntisle. Generujici viny tak frzeme zapsat jako
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Y, = Aycos(at — kx) |

3.46
.= Acod (ar+ da)t- (ke i ] 348
Pro vinové klubko tak s pomoci znamych identit
cosa + cog3 = ZCO{]S'(O’ +B) cels(a—,b’)
2 2 (3.47)

cog(-9) = cogd) ,
dostaneme

W=+, = 2m,0051[( 2+ da) t-( &+ 0R)] cog( ot k.

(3.48)
Jelikozdw adk mizeme ve srovnani® ak zanedbat, iveme
vinovou funkci ( 3.48 ) fiblizné vyjadkit jako

@ = 2A, coq at - kx) co%( dewt— dky, (3.49)

coz gedstavuje vinu s uhlovou frekvengia vinovymeislemk, ktera
: , dw B
je modulovana vinou s kruhovou frekveﬂezk a vInovymclsIem?.

Fazova rychlost je
W= %’ (3.50)

kdeZzto grupova rychlost (rychlost pohybu vinovéhdka) je

_dw

u=——. 3.51
i (3.51)

Uhlova frekvence a vinowv&slo de Broglieho viny, fislusejici¢astici
s klidovou hmotoum,, ktera se pohybuje rychlostije
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w:ZW:mhcz = ¢ =
hy1-—
c (3.52)
27T _mv m,Vv
A h 2
hl—é

Fazova rychlosiv tétocastice je tedy
w_c°

w=—=—, (3.53)
k v

coz proc¢astici sm, >0 nejenze fevysuje rychlostastice samotné,
ale dokonce i rychlost gtla. Fazova rychlost de Broglieho vin
nema sama o sélpiimy fyzikalni vyznam

Naproti tomu grupova rychlostde Broglieho vinového klubka
spojeného gastici vychazi

m,v
) 3
. (o)
dw dv C
u:dk:gxz e (3.54)

dv ¥ 2
h 1_72
C

De Broglieho vinové klubko, spojené s pohybujict&stici, se
pohybuje touz rychlosti, jak&astice.
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Gaussovské vinové klubko
Nyni budeme diskutovatipadieSeni jednorozemné Schrodingerovy

rovnice pro volnouastici, které Ize psattv= 0 ve tvaru tzv.
gaussovskeho vinového klubka

W (x,0) = L exp{—(x_a)z} (3.55)

kded je kladné realnéislo. Snadno Ize @¥it, Zze tato vinova funkce
splhuje normovaci podminku

]:l/J(X, O)‘2 dx:\/%]i ex{_ (x-

kde |x—a| = d udava vzdalenost odistiu vinového klubka, pro niz

hustota pravépodobnosti klesne na hodndite ve srovnani s jeji
amplitudou.

Za) ] dx= 1 (3.56)

Obr. 3.1

|

If‘ { Ye—
)

Snadno vyp&teme stedni hodnotu vinové funkce ( 3.55):

:jwm(xo)xﬂ(xo) de ¢ (357)
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ktera je dle dekavani totozna s polohouediu vinového klubka.
Podobri snadno Ize vypiist |

% 2
<X2>:J.l/JD(X,O) Xy ( x,0) dx:d?+ a. (3.58)
Odtud pak dostavamerstini kvadratickou odchylku stadnice

(-0 = [0 (xO) - $) ( x0) e

= [#°(00)( - 2%+ (§7)Ju(x0) o

—00

(o]

=_'wD(x,o) Xy (x,0) dx- 2 &TW( xQ w( xQ dx

—00

=09 [ (xow(x0 o= 1)~ ¥’ =5

(3.59)
podobny vypéet mizeme provést i pro operator impulzu. Néje
dostaneme

U P | )
<I0>—:[l// (x0) |th(//(x,O) dx= G, (3.60)

kde integral vySel roven nule, nabioategrovana funkce je licha. Déale
vypocteme

o oo y.d? 2
(P >::[4” (%0)i—7¥(x0) dx= Zhdz-

(3.61)

Pro stedni kvadratickou odchylku impulsu odtud plyne
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<(ﬁ_<ﬂ>)2>:<b2>‘<b>2:2;§2- (3.62)

Pro vinové klubko ( 3.55 ) vychazi tedy nenulov@dii kvadraticka
odchylka jak sotadnice, tak i impulsu.#Pmeéienich na
kvantowmechanickém souboru daném touto vinovou funkci tedy
nedostavame ostré hodnoty sminice a impulsu, nybrz hodnoty,
jejichz distribuce prawbodobnosti zavisi na vadtparametrud. Je
ziejmé, z&tim je ¢astice pesrEji lokalizovana v tzvsouwradnicovém
prostoru, tim negesreji je lokalizovana vimpulsovém prostoru
(tzn. tim nepesrEji je urcen jeji impuls) a naopak.

Souin kvadratickych odchylekistava konstantni:

((x=(0) )(p-(B)) =2 (363)

(x=(A)(b=(B) =3 (3.64)

Je Zejme, ze obecni&Senicasové Schrodingerovy rovnice pro
jednorozrérny pohyb voln&astice Ize psat ve tvaru superpozice
ieSeni (3.9)

2
t— pX
exp— dp, (3.65)

8'—l8

kde c( p) je komplexni koeficient rozvoje do rovinnych viavzsly na
p. Z tohoto vyrazu je patrno, ze funkcép) je Fourierovym obrazem
funkcet/J(x, O), ktery Ize uéit pomoci inverzni Fourierovy
transformace
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(3.66)

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830)

Dosazenim ( 3.66 ) a ( 3.55) do ( 3.65 ) ziskaleddmy vyraz pro
jednoroznérnou vinovou funkci volnéastice

t — pX
Y(xt)=—= ljjexy{ 2d2 deexpzidp

2hr*d?2 S e
(3.67)

Princip neur¢itosti
Pozoruhodnou vlastnosti kvantovéhétavje jeho nekumutativita.,

Spaitéme si pro jednoduchostretini hodnotu sainu operatok
hybnosti a polohy:
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(B~ (3B =220. (3.69)

Definujme algebraickou strukturu zvankomutator :

[0: %] =(PX—(X (3.70)

Relaci ( 3.69 ) pak fzeme zapsat v obvyklejSim tvaru

[P: %] = |—¢0 (3.71)

Rikame, Ze operator polohy a hybnosti spolu vzaienakomutu;i.
To je vlastnost, ktera v klasické mechanice nentiobb a naopak je

zcela Bznou v mechanice kvantove.
Predpokladejme, Ze mamed&rekomutujici pronnéA, B. Potom

[A, é]:ié. (3.72)

Spaiitejme stedni kvadratické chyby &eni. Pro sotin jejich
kvadrafi (varianci) plati
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(8a,)° (Ab,)* = (w|(R) ) w|(oB) ) =(ah|a B)(a]
“f(arlaty) =fwinmiu) -

= (AAAB+ABAA) (AAA B-aAy) ‘

= wi{pAsgy) ¢|[AAAB]|4”>

2

(DAAB ||)

\Y
|
S

=2 ] A=) M), B 0] B )| =

2

2

=>(y| AB|y)

[ Swici)

(3.73)
Po odmocani dostavame

1 A
Da Ab,2 || Cla). (3.74)
Dosadime-li sem ndpvysledek ( 3.71), mame =71 a tedy
h
AxAp>—‘ wliy)| = = (3.75)

Pozorovatelnéigsledky nekomutativity ¢kterych operatar tedy
spaivaji v tom, Ze jim odpovidajici vélny nelze ngfit sowasre

S heomezenouresnosti.

Matematicky tento princip poprvé formulovaimecky fyzik Werner
Heisenberg v roce 1928.

192
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Werner Heiseberg (190 —1976)

Heisenberdiv princip neur ¢itosti, jak se tento poznatek nazyva, tedy
iik4, Ze sotin presnosti, s jakou #iiime nap. hybnosttastice a
souasre jeji polohu, bude vzdyé&tsi, nez polovina redukované
Planckovy konstanty. Z&ime-li tedy nap. hybnost s fesnosti na 34
desetinnych mistéd Planckovy konstanty), bude jiz né&tost jeji
polohy viadu metii. A naopak, zr&ime-li velice gesre polohu,
rozmaze se nam informace o hybnosti.

Heisenbergovy relace neitosti plati mezi vSemi valinami, jejichz
operatory spolu vzajenimekomutuji. Plati tedy n&p mezi energii a
casem:

AEAtZ%, (3.76)

0 cemz se snadnagswdcime, pokud dosadime odpovidajici
operatory do ( 3.72).

Bezasova Schroédingerova rovnice — stacionarni stavy

VSimréme si nyni, Ze jednorozimou vinovou funkcl mazeme
upravit do tvaru

oo ) oo

(3.77)
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. : L s iE
v némz jeW¥ sowinemcasow zavislé funkceexp(—;tj a funkce

polohy ¢.
Ve skuténosti maji vSechny viny v konzervativnich silovyblich

¢asovou zavislost tohoto tvaru.

Dosadime-li nynf¥ do Schrédingerovy rovnice ( 3.15 ), obdrzime po
drobné Upra¥ rovnici

oy , 2mE
x> h°

¢ =0, (3.78)

cozZ je tzv.stacionarni vinova rovnice Jeji trojrozrérny tvar je

DZ(//+2;;E¢:O. (3.79)

Redme nyni tuto rovnici pro nitro krychlové dutitkge je nay
kladena hrani podminkay = 0 vSude na &hach dutiny.

Obr. 3.2

/

Rovnice ( 3.79 ) obsahuje vSechhysbuadnicex, y, z
Abychom nalezlieSeni, musime ji nejprve separovatimadzavislé
rovnice, z nichz kazda obsahuje jen jednuadnici.
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Predpokladejme proto, Ze vinova funkgkx, vy, 2) je ve skuténosti
sowinem fi funkci ¢u(X), ¥(y), ¥{2), jez zaviseji vzdy jen na jedne
promEnnex, y, resp.z tj.

w(x ¥ =g, (Y, (Y@.( 9. (3.80)

Tento gedpoklad je rozumny, neb@bsahuje jen nezavislost Zny
s kazdou sdiadnici na zrénach ¢ s ostatnimi saadnicemi.
Parcialni derivace funkce ( 3.80) jsou

62 d’y,
wywz dX2 '
v =y, wy , (3.81)
2¢/ _ d2
azz _wxwy d

Dosadime-li nyni tyto parcialni derivace spoligs ¢ ¢ ¢, do
(3.79), dostaneme

d’y, d’y, d%y,
//NV/S e tYW,— ay l//Mydf hzww =0. (3.82)

Délenim této rovnice vinovou funkci ( 3.80 ) a usmtaninclend
mame

1dw 1 d%y, 1d¢/ _ME

W, dx ¢/ dy’ ¢/ dZ2  i? (3:83)

Kazdyc¢len na levé stranrovnice ( 3.83) je funkci jiné pramné a
prava strana je konstanta nezavisla na hodnotaglz.

Kazdy¢len nalevo se tudiz musi rovnat samostatné korseoit |ze
vyjadiit vztahy
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1dy, _ -

T K, (3.84)
1 dY, o

— =-k?, 3.85
v ap L)
1dy, __,»

vz k?, (3.86)

kde konstantk jsou ve skuténosti slozkami vinového vektotu
stojaté viny uvnit krychlové dutiny, které musi suvat podminku

«f 2mE
2 2 2 —
kx+ky+kz—?— el

(3.87)

Rovnice (3.84), (8.85), ( 3.86 ) mohou mit ggmova a kosinova
feSeni.

Okrajové podminky kladené napozaduji, aby byl@/= 0 na sthach
dutiny, tj. v mistech, kde g y, zrovno 0 nebd..

Témto okrajovym podminkam vyhovuje jen funkce simeha’ jen
ona se rovna v @atku O.

Nyni jiz tedy mizeme zapsat hledanou vinovou funkove tvaru

W%y, )=wpp,= Asin( kJsin k yOsi{ k.  (3.88)

Volbou funkce sinus jsme zatim zajistili, aby byle= 0 v p@atku.

Nyni musime uiit velikostik, k, k, komponent vinového vektoru

tak, abyy=0ipi X, y,z=L.

Tyto, tzv.vlastni hodnoty vinové funkcey, ziskame z druhé okrajové
podminky, coby

k (L=rmlh; nUN,
k, [L=rrlh,; n ON, (3.89)
k,[L=rlh,; n,LIN.
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Toto mizeme napsat téz ekvivalentnimigpbem z pomoci vinového
cislak pro rgjz plati

2 — 1.2 2 2 2 nf n)z’ n22 .
C=iCrigHI¢= | T ats [ g, g nON. (3.90)

ViInové funkce uvnit dutiny jsou pak dany vyrazem

n,7r
(//:AE;innXIED(E‘sin yLEVEanZzEEz . n.n, nON. (3.91)

a mozné energie jsou

2

E:(lf+r§+r§)g:m_2 (3.92)

Hodnoty vinovéhaislak netvai jednoduchou posloupnost jak jsme
zvykli v jednorozrndrném gipack.

Muze se stat, Ze i vice nez jedna stojata vina néd tuidnotlk, a
tudiz stejnou frekvenci a stejnou energii. Tutotekost pouZil
dansky fyzik Niels Bohr pro popis energetickychditaelektrori

v atomu vodiku.

Niels Henrick David Bohr (1885 — 1962)
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Maji-li dvé nebo vice stojatych vin spdéleou frekvenci, nazyvame je
degenerovanymi stojatymi vinami

Obr. 3.3
(a,a,a)

nn=1,n=2,n=3

(0,0,0)

V dutin¢ je stup@& degenerace timetsi, ¢im weétSi ma dutina stugie
symetrie.

V nasSem pipact krychlové dutiny je ubec nej¢tsi.

K tomu, aby v krychlove dutino strarg L existoval mod ( 3.88 ),
musi délka kazdé komponenty jeho vinového vektgtudwvna
celatiselnému nasobku hodnatl.

Mody miZzeme znazornit zobrazenim tiol,, k, k;) v ttirozmgrnem
prostoru,.

V piipadt obecrt obdélnikové dutiny o stranach délky, Ly, L,
muzeme ( 3.90 ) okamzizobecnit

n n, n
L:2+Ly2+L22 : n, n, nON (3.93)

z

i ie=r|
odkud pro mozné energie plyne

ﬂzh{ +ny+nzj (394)

N
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Linearni harmonicky oscilator

Harmonickym oscilatorem rozumime systém, jehoZz mpoéni
energie je kvadratickou funkci s@aalnic. V nejjednodussim
jednorozrnérném @Fipack si jej Ize gedstavit jako pohyb bodu pod
vlivem sily, ktera je fimo untrna vzdalenosti bodu od rovnovazne
polohy a ma opay sner, tedy

=—k( x-%). (3.95)

Redenim je harmonickéa funkce
X=X+ X, Sin(wt+@). (3.96)

Zpétnym dosazenim ( 3.96 ) do rovnice ( 3.95) zjistite
w=,[—. (3.97)

Pro kinetickou energii odtud dostavame ¢damim zevy = 0)

7 _fd®x £ dv ¢ dx :
E—IFdx—m? d—ja dx:JV‘— d\;tJV. V d¥
X0 X , %) b (398)
1 1 (dx 1
=m¢==n & =2kt co(wt¢),
2rn ZH{dtj 2 ﬁaxco (a) ¢)

a pro energii potencialni
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X X0
X ° Kk Kk 2
=k o x= 2+ R =SR2 F)=—( x Y=
(&zxijz(%%)z(&)
zakxflaxsinz(wt+¢).
(3.99)
Celkovéa energie harmonického oscilatoru tedy bude
_ _1 2 _1 >
W =E+ V_E k)fnax(sm (wt-g)+ co§(a)t+¢))—§ nw’ X,
(3.100)
a pro celkovy hamiltonian kvantového oscilatoruualdplyne
A “2 1
H=F_+= n1a)2><2——A+ mw*X. (3.101)
2m 2 2m 2

Zavedeme-li hermitovské operatory

1

oMWV (L
x-( jx, o} (mha)j P, (3.102)

upravime ( 3.101 ) na tvar
H :lhw( P +%?). (3.103)
2

OperatoryX a p' sphuji komuta&ni relace
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(3.104)
Zavedeme-li nyni dvojici vzajendradjungovanych operatior

a=1(x+ i), A+:%(Ax-r), (3.105)

2
:%[(”2 +IPR = X+ 1) - (%0+ Xib- % )]
1 ) I
:E[XZ-H[p )(]+p (){2+|[){ [j]+|f)):|
i A A
-1 (2 %)= =1
(3.106)
muzeme psat hamiltonian ( 3.103 ) ve tvaru
A =no(aa +8%)=2nof &, 4 (3.107)
2 2 |
kde veltinu { A, B} =( AB+ BA nazyvameantikomutator .
Vytvorime-li dale operator
N=aa, (3.108)
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zjednodusi se nam ( 3.107 ) na
- ~ 1
H :ha)(N +§j. (3.109)

Uloha nalezeni vlastnich hodnot energie linearh#rmonického
oscilatoru se nam tint@vedla na ulohu nalézt spektrum, operatiru

N|e,)=nlw,). (3.110)
V kvantové mechanice byvasto zvykem vynechavat stéle se
opakujici symbolyvinové funkce v zapisu stavovych vekia

nahrazovat jej pouze indexy. Rovnici ( 3.110 ) hakleme v dalSim
psat strangji jako

N[n)=nn. (3.111)
Vlastni vektory operétorll}:l predpokladame normované, takze
(n|n) =1. (3.112)
Vynasobenim rovnice ( 3.111) zleva bravekto(erindostaneme
(n| N| n=n. (3.113)

Protoze kreéni a anihil&ni operator jsou vzajenirhermitovsky
sdruzené, izeme tento vztahippsat do tvaru

<é‘n‘ a n>: r, (3.114)
neba’ (47|=&", |&)=14.

Podle vlastnosti skalarniho somu je vSak skalarni séin mezi
dvéma stejnymi stavy realny &t$i nebo roven nule, kde nula nastava
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tehdy a jen tehdy, je-li stavovy vektor nulovy. Qdiplyne
pozorovani, ze

n=0. (3.115)
Vynasobime nyni rovnici ( 3.111 ) anikildm operatorem zleva
aada|n=naln (3.116)
a pouzijeme komutai relaci ( 306 )

(ara+aa@-da) an=("a"a+1)| ap= paj  (3.117)

Po gevedeni jedriky na pravou stranu dostaneme

~

N

a n> =(n-1)

an, (3.118)

kde‘é‘ n> ozn&uje stav vznikly gsobenim operatora™ na sta\4 n>.
Odtud vyplyva, Ze jestlize stam) odpovida vlastni hodnoh, potom
stav‘ a n> odpovida vlastni hodngh — 1.

Podobr bychom dokazali platnost formule

~

N

é+n>:(n+1)

d, (3.119)

podle niz St8.\>/é+ n> odpovida vlastni hodneh + 1.
Muzeme tedy zkonstruovat posloupnost vlastnich véktor

(é‘)l n>, (?51‘)2 n> :

odpovidajicich vlastnim hodnotam

(=)’ r> (3.120)

n-1,n-2,..,n-p. (3.121)
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Jak plyne z ( 3.115), j&l pozitivre definitni operator, nelvgeho
vlastni hodnoty jsou realné a nezaporne. Zargeeidt, ze
posloupnost ( 3.120 ) iMe mit jen konény patet clend, pricemz
pusobenim anihilkéniho operatoru na vakuovy stkﬁ) se jiZz nic

nemegni
é‘|0> =0. (3.122)

Podobnym zfisobem bychom ukazali, Zégpbenim kre&niho
operatoru na vakuovy stav lze vytitanekon€nou posloupnost

navzajem ortogonalnich vlastnich vekiaperatoruN , prislusejicich
vlastnim hodnotam 1, 2, ... .

Obr. 3.4

TV

Z predchozi diskuse vyplyva, Ze vlastnimi hodnotamiétoeu N
jsou vSechnaijrozené&cisla wetne nuly.
Pro vlastni hodnoty energie dostavame z ( 3.1093hv

E:ha)(n+%j. (3.123)
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Obr. 3.6

RAAAAARNAN
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Protoze operatod” zmenSuje a operat@’ zvétSuje pdet kvantar
systému o jednotku, nazyvaji seégiusné operatory anihiai, resp.
kreatni. OperatorN udava poet kvantn (obsazovactislo) systému a
nazyva seperatorem pattu kvant.

Vektor é+n> neni obec&normovany. Vzhledem k rovnicim ( 3.118 )
a (. 3.119 ) ma normovany stav tvar

n)=—a

Jn

Opakovanim tohoto postupu obdrzime obecny vyranprmované
stavy|n)

n-1). (3.124)

_ 1 oy
|n>—ﬁ(a) |0). (3.125)
Impulsmoment

V klasické mechanicefipisujeme hmotnéastici impulsmomernit
definovany vztahem

I:rXp:(pr—zp/, ZR— Xp Xp— y;). (3.126)
V kvantové mechanice slozkam impulsmomentu odpgivigeeratory

i

~

(F=0O), (3.127)

neboli po slozkach
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— %— |, (3.128)

Odvad'me nyni komuténi relace pro komponenty impulsmomentu.
Pro prvni 2 komponenty impulsmomentu plati:

‘Zﬁ’y ] (2729 P+[ZP >s§+[ 2o, B

=90, 0]+ Y et EY A e[ 92 e

-9 0. Bl - YR -y d e[ VK P B
-2 B R]-TR P EZp e yp

+2( B R]+ 2R e K2 B e [29 By =
==9[B. 0+ 4270 "p=- A"V p+ "X p-
=in(%p, - ) = il

(3.129)

Zcela analogicky se vygtou zbylé dva komutatory ostatnich slozek
impulsmomentu. Pro jednotlivé komutéatory tedy plati

0 | =ingd, . (3.130)

Impulsmoment systémitastic se definuje jako suma impulsmontent
jednotlivychcastic
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=309 = X (K09 (K] =37 (93 (49X 7.

(3.131)
Zcela analogickym Zjsobem jako pro impulsmoment jed¥astice,
se dokaze platnost komdtdch relaci ( 3.130 ) pro impulsmoment
systémucastic, tedy

.0 | =ing, L, (3.132)
kde

l:i :ZIT
K

—

k). (3.133)

V minulém odstavci jsme vidi, Ze vSechny stavy linearniho
harmonického oscilatoru lze ziskat opakovanyisopenim kregniho
operatoru na zakladni, neboli vakuovy s.@)oscilétoru.

Méjme nyni systém dvou nezavislych linearnich harmiorah
oscilatofi, jeden nechje popséan operatorg; , &', druhy operatory
8, 8,.

Vzhledem k nezavislosti oscilatbkomutuji operatory s indexem 1

S operatory s indexem 2.
Normovany vlastni stav systému ma podle ( 3.12a) t

|rh,r\z>=\/ﬁ(éi)m(é§)n2|0>- (3.134)

Definujme nyni operatory
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-Mag-aa) (3.135)

:-_:(é;é; azal)(aﬂaz a)- (aﬂa—ﬂa“a)(‘*q“wé‘%]=

4 L

-(aa) -angu+aa q+(é2é1)2} -
B [t acabas mpacasas\ P aial apaT
= (aaaa-4a4a)=— 439"

2 [ vl Ae asae SN DA
=& aa]+[4,4a]4=

‘22
%{al[az 3]+ 8.4]a+ 8 "2 8 9+ ba |aE} =
= (aa-ag)=nd

(3.136)
Zcela analogicky se vygtou zbylé dva komutatory. Pro jednotlivé
komutatory dostavame vysledek

3.3, |=ing, J,, (3.137)

shodny s komutanimi relacemi pro operatory impulsmomentu.
Systém dvou nezavislych harmonickych oscilatae tedy pouzit
jako model impulsmomentu.
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Definujme dale operétdﬂ jako

N=N+N,=4g+4da. (3.138)

=iy =" (qa) v2da e (99 -

(4a) +(aa) -2ga5e(" @ﬂ

L
?
R
+
N
N
Bk
K
Y
|

) (o v )
:hZLE _Nj:hz_N ﬁ.}.l]
4 2 2\ 2
(3.139)

Odtud plyne, ze vlastni hodnoﬁf jsou tvaru

n*j(j+1), (3.140)

kdej nabyva hodnof =—

Z(3.135)a(3.139) je wit] Ze vlastni stayn,,n,) systému dvou
nezavislych oscilatdrje také vlastnim stavem operéi’ioj2 a jz

~ ni N
J?|n,n) =h2§(5+1j| n,n),
(3.141)

5z|nl,nz>=%(n- n) . ),
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a odpovida hodnotam

2 2

Proto nizeme ( 3.141 )ifigpsat do obvyklejSiho tvaru

‘iz Jom) =A% i1+ 3 m) (3.143)
J|im)y=nn |,

Pro peve zvolenén, + n, existuje

n+n+1=2j+1 (3.144)
raznych moznych hodnah. Jsou to hodnoty
m=—j,—j+L...,i-1j. (3.145)
Pro dany konkrétniifpad impulsmomentu je du

im=0,12... ], (3.146)
nebo

|m|:%,—2,g,... . (3.147)

Jak uvidime déle, prvni série hodnot plati protathi moment,
druha pro spinovy momesttastice.
Z(3.142) plyne, z&y = j+m, n,= j—ma z ( 3.134 ) dostavame

explicitni tvar vlastnich vektéroperatod J2 a J,:
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[j.m) = &) (&) 0). (3.148)

V(i +m)i(j—m)
Zavedeme nyni tzv. posunovaci operatory:
J,=n&'%, J=hr%7. (3.149)

Snadno o¥fime, ze plati

J=J3-1il, (3.150)

=33 imEnd] jm=n(ntd J jr. (3.152)

z"t

J.|j,m) je tedy vlastnim vektorend, s vlastni hodnotoé(m=+1).

Odtud je vidt, Zze posunovaci operatory skdgpvlastni vektory
zetové komponenty impulsmomentu, takze plati

J.

j,m=Cr| j,mx1), (3.153)

kde C;, je konstanta G#rnosti, kterou bude nyni naSim Ukolengiur

Za timto @elem spdteme sotiny posunovacich operator

5.3, =(3%3)(3£0)= B+ Bx (3,3~ 370)= "3~ "dxn
(3.154)

odkud ihned plyne
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caf =(im 33 im=rt]  i+)-m{( me)]=22( jF m( & )
(3.155)
odkud
.| J,m) h\/ (j£m+1)| jmtD). (3.156)
Takto mizeme naléztj21 ortonormalnich vektdr
LV id =D im) e i A ), (3.157)

které jsou spokaymi vlastnimi vektory operétﬁrj 2, jz a tvai bazi
podprostoruH ) Hilbertova prostoru.

Maticova reprezentace impulsmomentu

(2j+1)—rozrédrné matice]"”) definované elementy
) =/ m'l]
(J )rﬁm _<J1m

predstavuji realizace operéﬁoﬁ v charakteristickém podprostoru
operatoruJ®.

Tyto matice pochopitethivyhovuji komutgnim relacim ( 3.137 ) a
plati

) (3.158)

|
3] jomy=">"30) | j,m) . (3.159)

m=-j

N v s

Pro nejnizsi mozné hodnatynaji mat|ceJ( ) nasledujici tvar
(hodnota indek m', m ¢islujicichradky a sloupce ubyva shora dal

zleva doprava):

J9=0, (3.160)
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WA =Zg, (3.161)

kde

[0 1) (0 —ij (1 OJ
G, = : c,=| . , G,= (3.162)
1 0 I 0 0 -

jsou tzv. Pauliho matice a

010 0-i 0 10 0
0= 0 1f; 39="i o <|:39=h0 0 of.
ﬁ01o [20i 0 0 0 -

(3.163)

Posunovaci operatory ( 3.149 fibeme nahradit maticovymi
operatory

309 = p SO ey (3.164)
I S U S
2 2 2 2

+

+ + +
Cm':l,mzl Cnﬁzl,mo C mF1,m-1

ng) =n Ci’:, Cfﬁzo,mo Cir’rro,m—l 5mr(rm1)’

+ + +
Cm:—l,mzl Cnﬁ:—l,n:FO Crhz—l,m—l

kde hodnoty v jednotlivych polich jsou dany dosaaen
odpovidajicich vlastnich hodnot do vztahu ( 3.19899me tedy
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39 =0,

jﬂj/z):h(o 1], j(_’/z):h(o Oj, (3.165)
00 1 0
010 000

W=pf2l0 0 1|, I%=/2 1 0O
000 010

Castice v centralnim poli

V této kapitole bude jiz vyhodné operovat ve st&rah soutadnicich
r, 9, ¢, kde plati znamérpvodni vztahy

X = rsing cosp
y =rsingsing , (3.166)
Z=rcos.

Laplacév operatorA = 0° ma v nich tvar

A
A= 1i[r2ij+ L (3.167)

r2orl o r2’

kde A, ; je tzv. Uhlov&ast Laplaceova operatoru:

2
sz_ii(sinﬂa} 1 9 (3.168)
¢ sing oo\ 09) Sitdog

Jednotlivé operatory impulsmomentu maji ve sfératkgodtadnicich
tvar
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= —_ﬁ sin¢i + cot? cogﬁi
05 0

fy Tl(cosqb—— cot? cog ¢) (3.169)
[=ho

‘g

12 =-n?A,, .

Hamiltonianc¢astice v centralnim polifpdpokladame ve tvaru

" K
H=-—-A+V 3.170
oAV (r), ( )

coz po dosazeni z vySe uvedenych viztad sférickych satadnicich
dava

2 | 2
2 :_h_ii(rzij+ v (r). (3.171)
Spaitéme nyni komutétor{l?,fz]. Nag'.

L] =2 F 27 () A T s

>

=2 20124 407 417 6 3T T 1 2
=0 (A0 0 AT ) A R
=i |1 H ]“AZ[A!«AHA'JL]?:
=in(I),+1, 41,41, )=0.

(3.172)

Podobr se dokaze komutace ostatnich dvou komponent
impulsmomentu s kvadratem celkového impulsmomeritati tedy
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L =[7 =00 =0 (3.173)

Jelikoz operétoriz,lx,l y,IAZ zaviseji jen na uhlectt a ¢ a derivacich
podle nich, zatimco hamiltonian ( 3.171 ) zavisigz®na sotadnicir,

derivacich podle ni a ro¢a na kvadratu impulsmomenfﬁ se
kterym vSak ostatni komponenty impulsmomentu (kg prag
ukézali) komutuji, vyplyvaji odtud dalStezité komuténi relace

120 =[,H ]=[r,H ]=[IH ]=0. (3.174)

~ ~

Diky tomu, 2eIAZ,IA2 aH navzajem komutuji, existuje spolg/

systém vlastnich funk¢f,m) téchto operéta.
Ozname tyto hledané vlastni funkgem) =Y (4.¢) a
predpokladejme, ze je |ze vyjadjako sowin dvou uhlovych funkci

Y (8.6)=0,(5)®.(9), (3.175)

z nichz prvni je vlastni funkci operétd?ﬁ a druhd vlastni funkci
operatorul,. Druha rovnice ( 3.143) v polarnich gadnicich zni

in o =mmo (3.176)
0¢

a jejireSeni je

P, (¢)=Ad™. (3.177)

m

Z pozadavku jednoziaosti plyne, Zab musi byt periodicka
S periodou %, tj.

. (p+2m) =D (¢). (3.178)
Jelikoz
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™ =cog( mp) + isin mp), (3.179)
musi byt
co{mg)=cogmp+ 2r) , siny)= sihmp+ 2). (3.180)

Obe tyto rovnice jsou spkny pouze tehdy, kdym=0,+x1,+ 2,...
(coz je ve shadls ( 3.146 )). Konstantd uréime z normovaci
podminky

21T

[|o,(2) dg =27 =1, (3.181)

0

odkud koné&ng

&
P = , m=0,+1+ 2.... 3.182
Vime jiz tedy, Ze
1 .
Y (9,¢)=——0, _(5)€&™. 3.183
I,m( ¢) \/ZT I,m( ) ( )

Pro nalezeni vlastni funkce operatbfudosadime jeho sférické
vyjadieni do prvni rovnice ( 3.143 ), coz vede k rovnici

1 0 ( . 006, m’
——— | sind—" [+|I(1 +) -—=— |0, = C. 3.184
sinﬂazﬁ’[ aﬂj {( Y sinzﬁ} o ( )

V této rovnici provedeme substituci

& =cosd. (3.185)
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Diferencial ¢ je
0 =-sing 049. (3.186)

V této nové prornné ma rovnice ( 3.184 ) tvar

00 2

9 [ i 9P HI0+)-—"—1o,,=C (3.187)
0¢é 0¢ sin“g |
a vzhledem k tomu, ze
sin’% =1- cos g, (3.188)
muzeme psat ( 3.187 ) jako
d 00 '’
— | (2-&)—=2 [+l +)-—— |6, . =0 3.189
-5 10y o, (3189)
neboli

0°0 00 m?
1- &2 Lm M4l +)-—— |©, = 0. 3.190
( <z) dth 25 agz |:( ) _ 2:| I,m ( )

Tato rovnice ma 2 singularni body= +1. Nejprve budeme
diskutovatreSeni v okoli bod =1. Provedeme-li substituci

xX=¢-1
dy = dé (3.191)
dostaneme rovnici
00 00 m°
1-(x+1)° |——2 -2 o (+ ) ——5 [0, = €
[ ()(+)Jd)(2 (x+1 Y + 101+ S|
(3.192)
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nebo, po vydlen celé rovnice vyrazem-(x +1)°

2 2
ox*  1-(x+1)° ox 1-(x+1 =(x+3° |
(3.193)
a po Uprav
aZGI,m _3)(+1d@|,m+ |(| +1) _ 2 o -0
o> xx+2 ox | x(x+2 x (x+27°| "
(3.194)
Nyni budeme hledat funk®, , ve tvaru mocninnéady
On.=XxXDax. (3.195)
i=0

V okoli singularniho bodd - 1tj. y - 0 mizeme vzitQ, , ve tvaru
O =ax. (3.196)

Po dosazeni tohoto vztahu do rovnice ( 3.194 hadiaantlena fadu
vy3siho nezy” dostaneme

2
y(y—l))(y‘z—w(y‘z—mj)(y‘zzo (3.197)
nebo po Upray
m2
[y(y—l)—y—j})(” =0. (3.198)
Odtud vyplyva
Y= ig. (3.199)
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Abychom vSak dostateSeni které nediverguje pp - 0, je tteba
vzit

y:@_ (3.200)

Analogickym zmgisobem Ize postupovat i pg=-1, kdy Ize provest
substituci y = &£ +1 a vysledkem je aft rovnice ( 3.200 ).
©, , tedy mizeme hledat ve tvaru

0, =(1-)% (1) 7(6) =(1-€) (2), (3.201)

kde funkcin (&) Ize vyjadit ve tvaru mocninnéady

f7=ib.fi- (3.202)

Dosazenim rovnice ( 3.201 ) do rovnice ( 3.189dratme
diferencialni rovnici pro funkci

(1—52)32’2 —2(|n1+1)£6—’7+[|(| +3)-|m-nflp=C (3.203)

Dosadime-li nynfadu ( 3.202 ) do této rovnice dostaneme rekurentni
vztah mezi koeficienty,

L R e I R MR

2 = (2 +1) » (3.204)

Pro velikad i sefada ( 3.202 ) chova jako geometrid¢kéla
s kvocientemé?, jejiz sowet je anErny (1—52)_1.
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Abychom vsak splnili pozadavky kladené na vinoveokii ©,

musime pedpokladat, Ze seada ( 3.202 ) redukuje na polynom. To
znamena, ze existule pro reéz je koeficienth,,, =0. Musi proto platit

k(k=1)+2()m+2 i- 1(1+ ) +|m+|n}’ = C. (3.205)

Odtud je ihned vi&, ze

11 +1)=(k +|m|)(k+|m+2), k=012,., (3.206)
neboli
| =(k+|m). (3.207)

Srovnanim ( 3.145), ( 3.146 ) a ( 3.207 ) jesyjide nové vlastniislo
| mize nabyvat pouze hodnot

1=0,1 2, .. (3.208)
a sogasre plati

m=—I,—1+1,...,1-1]. (3.209)
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Obr. 3.7

N (TS

=~

/ /

e P
/ /(6

Z matematického hlediska ttidunkce ©, ,, takzvanépiidruzene

Legendreovy polynom$™ =0, . Ty jsou definovany

prostednictvimobyejnych Legendreovych polynain

1 d

(€)= Jiigg (€Y
vztahem
7 (6)=(1-8)7 2 (6)

224
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Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833)

Shrneme-li vysledky této kapitoly, vlastnimi funkweoperatoi
kvadratu impulsmomentu a jelzapvé komponenty jsou tzv. kulové
funkce

Y (2,8)= N, F"(cos?) & (3.212)

I,m "I

kde Ny, je normovaci faktor

_ (1=|m|)!(21 +2)
" an(l+m])!

(3.213)

Pro operator kvadratu impulsmomentu a jetowé komponenty plati

12, =n% (1 +2)Y 1=0,1,2,..

Im ?
LY, =hmY

Im ?

(3.214)
m=-1..., 1
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Atom vodiku

Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld (1868 — 1951)

Vodikovy atom se sklada z protonéastice s elektrickym nabojem
+e — a z elektronu €astice s nabojeme-ktera je 1836 krat lghnez
proton. Vzhledem k velikému rozdilu hmot obtastic nizeme
proton prvnim fiblizeni povazovat za nehybnyipadné korekce na
pohyb protonu se provedou jednoduchym nahrazeniatyhm
elektronum, za redukovanou hmotnast.’.

Trojrozmérna Schroédingerova rovnice pro pohyb elektronuovrat
vodiku tedy zni

A¢+%(E—v)¢/:o, (3.215)

kde potencialni energie je zdisté elektrostatického charakteru:

eZ

V=- . (3.216)
47, I

Z duvodu zavislosti na bude tedy vyhodné, vyjétituto rovnici ve

sférickych sotadnicich. Po vynasobeni obou stran vyrazésin®9
dostavame parcialni diferencialni rovnici pro elekbvou vinovou
funkci ¢ v atomu vodiku ve tvaru
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2
sin219ai(r2—a‘”j + sinﬁ%( sirﬁawj WY,
r

or 09 ) a¢?
2m.resilb g ¢€° (3217
+ B +E | =0.
h ATE

Schradingerovu rovnici atomu vodiku Ize v této petlsnadnaesit
metodou separace prémmych. Hledame tedieSeni vinové funkce/
ve tvaru

¢(r.9.)=R(r)0(s)®(¢). (3.218)

FunkceR(r) popisuje radialni gibeh elektronové vinové funkcg
snerem od jadra p konstantnim? a ¢ , funkce®(#) zavislosty na
Uhlu £ podél poledniku koule sefetiem v jadru $ konstantninr a
@, a konén¢ funkce®(¢ ) zavislosty na azimutalnim uhlg podél
rovnolkezky této koule fi konstantninr a . Odtud okamzi vidime,
ze

6(// @(D—

or ar

g‘g q’aa (3.219)
2

Y - rel®.

0¢ 0¢

Dosadime-li do rovnice ( 3.217 ) 7a= RO® a zarové timto
sowinem celou rovnici polime, dostavame tvar

sin® 9 6{ 2aRj sing 0 ( 66)
—|r sing

R odr\ or © 04 0
_ , , (3.220)
+2mer STEA +E __1l0®
h’ ATE,r D Ip®
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Tato rovnice mize byt spléna pouze kdyz se éljeji strany rovnaji
téZe konstagt neba jsou funkcemiiiznych pronsnnych.

Oznaime-li tuto konstantum’, dostavame na pravé stégn2.220 )
diferencialni rovnici pro funkcf v podol

_Ade_
odg?

(3.221)

Dosadime-liny za pravou stranu rovnice ( 3.220 ) a &jmie celou
rovnici funkcisin®$, dostavame

2 2
li[rzaR}zmgr ¢ +E |= mz - 1 0 (sinﬂa—ej.
Rar\ or h ATE I sin"gd O sind 047 0

(3.222)
Opet jsme obdrzeli rovnici, kde se na kazdé strayskytuji jiné
pronenneé, takze se @tstrany musi rovnat téze konstar®zn&me
tentokrat tuto konstanti(l +1).

Zbyvajici 2 rovnice pro funkc® aR tedy jsou
2
mo__1 {sinﬂ@jzl(l +1),
sin“gd  Osind dJ ds

2
1%2 de+2m;r € _4E|=10+1).
R dr dr h 47,1

(3.223)

Rovnice ( 3.221), ( 3.223 ) jednoduse upravimelalgklejSiho tvaru

d’o .,
+Md =0,
d¢2 m
1 d(. ,dO© ny
_— F— [ (I — =0, 3.224
sinﬂaﬂ(sm dﬂj{(ﬂ) sinzﬂ} ( )
A YT
r2dr\ dr n® |\ 4 r?
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Prvni a druha rovnice systému ( 3.224 ) jsou forthahodné

s rovnicemi (3.176)a (3.184) pro vlastnl’la‘cleelIAZ al?. Jejich
feSeni jsme jiz nalezli vipdchozim odstavci. Zbyva tedyregit teti
rovnici

( 3.224) pro radialni komponentu elektronové viadunkce atomu
vodiku, ktera dle gekavani skryva vlastni stavietiho ze vzajenth
komutujicich operatdr— jejiho hamiltonianu.

Ten ma pro jednoelektronové (tzv. vodikupodobnéngttvar

G=-lp_ 28 , (3.225)
2m,  Are,r

¢i ve sférickych sotadnicich

~ A
H - %i(rzij+ ’92’¢ _Z¢ : (3.226)
2m | rear\  or A7E§

r

Hledanou elektronovou vinovou funkgi nyni mizeme vyjadt jako
sowin jiz nalezenéhaeSeni v podabkulovych funkci — vlastnich
funkci operatak fz al? — a dosud neznamébeseni pro radialriast
vinové funkceR :

Y(r.9.6)=R(r)¥,(2.9). (3.227)
Pouzitim substituce
R(r) :@ (3.228)

se rovnice ( 3.226 ) upravi na jednodussi tvao(cebvnici ( 3.226 )
2

jsme jest vynasobili vyrazem;l—r)
m,
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2 d2u AA(1+1
I du, (+1),_ 28 gy (3.229)
2m, dr¥  2mr A, 1

Abychom tuto rovnici dale zjednodusili, zavedemeébezrozrirné
jednotky. Vzdalenost definujeme jako

P (3.230)
kde
2
= 4n”i£ (3.231)

je tzv. Bohfiv poloner.
Podobr definujeme energii pomoci bezrozmé veltiny

f=o (3.232)
Ry

kde jeden Rydberg je roven

2

__m¢
= _ 3.233
A1E,(28,) 327°elh’ ( )

Ry=

Jak se ukaze dale, Bdiwrpolomer je vzdalenost od jadra, v niz je
nejvyssi pravépodobnost nalézt elektron v zakladnim stavu atomu
vodiku. Podobé je jeden Rydberg energii zakladniho stavu atomu
vodiku. Zavedené jednotky jsou proto z hlediskargiimiho sw¥ta
piirozené