431
Pokrocilé metody kvantové mechaniky
Rayleighova-Schrédingerova stacionarni poruchova teie

a) Nedegenerovanyifpad

John William Strutt,
3. Baron Rayleigh (1842 — 1919)

Méjme libovolny kvanto¥émechanicky systém popsatigsow
nezavislym hamiltonianem

H=H,+W. (4.1)

Ukolem poruchové teorie je nalézt vlastni funkedsatni hodnoty
hamiltonianuH , jestlize zname vlastni vektogy a vlastni hodnoty

Ei neporuseneho hamiltoniark,

Holg)=Elg), i=12,.... (4.2)

Predpokladejme, 2{a¢i} jsou ortonormalni funkce a Ze vlastni
hodnotak, je nedegenerovand a odpovida zakladnimu stavu

neporuseného systémi. se nazyvgporuchovy operator, nebo
kratceporucha.
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Vlastni hodnotd& a vlastni vektofW} zakladniho stavu systému

s hamiltonianenH (vlastni problém operatort ) jsou uteny
rovnici

(H, +W - E)|w) =0. (4.3)
Nechr dale vektof W) sphiuje podminku

(2| '¥) =1. (44)
Z (4.2)az (4.4)plyne

(B F9) =0

(5| Fo| W) + (80| W) = E(g] w). )

Pro energii zdkladniho stavu poruseného a nepoghsesystému
dostaneme od@éenim prvni rovnice ( 4.5 ) od druhé aithf@dnutim k
(4.4) vztah

= e = s

A w>. (4.6)

Protoze vlastni vektorij0 tvori Uplny systém, vyjadme podminku
uplnosti jako rozvoj jednotky

1= Y168 (47)
Definujme projekni operator

O =|¢,)(8,| (4.8)

a jeho ortogonalni dopik
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O'=1-0=%|g){¢]. (4.9)

w)=(6+0)|w)=|g,) + O|W). (4.10)
Pro libovolné komplexndislo £z (4.3 ) plyne

(£-H,)|W)=(e-E+W)|w). (4.11)

~ -1 ~
Existuje-li resolvents(e— H 0) operatoruH,, mizeme upravit
(4.11) natvar

:g_E+W|

7]
) £-H,

W), (4.12)

Volba konstantys je omezena pouze existenci vySe uvedené
resolventy, jinak je libovolna a obvykle klademe E,.

Po dosazeni (4.12) do pravé strany ( 4.10 ) deste rovnici
9) =)+ =2 (E, - E+ W) W), (413)
E, — H,

kteroureSime iterani metodou

- & T
|LP>:”Z::1 EO_I:IO(EO—E+W) 8o). (4.14)

Pro posuv energiAE z (4.6 ) a (4.10) plyne
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LAty Ew}n

Ve VétSirg aplikaci vystédime v (4.14 ) a (4.15) s rozvojem do
tretihofadu, proto se omezime jen na prvigiéhy rozvoje.

n=0

AE :i<¢o

%> (4.15)

Nejprve upravime vyrazO—A, ktery se vyskytuje v obou

— Mo
rovnicich. Vzhledem k definici ( 4.9) projektoéj a ortonormalit
neporusenych funkgig,}

(@8)=2 (416)

dostavame tzuedukovanou resolventu

R = UA:ZMﬁﬂ. (4.17)

Brueckner ukazal, Zze vysledky poruchové teorievigadiit praw
pomoci operatorR, .

Predpokladame, A} je hermitovsky operator, a dadae z (4.17)
do (4.14):

9)=1#0) + T 2L (e, - i)+

i#z0

Nt (AT,
;; ( )Eo EJ(I':0 E V\)|¢0

) < > (19490 | W) o
=|do) - .¢Z:'3| > —— - QB+ ;;| (& )(Eo E) AE)".
(4.18)

Podobr, rozvojem ( 4.15 ) dostaneme
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ol s A8 5 )
E =, +(¢Weo)+ > -
(8]0 ) (4] B, - Ex W, )4 | B B Upy)
2 (E&-E)(&-E)
w2 ) (8 W)
=Eo+{gfWigo) + 2= 0

g Bt (5 Bl )+ (4] g ) (o | )
B (E,-E)(&-E)

) 3, g,
:Eo+<¢o\vv\¢o>+;< EL_Q
(el (oo Yo o) bl
L5 mele-g)  PMME e
(4.19)
kde v poslednindlenu napravo jsm(aE - EO) aproximovali vekinou

prvm’hofé\du<¢0 ‘VV‘¢O>. Z(4.18)a(4.19) plyne podminka

pouzitelnosti poruchové teorie

+

2

E_E <1 (4.20)

Z rovnic (4.18) a (4.19) je takeé ¥idze vSechny korekce k energii
a vinové funkci lze vyjaiit pomoci veléin nultéhoradu, tj. pomoci
znameéhdaesSeni charakteristického problému neporuseného

hamiltonianuH,, .
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Keith Allen Brueckner (1924)

Priklad: Linearni harmonicky oscilator s nabojer» 0 je vloZen do
konstantniho elektrického pole intenzEy Nalezréte hladiny
oscilatoru jednak exak&njednak pouzitim stacionarni poruchové
teorie.

Reseni Hamiltonian oscilatoru v elektrickém poli intetyzE je

"_pz 1 2
H—%+—2mafx - okE. (4.21)

Posledni dvdleny lze gevést na Uplngtverec

2
1P 1 ( CIEJZ (aE)
2m 2 mw’ 2 My’ ( )
TakZe Schrodingerova rovnice ma exakésieni, kterymi jsou
puvodni oscilatorové funkce argument&%, a odpovidajici
energie jsou homoge#amosunuty o
E 2
aE = -\%E)_ (4.23)
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Stejny vysledek Ize ziskat veiadu stacionarni poruchové teorie
(prvy fad dava vzhledem k paribscilatorovych funkci nulovy
vysledek). Prg-tou hladinu udava stacionarni poruchovygtosztah

AE_ = i (4.24)

JelikoZz maticovy element je nenulovy pouze mezi sousednimi stavy,
kdy je roven

(8,/x2,) :\/%w(d,p_lﬁwi,w i), (4.25)

jsou nenuloveé pouze dvdigpivky v sung ( 4.24 ). Jmenovatele
téchto dvou pispsvki jsou rovny

E, - E,. = Th. (4.26)

Dosazenim (4.25) a (4.26 ) do ( 4.24 ) nalézapsie

_h gy P pr1)__(GE)
AEp—me(qE) (ha) hwj 2m (4.27)

Prispivky vSech vysSichadi stacionarni poruchové teorie jsaejme
rovny nule.

b) Degenerovany ifipad

Zatim jsme se zabyvali pouze nedegenerovanypagem. Podivejme

"N W s

vlastni hodnotd&, neporuseného hamiltonianugenasobs
degenerovana. Potoniiglusny vlastni podprostor ma dimepz
existuje v @m tedyp linearré nezavislych funkc,; vyhovujicich

rovnici
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H,

o) =Eo|# ),  1=12....p. (4.28)

Bez Ujmy na obecnostiiireme pedpokladat, 2(§¢OJ} jsou
ortonormalni, ficemz

=3 (60, (40| (4.29)

V tomto gripack nelze pouzit fedchozi teorie, neliagtznym staum
Do Po Odpovida stejna energie a vyragy— E; ve jmenovateli
(4.18) a (4.19) by byly nulové.

Protoze kazda linearni kombinace fun{<¢(§j}

|¢0>:;‘¢0j><¢0j‘¢0>:;(’\j‘¢q> (4.30)

je rovrsz vlastni funkciH s vlastni hodnotolE, a tvai p-

dimenzionalni stavovy podprostor. Je tedy gheSenim rovnice
(4.28) a proto rizeme v nultém iiblizeni polozit¥ = ¢,.

Po zapnuti poruchW bude platit Schrodingerova rovnice ( 4.28) ve
tvaru

(I—AI0 +VV)|HJ>: W), (4.31)

ktera uti zatim neznam#eseni porusene uloy=E, a¢ =9,.

Nazn&ena gitomnost druhého kvantovélitslaj u porusené energie
Eq ve srovnani s jedinym kvantovy&rslem u energié,
neporuseného systému znamena, Ze typickym kvafiati efektem
zapnuti poruchy v degenerovaném systému bupesi
energetickych hladin. Neenasobg degenerovanou neporusenou
hladinuE, totiz mizeme pohlizet jako mariznych stau

s energetickymi hladinami v zakrytu, které ziskajizapnuti poruchy
razné energie (roz&pi se). Jestlize iippusobeni poruchyistanou
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nékteré porusené hladiny degenerované, kiove o tzv ¢asta&éném
sejmuti degeneraceV opaném gipac se bude jednat @plné
sejmuti degenerace

Dosazenim (4.30) do rovnice ( 4.31 ) a projekcsthvu| g, )
ziskame soustavymhomogennich linearnich rovnic

> [W -AEg |¢=0, i=12,.,p (4.32)

= ([ W)

Soustava ( 4.32 ) ma netrividimiSeniE tehdy a jen tehdy, plati-li
sekularni rovnice

def W, ~AEg |=0 (4.33)

Rozepsana do maticového tvaru tedy sekularni revané

E,-E+W, W, V\(o
Wor BT B WL Wl (4.34)
wpl WpZ K- I.E+ Yo

Redenim ( 4.34 ) dostaneme obeprhodnot energi&. Protoze, jak
jsme jiz uvedli vySe, nemusi byt vSechny tyto hdgnmavzajem
razné, rozpada se vidledku gisobeni poruchp-nasobsg
degenerovana hladirig neporuseného systému g& p riaznych

hladin.
Postupnym dosazovanim JednotllvwcehaemE do (4.32) &Senim

odpovidajicich sekularnich rovnic nalezneme se:rm‘lklent’l{ f)} a

z (4.30) i vinové funkce
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. p )
g =>"clg, . (4.35)
j=1

Pri blizSim zkoumani vlastnosti rovnice ( 4.32 ) byehdosgili

k zawru, Ze se ve skutaosti jedna o optimalni v neporusenych
vinovych funkci Ritzovou variai metodou, o které budeme
podrobrEji hovorit pozckiji.

Vysledky, k nimz jsme dosp, odpovidaji prvnimdadu poruchové
teorie pouze profjjpad vypdtu energetickych hladin. Vygtenym
vinovym funkcim ( 4.35 ) odpovid&iplizeni dokonce nultéhtadu.
Popis vypa@etnich algoritm pro ziskani vysledkve vysSichkadech
presahuje ramec tohoto textu.

Piiklad 1: Neclt funkcey,, ¢, jsou vlastnimi funkcemi

neporuseného hamiltoniard, prisluSejici k dvakrat degenerované

hladiré E, . Nalez@me opravu k energii v nejnizsifadu poruchové
teorie a pislusné vinové funkceigobi-li na systémiaso¥ nezavisla
poruchaW. Pro jednoduchostredpokladejme, ze diagonalni elementy
matice poruchy jsou stejné.

Redeni:V nejniz8imiadu poruchového rozvoje hledame opravenou
vinovou funkci ve tvaru linearni kombinace neponjgieSeni

i, Yy

Y=cg+cy, (4.36)

>lel =1 (4.37)

i=1,2

Matice poruchy bude typu 2 x 2

. (W
I (4.38)
W21 VV22
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Polozime W; = W,, ; Wy, = W,; a provedeme diagonalizaci

s %)

Nyni najdeme vlastni vektory matice poruchy

A B)(¢c _E C,
B Alc,) g/
Hledame matice takové, ze

(H;)a +Waa) Ca = ECa

neboli

(5 o)(e 2e)-e(s)

To je ale systém homogennich rovnic

e eeneda) o)

jehozieSenim je rovnice

E,+ A-E B 0
B E+A-B

neboli

(E,+ A-E)° - B =0.

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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Tu mizeme upravit na séin

(E,+ A-E-B(E+ A E+ B=0, (4.46)
odkud ihned plynéeSeni

E,=E,+ At B. (4.47)
Dosadime-li jej do systému rovnic ( 4.43 ), dostaga

(Eo+A)g+Bg= Ec=( B+ A ¢t Bg

(4.48)
Bo+(E+ A= Eg=( K+ A ¢t By
odkud srovnanim s (4.37)
cl:iczzi. (4.49)
V2
Odpovidajici vinové funkce jsou
le:i(%ilﬂz)- (4.50)
* 2

Obecné&esSenicasové Schrodingerovy rovnice je dano klubkem

B B
W(t)=dy.e ht"'dz‘ﬂzeht’ (4.51)

> ldf =1 (4.52)

Koeficienty

d, =(y |w(0)) (4.53)
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jsou dany peateini podminkou. Je-li
¥(0) =y, (4.54)

plyne z (4.50), (4.53)

1 1
d1 :_< +w2|l/11> A
le Jl_ (4.55)
:T<w1 w2|w1> T
Pak podle ( 4.51) zavisi obed®Seni na&ase vztahem
EO+AI i 5 L
w(t)=e 2[(40 +y)e +(y-yy) e’ }:
(4.56)

LEA B . .B
=e " |cos—t+1SIn—t
h h

Priklad 2: S pouzitim stacionarniho poruchovéhdétpaapd@téte
pusobeni elektrického pole konstantni inten&tyha prvou
excitovanou hladinu atomu vodikn € 2).

Reseni:Jedna se o standardni Ulohu ilustrujici pouZtiisnarniho
poruchového p&u. Jelikoz hladina = 2 jectyfikrat degenerovana, je
treba aplikovat odpovidajici stacionarni poruchov§epaoktery

v principu vede na diagonalizaci matice porutigu 4x 4. Fakticky
je vSakiada maticovych elemanporuchy nulova zitvodu symetrie.
Vodikové vinové funkceifsluSejici hladin = 2 jsou v atomovych
jednotkach
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O P O P
l/’zoo \/8_77{1 2a0]e !

r

[T/ :%ée}% COSY, (4.57)

1 r 5
—e ®g?sing,

%mziﬁao

a polozime-li poleE podél osy z, bude mit porucha tvar
W = eX = eEcosd. (4.58)

Snadno sefeswdcime, Ze #zné od nuly jsou pouze maticové
elementy

(Wno|r COSI|Y 510) = (W pudr COF|Y )=~ 8 . (4.59)

Poruchova matice je jiz tedy kvazidiagonalni a alekde naeSeni
sekularni rovnice pouz@édu 2x 2

AE  -3a R
‘ % ‘:o. (4.60)

-3a,eE AE

Zapasteni poruchy tak vede k roZpenictyrnasobg degenerované

hladiny E, = —%Ry na trojici hladin

E=E=E, (461)
E,,= E,+3a,&.

RozSEpeni je linearni v intenzitelektrického pole, coz je efekt
existujici pouze u vodiku. Jen u vodiku totizipkttéze hladia
vinové funkce s opgmou paritou (v tomtoifpack s ap funkce), takze
jejich kombinaci mohou vzniknout stavy, které nmghulovy
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dipolovy moment (na rozdil od funkci ( 4.57 )).idejtvar vyjde
automatickyreSenim sekularni rovnice, jako filjadu 1

1
W, =0t 4.62
3,4 \/E ( 200+ 210) ( )

Analogické kombinace lze santepr¢ utvarit i z funkci ¢,,, a Y, 4,

ale vznikly dipolovy moment je kolmy na oza jeho energie v poli
miricim podél osy je nulova.

Bornova-Oppenheimerova aproximace

Nerelativisticky hamiltonian pro izolovanou moleluha tvar

~ ~ ~ ~ ~ ~

H=T, +T+V, +V, +V,=

A
%Z th_

a 2mel

53>

ZZ|Ra_r| ArE, T - ‘ o;;& F%|
(4.63)
Nap. pro hamiltonian molekuly }© dostaneme tvar
H" h2 3£_h2 10Ai_
2 =m  2m i3
e2 3 ZI 10 10 3 3
47780;,21:“:\"— | 477}:0.2;‘; r - rj‘ Z1J§|R R
(4.64)

kde prvni¢len napravo odpovida kinetické energii jader, dréibyn
kinetické energii elektral teeti ¢len coulombické interakci elektron-
jadro, ¢tvrty ¢len coulombické repulzi elektron-elektron a posiedn
paty¢len coulombické repulzi jadro-jadro.

Presna Schrodingerova rovnice pro tento systém mia tva
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HY(rR)=EW(R), (4.65)

kder aR ozna&uji souhrng vSechny elektronové a jaderné samnice
vztazené obvykle KFisti systému. Born a Oppenheimer ukazali, Ze
kinetickou energii jader Ize povazovat za malowpbu, nebd

pomer hmotnosti elektronu a jadra je ma&iélo. Elektrony se proto
pohybuji mnohem rychleji nez jadra.

V priblizeni nultéhaadu, kdy uplg zanedbévém@n, vystupuji
souradnice jader jako parametry. Operator

H =T,+V_ +V_+V, (4.66)

se nazyvé&lektronovy hamiltonian a plati pro 8 Schrodingerova
rovnice

~

Ho (rR)=E;(R)4.([r R ), (4.67)

jejiz feSeni obeahzavisi na konkrétni konfiguraci jader. Protd%g

je hermitovsky operétor, t¥d{¢,} UpIny systém a libovolnou funkci
souadnic elektro Ize podle{g,} rozvinout. TotéZ plati pro zavislost
presné vinové funkc& (r;R ) nar:

qJ(f?R):Zl‘,)ﬁ(R)ﬂ (rR), (4.68)

kde rozvojové koeficienty, (R) je poteba utit. Dosadime-|i
(4.68) do (4.65), dostaneme s pouzitim ( 4.@8%host

Z[EG(R)ﬁ])ﬁ(RM (rR)= EZ,X. R)A(R).  (4.69)

Vynasobeni této rovnice zleva funkgj(r;R ) a integraci fes
vSechny elektronové stadnice dostaneme vzhledem k ortonormalit

{2
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~

TIx(R)4 (R )>r +EER)xR)=ExR).(4.70)

>(#(rR)

OperétorT, je sowtem druhych derivaci, kterdgobi jak nay, (R),
tak nag, (r;R ). Protoze plati

02 (x¢) = #0%x + 2009 + X0, (471)

muzeme ( 4.70 ) upravit na tvar
['I:n +Ef(R)- E])(k(R) :hZZ;MiRm(r;R)‘D Fs‘¢l(r R )>r Og +

+~(g.(rR )20, R )”X. R)=2BxR)

(4.72)
Soustava rovnic ( 4.72 ) platigsré a maticeB zahrnuje vazbu mezi
elektronovym a jadernym pohybem. Jak se ukazupktakieSeni
(4.72) Ize provést pouze pro nejjednodussi mdlekiz predstavuje
iont H; . V ostatnich fipadech je nezbytné pouzit aproximativnich

metod. Zanedbame-li v ( 4.72 ) vSechny nediagoriédniy maticeB,
dostavame systém rovnic

T+ EZ(R) = Bu JXu(R) =| T+ UyR) X (R) = Ex(R).(4.73)

kde k =1, 2, 3,... . Prvni rovnice popisuje vibrace a rotace molekauly
ma tvar Schrodingerovy rovnice. Vyréfn +U, (R)} Ize

interpretovat jako hailmiltonién pro jégra, &mz vystupuje korigovana
elektronova energid, (R) = E¢(R) - B, jako tzv.efektivni

potencial zavisejici na polohach jadey, (R) predstavuje vinovou

funkci jader.
Uvedena aproximace, umagici separaci elektronového a jaderného
pohybu atasté&n¢ zahrnujici interakci obou pohithbse nazyva



448

adiabaticka aproximace Vinova funkce systému ( 4.68 ) v ni
prechazi v jedinglen

W, (HR)=x., (R)2(rR), (4.74)

tj. kazdému elektronovému stavu specifikovanémuntaaymecislem
k prisluSeji stavy jader charakterizované kvantowystemv.
X.(R) jsoutesenim rovnice (4.73), tj.

[ T.+U,(R) X (R)=Eux (R),  k=1,2,3...; v=123,.

(4.75)
DalSiho zjednodusSeni Ize dosahnout zanedbanim ridtgjoopravy
B, ha pohyb jader. Tato aproximace se na&§wmova-

Oppenheimerova Fi studiu dané molekuly nejprnireSime
elektronovy problém ( 4.67 ) pro danou konfigujader a poté

S pouzitim elektronoveé energE;f(R) jako potencialové funkce
reSime rovnici pro jadra

T HE(R)N(R)=Ex(R), k=123, (4.76)

"‘i‘g(.‘ )

(5

Julius Robert Oppeheier (1904 —1967)

Pri tomto @istupu se atomova jadra povazuji za stacionarni a
elektrony se pohybuji v potencialovém poli jadesooradnicichR,
které na nich zgin¢ nezaviseji. Dochazi tak k uplné separaci
jaderného a elektronového pohybu a z hamiltoniakwypadnou
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nékterécleny. Tak nap hamiltonian ( 4.64 ) bude mit v Bornsv
Oppenheimerayaproximaci tvar

~ hz 10 e 3 10 Z| 10 10
H=- A — 4.77
2meiZ:1: ! 47750,2,1|R | o;g:ri—r‘ ( )

Problematicky posledriien zavisi na saadnicich dvou elektrana
obecr nejderesit analyticky. Proto se obvykle nahrazejektivnim
potencialemcoz je zpiimérnované pole ostatnich elektiigrv némz
ieSime pohyb jednoho vybraného elektronu. HamiltoGid. 77 ) pak
muzeme pepsat do tvaru

eizj

2m, i3 4TE, 1=

10

Z /(2). (4.78)

2
h 10

~
~
-~

—rl

Kazdy¢len hamiltonianu nynitsobi jen na jeden z elektnibn

10 10

A=A ()= Zl(ﬁ +V), (4.79)
kde
N=T+V,. (4.80)

Celkovou vinovou funkci systému potom hledame \auproduktu
jednoelektronovych funkci, kdy séyodni stacionarni
Schrédingerova rovnice

N A

D H()¥(12,... N)=E¥(1,2,.. N) (4.81)
i=1

rozpada na jednoelektronovych rovnic

N N

A4 6 =[]40)

M=

1
=

(4.82)
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Abychom vyho¥li antisymetriz&nimu postulatu musime
celkovouvinovou funkci hledat ve tvaru Slaterovéedeinantu (i
zaneng sodadnic dvou elektrainvinova funkce zrni znaménko)

#(1) (2 - 4(N)
w(l,z,...,N):ﬁ%:(l) ¢25(2) .. ¢2(:N)
Pe) ul2) ) (4.83)

Jednoelektronové vinové funkce molekuhelekulové orbitaly —
hledame ve tvaru linearni kombinace z baze jedktreleovych
vinovych funkci atori — atomovych orbital x :

$=2 Gk (4.84)

kdei ozna&uje index molekulového aindex atomového orbitalu,
K minimalizaci energie v zavislosti r@, se s Usgchem pouziva
variani paiet.

V ramci Bornovy-Oppenheimerovy aproximace definugem
nejstabiléjSi konfiguraci jader pro dany elektronovy stavgdiodR
konfiguratniho prostoru, ktery vede k minimu elektronové greer

E?(R), respU, (R).
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Wignerovo-von Neumannovo pravidlo

John von Neumann (1903-1957)

V ramci poruchové teorie Ize pokladat Bornovo-Ogpmerovo
priblizeni za za nultou aproximaci, diagonalni koeeBg, za poruchu
prvnihotadu, nediagonalni prvki, za poruchu druhéh@du.

Z podminky konvergence poruchového rozvoje ( 4.2fp)yva
kritérium pouzitelnosti adiabatickeé aproximace

BkI

, (4.85)

(Xeu (R)[Bul iy (R)) <|B = E,

kterazto rovnost je spna pro ¥tSinu molekul

V bodk R = R, konfigura&niho prostoru nerovnost ( 4.85 ) neplati a
kiivky 1 a 2 na obr. 4.1 sédrg vyhybaji jedna druh&ikame, ze

v tomto bod@ dochazi k tzvpseudokiZzenia Uzké oblasti kolem bodu
R fikameoblast neadiabaticity.

Nech’ hamiltonian zavisi na paramefRa necli znamereSeni

charakteristického problémid (R)=H_(r,R ) pro systém s pevnymi
jadry v konfiguracRR. Tento problém zni

~

H(R)+H(R')-H(R)=H(R)+V (4.86)

H(R)

pro konfiguraciR'. RozdilV = H(R') - H(R) povaZujeme za malou
poruchu. Pedpokladejme, ze dva stagy a ¢, sphujici



H(R)g (rR)=E*(R)g (rR), i=12 (4.87)

maji ténf stejnou energik’ a E;, neboli

ES-Ef|<|E-R], i=12 k=34,.. (4.88)

V tomto gripacE musime pouZzit postugoruchové teorie pro
degenerované stavy. Stagy a ¢, pak tvdi bazi pro dva nezname

vektorové stavy, jimiz jsou vlastni vektory hamiliénu H (R)

Prisludné vlastni hodnotz®(R') nalezneméesenim sekularniho
problému

Ef(R)+\/11— E(R’) V12 _

v, 5 (R)+V,,- E(R) (459
kde
E°(R)=(4]|A(R)4)=F"

) (4.90)
v, =(gV|g). Q=12

Re3eni problému ( 4.89 ) vede na kvadratickou rayijeiz dva
koreny jsou

Efz(R’):%(Ef"'Vll"' E;+ sz)i_;\/( E+ Vi E- V2)2+4| \/JJZZ

(4.91)
Protinaji-li se d¥ potencialové kvky v boE R =R.,jez(4.91)
ziejme, ze musi s@asre platit

EF +V, = B3+ V,, 00| V) =0. (4.92)
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Zahrnuje-li hamiltonian molekuly spinorbitalni inédci, jeV,,
komplexnicislo a (4.92 ) se &bi na

ES+V, = E+V,,0Re V,,= 00 Im\,,= C. (4.93)

Protoze (4.92 ) nemohou byt obé@owasre splrény, potencialové
kiivky se nemohou protinat.

Maji-li vSak stavyg, a ¢, riznou symetrii, pak rovnost, =0 je
identicky splna pro vSechnR. V tomto gipack plati pouze jedina
podminka

ES +V, = B+, (4.94)
ktera miize byt pro wtitou hodnotuR splreéna.

V roce 1929 formulovali toto pravidlo von NeumankVagner jako
tzv. pravidlo nek¥izent pii nekon€né pomalé zriné mezijaderné

vzdalenosti se dva elektronoveé stavy téze symesmeohou protinat.

Obr. 4.1
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Je-liV,, realnés-dimenzionalni potencialové hyperplochy téze
symetrie se protinaji \s 1)-dimenzionalnim prostoru. \tipact
systému s jednim stugm volnosti se tedy potencialové termy
neprotinaji. Pro dva stupwolnosti se protinaji v b@gpro ¥ stuprg
volnosti v gimce.

Je-liV,, komplexni, dimenzethto prostol se snizuje o jednotku na

(s—3).

Hellmanova-Feynmanova ¥ta

Hans Gustav Adolf Hellmann (1903 — 1938)  Riard Phillips Feynman (1918 — 1988)

Nech hamiltonianH = H (a) kvantow mechanického systému
zavisi na realném parameinu Nag. v elektronovém hamiltonianu
dvouatomové molekuly je timto parametrem mezijadezdalenost
R je-li W =W (a) presna normovana vinova funkceEar E(a)
odpovidajici nedegenerovana energie, pak

~

E=(w|A|w)=(A). (4.95)

diferencovanim této rovnice dostaneme



E_£<|:|>_<6_LP|_A| qJ>+<an_HqJ>+<qJ|:|a_qJ>:
da da oa a oa
:<w£w>+g{<"_‘w> <w"—"’>}- (4.96)
oa oa oa
:<l.|Ja_HL|J>+Ei<L|J|L|J>_<a_H>,
oa oa oa

coz je tzvHellmanova-Feynmanova ¥ta. Podle ni mMize byt
smernice Kivky E = E(a) vypaitena jako gedni hodnota operatoru

o
oa

Elektrostaticka formule

Nap‘. pro dvouatomovou molekulu méigiusnyN-elektronovy

hamiltonian tvar
N Z Z 1 Z.Z,
— a_+_"b |4 =
ATE, [Z[|ri—r| |ri—rb|J Z . ‘ |R RbJ

i a I<j |

I
||

~ ~

Te + Vee+ Ven+ Vnn

(4.97)

Jako parametnr zvolime mezijadernou vzdalendstPaiatek
soustavy sotadné polozime do jades osuz do spojnice jadea, b.

ProtozeT an|V naR nezaviseji, plyne z (4.96 ) a (4.97)

dE _ [0\ _ /,[0(Ven + Vi) )\
da \da OR
(4.98)
1 N Z  or e Z.Z,
- LIJ b |bLIJ _
477£0< iz=1:|n-rb|2 oR > 4E, R
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Upravime nejprve prvrilen napravo v ( 4.98 ), kterygdstavuje az
na konstantu gedni hodnotu operatoru

N Z, ofnn|

2 == 2V() (4.99)

i:1|I‘i —I‘b|2 i=1

a ktery je symetricky &i libovolné permutacN elektrorii. Protoze
V(i) je bezspinovy jednoelektronovy operéator, zahraupnsny ¢len

pouze integral f&s prostorové pro#énné. Ze symetrie vyrazwW
plyne, zZe kazdyglen sowtu

<¢‘Z\7(i)‘w>:ijm(rl,rz,...rN)V(i)w( Foe )l prd

(4.100)
je stejny, dostavame tedrkrat vysledek pro prvnilen

<w‘i2\7(i)‘w>: N[W (1t V(DL A 5 ds y)rdid ,rd

(4.101)
Definujeme-li velEinu

P(rfr') = Njw(rlr preeely )W E, 5, Jdrd ,.xdy, (4.102)

kterou nazyvameezspinova matice hustotypo malé Upray
dostavame

r')d, (4.103)

<W‘Z\7(i)‘w>:r£\7(l)P(r

Zde pokladame’' =r po pﬁsobenﬁ? na P, avSak je& pred integraci.

Protoze %h ~1,| je slozka vektorud(r; -r,) ve sngruR, je
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a%ri .| = = R =cosd, , (4.104)

i
r-r|R

_0OJr -r,R "
|

kde d, je Uhel mezi vektorRR a|r; —r,|. Rovnici ( 4.98 ) pak fizeme
zapsat ve tvaru

_dE _ Z,€( ;Pcosd, Z
_sz - - J. dr - ’
dR 4=, . R (4.105)
_dE _ Z. & ;Pcosd, Z
-F,=—= j —dr ——2 |,
dR 4/, [ R

Podle ni Ize silu{sobici na jadrb patitat pomoci klasické teorie,
zname-li naboj jadrd a kvantoémechanickou kustotu elektronového
nabojeP.

Sea‘tenim obou rovnic ( 4.105 ) dostaneme

F=_9E_ %2 jP Zacosd, ﬁcosf}bdr, (4.106)
drR 477£R 8rE, r

coz je tzv.elektrostaticka formule, kterd ma jednoduchou klasickou
interpretaci: prvnélen napravo fedstavuje jadernou repulzi, druhy
¢len slozku pitazlivé sily mezi jadry a elektronovou hustdpodél
vazby.

Podminka

. :_(Ej 0 (4.107)
=R

dR .

definuje rovnovazny stav, charakterizovangitmu rovnovaznou
vzdalenostR. jader a disocini energii

E, = E(»)- E(R). (4.108)
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Hellmannova-Feynmanova formule

Nech’ {W,} jsou fresné nedegenerované vlastni funkce hamiltonianu

H =H (a). Derivovanim podminky ortogonality

podle parametrwr dostaneme

| owV.
<ﬂ qu>+ w |0 =0, (4.110)
oa oa
Z (4.109) plyne, ze
O lplAw)=0, %] (4.111)
oa\ e '

neboli, s vyuzitim (4.110)
<6LP W > <LIJi —W.>+<LIJ aLPj>:
: oa

< aﬁw>+E<aw >+E< aw>:

Hoa oa oa

oH ) ) _
< aawi>+5<”’i\£\“‘ﬂ>‘ﬁ<”’i%“"i>‘
il _ LA
_<qJ L|J>+(5 Ej)<wi‘aa‘wj> 0.

oa
Odkud jiz vyplyvaHellmannova-Feynmanova nebo téz
nediagonalni formule

G oH
oa

(4.112)
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~

oH

W= |y
0 oa .
oa E-F

Tato formule plati pouze pragsné vinové funkce. Pro zkusmé
funkce{®} je

(o|o,) < ‘H‘CD> i%]. (4.114)

Funkci ®; mizeme rozvinout v &aké ortogonalni bagif.}

P, ZS,S, (4.115)

¢i v maticovém vyjaekeni

® =Cf .

Za predpokladu, Ze funkcff,} nezaviseji nar, mame

<¢i‘iwj>:z aC<f|f> cjicj. (4.116)
oa . oa

Zavedeme-li matici

Hrza_H:<fsa_H
oa

oa

ft> , (4.117)

muzeme podobxivyjadiit i citatel napravo (4.113) a celou rovnici
zapsat v maticovém tvaru

<‘ > aicjzi_ Lo iz, (4.118)
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Je-li @ = R (mezijaderna vzdalenost v molekuledpa= ¢ (r,R ),
mizeme takto peitat neadiabatickou vazb, (r,R )|0q|¢; (r R ))
mezi d¥ma potencialovymi povrchy.

Variaéni princip

Euleriv-Lagrangaiv variaéni princip

Leonhard Paul Euler (1707 — 1783) Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813)

Predpokladany tvar stacionarni vinové funkce méipark
interagujicichéastic jen pibliznou platnost. Proto hledame
jednaiasticove vinove funkce, takové, aby Slatéw determinant
aproximoval pesnéeSeni stacionarni Schrédingerovy rovnice co
nejlépe. K tomuto &elu uzijeme variéni metodu a tvrzeni, ze
zakladnimu stavu kvantového systému odpovida vIrfmeéce|d>>

ktera minimalizuje funkcional

~

H

ct0)=(), =701

°)
COR (4.119)

kde H je hamiltonian studovaného mnaasticového systemu. Vyse
uvedeny Slatév determinantb bude proto aproximovat vinovou
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funkci zakladniho stavu systému interagujicich fenin nejpresrgji,
bude-li nabyvat funkcional

=y I(DD(rl,fl,...,rN,fN)Hdb(rl,El,...r, CE L
$1reo SN RIN
(4.120)
své minimalni hodnoty. V poslednim uvedeném vziame vyuzili
normalizaci Slaterova determinantu k jetha

(P|®)=
= Z jCDD(rl,Qtl,...,vaﬁzN)q)(rl,Qzl,...r,NEN)dF 1d'3 N:1

gl""’{N RSN

(4.121)
Minimalizace funkcionallE (@) je velmi komplikovanou Glohou,

ktera svym obsahem gatlo matematické discipliny zvarnariacni
pocet Nasim ukolem je nalézt minimum funkce, jejimiza@slymi
promgnnymi jsou jiné funkce (jedréasticové vinové funkce, ), na

néz navic klademe jisté vazebné podminky - jeégisticové vinové
funkce jsou podlefiedpokladu normalizovany. D& se ukazat, Ze tato
Uloha je ekvivalentni hledani vazaného extrému ¢enktekonéene
mnoha prorannych.

Aniz bychom zabihali doifliSnych podrobnosti,fjipomeaime si, Ze
nutnou podminkou minima funkce kam& mnoha realnych
promennych je nulovost vSech jejich parcialnich derivaeito
podminka vede obvykle k soustavelinearnich algebraickych rovnic,
jejiz feSeni poskytuje ,podezlé” body, v nichZz mize studovana
funkce minima nabyvat.

Véta 1: Necht H je presny hamiltonian systémud libovolna
funkce soiadnic systému majici kotirgou normu a spiljici okrajové
podminky daného problému.

Je-li @ aproximaci k pesné vinové funkcW, od niz se liSi pouze
variaci prvnihagadu
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P=W+oW, (4.122)
pak variace funkcionalu

JE(®)=0. (4.123)
Dukaz: S pouzitim Schrodingerovy rovnice

HY =EY (4.124)

dostavame

~

(I:ILIJ—ELIJ)+(H— E)ow =

~

(F-E)o=(A-E)(w+ov)

oX

=(H -E)ow.
(4.125)
Odtud plyne vztah
OE(P)=E(W+3W)- H(W+3W)+H(oW)=
=E(W+0W)-H(W)=E(WY+3W)- E(W¥)=
ol _<CD H“—E‘cb>_<5w |—“|—E‘5tp>
“EO RN el T (el
(4.126)

Podle #hoz je funkciondlE (@) aproximaci k fesné hodnétenergie

E, od niz se li8i pouzéienem druhéhsadu ve variacoW. Clen
obsahujici variaci prvnihiadu napravo v ( 4.126 ) chyldimz je ta
dokazana.

Ukazeme, Ze plati i obracené tvrzeni, to jest, v@&niho principu
vyplyva Schrodingerova rovnice
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Véta 2: Stavovy vektord, pro rgjz plati ( 4.123), je vlastnim
vektoremH a stacionarni hodnoty funkcionélE(dJ) jsou vlastnimi

hodnotamiH .

Dukaz: Nech’ & je normovana vinova funkce, pro niz plati

5<q>\ﬁ\q>>:o,

0/0)-1 (4.127)
pak ovsem

[<CD‘ o > CD|CD>} (4.128)

kde A je Lagrangeuv multiplikator. Variaci vyrazu v haaé zavorce
dostavame

<5¢\H“—/1\ > <<D‘H A‘5¢>: (4.129)
Polozme
oD =0u+iov, u,vVOoOR . (4.130)

Pak pro vSechnau, ov plati

<5¢\H“ —/1\q>>—<q>\ﬁ —/1‘5<D>:

:<5cb‘|3| —A‘¢>+<¢‘HA —A‘5u>+<i5v‘l:l —/1‘CD>+<CD‘I:I —A‘i5v> =
:<5u‘I:I —A\q>+cbﬂ>—i<5v\ﬁ —/]‘CD+CDD>:O

(4.131)
a Eulerovy rovnice pro vartai problém maji tvar
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(Fl—/l)\qniqaﬂ>:o. (4.132)
Jejich odétenim dostavame

(H-2)j@)=0,
(F - 2)| %) =(|(F -4)=0. (4.133)

Lagrangeuv multiplikatoA zde ma #jm¢ vyznam vlastni hodnoty
hamiltonianu

A=E, (4.134)
takZe ok rovnice ( 4.133) jsou ekvivalentni Schrodinge&roavnici
Ho =E®. (4.135)

Na ( 4.135 ) miZzeme pohliZet jako na nutnou podminku, kterou musi
zkusma vinova funkce sgvat, aby funkcionéE(CD) mel stacionarni

hodnotu.

Véta 3: Necht’ Ej je presna energie zakladniho staviVa je ji
odpovidajici vlastni funkcél . Potom plati nerovnost

E(®)z E(W,) =, (4.136)
tj. energie poditana variani metodou pomoci zkusmé vinové funkce
® je (na rozdil od energie pibané poruchovou metodou) horni
limitou k presné hodneétE, . Fitom znaménko rovnosti plati pouze
Vv pripact, zed =W, .

Dukaz: S pouzitim spektralniho rozvoje hamiltonianu

H :Zk:Ek|qu><qu| (4.137)
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a s uvazenim, ze

izz;pvg<ka (4.138)

kdeE, a W, jsou esneé vlastni hodnoty a vlastni funkide
odvodime

A-El0)
oo, 255 eje) (4139

@
E(®)-E(W,)=

Jelikoz prok # 0 je E, > E;, mame ¥tu dokazanu.

Variatni princip Ize s pomoci posledndty snadno zobecnit ro¢ps
pro excitované stavy.

Véta 4: Necht priblizna vinova funkceb je ortogonalni k fesné
vinové funkci zakladniho stavu

(W,|®) =0, (4.140)

pak pro energik; prvniho excitovaného stavu plati v&naprincip

®|H| D
E, Su. (4.141)
(®|®)
Dukaz: Postupujeme stejnjako u gedchozi vty
®|H - E|® o|w, )
E(®)-E(W)) R <¢|¢>‘ > =2(E- E)‘<<q|)|¢§‘ . (4142)

kde E, = E, prok=1. Prok =0 je podle (4.140 J®|¥,) =0.
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Raileighiv-Ritziv variaéni princip

- Pt
; g
4 iale
‘ ‘

Walther Ritz (1878 — 1909)

Pro praktické aplikace je nejvho#jsi modifikace Eulerova-
Lagrangeova variiho principu, znama jako Ritzova, gogact
Raileighova-Ritzova vartami metoda. Vychazi saimi z réjaké
testovaci (zkusmé) vinové funkce zavisejici linéara parametrech

a,B,y,...

o=d(a,B8.y....). (4.143)

Potom vinova funkc®, ktera ma byt nejlepSintiplizenim k gesné
vinové funkci¥, zakladniho stavu, je ¢gna pozadavkem (4.123),

ktery nyni zapiSeme jako
_OE

5E(¢)——5a+E5,8+6—Eé‘y+-.-:O. (4.144)
da 0B 9y

Predpokladame-li navic, ze parametrys,y,... ajejich variace
oa,0B,dy, ... jsou lineard nezavislé, bude ( 4.144 ) spia tehdy,
kdyz

0E(®) _ 0E(®) _ 0E(®)

=...=0. (4.145)
da oS oy

Z podminek ( 1.145 ) dostaneme rovnice pro paramets,y,... .
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Protoze neni prakticky mozné rozvinout aproximdtiumkci podle
uplné (nekonéné) baze, provadi se rozvoj pouze podle knée
mnoziny funkci zvanéedukovana baze

Normovanou testovaci funkd, tedy rozvineme v libovolné bazi

{f} a omezime se pouze n&leni
o, =Yc, 1, (4.146)
i=1

kde c, jsou rozvojové koeficienty.iBdpokladejme, ze lineatn
nezavislé funkcé fi} nejsou obeahortogonalni. Definujme matici
hamiltonianu v ba4 f.}

H=H, =(f]4|f) (4.147)
a tzv.pirekryvovou matici

S=s =(f|f). (4.148)

Snadno sefeswdcime, Zze matic& je hermitovska a zaroiie
metricka. Z vyrazu ( 4.146 ) nyni plyne

O
ZC.ijk Hy .
i, _ Ck HCk

E. =E(P,)== = ,
= E() 2GS &SG
]

(4.149)

neboli

EkZClECjk§ :Z ﬁ & H. (4.150)
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kde c, =c, je sloupcova matice. Derivujeme-li postémbe strany
rovnice ( 4.150 ) vzhledem k jednomu z koeficiemafg. cgk,
dostavame

6 a
acI:EDk 2GGSHEL G2 £ H- (4.151)

pk 1] i

PovaZujeme-li rozvojové koeficien{y:,k} za varigni parametry,

dostaneme stacionarni hodnotu energie tak, Ze fddiel5 )
polozime

oE,

O
ac,,

=0, p=12..n (4.152)

To vede k soust&n rovnic

>c(Hy~ES;)=0,  p=l2...1, (4.153)
J

nebo v maticovém tvaru
(H-ES)c, =0, (4.154)

ktera ma nenuloviesSeni tehdy a jen tehdy, kdyz plati sekularni
rovnice

det(H -ES) = C. (4.155)
Podob#, jako v gipac poruchové teorie, davéseni této rovnice

mnozinu energiky, ... ,E, spolu s pislusnymi koeficienty;, ... ,C, .
Definujeme-li matice
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E O 0
0 E, 0
E=EqJ. =| . . ol (4.156)
0O O E,
G, Gy o Gy
C=c=(q & - ¢)=| 2 = T (4.157)
Cs Gy -+ G,
muzeme ( 4.154 ) shrnout do jediné rovnice
HC =SCE. (4.158)

A &l

zakladniho stavu. Zar@dpokladu, Ze stavy §anou energii jsou
vzajemr ortogonalni, Ize ostatii@éSeni interpretovat jakdiplizné
hodnoty energie pro excitovaneé stavy.

Uspaadame-li funkeq f,} a{®,} doradkovych matic

f=(f f o f ),
U ) (4.159)
o=(d, &, - @),
muzeme zavest praekryvovou maticiS ozna&enim
S:<f|f>:f+f (4.160)

a transformaci ( 4.146 ) zapsat ve tvaru
® =fC.

Normovaci podminku pro funkc{ebk} vyjadiime vztahem

(®|®) =@ ® =(fC) fC =C'f fC =C 'SC =1. (4.161)
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Vynasobime-li ( 4.158 ) zleva mati€f', pak s pouzitim ( 4.161)
dostavame

E=C'HC. (4.162)

C je tedy matice, kterérpvadi jakH, tak 1S na diagonalni tvar. Je-li
baze{ f.} ortonormalni, j&s =1, C je pak unitarni matice a

HC =CE. (4.163)

Obdobr se postupuje i v Uloze, kterou budefesit v nasledujicich
podkapitolach. Snad jen s tou olimou, Ze rovnice pro ,podezé”
jednaiasticové vinove funkce (tedy ty, které minimalizwgnkcional
(4.119)) nabudou tentokrat tvaru nelinearnicegnbdiferencialnich
rovnic, po svych objevitelich obvykle nazyvanyownicemi
Hartreeho-Fockovymi Jejich konkrétni vyjagni zavisi ovSem na
konkrétnim studovaném systému.

Mnohaelektronové vinové funkce

Odvodime nyni obecny tvi-casticove antisymetrické vinové
funkce. Zavedeme-li Uplnou bazi jednoelektronoviiaikci

(spinorbitat) ¢, (x) =, (r,{), mize byt kazda normovatelna
jednoelektronova funkcw(x) téZe promnné rozvinuta ve tvaru

@(x) =chwk(x) => W) (x). (4.164)

k=1
Mé&jme nyni dvouelektronovou funk&®(x,,x,) a naokamzik
predpokladejme, Zg, je pouze parametr. Pak IH(x,,x,) vyjadrit
pomociy, (x,). Koeficientyc, = ¢ (x,) jsou funkcemk, a mizeme
je ot rozvinout podlex; :
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00

W(x,%,) =6 ()0 (x) =Y can(xJun(x).  (4.165)

k=1 k,1=1

Obecrg pro kazdowN-elektronovou funket (x;,X,, ... ,X, ) majici
koneEnou normu mMmzeme psat

LIJ(Xl,XZ,...,XN): Z C(kl,kga---aK\l)wkl(xl)l/jkz(xz)'“wm(XN):

ki Koo Ky

(4.166)
kde

W(X, X, ... ,xN)>. (4.167)

c(k, Koy |$q):<|;|lﬂ|q (xi)

Pozadujeme, aby N-elektronova funkégx,,x,, ... X, ) byla
antisymetricka, tj.

AW (X, X, 00 Xy ) =W (XX ,0en Xy ), (4.168)

a ukdzeme, ze koeficienty ( 4.166 ) jsou pak anmtetyickymi
funkcemi svych argumeint



W (X)W (X0, X0 .. ,xN)>:c(k1,k2,... k).

(4.169)
Indexyk nebox ozna&uji, Ze se v danémpact jedna bd’ o
permutaci indek k, k,, ..., k,, nebo permutagasticovych sotadnic

X[ Xy e Xy -
R N

Jak vime z kapitoly 3\-elektronova vinova funkcel |_| ¢, (x;)
i=1

tvori podle ( 3.353 ), resp. ( 3.354 ) az na konst&tatetv
determinant. Protoze je kazdy determinant invamiawici transpozici
svych prvKi, mohli jsme si dovolit na prave stea(14.169 ) zarénit
A, zaA, .

Z(4.166), (4.168) a (4.169) vyplyva tvarisynetrickéN-
elektronové vinové funkce

uJ(xl,...,xN):i ,,kNC(‘S’---,Ku)Zp(‘])pﬁ’["”kl(xl)---é”m(XN)]:

= C(ki,...,K\,)detliwkl(xl)"'wm(xN)]

N T
(4.170)
Protoze determinant s€ma stejnymiadky je nulovy, uvazujeme ze
vSech¢lend v sumacich fesk;, k,, ..., k, pouzecleny odpovidajici
raiznym indexim k;,k,, ..., k,. ProtoZe zakna dvouradki
determinantu gni jeho znaménko, pak Vipac, Ze seirznécleny
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v jednotlivych sodtech liSi pouze padim index k;, k,,..., k, jsou
vzhledem k antisymetmosti koeficient c(k, k,, ..., k) tyto&leny

stejné. ProtoZe i indexi je mozno sestavitl! jejich permutaci,
dostavame

W(x,.x)= > (ke k) defe (x,) g (xy) |-

ki<k,<...<ky
(4.171)
Kazdou usptadanou podmnozinM jednoelektronovych indeéx

K={k <k <..<kj} (4.172)

nazveme usgadanou konfiguraci a zavedeme nové koeficienty

CK:(N!); ok k..., k). (4.173)

Normovanym determinantentiplusejicim uspi@dané konfigurad ,
je Slateiiv determinant

Dy (Xpr e 1 Xy, ) :ﬁZ(—l)p ﬁ»“j% (xi)j:m,f{ﬂ% (xi)J:

wkl(xl) wkl(xz) l/jkl(XN)
:i‘//kz()ﬁ) ‘//kz(xz) l//kz(XN)
NINTI e
l//kN (Xl) l//kN (Xz) ‘//kN (XN)

(4.174)
S pouzitim (4.173 ) a (4.174 ) upravime pravoarst ( 4.171 ) na
tvar

WXy, ... . Xy ) = D CD (Xgrenn Xy ) (4.175)
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Ukazali jsme tedy, Ze libovolnou antisymetrickonatou funkci Ize
vyjadiit jako linearni kombinaci Slaterovych determinan$ech
uspdadanych konfiguraci. Slaterovy determinanty odpayéd vSem
uspdadanym konfiguracim tak tviolplny systém v prostoru
normovatelnych antisymetrickych vinovych funkci.

Metoda Konfigura‘ni interakce

Jednim ze zakladnich problérkvantové mechaniky je nalezeni
vlastnich hodnot hermitovského operatéuwdpovidajiciho &ake
pozorovatelné fyzikalni valing, nebolifeSeni charakteristického
problému operator@ . V predchzim oddile jsme ukazali, ze
libovolnouN-elektronovou funkci riizeme rozvinout pomoci uplného
systému Slaterovych determin&antYybereme-li ukéitym zpisobem
koneny patetM téchto determindit, dostavameibliznou vinovou
funkci

M
®=>C,Dy, (4.176)

K

piicemz koeficientyC, urcujeme Ritzovou variani metodou. Tento
pristup vede k soustavinearnich rovnic

Z(<DK‘Q‘DL>—w<DK|DL>)CL =0, (4.177)

L

kde

a):<f)>¢ _ <(D Q (D> _ ZK:ZL:CKCL< Dy ‘Q‘ DL>. (4178)

olo) ~ LYciC (o]

Redeni soustavy (4.177 ) vede na sekularni rovnici

det(<DK‘ﬁ‘DL>—w<DK|DL>) = (4.179)
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jejiz kokeny jsou, jak vime, hornimi mezemi priepné vlastni
hodnotyN-elektronoveho problému. KoeficienGk opt nalezneme
dosazenim nalezenychilemi do pivodnich rovnic (4.177 ). Tato
metoda je znama pod nazvemetoda konfiguraéni interakce.

Slaterova-Condonova pravidla

Edward Uhler Condon (1902 — 1974)

Q je obec®# mnohaelektronovy hermitovsky operator,doni
predpokladejme, ze je symetricky (invariantnifMibovolné
permutaciN elektrori. Muze byt vyjaden jako sotet
n-elektronovych operatérkden=20, 1, 2, ... N :

A A A 1l A 1 ~
Q=0+ 204500y 5,0, Oy 0=
. . " K (4.180)
=Q, +Z‘Q' +§Qij +i<jz<;( Qu *+-,

kde se v sumacich vynechavdgny, u nichz dv&i vice index je
stejnych. Obvykle v rozvoji ( 4.180 ) vystme s temicleny, .
S nejvyse dvouelektronovymi operatory. Vzhledenyketrii

operatoruQ

[Q,ﬂ:[é,ﬂ:o (4.181)
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a s pouzitim ( 4.181 ) dostaneme vztah

(Dy|@|D, ) = N!<fl|jlﬂK (i)‘ﬁ‘flljl//,i (i)> -
=N i (0] () :;(-1)p|l-:|<l,aK ()[0]4w, (1))

(4.182)
Vv némz integrujeme fes spinprostorové stadnice vSech elektrdn

Predpokladejme, ze spinorbita{y/&} jsou ortonormalni funkce a ze

permut&ni operator je definovan jako

R | |,
P= ! 2 N ) (4183)
p|1 nz pN

RozliSujeme celkem 3 moznosti Wh Q v maticovem elementu

(D DL>:

~

Q

(4.184)



(4.185)

j<m p 1=1
iZj,m
=222 [] %, (8, (D (M, (o, )>
j<m
|¢Jm

(4,186)

kde 2( j) je jednoelektronovy operator (rfap—rziAi je operator
m

kinetické energi¢-tého elektronus operator coulombické

A7E ‘R— r‘
interakce mezi jadrem s nabojefe aj-tym elektronem vzdalenym
od jadrar,), V( j,m) je dvouelektronovy operéator (napperator

2
coulombické interakce meiztym aj-tym elektronem).

477}:0‘ri —rj‘

Rovnice (4.184), (4.185), (4.186 ) se nazy8&ierova-
Condonova pravidlavypoctu maticovych elemefit
jednoelektronovych a dvouelektronovych operator

V pripack jednoelektronovych operatose mozn&eSeni rozpadaji na
tii pripady:
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a) K =L (obe uspdadané konfigurace jsou stejné)

(D|Z|D) = X (0 | 4w, ). (4.187)
J

b) K aL se liSi v jediném spinorbitalu, g # 1, k, =1, k,=1,,...

(Dc|Z[o0) = (| 20,). (4.188)

c)K aL se liSi ve dvou spinorbitalech, . Z 1, k, Z 1, k,=1,,...

o

V pripack dvouelektronovych operatbrozliSujeme celkemnityyi
MOoZnosti:

~

Z

DL>=0- (4.189)

a)K=L

<DK\7 DL>:

j<
D)KL, k#l,k,=1,,k,=1,...

m[<wkjwm|qwkjwkn> ‘<¢hl//%|?4wkn¢//hﬂ (4.190)

(OB =2 (0 o )= (v [dee) | (4201
OK#L k#l Kk, k,=1,...

< ‘V‘ > [ bW, |V|¢/ %, > <¢k1¢k2|q¢|2¢.1>]- (4.192)

d) K aL se liSi ve vice nez dvou spinorbitalech

o

Vv

DL>:O. (4.193)
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Matice hustoty
Cisté a smy3ené soubory

Cistym statistickym souboremnazveme takovy
kvantowmechanicky soubor, jehoz vSechiigny maji stejnou
vinovou funkci. Takovy soubor umtdje Uplny popis daného
systému.

Nemame-li vSak Uplnou informaci o systémuizeme jej
reprezentovat souborem, jehoz jednotlileny maji fizné vinové
funkce. Takovy soubor systémazvemesmySenym statistickym
souborem Ten edstavuje analogii klasického systému.
VInovou funkciy, libovolnéhoclenu souboru Ize vyj&d pomoci

rozvoje

Wk(q,t)=;Cn(k, 1¢.(9), (4.194)

kde{¢n} je uplna ortonormalni vektorova baze stejna pexhay
¢leny souboru. Koeficientxzn(k, t) vyhovuji normovaci podmince

Ykt (k=1 (4.195)

pro kazdy systénik =1, 2,... ,N) daného souboru.

Pomoci ( 4.194 ) iZeme vypoist asekdvanou hodnot(Q, )
veliciny Q prok-ty systém. Tato &kavana hodnota jedena rovnici

(Q)=> Qnem(kt)c(k1). (4.196)

Maticové elementyQ, ., se pditaji pomoci stejné bafes,} a jsou
tedy @i stejnémm, n stejné pro vSechnileny souboru. @kavané
hodnoty(Q, ) jsou v3ak obecenrizné, povadz dle pedpokladu majf

jednotlivécéleny souboru obe@rizné vinové funkce.
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Z jednotlivych gekavanych hodndfQ, ) Ize sestrojit pim¢rnou,
neboli kvanto¥statistickou sedni hodnotu

{ >:%i<9k>- (4.197)

k=1

Po dosazeni zgQ, ) z rovnice (4.196 ) dostaneme vztah

Q)= Zan%ZN:c?n(k, 0k . (4.198)

Tento vztah Ize zjednodusSit s pomoci operatorudtyst

N

,bnm(t):%Zchn(k,t) c(ki)=Ec= w] (4.199)

k=1

s jehoz pomoci Ize ( 4.198 jgpsat do tvaru

(Q)=> P =Tr(pQ). (4.200)

K vypottu stednich hodnofQ) nenf teba znat jednotlivé koeficienty
c,(k,t) stai znat pouze operator hustofy,,.

Prejdeme-li od baz¢g,} k nové ortonormalni baZig;} unitarni
transformacip = U¢', pak se stopa operatoru zachovava, takze
k jejimu vyp@tu lze pouzit libovolné ortonormalni baze.
Diagonalni elementy, (t) urcuje pravépodobnost, Ze naho#n
vybrany systém souboru budéaset nalezen \n-tém kvantovéem
stavu. Odvodime nyniutezité kritérium praiisty, resp. smyseny
soubor. Pra@isty soubor jeo_ definovano rovnici (4.199 ), kde
c.(kt)= ¢ (t) provSechnk =1, 2,... ,N. UZzitim pravidla pro
nasobeni matic vygteme
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Pon = ;ﬁm@kn: ;cﬂkc £Er (4.201)
Jelikoz
Zk:ckmckzzk:pkk:Trp:L (4.202)
je také
Prn = Ponn (4.203)

¢i v maticoveé podob
p>=p. (4.204)

Je-li maticep diagonalizovana, pak z ( 4.203 ) ihned plyne gfie |
vlastni (tj. diagonalni) hodnoty jsou&® nebo 1. ProtoZe rovnice
(4.202 ) nezavisi na vailbaze, musi byt préjeden diagonalni
element roven 1 a vSechny ostatni elementy rovizyrGvnice
(4.199) pak plyne, Ze vSechny systémy souboreznaime v témze
kvantovém stavu a to v tom, jemuighusi ona jedina nenulova
hodnota matice hustoty. Rovnice ( 4.201 ) tak udauaou a
post&ujici podminku pro matici hustotystého souboru.

Transformaéni vlastnosti matice hustoty

Matice hustoty zavisi na vaitbaze. Vyswtlime si nyni transforniani
vlastnosti této maticefpprechodu k jiné bazi. Mme dva linearni

samoadjungované operétdiyl\?l , jejichZ Uplné ortonormalni baze
oznaime{g,} {w.} . 4.

Lo = Lo

R (4.205)
My, =M ..
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VInova funkcek-tého systému v bazs, je dana rovnici (4.194).
Tuto vinovou funkci vSak fzeme vyjadit také pomoci baze,

operatoruM

‘Pk(q,t)=;ba(k, )¢, (), (4.206)

kde koeficientyb, (k,t) se obecalisi od koeficient c,(k,t).

Porovnanim (4.194 ) a ( 4.206 ) dostaneme vztat aima
koeficienty

Zk‘,ck(ki)m(Q):;Q(kt)l//a(@- (4.207)

Tuto rovnici vynésobim@ﬁnm(q), prointegrujeme if@sq a uzijeme
relaci ortonormality baze, . Po jednoduché upréawdostaneme
hledany vztah

c,(kt)=>U,b(k1), (4.208)
kde maticové elementy transforém matice

U, = [#.(a) ¢, (q) da=(L,| M,) (4.209)

jsou ugeny skalarnimi satiny prvki obou bazi. Normovaci
podminka ( 4.195 ) musiigtat zachovana i pro nove koeficiefy,
coz vede k jisté omezujici podmince na transférmmatici.
Zapiseme-li

cE:;uEﬁbg(k, t) (4.210)

a uzijeme
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;b,?(k’t)ba(‘ﬂ)=25aﬁl§(k99( k)=1, (4.211)

a.p

pak z normovaci podminky ( 4.195 ) dostaneme hiedatah pro
transforma&ni matici

DU N,=>U U =3d,. (4.212)

Neboli, v maticové symbolice
Uu"=uU"U=1. (4.213)

Matici vyhovuijici této podmince nazyvame unitarni.
Pomoci (4.210 ) nyni ikeme vyjadit

Co(k t)=> U ;b (k1) (4.214)
B

a uzijeme definice (4.199 ). Po jednoduché GUpdnstaneme hledany
transformani vztah

Pam(t) =D U 045 (1)U 1 =D U b, UL (4.215)
a.B a.B

kde

Pas = Pas (t) =bsb, (4.216)

jsou maticové elementy operatoru hustoty v lgazi Ozna&ime-li
operatory hustoty symboly_, p,, pak s ohledem na podminku
unitarity ( 4.213) lze vztah ( 4.216 ) zapsatwest

p.=Up U™ (4.217)
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S pomoci relaci Uplnosti a ortonormality je mozmkvivalentni zapis
rovnice (4.215)

(LBl = (LM ) (M ], ) (M [ ) (4218)

a.p

Zvolme nyni za operatdr kupr. operator zobe@mé sotiadniceQ.
Prislusna baze je pak dana Diracovou distribuci

#,(a)=0] a-d" |, (4.219)

:(ql,qz,...,q),

g =(d, ..., 4").

Prvky U . vypocteme pomoci (4.205) a (4.219), coz da

(4.220)

U =4 (d") (4.221)
Uan :wg(q(m))-

Ozname q” =g, d™ = d a dosdme (4.221 ) do ( 4.215). Po
jednoduché upravdostaneme

pla.q.t)= Zpaﬂ() (A, (d). (4.222)

Na levé stra#itéto rovnice jsme spojité indexy g nahradili funkni
zavislosti. Namisto maticg,, zavedeme operat@r pomoci vztahu

ﬁwﬂ(q)zzpaﬁl//a(q)’ (4223)
B
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pomoci khoz gepiSeme (4.222 ) do tvaru

p(a.d.t)=> w,(d)pw,(9). (4.224)
a.p

Veli¢ina ,o(q, q’,t) je operator hustoty v stadnicoveé reprezentaci.
Jeho diagonalni prvky(q, g,t) maji velmi nazorny fyzikaini
vyznam: veléina

dw, =p(a gt dc (4.225)

uréuje prav@épodobnost toho, ze namatkou vybrany systém
statistického souboru budeaset nalezen v konfiguraci mezi

g ag +dg. Tato interpretace jeStépe vynikne, vezmeme-li matici
hustoty v diagonalnim tvaru

Pog =W, 0, (4.226)

a~af?

kde w, je prav@podobnost realizace stawu Rovnice (4.222 ) a
(4.225) pak davaji pro praggodobnostdw, vyjadreni

dw, => w, |y, (g dc. (4.227)

U cistého souboru (jednwy, =1, vSechna ostatnij, =0) dostavame
obvyklou interpretaci vinové funkce. U smiSenéholsou maji
jednotlivé systémy soubordané pravdpodobnostiw, realizace
stavii a, takze pravébodobnostiwa (q)‘2 dqg konfiguraci ve stavectr

nutno je& vystredovat pes pravdpodobnosti rozéleni €chto stav.
To je obsahem rovnice (4.227).
Normovaci podminku (4.202 ) pro(q, g,t) je nutno nahradit

odpovidajicim integralnim vztahem

I,o(q,q, t) dg=1. (4.228)
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V reprezentaci ( 4.227 ) souvisi operapovelmi jednoduse

s rozatlenim sotadnic, a tedy i s hustota@astic, odkud také pochazi
jeho nazev.

Liouvilleizv teorém

Joseph Liouville (1809 — 1882)

Prejdéme nyni k odvozeni vyrazu pasovou zrénu operatoru
hustoty. Koeficientyc, (k, t) vyhovuiji rovnici,

ihac”(gtk’ ) =>"H,c (kt), (4.229)
|
kde H_ :<n\ﬁ\|>.

Vezmeme komplexhsdruzenou rovnici a uzijeme hermicitu
hamiltonianuH . = H. . Dostaneme

ac. (k,t ~
—ih% =Y H, ' (k.1). (4.230)
I
Rovnici (4.229 ) vynasobime, (k, t) a rovnici (4.230 x, (kt) a
vysledné rovnice sgeme:
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in2 e, (k)& (k 9] =X Aua(kd (k)= Habl k) o k)]

I
(4.231)
Rovnici ( 4.231 ) vy&itame pesk a vydElime patem systera N.
Uzitim definéniho vztahu ( 4.199 ) pak ziskame rovnici

op i [~ an
_r +—{Hp -poH =0. 4.232
(thnm h( p—p )nm ( )

Leva strana této rovnice vSakepstavuje Uplnotasovou derivaci
operatoru hustoty, takze mame

>

db O ijm. .
——=—+—{Hp-0oH =0, 4,233
dt ot h( p-pH), ( )

coz je kvantova obdoHaouvilleova teorému pro roz@&lovaci
funkci,zndmeého ze statistické fyziky.éivhe néjaky operatorQ
nezavisly explicitd nacase. Z pozadavku, abyetini
kvantowstatistickd hodnotgQ) nezavisela naase plyne, Ze musf byt

@ _o (4.234)
ot

Soubor, jehoz operator hustoty vyhovuje této podminazyvame
stacionarnim souborem Operator hustoty stacionarniho souboru pak
sphiuje rovnici

ﬁﬁ—ﬁﬁs[ﬂ,ﬂ:o. (4.235)

Jak ale jiz vime z kapitoly 3, komutativitgjakého operatoru

s hamiltonianem vyjadje zakon zachovani. Operator hustoty
stacionarniho souboru lze tedy vyijigako funkci operatar
konzervativnich (zachovavajicich se) vgli
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Tolmaniv teorém

Richard Chace Tolman (1881 — 1948)

Rovnice ( 4.200 ) wuje stedni kvantowstatistickou hodnotu veliny
Q, tj. stedni hodnotu vyptienou pomoci kvantoveho statistického
souboru. Budemetpdpokladat, Ze soubor je stacionarni, takZze pro
operator hustoty plati rovnice ( 4.234 ). Ngbténto soubor sestava

z konzervativnich systéima jeho operator hustoty vezmeme ve tvaru

~

ﬁ:W(H). (4.236)

Reprezentace operatoru je nejjednodussi v jehtnvlbazi, takze
bude vyhodné zvolit zy,} vlastni funkce hamiltonianu

Hy, =Ey, (4.237)

V takovém pipact je
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)

Hon = (m[A[n) = £, (4.238)

Z vyjadreni ( 4.236 ) pak plyne pro maticové elementy doesa
hustoty vztah

Pon =(M[p|N) = W E,)J,,. (4.239)

Diagonalni elementy, , urcuji pravdpodobnost nalezeni namatkou
vybraného systému souborunatém kvantovéem stavu

W, = o, = W( E,), (4.240)
kde normovaci podminka ma nyni tvar

dw, => w(E)=1 (4.241)

Ve vyrazu ( 4.200 ) nyni uzijeme pp, . vztahu ( 4.239 ), coz vede
na vyraz

(Q)=>wQ,.=>WE)Q,. (4.242)

n

Energetické hladiny makrosysténpsou zpravidla sil& degenerovany.
K dané hodnatenergieE, tak existuje Bkolik riaznych linears
nezavislych vlastnich funkef  , kdea =1, 2,... ,g,, kde g, je

stupa degenerace. Abychom zahrnuli tuto skatest, gepiSeme
rovnici ( 4.237 ) ve tvaru

Hy,=Ew.,, a=12...,9,. (4.243)

Latinské indexyn, m budeme uzivat k ozteni energetickych hladin,
reckymi indexya, 8 budeme odliSovat kvantové stavy s danou

hodnotou energie.
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Jelikoz i vlastni funkce operatoru s degenerovasgaktrem lze
zvolit ortonormalni

[t (Q)¢s () da=( | nB) = 3,0, (4.244)

kdea =1, 2,... ,9,, £=12,...,9,, budou nyni maticové elementy
operatoru hustoty a hamiltonianweny rovnicemi

(mpfF[ra) = £, (4.245)
(mBJ| rer) = W E) 3l (4.246)

Pravdpodobnost nalezeni namatkou vybraného systému soubo
stavu|na) je nyni rovna

Wna:<m|ﬁ| m>: V\( E) (4247)

VSechny stavy s toutéZz hodnotou enekgjgsou tedy stej@
pravcEpodobné, coz je zmi Tolmanova teorému

Redukované matice hustoty

Stacionarni stav kvanté\mechanickéth ¢asticového systému je
popsan vinovou funkc® = W(x,,x,,...,X, ), kdex; =(r,,{; ). Rada
vlastnosti systému zavisi nhto N promannych.Cast informaci,
zahrnutych ve vinové funkci, je tedyi pypoctu nékterych
fyzikalnich veltin nepodstatna. Pomomdi¢asticové vinové funkce a
integrace pesiadu promtnnych nizeme definovat tzwedukované
matice hustoty¢imz vylowimetradu nevyznamnych informaci.
Vime, Ze velktiina

W (X, Xz, e Xy )PI(X X 50 ee Xy) (4.248)

predstavuje hustotu pragplodobnosti vyskytu elektranl, ... ,N se
spinorovymi sotadnicemix,, X,, ... ,Xy -
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Funkci

re(L2... N[1,2,.. N)=w(12.. NW(1,2,. N),

(4.249)
VvV niz zavadimeéarkované sotadnice u komplexxhsdruzené vinové
funkce, nazyvamenatici hustoty N-tého radu.
Toto ozn&eni ndm umaiuje jednodussi zapis vyrazu préesini

hodnotu. Je-IHJ(l,Z,... ,N) normovana vinova funkce, pak rtapro
energii mame

(H), =(¥

=[HT (L2, N|1,2,.0 N)d ..y,

G

w>:jwﬂ(1',2,... NVAW(L,2,.. N)&, ,.. &=

4.250
kde operatory nechavamégobit pouze na arkované pro(lénné, )
avSak po této operaci, ale jegted integraci, musime polozit
1=1,2=2,.. N =N.

Redukovanou matici hustotyp-téhoradu (1< p< N) rozumime
integral matice hustoti-téhofadu v prostoriN —p elektrori, neboli

r(L2....p/1,2,.. p)=

:(':jer(l,z,... p+1.. NL1,2,. g p+ L. N d,y .. 5

(4.251)
Ozna&eni €chto veltin za matice vyplyva z toho, ze rfap  lze
povazovat za tenzorovy sén sloupcového vektortd se spojitymi

parametry sotadnic a podobnéhi@dkového vektord"”.
My se budeme zajimatgdevsim o redukované matice hustoty
prvniho a druhéhtadu:
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r(a

1)=N[r(12... NJ1,2,. N)d, ... &=

2
:EJ'FZ(LZH,Q dX2 ,

F2(1,2|1,2)=£|;JJFN(1,2,3,. N|'1,2,3,. N) ok, ... K,

(4.252)
Diagonalni elementythto matic maji jednoduchou fyzikalni
interpretaci:

F1(1|l) = (x,) odpovida hustétpravdtpodobnosti nalezeni elektronu

v bod X4, neboli elektronové hustov tomto bod, bez ohledu na
souadnice vSech ostatnich elektfion

r,(121,3=r(x, x,) udava hustotu praggodobnosti nalezeni

jednoho elektronu v b@d; a druhého elektronu v b&d,, pricemz
souradnice vSech ostatnich elektégsou libovolne.
Redukované matice hustoty jsaiepe hermitovskeé

r (1) =ri(z],
r,(L21,2)=r3(1,9412

a vzhledem k tomu, z& je antisymetricka, jsou antisymetrické i
v kazdé sérii indek

(4.253)

r(L21.2)=-r,(241.9=-r,( 12} (4.254)

Odtud plyne, ze pokud se v mnoZpromennych x;,X,, ... ,X,
vyskytne dvai vice stejnych indek pak jsou diagonalni elementy
redukovanych matic hustoty rovny nule:

r,(1)=0,

(4.255)
r,1,2)=0

coz odpovida skuteosti, Ze elektrony s paralelnim spinem jsou
drzeny od sebe, kteryzto jev se nazipeamiho dira.
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Uvazujme operétofz, symetricky ve vSech elektronovych
souradnicich. Pro jednoduchostegpokladejme, Ze tento operator
neobsahuje sdadnice vice nez dvou elektripn

Q=0Q,+>Q Z (4.256)

i=1 <]

kde prvni¢len napravo nezavisi na elektronovychisaolnicich, druhy
¢len predstavuje jednoelektronovy operatoietitclen

- N
dvouelektronovy operator. Mame teNyoperatoit Q. a( 2}
operato# f)ij . Jelikoz jef) symetricky vzhledem k elektrém, st&i
pii vypoctu stedni hodnot)<f2> spaitat jeden maticovy element
A oA N
operatolt Q, a Q; a vynasobit jeN ci ( 2].

ProtozZe tyto maticové elementy zaviseji naradaicich nejvySe dvou
elektron, integruje se ve vyrazech p<@> pies vSechny zbylé

elektrony. Pra¥ tyto integrace jsou zahrnuty v definici redukoveimy
matic hustoty

(Q)=[WwQWdx,,..., dx, =

:é0+quJD(1',2,... N)QW(L2,. N) oy .k +
NJIw ) O, W(1,2,.. Ny O, ,.. G =
2 2=2
A +Ié1r1(11')dxl+jé1[2(1,31,2)dxldxz,

(4.257)
tak2e<fz> |ze vyjadit pomoci redukovanych matic hustoty prvniho a
druhéhoradu.

Jak vime z fedeslého, rive bytN-elektronova vinova funkce
rozvinuta podle Uplného systému Slaterovych detsauntii
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konstruovanych z uspadané mnoziny jednoelektronovych funkci
{wk} . Podobnym zfisobem niZzeme rozvinout kazdou redukovanou

matici hustoty v ortonormalni bazi spinorbﬁa{wk} . Pro matice
prvniho a druhéhtadu mame

= (1) =2 (O (ke (1) =w (Irv’ (1)
o ) SOk ke, (e, (2 (Yl 3=

ki Ky Iplo

= > 2Tl okuko) degu, (dun, (2} defw (o ( 9
ky<ko b<l,

(4.258)
kde (k) aT, (1.l k.k,) funguji jako rozvojové koeficienty.
Podle (4.253 ) je maticE = [Fl(l |k)] hermitovska a Ize proto nalézt
unitarni transformaci, ktera jigvadi na diagonalni tvar

r

U'TU=n=4,n,. (4.259)

Kde UU" =U"U =1". Zavedeme novou ortogonalni bazi tzv.
pFirozenych spinorbitala { x,} které jsou usp@dany daadkové
matice. V této bazi je redukovana matice hustomibroradu
diagonalni

= U’
AmVE (4.260)
v =yU",
neboli
Xe =D WU, . (4.261)
|

Pomoci pirozenych spinorbitél Ize psat redukované matice hustoty
ve tvaru
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M (Y2) =w()ry (1) =x(JuTur (Y =x( Inz( )=

=;mn®ﬁﬂ%

(4.262)

kdeny jsou obsazovacisla. Lowdin ukazal, ze slji dv¢ podminky

Sh, =N, (4.263)

z ¢ehoz vyplyva, Ze elektrony musi byt distribuovaeynméré doN
piirozenych orbital. V limitnim pripac, kdy je jich obsazenoresre
N, plati

I =UnU"UnU" =Un°U* =UU'TUU" =T, (4.264)

kden? je opit diagonalni matice. Protoze =1, je takén; =1 pro
k=12,...,Nan =ni=0 prok> N.

Trr =Tr(UnU*)=Tr(UU'n)=Trn=N. (4.265)

Vyznam gFirozenych spinorbitdl spaiva v tom, ze libovolny
spinorbital, jehoz populaag je zanedbatelna,ime byt vypusin

z rozvoje praN-elektronovou vinovou funkci, aniz by se tim
vyznamr poruSila pesnost tohoto rozvoje. Toto je protirpzené
kritérium pro vykEr kone&ného pétu takovych spinorbitél
zaruwujici, Zze odpovidajici redukovany rozvoj bude begoejSi
aproximaci pro vinovou funkci.

Fockiv-Diraciv operator hustoty

Uvazujme vinovou funkci aproximovanou Slaterovyntedminantem
konstruovanym A ortonormalnich spinorbitﬁl{wk} . Matice hustoty

N-téhotadu nmiZe byt potom psana ve tvaru



=(N1)"det (.0)]=
p(11)  p(1.2) AIN')
_11p(21) p(22) p(2N')
NIl : : :
p(N.T) p(N,2) - p(N,N)
(4.267)
Velicina
B0.1)= A ) =S 0 (4 ) () (4.266)

se nazyvdockuav-Diraciav operator hustoty. Pro redukovanou matici
hustotyp-téhoifadu bychom s pouzitim ortonormality spinorhital
odvaodili vztah

p(LL) A(L2) - A(1p)
ro(L2....p/1,2,.. ,N'):ip(?’l) A2z - pl2p)
p! ; ; : :
(4.267)
Napr. pro matice hustoty prvnich dveadi (p = 1 ap = 2) dostaneme
(1) =p(11)
o(11) & 4.268
r2(1,2|1,2):1€(1’1,) ?(1’2)‘ ( )
21p(2,1) p(2.2)

Vidime tedy, Ze redukovana matice hustoty prvitéuu je totozna
s Fockovym-Diracovym operatorem hustoty a redukévaatice
hustoty vySSichiadi jsou plré urceny matici hustoty prvnihiadu.
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S pouzitim definice sa@inu matice nizeme psat

b2 =[D(x.£)p(£x ) de =3 > (% ) (%) ) [ (£ (¢) o =
=220 ) (X)) =2 (x ) (x)) =

(4.269)
Snadno o¥time, 2e,f)(xi xJ) je hermitovsky operator
plex)=pbox) T bl =
= ;l//k (Xi )ka(X’j) = Ib(xi 'X’j )
aze
Tr| A% ) | :jit//k (x )u2(x ) dx = N. (4.271)
k=1

Vidime, ze Fockv-Diraciv operator hustoty (resp. redukovana matice
hustoty prvnihd@dadu ve vySe uvedenénilgizeni) ma vlastnosti
projekéniho operatoru.

Integrujme nyni redukované matice hustoty prvniloioulnéhaadu

pres Spinoveé progmné:

)=o) de,

(4.272)
z(rlrz fry) =Tk $%')ddd,

S pomoci &hto novych matic, zvanydiezspinové matice hustoty
muzeme pepsat vztah ( 4.257 ) do tvaru

(Q)=Qy+[QPd,+[Q P d d, (4.273)
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Model nezavislych¢astic (jednoelektronova aproximace)

V kvantové chemii vystdme casto sN-elektronovym hamiltonianem
tvaru

H=T,+V, +V, Z[ Z j+ZN: € (4274)

ba ) i<y HEl;

Ola

kde zanedbavam#gen V.= ktery povazujeme pro danou konfiguraci
jader za konstantni. Odtud vyplyvaji nasledujiceaani:

1) Zabyvame se pouze stacionarnimi stavy — vSecasgw
zavislé jevy jeiteba vylouit

2) Hamiltonian je nerelativisticky, tzn. nezahrnujengpbitalni a
jiné relativisticke jevy

3) Pouzivame Bornovu-Oppenheimerovu aproximaci, tj.
uvazujeme pohyb elektrérv poli pevnych jader.

Vzhledem k interakci elektrdne vyjma nejjednodussSich systém
nemozné&esit exakti charakteristicky problém hamiltonianu
(4.274). V cel&ac pripadi Ize vSak ziskat rozumné vysledky za
piredpokladu, Ze Ze se kazdy elektron pohybuje ndeavisostatnich
v potencialnim poli zahrnujicim zimérnované interakce vSech
ostatnichtastic. Namisto hamiltonianu ( 4.274 ) musime proto
pracovat s tzvefektivnim N-elektronovym hamiltonianem

Tato gredstava je jadremmodelu nezavislychéastic, o kterém
pojednava tento odstavec

ViInova funkce v modelu nezavislyafastic

Pro systéniN nezavislychiastic je vhodnéigdpokladat, Ze vinovou
funkci |ze vyjadit jako sowin N jednaasticovych funkci.
Pravdpodobnost nalezeniiznychcastic v jistych mistech prostoru je
pak rovna sotinu prav@&podobnosti vztahujicich se jednotlivym
casticim. Tyto individualni prawghodobnosti jsou tedy nezavislé.
Elektronové vinové funkci ve forérsowinu odpovidéefektivni
hamiltonian ve tvaru so&tu jednotlivych gispsvku
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N
H (1,2,... ,N)=Y| —A, +Ve (i) [ =Y A (i),
(120 N)= 3| 2o, 32w (i) | =3 ()
(4.275)
kdeVef( ) je primeérné efektivni pole tviené ostatnimi elektrony,

pusobici na-ty elektron, které Ize dit variatni metodou, jak uvidime
dale.

V modelu nezavislychiastic vychazime ze zkusrkelektronove
vinové funkce, ktera je antisymetricka vzhledenmakemeé ¢astic.
Nejjednodussi takovouto vinovou funkci je Slatedeterminant

=—— AI‘Jw (4.276)

kdey, (x)=¢ (r)a({)+@ (r)B(<{) jsou spinorbitaly, z nichz
kazdy mize obsahovat obeémlvé prostorové funkceg', ¢ .

PodmnozinagchtoN jedna@asticovych funkci vytvid podprostor
Hilbertova prostoru. Usgradame-li{¢.} jako jakoradkovou matici

:(‘/’1’1/12’---,%), (4.277)

je tento podprostor charakterizovan préjekn operatorem

p=lw){wlw)” (w|=[w)d™(v]. (4.278)

Maticed je metricky tenzor s prvkd, = (&, |¢,).
Snadno se Izerps\diit, Ze p sphuje vztahy

~

_" P (4.279)

tp=N.

= =

M¢éjme rgjakou linearni transformaci spinorbital
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Y =D pay (4.280)
|

neboli

V' =vya. (4.281)

Pro Slateitv determinant konstruovanycarkovanych funkc{;}
dostaneme s pouZzitim pravidel o nasobeni deterrtiinan

D' = ﬁ deqy, (x) :ﬁ de{Zt//k (xi)} -

= \/% def{y, (x,)} defa,} = D detr .

(4.282)

To znamena, Ze vinova funkce se linearni transforma
jednoelektronovych funkci nemi (az na konstantni faktor). Odtud
plyne, Ze Slatéiv determinant je charakterizovan v volbou
podprostoru spinorbité) tj. projekénim operatorenp v tomto
podprostoru.

Brillouinova véta

Léon Nicolas Brillouin (1889 — 1969)

Vyjdeme z vinové funkce ve tvaru jednoho Slaterdgterminantu
zékladniho stavi = D, sestaveného ze spinorbitdly.},
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I =1, 2, ... N. Pro tyto spinorbitaly, jez jsou zahrnutyDg
pouzivame ozrgniobsazené spinorbitaly Vyhradime si pro&
indexyi, j, k< N, kdezto pro zbylé orbitaly Uplného systému (tzv.
virtualni spinorbitaly ) pouzijeme indexw, b, c, ... > N.

Variace spinorbitdl {¢,} dava

U =g+ Sow = +Yeu + Y e,

pzi ki a=N+1

(4.283)
kdeci, jsoucleny malé prvnih@gadu. Pro variaci Slaterova
determinantu z ( 4.283 ) dostavame

N
D, - D,+90D,=D,+~/N!J A”wj(j)}:
J:

_D+x/_AZ5¢()|Jﬁ_wi(j):

:D“JWA;;% I]w
:DowmAg[kz:qkwk(i)+a§1qa¢a(i)]ﬂ¢i(’):

-0, V1S S dun (0o (1)+ 3 cndun ()] ()|

=i2%m,

il a=N+1

(4.284)

. N

protoze determinantly, (i) rltﬂj (j) méa dvaradky stejné a proto je
j:

roven nule.

Zkonstruujeme funkcional
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< 0 ] D0+5DO>

E[D, +dD,] = (4.285)
(D, +0Dy| D,y + D)
Ze Slaterovych-Condonovych pravidel plyne, ze
(D,|D7)=(D?|D,)=0, is<N<a, (4.286)
takze
A N ® |:| A N ® A

(D5 A[Dg) + > 7> (B2[ A Do) + X3 6 O A )

E[D, +3D,] = - a a N

(D5 | Do)
+ ¢leny vySSichad.
(4.287)
Z varianiho principu plyne

>5[

E=E[D, +JD,] - E[ D] =124 =0.

(4.288)
Protozetleny v hranaté zavorce jsou navzajem kompiesdruzené,
bude (4.288 ) sptma, kdyz

o

tj. maticové elementy mezi zadkladnim stavem a vSemi
monoexcitovanymi konfiguracemi jsou rovny nule, ga¥yjadenim
tzv. Brillouinovy v éty.

G

DO>:O, i<N<a, (4.289)

Hartreeho-Fockova aproximace

V ramciHartreeho-Fockovy aproximacéledame vinovou funkci
zakladniho stavu systému navzajem interagujicichitai ve tvaru
Slaterova determinantu
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¢1(r1’£1) ¢1(r 2’4(2) ¢1(r N ’EN)
(e ) = f%(?"i) Al o odinsal|
¢N (r1'£1) ¢N (rz’gz) ¢N (r N’EN)

(4.290)
kde ¢, jsou normalizovaneé jednasticové vinové funkce a symboly

r; resp.¢; ozna&uji polohovy vektor a spinovésloj-teho fermionu.
Orbitaly, z nichz je Slatéw determinant konstruovan jsouwany
podminkou, aby energie odpovidajici vinové funkcbyla

stacionarni vzhledem k jejich malym variacim.
Predpokladejme, ze baze jednoelektronovych funkengspitall) ¢.

je ortonormalni. Nedhhamiltonian systému ma tvar

] :Zﬁ(i)+2\7(i,j), (4.291)

i<j

kde
h(i)=-2_ A - 4.292
(1) = Z 47750 y ( )
je jednoelektronovy operator,
2
v(i,j)= (4.293)

477,90rIJ

dvouelektronovy operator.
Definujme jednoelektronovy operator

ﬁ:ﬁ(1)+z<¢/j(2)‘\“/(1,2)‘¢/j(3> (4.294)

]

kde
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7(12)=9(13( ¥ R,) (4.295)

a FA>12 je operator transpozice elektioh, 2.

Samoadjungovany operétér se nazyvdockiv operator. PrepiSme
jej s pouzitim Fockovy-Diracovy matice hust@ya tvar

@ ()= h(3+ ] d,Y( L2p(x, %), .,

(4.296)
operétorv’(l, 2) zde misobi pouze na kéarkované satadnice a po

provedeni této operace, ale fegited integraci, polozimg, = Xx,.
Vyjadiime-li podle definice/ , dostavame

F= Fl(l) +j0(1’ 2) p(x, X,) &, = _J.% 19 p(x, X,) E)Zd(
(4.297)

kde druhyclen napravou je tzvcoulombicky potencidl tieti tzv.
vyménny potencial

~ ~

=h(1)+ >y, (2)

]

(1,

Hartreeho-Fockovy rovnice

RozepiSeme-li maticovy element ( 4.289 ), mameg(dl297 ),

pop. podle Slater — Condonovych pravidel
(O [R[D) = (@[l )+ X[ (v [0 ) {0t gt ) ] =0
(4.298)

S pouzitim Fockova operatoru ( 4.294)z@me rovnici ( 4.298 )
prepsat do tvaru

£

¢i>:o, i=12.. N, a=N+1N+ 2.. .
(4.299)

(.

Rovnice (4.299 ) je spéma pra¥ tehdy, plati-li
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A N
Fwi :Z‘gjilﬂi , | :1; 2, 1N J
j=1

(4.300)
kde £; jsou rozvojove koeficienty.

Rovnice ( 4.300 ) se nazyvéajartree-Fockovy rovnice a gredstavuji

charakteristicky problém operatoF. V maticovém vyjateni maji
tvar

Fy = ye. (4.301)

Diagonalni elemens, = &;9, odpovida jednoelektronove energi
spinorbitaluy, .

Soustava ( 4.301 ¥edstavuje systém tolika simultannich
integrodiferencialnich rovnic, kolik je v systémieldroni. Protoze

efektivni hamiltonianF je konstruovan pomoci jednoelektronovych
funkci{wi} , jedna se o metodselfkonzistentniho pole Vychazi se
pii ni z rejakého pedem daného pmérného polejesi se
charakteristicky problém efektivniho hamiltoniaRu, tj HF-rovnice,
a ze ziskanych vlastnich funkci se konstruuje refektivni
hamiltonian. Vlastni funkce se tedy pouzivaji k o§to elektronové
distribuce a odpovidajicihojmnérného pole. V dalSim kroku se pak
vychazi z nového fimérného pole a proces se opakuje tak dlouho,
dokud neni dosazeno selfkonzistence, tj. dokud @gak cyklu
nevede ke z#n¢ v pramérném poli mensi, nez‘@dem zvolena
odchylka.

Jako ilustraci uvéme tvar Hartreeho-Fockovych rovnic pro soustavu
elektroni pohybujicich se v poli jadra pevomiséného v pdatku
souradnic. Pro jednoduchostgrpokladejme mezi nabityrsasticemi
pouze elektrostatickou interakci. Pak hledané mniabyvaji tvaru
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{_ oo 1 Ze2}¢k(r’£)+

2M 47, r|

1 e? 12 ’ '
S a1l 2 A ) 4t Q-

2| o , | ﬁ 6, (r'\n)e.(r'.n) |8 &) =£8.( £)

7k o ATE I =T )| /=2

(4.302)
kdek=1, ...,N.
Svou strukturou fipominaji uvedené rovnice jedtasticové
stacionarni Schroédingerovy rovnice pro jednoelekdxe vinové
funkce @,, ..., @, . Vskutku, prvniclen na levé stranodpovida

operatoru kinetické energietého elektronu, druh§len interakni
energii tohoto elektronu s jadrem atomélen teti interakni energii
K-tého elektronu se zbyvajicimi elektrony, rozlozsiny prostoru s
pravcEpodobnosti odpovidajici vinovym funkcigy, ..., ¢,,. Jen

ctvrtémuclenu levé strany Hartreeho-Fockovych rovnic pro
viceelektronovy atom neni mozno dat podobnou n&eorn
interpretaci, pedevsim proto, Zze nema zadny klasicky §sei.
Tentoclen je zodpowdny zacisté¢ kvantoveé vyninné efekty, ktere
souviseji s nerozliSitelnosti elektionleho zanedbanim ziskame
formalre jednodussi, avSak m&presnérovnice Hartreeho

Kazda z uvedenych Hartreeho-Fockovych rovnic od@sgtacionarni
Schroédingero¥ rovnici pro jediny elektron, ktery se pohybujealip
jadra a sotasre i v jakémsi stednim poli reprezentujicim jeho
interakce s ostatnimi elektrony. ProtoZe je totle poliviiovano i
samotnymi jednoelektronovymi vinovymi funkcemi, lotivne o rtm
obvykle jako gpoli self-konzistentnim

Napr. v pripact atomu hélia mame dva elektrony, které popiSeme
vinovymi funkcemi
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bi=8(0)]1), (4.303)
w,=p(r)|+)-
Pro funkcig(r) mame rovnici
? 2 (o)
[;—m——?j¢(r)+e j‘|r(_r), dCro(r)=cpf ). (4.304)

Vymeénny ¢len odpada, protoZe existuje pouze mezi elektreny s
shodré orientovanym spinem. Po iteraci k selfkonzistga@akladni
stav dan jako determinant z funkci ( 4.303):

w(1,2):¢(1)¢(2) (1,000, =]1)]+).). (4.305)

V pripadt atomu lithia mameritelektrony. V nejjednodussi verzi maji
dva z nich stejnou prostorovgast a op&né spiny

W =9,(r)|1),.
w, =g (r)|4),, (4.306 )
¥, :¢2(I’)‘T>3.

Hartreeho-Fockovy rovnice pak maji tvar



eZJ.¢2(|; )_flr(r )d3f¢2(r) =£4.(r)
W (4.307)
P _2¢ AW/
e MO R RAG

V pripac, ze prostorovéast elektronu se spine‘m> je mizna od

elektronu se spine¢1>, dostavame tzwozSifenou Hartreeho-
Fockovu aproximact

W =¢,(r)|1),.
w,=¢,(r)]1),, (4.308 )
v =¢3(r)|1),.

A Hartree-Fockovy rovnice nabyvaiji tvaru



—d°re,(r ) -

1 (4.309)

Parametrye, , vyskytujici se na pravych stranach Hartreeho-

Fockovych rovnic, hraji pakigjme roli vlastnich jednoelektronovych
energii Upozonujeme vSak, Ze jejich soet neni roven celkové
energii studovaného atomu v zakladnim stavu. V ¢osotftu jsou
totiZz prispivky odpovidajici vzajemné interakci libovolné dweai
elektroni i aj nesprava zapa@teny dvakrat - jednou v jednasticové
energiig; a podruhé v energé;, jak si podrob# ukazeme

v nasledujicim odstavci.
Energii zakladniho stavu atomudiéme pomoci vztahu

H

E(¢0) = <l/fo wo>1 (4.310)
v ném ¢, je Slatetiv determinant sestaveny z normalizovanych

jednatasticovych vinovych funkci, které jsme ziskal§enim
odpovidajicich Hartreeho-Fockovych rovnic.
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Douglas Rayner Hartree (1897 — 1958) Vladimir lkksandrovi¢ Fock (1898 — 1974)

Genialita metody Hartreeho a Focka, jak vidnocsppv technickém
reSeni — postugiseieSi problém pro jednotlivé elektrony, které se
pohybuji ve zpimérovaném potencialu ostatnich elektiion
Samotné&eSeni Hartreeho-Fockovych rovnic je zpravidla velmi
obtiznou matematickou ulohou, u které se obvyktegleme bez
dalSich aproximaci a pokfibych numerickych metod. Protoze se
Hartreeho-Fockova metoda stala zakladnim nastrtgenetického
studia elektronové struktury atéma molekul, byla ji v minulosti
vénovana znéna pozornost.

Koopmansova é&ta

Jak jsme vidli v predchozim odstavcN-elektronova energie v HF-
metod se definuje jako

~

EHF:<DH D>. (4.311)

=g
¥
by

Tjalling Charles Koopmans (1910 — 1985)



511

Z rovnic
a=<¢4(1)ﬁ‘/4(1)>:
= (o (AR () + 2o (B (9 (130 (O (95
=y >+ w|v|ww>
(olFlo}=S{o )3 o o
=3 (o o)+ o 9 )
(4.312)
vypocteme
-18e+{olfo)

HF-energie neni tedy pouhym sbtem orbitalnich energii.
Spaitéme nyni rozdil energii systémiNselektrony a systemuid— 1
elektrony, ktery vznikl odtrzenim elektronu ze spintalu ¢.

piicemz nedoslo k reorganizaci zbylysih- 1 spinorbital. S pouzitim
vztahi
(s sy ) =0

4.314
(w1 ) = [V ). L)

odvodime
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N

£ = (i) + 30> (ww [ ) =

N
i2k i<j:ij#&
N

= {0 Alp )+ 23w i ) - (4.315)

i i<j i<

—

‘<¢k\ﬁ\¢k>‘i<wi|qw,->,

j

ENF —EF =—¢,. (4.316)

Energie, patbna k odtrzeni elektronukzého spinorbitaluk-ty
lonizatni potencidl) je tedy rovna zapémzaté orbitalni energii, coz
je zreni tzv.Koopmansovy Wty .

Metoda MO-LCAO

HF-rovnice pedstavuji komplikovany integrodiferencialni problém
jejich piimocaréreSeni je i pro malé molekuly velmi obtizné. Proto
byly vytvoreny @iblizné metodyeSeni HF-rovnic, ve kterych
vyjadiujeme kazdy spinorbitay (r,¢) ¢i jeho prostorovowast ¢(r )

(molekulovy orbital) pomoci&aké konéné béze[ )(ﬂ}
jednoelektronovych funkci, jez nemusi byt okeartogonalni

M
wk:ZcﬂkXﬂ, M > N. (4.317)
1=l

Siroce roz&ené verze této metody nese nazev Molecular Orlitals
Linear Combination of Atomic Orbitals (MO-LCAO).

Metoda stavi nafedpokladu, ze molekulové orbitaly je mozno
uspokojive aproximovat &itanim a oditanim nijak nepozgnénych
atomovych vinovych funkci.

V tomto schématu je kazdy MO konstruovan z jistpbgiu funkci

béze{ )(ﬂ} reprezentovanych atomovymi orbitaly (AO), centroueh
na fiznych jadrech.
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Pro danou bazi AO vede optimalizace MO kami rozvojovych
koeficient: {c,, } .
ZapiSme ( 4.317 ) v maticovém tvaru

v =cy, (4.318)

kdec=c, je pravouhla matice typu(N). Definujmepiekryvovy
integral

S= j)(a)(b dv, (4.319)

neboli, v maticovem vyjaeni

S=(x|x)- (4.320)

ProtozeF je samoadjungovany operatorpieme bez Ujmy na
obecnosti pedpokladat, 2@01(} jsou ortonormalni funkce, odkud
plyne podminka

(w|w)=c"Sc=1 (4.321)

S pouzitim ( 4.318 ) dZeme vyjadit Fockovu-Diracovu matici
hustotyp(1,2) ve tvaru

p(1.2) =|w(D(w(3]=|x(Pee (x( 3] (4.322)
Zavedeme-li matickR predpisem
R =cc, (4.323)

muzeme ( 4.322 )iepsat ve tvaru
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p(L2) =[x(DR (= X X, (%) R (xs) =

N = (4.324)
k=

=Y 0, () (Cat ().

Hy=1

[aeY

Snadno sefeswdéime, ze plati

RSR=cc Sc¢ = clc= R
R=(cc’) =R (4.325)
Tr(SR)=Tr(Scé)=Tr( & Sp=Tr 1=N.

Prvky matice koeficierﬁtc:(cﬂk) v rozvoji (4.317 ), resp. (4.318)

nalezneme standardni vaméh metodou, ktera vede na systém
Roothaanovych-Hallovych rovnic

36 (Fu-£5.)=2 6 ((x,

v=1 v=1

Hx)-e5,)0. u=12,.,W,

(4.326)
ktery ma netrivialnfeSeni, je-li sekularni determinant roven nule

det(F,, -¢£S,,)=C (4.327)

jednoelektronovym energiirg, a zbylych M —N ) feSeni |ze ppsat
excitovanym orbitalnim energiim.



Clemens C.J. Roothaan (1918)
Vyjadiime nyniF v ba2|{ )(ﬂ} ;

h(1)+ 2% (2)

~

F(3)

o)

ﬁ@ﬁ;; Ry (X. (2)

(1)+;;;CEJ'CM <XK(2)
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\7(1’3“/’1( 3>:
V(1.2x,(9)=
V(L2|x,(3) -

George Garfield Hall (1925)

(4.328)

Pro maticoveé elementy HF hamiltonianu v b%a,z)l} dostavame

F, = F (1)

uv

(@)
L YR,

47, %

1
2R

47E0 /‘,K

PA

h

(x[ilx, )+

h

i)

O

- x;

(2) X

11

Lo

x2S (0, (3 ., -

e2

r'1,2

XVXA>_</Y,UXK

(2% (.2 dxldxz} |

r1,2

(4.329)

e
XaXo )|~
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Molekularni iont H;

Jako piklad uZziti metody si speme molekulovy iontH’, . Jedna se o

nejjednodussi molekulu tyenou d¥ma protony, které k sétpouta
jediny spolény elektron.

Jestlize vzdalenost elektronu od prot@ne rovnar, a od protonup
rovnar, (obr. 4.2), je potencialni energie elektronu

v:—[ ¢ , € ] (4.330)

ATE N,  ATES,

a Schrodingerova rovnice zni

2m 2m e (1 1
0y +—|E-V|y =0%+—-| E+ —+=||p.
v hZ[ = hz{ 477£0£ra rbﬂw
(4.331)
Abychom mohlireSit tuto rovnici, musime pouzit tzv. eliptickych
souradnic

Z:ra;\;rb’ /7:ra_Rrb’ ¢ (4332)

Plochy ¢ = konst jsou elipsoidy s ohnisky v mistech polohy prdion
plochy 7 = konst jsou dvoulisté hyperboloidy s tymiz ohnisky a
kone&n¢ plochy ¢ = konst jsou roviny obsahujici osu molekuly (viz
obr 4.2).
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Obr. 4.2
elektron
R
proten proton
Obr. 12.3 Systém dvou protoni a elektronu.
.boini pohled” ..€eini pohled”
? =konst
‘7-=konst

o

E:km</h/(

§,‘7=konst

Podob#, jako kdyzZ jsméeSili atom vodiku ve sférickych
souadnicich, Ize Schrédingeronu rovnici pro molektli)

vyjadienou v eliptickych saiadnicich separovat n samostatné
rovnice, z nichz kazda obsahuje jen jednuadnici.
ExaktniteSeni rovnice ( 4.331) je sice mozné, jedna saémniEo
zdlouhavy a komplikovany vyget. Zarové se jedna o nejsloZjsi
kvantovy systém, ktery je j@Sinozno analyticky vkeSit. Nap. pro
molekulu B uz analytick&eSeni neexistuje a jgeba se uchylit

k pribliznym postugm.

V tomto odstavci si demonstrujeme metodu MO-LCAQprikladu
piibliznéhotreSeni rovnice ( 4.331 ). Atomové orbitaly, kter&@ba

kombinovat pro ziskani orbitaty iontu H;, jsou vodikové vinové
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funkce x, a yx, zékladniho stavu (tj. stavis)l jez popisuji atomy

vodiku v bodecla ab. Existuji d¥ mozné kombinace, kterak vyt
Y, ato symetricka

Ws =Cs(Xat Xy) (4.333)
a antisymetricka
l//A:CA()(a_Xb) . (4-334)

V téchto vztazich jsoas aca normovaci konstanty, jejichz hodnoty
musi sphovat podminky existence elektronu v prostoru

T|¢S|2dv = T|¢'A|2dv:1. (4.335)

—00

Pro symetrickou kombinaci dostavame

: s v = C§I|Xa+XszV: 6{“){ | dv+ “)( N d\/I-ZI)(g( . d

(o]

(4.336)
Jelikozy, ay, jsou vodikové funkce stavisje
— 0
A=A ;’ (4.337)
Xb = Xbs

COZ nas oprawje psat posledriien ( 4.336 ) uvedenym apobem.
Navic jsouy, a yx, jiZ normované, takze

T|Xa|2dV = T|Xb|2dV=1 (4.338)

—00

)

[l dv = [lx.—x| dv= é[ﬂxalz dv+ [ ]" dv-2[ x x, dg-
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a

]2|l//s|2dV= C§£2+ ZT)(adeV = ¢{2+29=1,

N——

(4.339)

S= j)(a)(b dv (4.340)

je prekryvovy integral. Mame tedy

(4.341)

Vypocet prekryvoveho integral® se provadi v eliptickych
souadnicich a vede k vysledku

s:(1+ R+% Fé’) &, (4.342)

kdeR je vzdalenost mezi protorayab v jednotkach Bohrova
polomeru ag. ProR= 2 u iontuH; vychaziS= 0,6. Stoji za
povSimnuti, Ze pro velikR jde Sk nule, coZ odpovida
zanedbatelnémuiekryvu, naopak pr& jdouci k nule s&blizi jedné,
coz odpovida splynuti obou protoa vytvaeni spiSe atomového, nez
molekulového systému.
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Nyni, kdyz jsme nalezlifiblizny tvar molekulovych orbitél ¢, ay,
muzeme pikrocit k urceni @islusné elektronové enerdig aEp
symetrického a antisymetrického stavu. Pro zjedgedusymboliky
se pouziva tzvatomovych jednotek kde délku vyjathjeme

v jednotkach Bohrova pola¥ru ag a energii v jednotkach Ry (1
rydberg se rovna energii zakladniho stavu vodikowetbmu 13,6
eV). Schrddingerova rovnice ( 4.331) se tim regeikia tvar

D2¢+{E+£r&+r3ﬂ(//:0, (4.343)

a

ktery Ize dale upravit do vyhodjsi podoby

-y - [3+3]w Ey. (4.344)

ra
Rovnici ( 4.344 ) nejprve vynasobime hermitovskyugdnou funkci
(/"a poté ji integrujemeips cely prostor. Mame

Ttﬂ {D2¢/+(E+—f] }dv:<¢/ﬂ|a¢/>: E_];|¢/|2dv: E,

(4.345)
coZ je hledany vyraz pro energii elektronu v molekd; . Pro
symetricky a antisymetricky stav odtud dostavame

Ee == (X4 4Y)| DX D2 X 2 X 2 #=2x 0V,
e r r r,” %,

a a

r 2 2 2 2
Ea =G ] (Yo X0)| DXa= DX+ S X = =X =X ==X |V

a Ifb rb

(4.346)
Jelikoz energie zakladniho stavu atomu vodikelvlastni hodnotou
kazdeé z vlastnich funkey, a y,, I1ze psat
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2
_DZXa _r_)(a :g)(a:_)(a’

(4.347)
2 2
00X, _r_)(b =X = "X
b
neba’ podle definice je= -1 Ry.
Vztahy (4.346 ) pakiejdou na tvar
T on (14 2 2)
ES :_CSJ.(/Ya-'_/Yb) (1+r_ Xa+ 1+r_ /Yb dV’
’°° -0 - (4.348)
r 2 2
En=—¢ [ (xa-xu) [1—r— Xa=| 1= |x, | aV.
—00 B b a i
Rozepsanim jednotlivyctlend mame
:—czsj()(a+)(b)dv 26j—| dv—26j X dw
—00 b —00 a
- 2¢2 I — X XdV - 2c2j — X x4V,
—00 b —00 a

00

cf\j()(a Xb)dV+2Czj—|XJ dV+2(i'[—|)( d\w

—oob —00 a

+2c; j — X X0V + Zczj — X X,dV.

—oob —00 a

(4.349)
Vzhledem ke (4.333 ) a (4.335) je pre¢tdn kazdého z vyrdiz
roven -1 a fispiva tedy energii, ktera se rovna energii zakitaain
stavu izolovaného atomu vodiku. V této situacigbé energii
interpretovat, jako by se skladala z potencialeirgie elektronového
oblaku kolem protona v poli tohoto protonu, dale z potencialni
energie elektronového oblaku kolem protdmupoli tohoto protonu a
z kinetické energie elektronu.
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Dalsi dvtleny ve (4.349 ) se nazyvajpulombické integraly. Prvni
predstavuje potencialni energii elektronového oblkadem protonua
v poli protonub a druhy potencialni energii elektronoveého oblaku
kolem protonu v poli protonua.
Posledni dv&leny ve (4.349 ) se nazyvayménné integraly a na
rozdil od gredchozichif ¢leni se energie reprezentovagmito cleny
nedaji pimo interpretovat na zakladlasickych pojni — predstavuji
Cisté kvantowmechanicky jev.
Dva coulombovské integraly ve ( 4.349 ) jsou simpwnebd protony
a ab lze zandnit bez jakychkoliv nasledka oba integraly maiji
hodnotu
2
Xl
Ifb

° 2
2cf\_jw@ dv = 2@[—%+[—;+ 1) e‘zﬂ ,

b

dv = —28{_1+£é+ 1) e-m} |

-2¢2 T =

(4.350)

Vymeénné integraly jsou rowz stejné a kazdy z nich ma hodnotu

—2C§TM dV:—2<§[(1+ R éR} ,
= be (4.351)
2c; [ XX dv =28 (1+ B €°].

b

Ozn&ime-li

(4.352)

muzeme vztahy zapsat v kompaktnim tvaru
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E =-1+22(C+ A=Ay
é*SA (4.353)
EA:_1+ ZCi(C_ A):E_l,

kde kazda z velin C, A, S je funkciR. ProR - o je E; — -1 cozZ je
vskutku energie izolovaného atomu vodiku. Rre 0 vychazi

E. -~ —3, coZ je o Bco vice, nez energie iontu Heétera vychazi
okolo -4. Na pilis kratkych vzdalenostech tedy metoda MO-LCAO
ztraci gesnost (viz obr. 4.3).

Obr. 4.3

VZDALENOST JADER R’ v jednotkich a,

1 2 3 4

skuteéne

ELEKTRONOVA ENERGIE Eg Ry
|
N

Ke stanoveni celkové energie molekidy musime k elektronové

energiikE pricist jeS€ vzajemnou potencialni energii proton
2
. Vyjadifena v atomovych jednotkach, vychazi tato energie

V, =
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2
VvV, =—. 4.354
p R ( )
Proto je celkova energie molekuly rovna
C+tA 2
ES =———+—-1. 4.355
A 1S R ( )

Vztah (4.355) je vynesen do grafu na obr. 4dvk& pro symetricky
stav dava vazebnou energiilpizneé 0,2 Ry (2,65 eV) p rovhovazné
vzdalenosti protoincca. 2, zatimcoikvka pro antisymetricky stav
nema zadné minimum.

Obr. 4.4
|

ENERGIE, Ry
j

CELKOVA

-2 |- VZDALENOST JADER R’ v jednotkich a,

Molekula H,

Co se t¥e molekuly H, nejpodrobgjsi vypaity variatni metodou
provedli William Coolidge a Charles Coulson. Haomltan pro
elektronové termy vodikové molekuly nabyva tvaru
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NG e? 1 1 1 1 1
= —— Ai + — - - -
[ ZmZ 47E0£|r1_r2| |r1—rA| |r2—rA| h‘f B| 't ol B|H

(4.356)

M e At \
William David Coolidge (1873 — 1975) Charles Alfred Coulson (1910 — 1974)

AnalytickétreSeni Schrodingerovy rovnice pro takovyto hamilioni

"N W s

uzit varig&ni metodu. Pro pewrvolené vektoryK,, Xg dostavame
bez'asovou Schrodingerovu rovnici

G

Wy x, (X0 %5)) = E(R)| e ., (X0:X,)) (4.357)

pro soustavu dvou elektrdive vrejSim elektrostatickém poli
vyvolaném d¥ma nekonén¢ t€zkymi protony fixovanymi v bodech
Xa Xg , kde jednotlivé termy vodikové molekuly jsou aefvany
jako

U(R)= E(R+— (4.358)
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Obr. 4.5

Hamiltonian ( 4.357 ) igpiSeme do tvaru
H =H,(1A)+ H,(2B) + H, (12 + H, (1B) + H ( 24), (4.359)
v némz jednotlivétleny maji nasledujici vyznam:

2 2
P B e

H, (1A) =
o(14) 2m A7y |x, = X |

(4.360)

je hamiltonian vodikového atomu #emého elektronem 1 a protonem
A fixovanym v bod X . Analogicky vyznam pro elektron 2 a proton

B fixovany v bod Xz ma operatoH, (2B).

2

~ e
H,(12) = preym—y (4.361)
popisuje elektrostatickou interakci mezi elektrony.

~ ez

Hl(lB)E_477£o|X1—XB| (4.362)

popisuje interakci elektronu 1 s proton@&ixovanym v bod Xz a
H, (2A) ma analogicky vyznam pro elektron 2 a profori
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dostaténé velkych vzdalenostedR mize elektron 1 utwidt

s protonerA vodikovy atom, ktery prakticky neinteraguje

s vodikovym atomem t¥enym elektronem 2 a protondésnJinymi
slovyieceno, pro velkd existuji takova&eseni rovnice ( 4.357 ), pro
ktera posledniit ¢leny rozkladu ( 4.359 )ipdstavuji malou poruchu.
Zanedbame-li ji Gpl& redukuji se tatdeSeni na direktni soun
vektoru popisujiciho stacionarni stav vodikovélmrat a tvéeného
elektronem 1 a protoneMs vektorem popisujicim stacionarni stav
vodikoveého atomu tweného elektronem 2 a proton@&nPritom
energieE(R) bude minimalni, pokud oba atomy budou v zakladnim
stavu. V nultém fiblizeni je tedy zmignéreSeni dano
normalizovanym vektorem

[P as) =|80)|#0). (4.363)
kde
(X|@a) =00 (x =X ) = 4(x). (4.364)
kde

Yhoo(X) = ﬁexp(—i] (4.365)

je vinové funkce zakladniho stavu atomu vodiku. ged je

definovan zcela analogicky. Stejdokre ovSem mohou byt vodikové
atomy vytvdaeny elektronem 1 s protondda elektronem 2

s protonerA. Odpovidajici stav je v nulté aproximaci popsav
vektorem

[P rs) =[8)|@5) - (4.366)
V tomto gipack je vyhodné zapsat hamiltonian ve tvaru

H =H,(1B)+ H,(2A) + H, (12 + H, (14 + H ( 28B), (4.367)
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v némz posledniit ¢leny predstavuji poruchu, kterou v nulté
aproximaci zanedbavame.
Na zéklad téchto Uvah jsme opra¥ni ocekavat rozumné vysledky

N v s

"N W s

E(R) dany vlastnimi hodnotami submatice hamiltoniadpavidajici
dvourozngrnému podprostoru napnutému na vektaby,) a|®,,).

K diagonalizaci této submatice si &tavédomit, Ze hamiltonian je
invariantni Wi¢i vzajemné zain¢ elektrori. To znamena, ze

(<CDAB|+<CDBA|)HA (|CDAB>_|CDBA>):O' (4.368)

Elektrostatické pole vyvolané &wma bodovymi naboiji je invariantni
vici libovolnému pootoeni kolem spojnice obou naliopPro
libovolny systém, umishy v takovém poli je projekce celkového
impulsmomentu na osu symetrie integralem pohybpiipad
dvouatomové molekuly fizemereSeni rovnice ( kim) vybrat vzdy
tak, aby bylo vlastni funkci operatoru projekcekogEho
impulsmomentu vSech elektrbma spojnici jader. Diky spinové
nezavislosti mzeme totaeSeni zvolit tak, aby bylo zaravelastni
funkci celkového spin® vSech elektroma jeho projekce na osu
molekuly. TotoreSeni pak je také vlastni funkci projekce celkového
orbitdlniho momentu na osu molekuly. Absolutni hatdrtéto
projekce se nazyvA. Termy sA =0,1,2,... se oznauji velkymi
feckymi pismeny, 1, A, ® ... v analogii se spektroskopickou
symbolikouS P, D, F...proL =0, 1, 2, ... . Celkovy spin elektron
Sje ukovan multiplicitou2S +1, kterou piSeme ve forrievéeho
horniho indexu. Nap °% predstavuje term & =0,S=1.

Pole vyvolané ddma bodovymi naboji je také invariantni vzhledem
k zrcadleni v libovolné rovihobsahujici tyto naboje. Tato operace
pievadireSeni rovnice ( klm ) odpovidajici dané projekdit@niho
momentu elektroinna osu molekuly veSeni odpovidajici opaé
hodnot této projekce. Odtud vidime, ze termy# 0 jsou nejmen
dvojnasobn degenerovan®eseniA =0 Ize vzdy volit tak, Ze i
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zmirgném zrcadleniistanou nezenéna, nebo pouze zmi
znaménko. Odpovidajici termy zifime =", 3.

Pole vyvolané déma stejnymi naboji ma navic upriest jejich
spojnice gied symetrie. V fipact molekuly sestavajici ze dvou
stejnych ator je tedy rovnice ( 4.356 ) invariantnidr inverzi
souradnic vSech elektrdnvzhledem ke $eédu spojnice obou jader.
Termy odpovidajicfeSenim rovnice ( 4.356 ), kter# f@to inverzi
zastavaji nezrnéna, resp. #ni znaménko, se nazyvapidé resp.
liché a zn&ime je pravym dolnim indexeq) resp.u.

Hledanymi vlastnimi hodnotami jsou tedy

Eg(R):<CDg F|q>g>,
) (4.369)
E,(R)=(@,|Ho,),
kde ortonormalni vektory
_ [ ®e) £ D)
® )= 4.370
o) = [0 on] (4370)

predstavuji v uvazovaném prostoru testovacich funk&gépsi
aproximaci vektal odpovidajicich elektronovych tetn (R) a

U, (R).

_ e’ 1
UQ(R)_2E+4HEOR+1+ 82( P+ Q.
i . (4.371)
— e —
U”(R)_2E1+477£0R+1—82( 9.
kde
Elsazm‘:2 (4.372)
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je energie zakladniho stavu atomu vodiku,

o |H (1 2)+Iq (1B)+ H|(2,A)\¢AB> (4.373)

Veli¢iny definované ( 4.373) zaviseji vSechny na vzoast R.
Veli¢inaSje nam dobe znamy pekryvovy integral, ktery je mirou
prekryti orbitah atomi, z nichz jeden ma jadro v mist, a druhy
v mist Xg .

Veliciny P aQ mizeme vX-reprezentaci vyjait jako

_ ez o 1 3 3¢ —
P= 47Eo~ |X1_X2|'0A(Xl)'03(x2) d de X2
e’ 1 3 3
_47Eo |X_XB|IOA(X)d 47EOI|X XA| (X)dx
: (4.374)
Q= 4o e 4 () ) 26 9alx I -
e 1 -
o sja@x¢A(x)¢s(X)£|x_xA| |x—><8|j
kde
P, (X) = 2 (x). (4.375)
Ps (%) = 05 (x)

udava rozdleni hustoty prav&podobnosti polohy elektronu
v zakladnim stavu vodikového atomu s jadrem fixguan misg X,
resp.Xg . Vidime, ze vyraz
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(4.376)

|ze interpretovat jako energii elektrostatické ratee mezi déma
vodikovymi atomy v zakladnim stavu, neboli namigonamy
Coulombicky integral.

Koneiné prispivek Q predstavuje maticovy element inteéak energie
mezi stavem, ve kterém jeden atom je‘évoelektronem 1 s protonem
A a druhy elektronem 2 s protonddra stavem, vé&mz si elektrony 1
a 2 navzajem vygmi role. Jedna se tedy o vgnmy integral.
VSechny 3 integraly Ize spist v uzaveném tvaru a jim odpovidajici
prabéh termi Uy aU,, je znazortin na obr. 4.6.

O jakeé termy se jedna? Snadno Besgdcime, ze vinove funkce

@, (%, X,), D, (x,.%,), popisujici vektory ( 4.371 ) X-reprezentaci,

zavisi pouze na vzdalenostegh r,s,r, .0 ,5 & jako takové jsou

invariantni jak wci libovolnému pootéeni kolem spojnice jader, tak
vici zrcadleni v rovig obsahujici tuto spojnici. V obodipadech

tedy jde o tern”.
Pri inverzi sodadnic elektrof vzhledem ke $e&du spojnice jader
prechazi

.—=r ,
1A <1 (4,377)

rZA ;) rZB'
Vigi této zandng je funkced (x,,x,) invariantni a®, (x,,x,) pii ni
zmeni znaménko. TedL,CDg> piislusi k=) a|®,) k .

Vektor‘CDg> je symetricky vzhledem k vzajemne z&né elektrori.
Protoze se jedna o dva stejné fermiony, musi fighjspinovy stav
antisymetrickym, tj. celkovy spin elektrdois = 0. TedyU, odpovida
termu’Z. Obdob z antisymetrie®, ) plyneS= 1, a tedyJ,

odpovida termdZ;. Z obr. 4.6 je #jmé, Ze ve stavit, se dva

atomy vodiku od sebe odpuzuji na kazdé vzdale(ussrE|si
vypocet ukazuje, Zze na dostate velkych vzdalenostech dochazi i
zde ke slabéifiazlivé mezimolekulové interakci, jak ukazeme itine
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v nasledujici kapitole, na vytieni vazaného systému vsak tato sila
nest&i). Naproti tomu, ve stavﬂzg jsou vzdalené atomy k séb

pritahovany tak silg, Ze dojde k vytvieni molekuly. Bitom stedni
vzdalenosR, mezi jadry je dana polohou minima terllﬂlgl(R)

U, (R)=minU,(R). (4.378)
Obr. 4.6
9 -

< U \U.

Q

BT

ul

o~

lm:’ 7 1

B

R/a
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Znalost funkceJ  (R) umoiiuje ukit i dalSi experimentath
mefitelné veltiny. Tak nap. pro disociani energii dostavame

_i9

D=2E -U,(R) X (4.379)
kde

~ idz 2

Q—{mp dR?Ug(R))] (4.400)

udava frekvenci kmit jader,m, je hmotnost protonu.
NejpodstatijSim pro pochopeni vzniku kovalentni vazby je fak,
oba atomy mohou sdilet kazdy z elekiroAavislost stedni energie
elektrori na vzdalenosti jader ve stavu, &me kazdé jadro zachytilo
na svoji orbitu suj elektron je dana vyrazem

H

Ero(R)=(® | Al o) =2E + F. (4.401)

V tomto stavu by se tedy jadra nachazela pod vlipetencialni
energie

e2

4rE,R

U(R)= Ex(R+ (4.402)

Ze symetrie hamiltonianu vime, Ze stacionarni statrgeme vzdy
zvolit tak, Ze jsou bdi sudé(¢g) nebo lich§(®,). Ze samotné
definice plyne, ze pro stdwu> je nulova prav&podobnost toho, Ze

oba elektrony budou nalezeny upiestspojnice jader. Diky tomu
bude ¥ejme tato pravdpodobnost i v okoli tohoto mista mensi, nez

v piipads stavu|®,;). Z podobnych dvodi je pro sta%¢g>
pravcEpodobnost nalezeni obou elektiionokoli spojnice jader



534

ziejme Vetsi, neZ pro stald ;). To ale znamena, Ze ve st#ﬂmg> je
stredni hustota elektrdn

N, (x) = 2H<x,x’

mezi jadry podstatnvetsi, nez ve stav|d, ):

q>g>‘2d3x' (4.403)

N, (x) = 2[|(x.x’

V naSi aproximaci je

_ 9a(X)¢s(X) + #5(X)#(X)

‘X (4.404)

)

<x,x’ ¢g> ,
2(1+5?) : )
4.405
x|, = 23086 () 4 (X)X
2(1-%%)
a z formulei ( 4.403 ), ( 4.404 ) dostaneme
Ng. (X) = AVMAVE 228¢A(X)¢B(X) . (4.406)
1+S

Z téchto rozaleni je vskutku #ejme, ze sedni hodnota piiu
elektrori v oblastech, v nichz jejichtfpjomnost vede k vzajemnému

pritahovani jader je ve sta\)(cbg> podstats v&tsi, nez ve stavid, ).
Neprekvapuje proto, ze terllri; vede k vazanému stavu a vzniku

molekuly H, kdeZto terntZ nikoliv. Diky nerozliSitelnosti

elektroni mizeme rovez tvrdit, Ze k vytvéeni molekuly dochazi ve
stavu, ktery je antisymetrickymigi vzajemné zargné spini
elektroni. Diive nalezené vysledky pakitreme peformulovat
nasledova:

Dva vodikové atomy v zakladnim stavu, vzdalené ajvu o vice
nezR,, se k sob pritahuji, pokud se spiny jejich elektrdmavzajem
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kompenzuiji, tj. pokud je celkovy spiéchto dvou elektrofnroven
nule.

Rozdilnost kivek proU  (R), U, (R) je disledkem Pauliho principu,
ktery brani déma elektrodm v témze kvantovém stavu, abylyn
stejné spiny a vede tak kgvladajicimu odpuzovani tehdy, jsou-li
spiny paralelni. Molekula Hobsahuje 2 elektrony, které mohou byt
dle Pauliho principu popsany stejnou vinovou furkgf za
predpokladu, Ze jejich spiny jsou antiparalelni. 8&ha elektrony
prispivajicimi k vazb Ize predpokladat, ze molekula,Hhude zhruba
dvakrat stabil§jSi, nez molekuldH’, tzn. s energii zhruba 5,3 eV.
Vzhledem k elektrostatickému odpuzovani mezima elektrony,
které v molekuleH; zcela chybi, je skutea vazebnéa energie snizena

na 4,7 eV. Z téhozidvodu je meziprotonova vzdalenost o pbrekud
vétsi, nez bychom dostali s pouzitim neupravenycbwjoh funkci

H;, acini 0,74 A.

Obr. 4.7

zobrazeni pravdépodobnost) zobrazeni pravdépodobnosti
yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

%L ) : vi , .

(b)

(d)

A
L
’ V '
(9




536

Uplna vinova funkceLIJ(l, 2) systému dvou elektrdrje sowinem
prostoroveé vinové funkc¢/(1, 2), jez popisuje saadnice elektroi a

spinové vinové funkce(l, 2), ktera popisuje orientace elektronovych
spini. Pauliho princip pozZaduje, aby uplna vinova funkce

Y(1.2)=¢(13n(13

byla antisymetricka&i zamené jak sodadnic, tak spif.. Uplna
antisymetricka vinova funkc® , mize vzniknout bd’ kombinaci
symetrické prostorove vinové funkge (molekulového orbitalu) a
antisymetrické spinové funkag,, nebo kombinaci antisymetricke
prostorové vinové funkcg, a symetrické spinové funkeg,.
Pripustné jsou tedy jen funkce

VY=¢d7,

(4.407)
WY=¢ns.
Jsou-li spiny obou elektrarparalelni a spinova funkce je tak
symetricka (nerkni znaménko ip zamene elektroni), musi byt
prostorov&ast vinové funkcesthto dvou elektroi antisymetricka.
Jsou-li naopak spiny obou elektéoantiparalelni, je spinova funkce
antisymetricka (p zamené elektrori méni znameénko) a prostorova
¢ast vinové funkcesthto elektrofi pak musi byt symetricka.
Symbolicky to Ize vyjatit vztahy

RN

4.408
v =, ( )
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molekula oddélené atomy

Slabé mezimolekulové interakce — Van der Waalsaly s

Uvazujme dva vodikové atomy v zakladnim stavu \emakdlod sebe
mnohem vice, nez je Balw poloner. Na €chto vzdalenostech bude
prvni oprava k vlastni hodnohamiltonianu jiz velmi mala, diky
¢emuz se varimi metoda redukuje na prvniilpliZzeni poruchové
teorie. Na vySébvanych vzdalenostech je prvni oprava k vlastni
hodnot jiz velmi mala, dikytemuz se mize stat dominantni oprava
druhéhaoradu.

Johannes Didk van der Waals (1837 — 1923)
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Hamiltonian soustavy je roven

2
H=H,+Hg+ © £1+i——1——1j: Ha+Hg +W (X0 X,5,X),
dmE,\ R 1, Iy T,
(4.409)
kde H , resp.H; jsou hamiltoniany atomu vodiku v mis{, resp.

Xg. pro R> r,,r, mizeme vzdalenosti v poru¥érozveést

5 r, r g ] . .
v Taylorovuradu podIeEA,T;. Jeji prvni nenulovylen dava

A 2

W(R) :iﬁ[(xmxw) -2 () ZBx)] (4.410)

Neporuseny hamiltonian

~

Hy=H,+H (4.411)
0 A B

ma zakladni stav

¥, :wmo(XlA)‘//loo(X B) (4.412)
s energii
e2
E,=- =—-2 Ry (4.413)
ATE,a,

a excitované stavy
Wi =i (X0a) Wy (%) (4.414)

0 energiich
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e’ 1 1
= —+— . 4415
5 47750‘30[”2 dZJ ( )

V nejnizSimradu poruchové teorie je oprava k energii zakladniho
stavu

~

AEY = (W W

l.|Jg>_ (4.416)

Uvazime-li, Ze plati

~ ~ ~

W (=X0: X5, X ) = W(X10,7X 55, X ) = = WX 12X 55X ), (4.417)

zatimco vinova funkce ( 4.412 ) j&dr inverzi x,, a X,z Symetricka,

je oprava ( 4.416 ) rovna nule.
V druhémiadu poruchové teorie je

2

‘ W oW|W
AED =Y < - g> (4.418)
i#g Eg - E\
Dosazenim dle ( 4.410) plyne, Ze
-_C
AEY =-—, C>0. (4.419)
R

Vyraz (4.419) se nazyva Lenard — Joiegsotencial
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Sir John Edward Lennard-Jones (1894 — 1954)

Abychom stanovili konstantu

2

C= RGZK W, W LII;9>

(4.420)

uvazme, Ze pro vSechny stavy diskrétniho spektrg; & 0) je
E-E<E-E<-E, (4.421)

kdeE; je energie prvého excitovaného stavu, pfjd je maticovy
eIement<LIJg W LIJi> # 0, coz je vzhledem k paéitaz stav n=n =2,

Proto je dle (4.415)

eZ

— | 4.422
Ty (4.422)

S pouzitim ( 4.421 ) v definici (4.419) je
| W)

- Lo il
(4.423)

Omezenii # g v suné¢ mizeme vynechat, jelikoz dle ( 4.417) je

S gte Tl
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~

W¢/g>=0, (4.424)

v
a nasled#& pouzit relace Uplnosti

2le)w]=1 (4.425)

¢imz se (4.423) zjednoduSi na

wngwg C wgVAVZ(//g
(W) (W)

3 # < E-E (4.426)

Stredni hodnotL<¢/g ‘W2‘¢/9> snadno vyp&teme

~

W2

2 2
l//g> :(47; R3J 6<¢/g‘fox§B+yfAy§B+ 225@3440 g> -
0

(e | Sluubotdun) = 2%

kde jsme vyuzili

2

(4.427)

2 x
L je%r2d3r2—43jr4e80dr:
S

<‘//100‘X2‘¢100> = %<l// lOJr 2“// 10(> = 3]7a§

:ﬂﬂ@f: :
3ai\ 2 %-

Ze (4.427 ) s pouzitim (4.413) a (4.422 ) vyg@ly

(4.428)

2 5
6’ . 8€q (4.429)
47E, 4re,
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Ve druhém pbliZzeni je tak

A7, R° 4rE,R

2 5
84 _Apd < €7 (4.430)

VSiméme si, Ze energie je zaporna a odpovidajici gilaztiva.
Zatimco v pipadt vodikové molekuly jde jen o modelovou situaci,
protoze van der Waalsova interakce je v okoli reoé vzdalenosti
atonu prekryta mnohem siiSi kovalentni vazbou. Van der
Waalsova interakce je vSak dominantfivzniku vazby mezi atomy
vzacnych plyfd, které v disledku plg obsazenych elektronovych
slupek ani kovalentni, ani iontovou vazbu vyitaemohou.

V ¢em spgiva fyzikalni podstata van der Walsovych sil?

N v s

jako elektricky dipél s momentem
d, =-eX,,, (4.431)

takze elektrické pole v misKg je

E(B)= 47;R3 {Xm —?{%ﬂ. (4.432)

Atom v mist Xg predstavuje dipdl s momentem

dg = —&Xyg, (4.433)

jehoz potencialni energie v poli (4.432) je granterakce ( 4.410),
neboli

W(X)=-E(B)ds =———| (d,d)

i 3(dX)(dX)]
47E R’

R

(4.434)

Operator ( 4.434 ) tak popisuje inte¢akenergii dvou dipolovych
moment, jejichZz vzajemna poloha jedaovana vektorenX.
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Snadno nahlédneme, Ze ke stejnému vyrazusgrep (¥ diskusi
interakce libovolné dvojice dostéte vzdalenych neutralnich atdgm
¢i molekul.

Pokud je dipélovy moment alespedné z &chtocastic nulovy,
potom operator ( 4.434 ) nevede k Zadné apvaprvnimiadu
poruchoveé teorie a v druhéi@du dostavame ¢ppotencial tvaru
(4.419). Van der Waalsovy sily popisované tindtepcialem jsou
projevem dipdl-dipdlové interakce neutralnich afainmolekul,
jejichz dipolové momenty jsou nulové. O takovétterakci hovéime
jako o disperzni interakci.

Na obr. 4.9 jsou uvedeny potencialtiivky pro pgiipad, Ze se k s¢éb
priblizi dva atomy vodiku jejichz oba elektrony m&piny
antiparalelni {H,), resp. paralelni®,). Vidime, Ze van der
Waalsova interakce apobi vznik ndlkého minima dokonce i na

antivazebném (repulsnim) termk; coz dovoluje vznik van der
Waalsovské molekulyH,. Rozdil disociani energie'H, a°H, je
v3ak obrovsky. MolekuléH, pifslusi relativi velka disociani

energie a mala délka vazby, molekdile, naopak nepatrna diso¢id
energie a velka délka vazby.
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Obr. 4.9
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Teoretickou interpretaci této sily podal na zakledantové
mechaniky Fritz London roku 1930.

\ ,
Fritz Wolfgang London (1900 — 1954)

Skute&nost, Ze dipol-dipblova interakce se netrivéghmojevuje i
Vv pripact atomi s nulovym dipélovym momentem souvisi s tim, ze
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pod dipélovym momentem rozumime jehtedgni hodnotu

v zakladnim stavu,itemz tento stav neni vlastnim stavem
dipolového momentu. Vigledku oscilaci atomovych jader a
elektroni prislusi i nepolarnim, kulavsymetrickym systéfim ¢asow
promEnny dipdl (obecyji multipdl). Jeho hodnota je dana okamzitou
pozici atomovych jader a elektripnmeni se s rychléasem, avSakip
zpramérovani gres vSechny pozice vychazi rovna nule. V okamziku,
kdy ¢asow pronmenlivy multipdl je nenulovy, psobi indukné na
molekuly v sousedstvi a indukovany multipdl intarggscasow
promEnnym multipélem.

Existenci Van der Waalsovych iterakci mezi molekuladécime za
existenci kapalné faze. Jak bylo ukdzano vySehpamych

fyzikanich podminek se vytviovan der Waalsova vazba mezi
libovolnymi ¢asticemi (atomy, molekulami, ionty, radikaly), Za
pokojové a vySSi teploty se tato vazba vSak udradgdSi dobu pouze
u komplexi s vysSi stabilizéni energii.

Korela¢ni energie

V modelu nezavislychiastic se pedpokladd, Ze se kazdastice
pohybuje Wasow zprimérovanem poli vSech ostatni¢hstic, a to
tak, Ze hustota pra¥dodobnosti satasného nalezeiN-elektroni je
rovna sodinu hustot pravébodobnosti jednotlivych elektrénTato
vzajemna nezavislost elektrioje vSak v rozporu s tim, Ze se

2

elektrony vlivem coulombického potenciécluei odpuzuiji,

47, |1 — T
coz vede k zanedbani korelace mezi pohyby elektsgatému.
Muzeme si pedstavit, ze kazdy elektron, bez ohledu na jeho, $pi
obklopen tzvcoulombickou dirou vzhledem k ostatnim elektrém.
Pro elektrony s paralelnimi spinygpima funkci coulombické diry
Fermiho dira ktera zahiaje, aby dva elektrony s paralelnimi spiny
obsazovali stejny prostorovy orbital. Z toho plyae,nejétsi cast
korelani chyby Ize pipsat dvojicim elektrof s antiparalelnimi spiny.
Abychom dokazali kvantitativhvyjadit velikost korel&ni chyby,
zavadime v modelu nezavislych elekiiorelmi dilezitou veltinu
E.or zZvanoukorelaéni energie kterou zavedli Seitz a Lowdin.
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Frederick Seitz (1911 — 2008) Per-Olov Lowdin (1916 — Q0)

Je definovana jako rozdil mezigsnou energit daného
nerelativistického hamiltonianu systému v Bor&x@ppenheimeray
hodnotou energie, které lze v rdmci H-F-modelu bosat, zvolime-li
velmi rozsahlou bazi atomovych orbital

E.=E-E,,. (4.435)

Pro atomy a malé molekufyni korelani energie maximatl%
celkové energie, coz je vSak mnoho ve srovhanirg@ami energie
pii chemickych reakcich.

H-F-vinova funkce i pesna energie sflji viridlovy teorém a stejn
tak i korel&ni energie

(4.436)

Z (4.436) plyne, ze absolutni hodnota kafeiachyby v potencialni
energii je dvakrat&tsi, nez korekéni chyba v kinetické energii. Nap
v systému Hma korel@ni energie hodnotu -1,1 eV, z toho 1,1 eV
prislusi kinetické energii a -2,2 eV potencialni gnePro
viceelektronové atomy jsou hodnoty kotglaenergie vyssi.
Nap‘iklad -11 eV pro Ne a 21,5 eV pro Ar.
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Je Zejmé, Ze korekéni energii nelze potat v ramci H-F-modelu,
Nejcastji seE v (4.435) poita pomoci Uplné konfiguéai interakce.
Jak je patrno z obr. 4.10, ktery ukazujél@gh potencialu zakladniho
stavu hydroxilového radikalu OH, selhava H-F-metoddblasti
vétSich mezijadernych vzdalenosti, nebotlisociatni limit &.

Casto se pro vyp®@t fresné energi& malych systér pouzivaji
vinové funkce obsahujici tzkorelaéni funkce 1+ c‘ri oty ‘ které

piimo zahrnuji efekt coulombické diry pro paralel@irdgiparalelni
spiny elektronoveho paru. Prvriiggné vinové funkce tohoto typu
pouzil Egil Andersen Hylleraasku 1930.

Obr. 4.10

1+

0 =

-1 F

EleV)

2t

3 F “experiment”

-4}

_5 1 1 1 1 1
0 100 150 200

Metoda valewnich vazeb

Presnou interakni energii Ize konstruovat jako st dvou
separatnichifispivka Hartreeho — Fockovy selfkonzistentni intenaik
energie a koretai interakni energie. Obslozky vsak budou ziskany
raznymi matematickymi postupy a maji rozdilné pozagava kvalitu
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vinové funkce. Velice fiznivym rysem metody valénich struktur je,
Ze umohuje popsat vSechny slozky intetalk energie jednotnym
formalismem zalozenym na stavech neporuseneho Siénsy.
Pionyrem v této oblasti byl van der Avoird.

) (w080 0f)
e = B B (000l WHo o ) S e e
(4.437)
Definujme gispivek
= :<d)§d)§‘l:l‘¢§d)§> (4.438)

k celkové energiE . Tento vyraz, v &mz je
H=HA+H e+ WAe (4.439)

predstavuje $edni hodnotu celkového hamiltonianu pro zakladm st
strukturyVB (valence bond) dimeru.
Definujme déale energii

B = Es— El. (4.440)
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Pro interakni energie potom plati

ne = .

Tyto interakni energie pechazeji na velkych vzdalenostech

Vv interakini energie plynouci z prvniho a drunhéfdu poruchové
teorie. U rozsahlejSich komplexnez jsou dimery se vg¢bvalertnich
struktur stava velmi komplikovanym, coini prislusné vypoty
obtizre proveditelnymi. Co se tedydg organickych molekul,
uspokojivé shody s experimentem bylo touto metadlmaazeno nap
pii vypoctu van der Waalsovského minim# mterakci dvou dimer
ethylenu.

Konfigurace uzavenych slupek

VétSina molekul méa sudy pet elektrord a jejich zakladni stav je
singletni. Je-li kazdy prostorovy orbit@| obsazen dvoijici elektrdn

jednim se spinemr a druhym se spinernfi, hovdaime o systému
suzavirenymi slupkami

Wy, =qa,

4.442
Yo =940, ( )

kdei =1, 2, ... N/2. Neni-li kazdy prostorovy orbital obsazen dvijic
elektroni, hovaime o systému stevicenymi slupkami.
Slatefiv determinant pro systém s uzenymi slupkami ma tvar

0, =-def{a(Ja(Ia( IB( 3.-.4.(N - Ja (N~ Yo N) A(N)

(4.443)
nebo ve zkracené notaci

1 | — _
D, :W\m...%mz, (4.444)
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kde orbitaly se spinovym stavef ozn&ujeme pruhem, orbitaly se

spinema bez pruhu.

Odvodime vyraz pro energii a HF-rovnice pro konfayi

s uzavenymi slupkami v molekularnim systémucsg'mi elektrony.
Nech’

l/j1:ﬂa7
zz :zﬁ’ (4.445)
Y,= b,
a@a() a(d8() a(da(3 (38}
5 - La(@a(? a(28(9 «(3a(9 «(38(3_
ST I z s z
a(4)a(4) a(498(4 «(4a(4 «(95(4
= |aaee,.
(4.446)
Ozn&ime-li
h =(w|fer ) =(e| ).
(4.447)
pak
(v, h AR hw> =(@ Hfol} = hy 418
(vefflos) = (0 wa) = (@] 02) = o

takze pispsvek jednoelektronovych integték energii je2(h, +h,,).
Zavedeme-li coulombicky operator
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¢ jﬁ(Z)ﬂ(Z)

é. 1) =
W=

ar, (4.449)

a vynenny operator

AWe= =2 4 gy, (4.450)

ci,-:<<e(1)<o,<z) _la(dg( >=< (33 (Ye(3)

AT,

(e (22 e (e(3)=(e(lA (Jo ()

4'7E‘0r12
(4.451)

coZ jsou opt coulombicky a vyranny integral, které jsme zavedli
v minulém odstavci. Pril = 4 Ize zkonstruovat 6 coulombickych

integral G (i <j):

(@ (D2 (29(1,2)0a(dwa( 2) = (@ Joo( 29 LR P B=C.,
(2 (Wwa(2]9(1.2)es(Iw( 9)

(0w (2010w 3)| .

(1, (w5(2]9(2.3|w.( I 9) =(aa(A(a(dal 2)=C:
(. (e, (21w 3))

(0, (Ve (2923|0304 3) = (o, Yoo YU LYo o P=C,,

(4.452)
jejichz pispivek ke energii je tedy

C,+C,,+4C,.. (4.453)
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Vzhledem k ortogonakitspinovych funkci jsodtyii ze Sesti
vymeénnych integral nulové, gispivek zbyvajicich dvou

(0 (= (19(2. 2 I 2) = {0 Wl FU LYo A B=
=(a(1)a(2)[9(1.9|a(da( 2) = A,

(4.454)
¢ini —2A,,.
Celkova energie je soatm integral tii typa
E= 2( h, + hzz) +C,+ Cput4C,- 2A. (4.455)

Primocaré zobec#ni této rovnice pro systéi =2n elektrori dava,
s pihlédnutim ke vztah©, = A, vyraz

E= 2Zh +373°(4G - 24 )+Zg:

—2Zh +ZZ(2QJ A)+ icn:: (4.456)
=23 +3)(26 - 4)

Fockiv operatorF a orbitalni energie, maji pro systém
s uzavenymi slupkami tvar

F©)=A()+ X[ 0,(3- (3],

=1

5 =(q|F|e)=h +2(2G - &)

(4.457)

Pro spinové stavifteho aa-tého orbitalu existujétyii moznosti
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(9a)(aa).  (aa)(aB), (@B)(@aa). (4B)(aB).
(4.458)

z nichz pouze funkce g(1)a(2) a B(1) B(2) jsou vlastnimi
funkcemi spinovych operatior

~

=30+ 5(2), 4509

—[81 W+¥2)]"

Z funkei a (1) B(2) a B(Y)a(2) je zapotebi sestrojit linearni
kombinace

a2+ a(Ha(3] (4.460)

kde znaménko (+) odpovida vlastnim hodnog&ml, Mg = 0,
znaménko (-) vlastnim hodnoté&w 0, Mg = 0.

Protoze uzatené slupky spinovych determinantovych funkci
negispivaji k celkovému spinu, jsou spirtoadaptované vinové
funkce pro excitovany singletovy a tripletovy staearnimi
kombinacemi Slaterovych determinant

0 = {04989l - |4 #9004
3¢:”‘(1)=\<q---47{_1¢¢<z¢+1---<?4\, M, =1,
07 (0) = {\¢1 BGBGrR| BB HRG- R} M, =0,

‘o7 (-1) \¢1 B GRD.s--R|, M, =-1.

(4.461)
Energie singletniho a tripletniho excitovaného stsp@itané pomoci
Slaterovych-Condonovych pravidel jsou



e )2 (26 A 26 A

+Z(2Cja - A]a)+(Qa +A).

j#i

(4.462)
Pro excit&ni energie dostavame vyrazy
CE(0])-E(D) =6 -5 (G- A)£ A, (4.463)
odkud plyne
HE(9f) - E(d) =24 (4.464)

"N v s

"N v s

pravidlem.

Priklad : Nalezréme mozné termy pro elektronové konfigurane,
nd® anp* a s pomoci Hundovych pravidekeme nejnize lezici
termy.

Redeni :Mame utit, které stavy s ostrymi hodnotami operétor
celkovych impulsmomeiitl?, S?, L, S se realizuji na prostoru

jednodeterminantovych funkci uttenych z 6 jednoelektronovych
funkci

n,l,m,s (4.465)
kdem=-1,0,], S:E,—E.
2" 2

Téchto determinairitje 20 (tvorba trojic bez opakovani)
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6
N = [3} = 20. (4.466)

Kazdy z determinaitje jiz vlastni funkci operétﬁrI:Z, éz a sice

3

L,det{ms.ms, mg=> rmdef ms ms n:
N (4.467)
S.def(ms, ms m$=2, /mdef ms ms s

i=1

Muzeme proto dadit vSechny determinanty podle jejicipéta M,
a Mg do nasledujici tabulky:

Tab. 4.1

| =

2
141
1

9
1

1,

o
=
=

iy
=l

O | —
|

Pro ozné&eni determinairitv tabulce 4.1 jsme zavedli stnou notaci,
V niz piSeme u kazdé jednoelektronové funkce wrat@ntu jen
kvantovécislom a zapornan znaime m. Kladna a zaporns
oddlujeme svislowarou, icemz kladné hodnotypiSeme nalevo,
zaporné napravo od tétary. Nagiklad
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o%> 1,;>js 108

)
det 1%> 0%> 1—;>JE 1pp . (4.468)
> O,—%> - T—>j5( FO)‘

) o) 300

Kombinaci determinaftv prostoruD (M ,Mg) s touz hodnotol,

aMs |ze nalézt stavy majici | ostrou hodnata S kvantujiciL® a S,
Je-li prostorD(ML,MS) jednorozngrny, musi mit tuto vlastnost uz

prislusny jediny determinant. V naSeifigact se jedna o prostor

det 1,1
2

det 1,1
2

D(O,g) s jedinym determinantem danym prvridadkem ( 4.468 ).

Ziejme pati k termul = 0,S= 3/2, 1j.”S, takZe niZeme tento
determinant zapsat ve tvaluSM, M) jako

(1014) ‘ 0> 0—> (4.469)

Vhodnou kombinaci determindnt prostorechD(M,M) obdrzime
| ostatni ze 4 stavtohoto termu liSici se pmétemMsg, stavu

3 3\ . s e, : ~
‘0,5 ,0,——2> vSak odpovida ai jen jediny determlnar(tLO :q)
Term **"L prispje ke kazdému z prostipiD (M, M) jedinym

stavem, takze mu iieme piradit obdélnikové schéma o ro&mech
(2L +1) x( 2S+ 1) tvorené jednikami:
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Tab. 4.2

Tabulku 4.2 pak iizeme pepsat s uvedenim dimenzi prostor
D(M ,My) jako

1 1 11
2 2 1111
1 3 3 1=111 101 101 =E*SI°D°%E (4.470)
2 2 1111
1 1 11

Na prostoru dvaceti determinaritonfigurace (np)vede zapéteni
zbytkové interakce ke vzniku tetmiS tyti stavy),’D (10 staw), °P
(6 stawi). Phvodne dvacetkrat degenerovanda energie se &pz#ia fi
hladiny uvedenych degeneraci. Podle Hundova pravidime, ze
nejnize lezi terms.

V pripads konfigurace (nd)je dimenze prostoru determinantovych
funkci rovna

10
N:(2j245. (4.471)

Tyto funkce opt seadime do tabulky dle pméta M, aMs:
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0

(212

(21 (12)

(|)( 0) (02)

(40) (0l (2[1) (112

(42) (21)(212) (212) (ol

2
(2/0) (0]7) (211) (112)

(111) (20) (2

(12)(23)

AN RO RPN WM

(22

a provedeme rozklad na termy

P P NDNNN R R

P N W OO~ oD

P P NN R R

HHHHEI—‘I—‘I—‘H

O N

e i i e

1
11
11

001 1 101=Go®

11
11
1

111

111

FO'DO°RA]*e

(4.472)

Na prostoru ptactyriceti jednodeterminantovych stakonfigurace
(ndY se tedy realizuji stav\G (9 staw), °F (21 stawt), 'D (5 stawi),
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3p (9 stawl), 'S (1 stav). Bvodni hladina se tedy ro2§i zbytkovou
interakci na 5 hladin a podle Hundova pravidla fesjhize terniF.

Konfigurace (np) ma tyté? stavy jako (npfdohromady tvii
uzawenou slupku). Pro (npmizeme sestavit tabulku

Tab. 4.4

(1)

(0f1) (40)
(0]0) (1) (1])
(of2) (210
(11

Kterou Ize opt prepsat jako

1 1
1 211111
1 3 1=101 1 101='DO°PO*S (4.473)
1 211111

1 1

6
Na prostoruN = (2] =15 jednodeterminantovych stakonfigurace

(npY, resp. (np)mame tedyD (5 staw), °P (9 staw), 'S (1 stav).
Pavodni hladina se zbytkovou interakci ra@gstna 3 hladiny, z nicz
nejniZze leZi dle Hundova pravidla tefB
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Nestacionarni poruchova teorie

Vénujme se nyniipadu, kdy je kvantovy systém podrobds@beni
casow zavislé vijSi pouchy. Fikladem niize byt atom nebo
molekula interagujici s elektromagnetickou vinouakovém pipad
predpokladame hamiltonian ve tvaru

H (t) = H, +W (1), (4.474)

V NéMZ jSou vyznéenycéasove zavislosti poruchovéhtenuW(t) a
tedy i vysledného hamiltonianid (t). Neporugeny hamiltoniaH,
(napr. atomu nebo molekulytpd dopadem elektromagneticke viny)

budeme povaZovat Zasow¥ neprongnny.
Z vykladu zakladnich pojtnkvantové mechaniky v kapitole 3 vime,

ze systém s hamiltonianehh, ma stacionarni stavy a budeme
vychazet z toho, Ze jsou nam znamy. Jejich endfgia vinové
funkcey, zapiSemeipmo do jiz vi¢eSené neporusené ulohy

H = Edl, (4.475)
Naproti tomu poruSeny hamiltonian ( 4.474 ) jiz @d@dtacionarni
stavy nema. Nestacionarni poruchova teorie je $pdyena s naprosto
odliSnym typem ulohy nez teorie stacionarni. Cilemize byt
vypacet novych (porusenych) stacionarnich 8tgwotoze zadné
takoveto stavy nemohou existovat. Zakladni tlolow jomto pipads
studium gechodi mezi neporusenymi stavy vyvoladg&sow zavislou
poruchou.

Usnadnime si formulaci problémigapokladem, ze nestacionarni

poruchaW pusobi pouze ¥asovém intervalld <t <r.V takovém
pripact je v éasovych intervalech< 0 (pred zapnutim poruchy) a
t>7 (po vypnuti poruchyV(t)=0 a H (t)=H, a systém v nich ma
stacionarni stavy.

MuZeme proto ¢ekavat, Ze je-li systém az do zapnuti poruchy

V urcitém paateEnim stavu, Mmze se po jejim odezni nalézat ve
stavu jiném, neboli dojde k'gchodu mezi stacionarnimi stavy.
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K vySeteni zngén kvantovych stavsystému v celéasové Skale je
nutnéresit nestacionarni Schrodingerovu rovnici. Nejolggrvar
jejihotesSenti je rozvoj vinové funkce do baze funfgistavového

prostoruVv

W(r)=Se. (00, )ex,{-i%tj. (4.476)

KonkrétniteSeni ziskame volbou gatesni podminky a vypétem
casow zavislych koeficient c, (t) které tva@i maticové elementy
rozvoje evoldniho operatoru v této bazi.

Volbou paateni podminky

Y(rt=0)=y, (4.477)
stanovime, Ze byl kvantovy systéie@ zapnutim poruchy g-tém

(pocateenim) stavu popsaném neporusenou vinovou fugkciTato
volba vede k jedinému konkrétnineseni

l(r,t) = chp) (t).(r )exp(—i%tj, (4.478)
kde paateni hodnoty koeficierit c!” (t) se uti z podminky

VO (r.t=0)= Xl (00, r)=w, (4.479)

Snadno nahlédneme, ze musi byt

P (t=0)=4,. (4.480)

Podai-li se ndm vypoitat vechny koeficientg!? (t), mizeme
pomoci nich ufit veli¢inu



P (1)=|d?(t=1) , (4.481)

kterou Ize s odvolanim na princip superpozicetstgwavrené
povazovat za pra¥gpodobnost, ze se systéntaset =1 (pri vypnuti
poruchy) bude nalézatkstém (kongném) stavu.

Protoze vSak byl kvantovy systérfed zapnutim poruchy az do
okamzikut = 0 v p&atenim stavu charakterizovaném kvantovym
cislemp, je P, (7) z&rovei pravaspodobnost fechodu

z pazateEniho stavuy , do kon€ného stavuy, .

Neni mozné stanovit, do kterého konkrétniho Kogéo stavu systém
pusobenim nestacionarni poruchigple. Vypgitat Ize pouze
pravcEpodobnosti jednotlivychilechodi, z nichz gkteré mohou vyjit
identicky rovny nule. Takovérpchody se nazyvariakdzané
pirechody, v ostatnich fipadech hovilme odovolenych

piechodech Souhrn dovolenych a zakazanydkghodi nazyvame
Vybérovymi pravidly .

Zmeéni-li se stacionarni stav kvantového systému v §itacionarni
stav, je to nuttdoprovazenoigbytkem nebo deficitem energie. Je-li
nag. poruchou elektromagnetickéreai, projevi se to emisi nebo
absorpci fotonu, kteroutimeme experimentadrstudovat. Proto je
nestacionarni poruchova teorie dejtji spojovana se spektroskopii
atonu, molekul, kondenzovanych soustav aj.

Teoreticky vypgitané pravépodobnosti gechodi a vylErova

pravidla pak mohou byt voditkem pro interpretaalgpr €chto
mikrosysténd.

Pro konfrontaci teoretickych vypti s experimentalnimi vysledky
byva rekdy vyhodrgjSi patitat misto pravébodobnosti fechodi
(4.481) vekiny

Wi (7) = 5= o l7) (4.482)

které maji vyznam pra¥godobnosti fechodi za jednotkitasu a
méii se v jednotkach T8.
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Vénujme se nyni postupu vytor koeficient: funkei (t), jejichz
znalost je nezbytna pro dosazeni do viaqré.481 ) a ( 4.482).

Nejprve dosadimeipdpokladany tvaieSeni (4.478 ) do
nestacionarni Schrédingerovy rovnice:

0 ., 0 E
in—y"” =in—>cl? exp{—l—”tj:
at” at;”w” h
od E.) .. E, E,
=inY —cl? @, expl -i—t [+ind ¢l (—I—tjeX[{—l—tj:
St oo A5 o w4 3 Jot 45
UOXRE EE WA SR
(4.483)

Druhy ¢len na druhéniadku a prvntlen na tetimradku jsou diky
platnosti rovnice ( 4.475 ) stejné, takze zbyva

ihZ%cff’) W, exp(—i %t) =W g, ex;{—i%tj. (4.484)

Utvorime-li skalarni sotin funkcey, exp(—l ?"t) S ok¥ma stranami

této rovnice a vyuzijeme-li ortonormality funkgf , dostaneme
soustavu rovnic pro vyetasovych zavislosti koeficiei!” (t):

. d
'hacu((p) (t) :Z<lﬂk

V(/(t)‘tﬂ&exp(% tj d(1).  (4.485)

Zname-li tvar poruchyV a je-li tato porucha dost&m slaba,
muzeme soustavu rovnic ( 4.488eBit v prvni aproximaci poruchoveé
teorie tak, Ze dosadime do pravé strany ( 4.48bneznamé funkce
cte) (t) jejich nulté giblizeni, kterym jsou jejich zndmé hodnoty

Vv pocatenim casovém okamziku= 0, tj.

c?(t)=d”(t=0) =9,

n np*

(4.486)
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Diferencialni rovnice ( 4.485 ) se tim zjednodusi n

W(t)‘wp>ex;{ﬁ tj dI(1).  (4.487)

h

. d
il (1) = > (v

Zajimame-li se pouze agchody, nizeme se f jejim feSeni omezit
na gipadyk # p a po jeji integraci vyjait hledané funkce ve tvaru

c” (1) :%ka W(t)‘wp>exp( 5 ; S tj dit. (4.488)

Fermiho zlaté pravidlo

Procasow neprondnnou poruchu zapnutoudaset, dostaneme do 1.
fadu poruchove teorie

P

(o = 1) =27”‘<l//k 25(wkp)At, (4.489)

W(o|y,)

kde At =t —t, a uhlova frekvence

Gy == P (4.490)
Funkce
sinz%’At
o(@,)=——2— (4.491)
P ﬂaf;At

ma v okoli nuly ostré maximum poloky
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FWHM = 27t (4.492)

a vysky

I :ﬂ. (4.493)
21T

Za dobuAt dojde k gechodim prakticky pouze v oblasti tohoto
maxima, tj.

W < ZA—],[T (4.494)
Ozna&ime-li
AE=|E - E|, (4.495)
dostaneme
AEAt = h, (4.496)

coz je vztah blizky Heisenbergbrelaci neutitosti mezi energii a
casem.

Pokud Ize na okok; pohliZzet jako na kontinuum hladin, fadna-li
se o pechod do spojitéasti spektra, nebo se v tomto okoli nachazi

veliké mnozstvi diskrétnich hladin o celkové hustof(E), mizeme
pravcEpodobnost ( 4.482 ) psat ve tvaru

I:)FHK('[O — t) _ 21
At h

W, (t, > 1) = W[ o, ( B, (4.497)

ktery udava rychlostipchodu z p&ateiniho stavy do celého jeho
okoli kO K, na kterém je poruch& priblizné konstantni. Vztah
(4.497 ) nazyvamEermiho zlatym pravidlem kvantové mechaniky.
V pripadt harmonické poruchy o frekvenm
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W=hée'+ h & (4.498)
zapnuté po dobu

At > 2—” (4.499)

w

dostaneme obdobnym postupem jakaipgcE konstantni poruchy
vztah

W, = tw, (4.500)
neboli
E =E thw. (4.501)

Fermiho zlaté pravidlo v tomtaipact dava

+ |2 _ 27T _12
h<p 'Ok( E)‘E:Ei—ha)_7‘ h@‘ 'Ok( E)‘E:Er+ha)'
(4.502)
Mame-li periodickou poruchu ktera neni harmoniagkazeme ji
pomoci Fourierovy analyzy rozlozit na harmonickélonenty a

pocitat prav@épodobnost fechodu pro kazdou komponentu zvlas

2
WpaK(tO - t):7ﬂ

Fotoelektricky jev

Hamiltonian atomu vodiku ma tvar

62

R
02rne

2
£, (4.503)
r

Hamiltonian, popisujici interakci jeho elektronalektromagnetickym
polem, ma tvar
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~ 1 ~ D e ~ 2 é
t)=—— —-—A(r,t)| +teg(r )——. 4.504
()= 5~ SAG0)| verr) -5 (4:504)
Ve specialntoulombické kalibraci
LA =0,
(4.505)
® =0,

lze prepsat ( 4.504 ) do tvaru

m,c mc mc
(4.506 )

Druhy ¢len napravo ( 4.506 ) budeme povazovat za porti¢fit) a za
vektorovy potencial dosadime monochromatickou vinu

V’\‘/(t): Z%COS(I' ): el%( Krm+e(Krm)8|:fb
m.cC mc
(4.507)
kdee je vektor polarizace ving je vinovy vektor. Nas bude zajimat
pouze existence, sfiatedy vzit pouzeast

~

W(t) = he'“, (4.508)

kde

h=—Bh dvep. (4.509)
m,C

VInova funkce zakladniho stavu atomu vodiku je

eikr

wp(r) = RiO(r)Yoo(ﬂ’m = \/E :

(4.510)
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kdek je vinovy vektor elektronu s energij ,

E =—. (4.511)

Vypocet grechodu mezi spojitou a diskrétidisti spektra
zjednoduSimeiedpokladem, Ze elektron neni zcela volny, alebrz
uzaweny v trojroznérné nekonén¢ hluboké pravouhlé potencialove
jameé o objemuV. Budeme pedpokladat, Ze rozény jAmy jsou tak
velké, Ze vyraz§i neovlivni spektrum atomu vodiku se kterym
pocitame. Nakonec provedeme limiu— .

VInova funkce elektronu v krabici ma tvar

eikr

(//k(r):\/v.

V tomto @ipackt je k disledkem konénych roznéri kvantovana
velicina. Pokud je vSak objeM dostaténc velky, lze s ni nadale
pocitat jako se spojitou.

Objem fazoveého prostoru klasicky se pohybujicihim&bo elektronu
v krabici je

(4.512)

VQ(E):IV d3xj5( E_2p_2] dp = va @Id[ E—%] B d|

m,
(4.513)
Budeme se ptat po hustdiladin s vinovym vektorem ficim do
elementu prostorového uhtQ, tj.

dp(E)_ 1 d%(H_ v T5LE‘£]p2dp:

dQ  (2m)’ dQ  (2m)’y 2m
- VM s 2mE) Bd 4514
o ZmeE(p\/ma)rfrF (4.514)
- VM eV omE
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¢i v zavislosti na vetiing k

do(k) v
dQ  (2m)’

nkm,. (4.515)

K vypoctu pravépodobnosti, resp. rychlostigchodu pouzijeme
Fermiho zlaté pravidlo. Maticovy element, kterydmvystupuje je

o= (0 fu) == fwi(r) €etpu (1) o =
__ ineh ' a0d3 iheA(, ol &_
-y Ie e *V - e
__ InehA T1(q).
mca iTEgVS @)

(4.516)
Jediny vektor, na kterém zavisf integtd ) je praw q =k —k. To
ale znamena, Ze integral musi byt mozné \fjgako

| =ql . (4.517)

Budeme tedy patat vyraz
ot1 = [e" Te dr . (4.518)
r

Polozime-li osw paralelni s vektorem a grejdeme do sférickych
souradnic, mame

o I 7 2
gl :jre ""Odrjéq”w qrcosd sing d9j dp. (4.519)
0 0 0

Redeni provadime nejprve substituci
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u=cosy
4.520
du=-sing dJ ( )
po niz fejde integral (4.519) na
o0 _r 1 .
q°l :ijre%drj ™ u du. (4.521)
0 -1
Déle jiz postupujeme per partes
o _ I qru
qZI:2nqueaOdr { ue — éq“‘dU—
. iqr |, |qr %
o _I iqr —iqr _ Aar
:qum%dre MRy ?
: ar (ar)
ot -r i+i -r © - i4
:meree{%q]+e[% j dr—gzj e % j-—e(af’q] dr =
0 q 0
——ZMmeéng
q
(4.522)
Protoze prax >0 plati
(e drzi,
. a
j (4.523)
re‘”dr———j ﬂ"dr:—gg,
9 a

takze
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_ 1 1, (1-iga,)’ +(1+iga,)’ _ 28 (1-4'%)
‘Jl_l 2+1 2_30 1+222 _1+222’
] o] e e

a, %
jo 1 1 :aol—iqao—l—iqaoz 2iqe
1 1+|q 1—|q 1+q2302 1+q2q)21
a, 2
(4.524)

a po dosazeni do (4.522 ) dostaneme

| 1-9°8° 1 L 1-qfd-1-
o’l = -4ma’ q2a§2_1+ — | = —4rnia} Cﬁﬁ . ZqZ%:
(1+g%82) 1+a'a a3
_ 8im’ay
(1+qzaoz)2’
(4.525)
neboli
H 2,4
= 9% o (4.526)
ecia)

Pro hledany maticovy element odtud plyne

: 5 4 : :
h, = ineA, 8irq aﬂstQK—k __ ineA 817qu@28[Ik
mca 7§V (1+9°8) meg77 a1+ ¢ §)
(4.527)
neba’ z vlastnosti coulombické kalibrace plyangk =0.
Nyni jiz mame v rukou vSe, co gebujeme k pouziti Fermiho zlatého
pravidla ( 4.502 ):
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2

2dp _2mm|  ineA, 8irrq’ & x| Vkm _
dQ 7 |mca negv(1+qza§)2 (27)’

_ Kk(4emck)” §
& (1+ ¢ &)'

deﬁk _ 27T
dQ h

e

(4.528)
Uginny prafez procesu je definovan jako pémpostu proces
p - k za jednotkwtasu ku celkovému toktastic. V naSemifpac je
to tedy absorbovana energie za jedna@tksu @lena tokem energie
dopadajiciho elektromagnetickéhderdi, neboli

do U
boX = —BoX, (4.529)
dQ ®

Absorbovana energie za jednotiasu je dana sd@inem rychlosti
pirechodu ( 4.528 ) a absorbované eneigresiw

dw,
Up_'k:hwd—Q' (4530)

Tok energie je saiin rychlosti glenosu energie a hustoty energie:

c 8RN

C
d=——(E-+B)= 4.531
167T( o+ B)) 167 ¢ 21C ( )
Po dosazeni do ( 4.529 ) tedy mame
do dw,_, 32e%(ek)*k
p-k _ 27ThC AW, _ (8 ) q (4.532)

dQ  wA dO mao(1+ ¢ )"

Nataime nyni soustavu stadnou tak, aby vektor polarizagenitil
do sméru osyx, vinovy vektor dopadajici ving do snéru osyz. Ve
sférickych soimdnicich pak dostaneme
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ek =ksind cosp

2 = k2 - 2k [k + k2 = k2— 2k% cos9 +
C

[gf (4.533)

C

Energii, kterou ziska vyrazeny elektron, aproximugeenergii
dopadajicich fotain

k:*/zr;eEe:*/z';wC, (4.534)

piicemz zanedbavame vliv coulombického pole atomu mazeny
elektron, ktery tak popisujeme jako volny.

. w ,
Jelikoz k =—, dostavame

C
KMk . P _V (4.535)
k 2mc 2mc 2¢
a mizeme aproximovat
1+qlad =~ 1+ k%aj[l—X 0039)2 kzef( rY cogj. (4.536)
C C

Diferencialni @inny prirez tak nizeme aproximovat jako

do, . _ 32" s cosg
dQ mcw(ke&)s( |

(4.537)

4
1—y cos9j
C

Ten nabyva maxima pré = 0 a pro# dané rovnici
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d sinfd . Vv ’ X Vv >

v =2sind cosd| +— cof | - S| 4— cds| =
dﬂl——co&? C C C

C

=2c0s9 - 2 codd—~ sid= 0.
C C
(4.538)

Ta mareSeni

z c
“1+ |1+ S(Vj , v
cosd = ¢ =2i{—11 B {l’j }=< (4.539)
V

oV
C oY

PrvniteSeni nevyhovuje, nebprava stra je &tSi nez 1. Maximalni
pravdpodobnost emise je tedy do &m

9= g=o. (4.540)
2 C

Molekulova spektra
Snahou je separovat operator kinetické energie na
-I'-\n — -'Iltransl + -'I\-rot + -'I\-vnilr'nl” ( 4 541 )

kde by kazdy z déich operatak pusobil jen na jeden typ stadnic a
pro energie platilo

E — Etranl + Erot + E/nitfm'. (4542)
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Translacni pohyb

Transl&ni pohyb Ize exakthseparovat fechodem dogkistové
soustavy satadnic (inercialni), kde samigme plati

2 2
prans = P~ - MVZ. (4.543)
oM 2

Pti interakci transléaniho pohybu molekuly s dopadajicinteaim
frekvencef dochazi vliivem dopplerova jevu k frekwgimu posuvu

Af =—f. (4.544)

Christian Andreas Doppler (1803 — 1853)
Rota¢ni pohyb

Ptri zanedbani vnihich pohyli molekuly plati

"2
Trot = L + 1 — 1 LE.|_ _1__1 Li’ (4545)
2], 23, 23, 23, 23,

kde J. jsou momenty setr¢aosti ve sniru hlavnich o momentu

~

setrv&nosti, L, I:, jsou operator celkového impulsmomentu a
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operatory impulsmomentu ve 8ra hlavnich os momentu
setrva&nosti.
V pripact dvouatomové molekuly se operator ( 4.545 ) zjedSoda

"2

o= = (4.546)
2J

jehoz vlastni hodnoty jsou

E™ :%I(I +1), 1=0,1.... (4.547)

Pro kazdou hodnotu rataiho kvantovéhdislal je hladina

(21 + 1)-krat degenerovana.

U molekul s nenulovym elektrickym dipélovym momantexize
dochazet a absatpim a emisnimigchodim mezi roténimi stavy.
Pritom opet plati vykerové pravidlo

Al =+]. (4.548)

Rezonanni frekvence pro jednotlivérechody je tedy dana rozdilem

2

—[I (I —1)]—/%, ik =1. (4.549)

Jelikoz jsou ve skutmosti molekulové vazby elasticke, dochazi
vlivem odstedivé sily k deformaci molekuly. Oz&iane-li tuhost
vazby jakok, bude elasticka silajipobici na jadra molekuly

k(R- R), kde vyraz v zavorcetpdstavuje vychyleni jader

z rovnovazné polohy vlivem odstivé sily. Tato sila reprezentuje
béZnou dogtedivou silu, takze fizeme polozit

k(R- R)=a” MF, (4.550)

odkud
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_ kR,
R=-—12—. (4.551)

Celkova energie rotujici molekuly je tedy stam jeji rot&ni
kinetické energie a elastické potencialni energgaté vazby:

o1 RVIN M2w'R?)
£ = (367 + k(R @))_E(Lh_j_

k
L ) e
2R _23(1+ JkF%]'

(4.552)

Pro celkovou energii elastické dvouatomové molekakydostavame

= :M[“h% ( +1)}:hf( +])[1+ hFI\(Ak%])]_ (4.553)

23 IR 2> MR

Srovnanim ( 4.549 ) a ( 4.553 ) se ukazuje, ze&mndtenergetické
hladiny elastické molekuly jsou nizsi, nez odpojitddladiny tuhé
molekuly.
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Obr. 4.11

energie

tuha elasticka
molekula molekula

Vibraéni energetické hladiny

Teorie malych kmit molekul vychazi z jednoduchého modelu, v
némz atomy (hmotné body) kmitaji okolo rovnovaznychob.

V dvouatomové molekule je potencialni enengif) vyjadiena
vztahem

V(r):%k(r—ro)z, (4.554)

kderg je rovnovazna mezijaderna vzdalenoktj@a silova konstanta.
Energie vibranich hladin dvouatomové molekuly je v aproximaci
harmonického oscilatoru kvantovana aama vztahem
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EVZ(V*'%jWZ(VJF%th\/%, (4.555)

kdev je vibraini kvantov&iislo nabyvajici hodnot 0, 1, 2, 3, .h.je
Planckova konstanta,je frekvence vibrace @je redukovana
hmotnost.

Vyjdeme z pedpokladu, Ze wjSi pohyb molekuly byl odseparovan.
Ve Schrodingera¥rovnici tak zbyva jiz jen vzajemny pohyb jader

Tre(ie)+ e(d)o((d) = emmole) (4956)

Rovnice ( 4.556 ) obsahujd3- 6 vnitnich stufa volnosti (pro
specialni pipad linearni molekuly je toN8— 5, nebé odeitame 3
stupre volnosti na translaci, ale jen 2 na rotaci, kiera ose
molekuly invariantni). Rovnici ( 4.556 ) nelze obh&analytickyiesit,
v piipadt dostatet tuhych molekul I1ze vSak pouzit tzaproximaci
malych vychylek

3N-6 2
0

T = N T 4.557
n Z Ik ONE ONE, ( )

j k=1

V pripack viceatomové molekuly izeme potencialni energii vyjat
pomoci Taylorova rozvoje

- Nyl Y
V_V°+Z[6qi]0q+22£6qaq ]qq T (4.558)

i i

kdeV, zn&i potencialni energii rovnovazného stavu molekuly
(a zpravidla ji pokladame rovnu nule), drutign je roven nule, coz
odpovida podmince pro minimum energie

[G—V] -0, (4.559)
dq 0
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g jsou sotadnice vychylek z rovnovazné polohy.

Oznaime-li druhe parcialni derivace vietim¢lenu rozvojek; (silove
konstanty a zanedbaméenyradu vyssiho nez 2 (harmonicka
aproximace), potom dostavame

v, =V5(@)+5 D Fag. (4.560)

a Schrodingerova rovnice ( 4.556 ) ziska tvar

3N-6 2

Z{Ekm -T aq?aq }9( g=[E™" -¥(g)J(9.  (4561)

i k=1

Pro jednu vnini sodadnici (N — 6 = 0) je tato rovnice rovnici
2

linearniho harmonického oscilatoru s hmotn(pstlT a vlastni

frekvenci f, :Zi 4;- :
s

vyresSit, pokud by se nam ji pagla previst na diagonalni tvar. Da se
ukézat, Ze to lze provést pouzitim linearni trarmefice

Rovnici ( 4.561 ) bychom tedy win

Qi:ZLijq. (4.562)

Ackoli tedy vnitni pohyb vibrujici molekuly neni jednoduchy
harmonicky pohyb, Ize jej rozlozit na jednoduchénmanické vibr&ni
pohyby — tzvnormalni vibracenebonormalni vibraéni mody
molekuly. Kazdému z nichifslusi v dané molekule &ita frekvence.
Patet normalnich vibraci odpovidaia vibratnich stuit volnosti.
Déle jsme vidli, Ze Ize nalézt saadniceQ; v nichZ se hamiltonian
pro vibrani pohyb viceatomové molekuly redukuje do diagonaln
formy a mize byt vyjaden pomocttveral téchto sowadnic a jejich
derivaci
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?fl[ifﬁk'-l j {i‘j i Ly k.j il ] (4.563)

j k=1 i=1

Tim dostavame hamiltonian ve tvaru &ou3N — 6 hamiltoniai
linearnich harmonickych oscilatgrkteré prag nazyvame
normalnimi vibrgénimi mody. S ohledem na vztah mezi prametry
oscilatoru &leny v jeho hamiltonianu fizeme ( 4.563 )iepsat do
tvaru

> 3N-6 5 3N-6
=-IENt L0 EZ/]i,uiQZ, (4.564)
i=1 ’LllaQ 2i:l

kde A; jsou konstanty. Schrédingerovu rovnici pro vibrepohyb
molekuly

Hox, = EX,, (4.565)

kdeE, je celkova vibrani energie &, je celkova vibrani vinova
funkce, Ize separovat n&3- 6 rovnic (v ipact nelinearni
molekuly)

n? 9°x,
2 0Q°

+%4Q.2XQ(Q)= E X (Q) i=1,2,...,3N- €

(4.566)
pticemz celkova vibréni energie je rovna sotu vlastnich hodnok,

a vibrani vinova funkce molekuly je séimem vibra&nich funkci

X (Q)

E =) K.

Xv :i _6)(:;, (Q.)

i=1

(4.567)
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Rovnice ( 4.566 ) ma tvar rovnice harmonickéholésmiu, a tedy
vibracni energieE, pro jednotlivé normalni vibrace jsou dany

vztahem
£, (4.568)

kdey; je vibrani kvantové&iislo av; je vibrani frekvenca-té
normalni vibrace odpovidajici normalni sadniciQ;, piicemz

1 [k

f=—"wo |L+=JA. 4.569
ey JA ( )
Vibracni vinové funkce maiji tvar

X ()=NH (o 38| e £=4Q

(4.570)
kde H, (&) je Hermifiv polynom stupa ;.

Charles Hermite (1822 — 1901)
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Obr. 4.12
3 |
f 1
‘ |
B

[} I |

‘ skuteﬁn)? potencial
L

/'— Morsedv potencidl

K
|
\

+4 =
\
\
\
\
I
|
l P
Y

\ Morselv potencial

skuteény potencial

N4 vibradni '
= \ / energeticke hladiny

Vliv spinu na energie elektronovych stéav

Predpokladejmeiechod, pi némz elektron pejde z vychoziho
orbitalu ¢, na orbitalg,. Predpokladejme dale, ze vychozi orbital je
obsazen déma elektrony 1, 2. Spinowé@sti vinové funkce elektronu
znaime a(s, =1/2), B(s, =-1/2). Slatefiv determinant pro zakladni
stav bude
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Q

5 - 18 @a() &
" f¢|() a(l) ¢ (

1

:\/5 (2)[a(98(2-B(3a( 9]

(2)_
(2

NASANOS)
Q

(4.571)

Tato vinova funkce je vlastni funkci operatoru os#ho spinu i
operatoru zetoveé komponenty spinu. Je symetrickéedem

k vymené elektrori v prostorov&asti a antisymetricka gasti
spinové. Celkova velikost spinu je rovna nule.

Pro excitovany stav dostavame 4 mozné Slaterowsrahaianty:

(4.572)

(4.573)

(4.574)

(4.575)
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Prvni dva determinanty jsou jiz vlastnimi funkcesperatoru
celkového spinu i operatoru projekce celkovéhosplim osyz, takze
je mizeme povazovat za mozné vinové funkce. Pro drubé dv
determinanty to neplati, aleiteme snadno sestrojit vlastni funkce
jejich linearnimi kombinacemi:

@, (1,2) = (D3+D4)

—[¢| ¢,(2)-¢,(94,(39]+[a(38( 9+ B(3a( 3]
®¢(1,2) = (DfJ—D,‘}J)

‘[¢| (2)-¢:(9¢:(9]+[a(3B(3-5(Ja( 3]

(4.576)
Vysledkem jsou tedy 4 mozné vinové funkce.
Prvni i maji prostorovowast antisymetrickout¢i vymeéng elektrori
a spinovowast symetrickou. Celkova hodnota spinu je rovna 1 a
projekce spinu do osyjsou porack +1, -1, 0. Energie odpovidajici
témto tem vinovym funkcim je stejna (viz nize). Jednéeshy/ to 3x
degenerovanou energetickou hladinti.uPiseéni molekuly do
magnetického pole se Zeemanovym efektem hladinsmizpodleS,
takZe dostaneme trojici blizkych hladin. Excitovaméstavu, ktery Ize
charakterizovat jednou 2dhto ti vinovych funkcitikame stav
tripletni .
Ctvrta vinova funkce ma prostorovéést symetrickou i vymeng
elektroni a spinovouwast antisymetrickou. Celkova hodnota spinu je
rovna 0. Jedna se 0 nedegenerovanou energetickdini) ktera se
pii umiséni molekuly do magnetického pole sarf@me nesepi.
Excitovanému stavu, kterygdstavuje tato vinova funkcdkame
stavsingletni. (Singletni byl i vySe uvazovany zakladni stav).
Pri vypoctu celkové energie excitovaného stavu pechodul — J
jako diagonalniho maticového prvku hamiltonianucalil mezi
singletnim a tripletnim stavemie projevit pouzeipvypoctu
prispevku elektrostatického odpuzovani mezi elektrong.1ledna se
tedy o porovnani velikosti integfigpres prostorové sdadnice
elektroni 1,2:
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2

AR, :<CDT (1.2 - ¢T(1’3>

278, |r, -1 |

(4.577)

2

AE, :<CDS(1, )—— o S(1,3> |

27, |r, =T |

Kdyz dosadime vySe uvedeny tvar prostorow§asti vinovych
funkci, zjistime, Ze se v obottipadech vysledek sklada ze dvou
jednodussich integrigl a to Coulombického integralu.

C, = <¢| (14, (2) 2]E0|e:1 Y # (1, ( 2)> =
(4.578)
=<¢J (D¢ (2) 2,E0|e:1_r2| el 2)> |
a vymenného integralu
K, :<¢, V)¢, (2) Zmoi_r 71934 2)> -
(4.579)
=<¢J (D¢ (2) moﬁzl_r ] ? (99, 2)> |
Prispivky k energii jsou
AE, =2(C, - Ky,), (4.580)

AE; =2(C, + K,).

Protoze vynminny integral je kladny, dostavame 2avze pokud mze
molekula fii stejném obsazeni elektronovych orhithit v singletnim
| tripletnim stavu, je energie tripletniho stavwyxizsi.

"N v s

energii ¥tSiny molekul (sudy p&et elektrori) obsazené
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elektronovymi pary, takze je tento stav singletyjjimkou jsou
molekuly s degenerovanym zéakladnim stavemyikkgal molekula
kysliku. Jeji zakladni elektronovy stav je proiplatni.

Absorpéni prechody

Elektricky dip6lovy momenti@chodu ma tvar
d, =(We (RA(R1)|WE(R 1)), (4.581)

kde operator elektrického dipélového momentu Izédit jako
souet elektronového a jadernélienu

3N-6

d(Rr)=d,(r)+d,(R)=-e) r,+> QR . (4.582)

ViInové funkce molekuly ve stavu 1 a Zibeme v adiabaticke
aproximaci, odseparovani &gich pohyli a aproximaci malych
vychylek jader z rovnovazné polohy vyjédako

w1 (R1)=03(1)0(Q)=0x()[ ] 7% (@)

v (R1)=93(1)02(Q)=04(N[]7% (@)

=t

(4.583)

Vibraéni pirechody

Pri vibracnich absorpnich gechodech se nemi elektronovy stav,
takzee = e, | # Vv, takze v tomto odstavci elektronovy kvantovy

stav explicit vyjadiovat. Pro elektricky dipélovy momenigrhodu
nyni mame

d(rR1)=(0,(Q)

b(R|e,( Q)>, (4.584)
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kde
D(R)=D,(R) +d,(R (4.585)
a vektor

d ()| «(r)) (4.586)

je elektricky dipélovy moment elektronového obalalekuly @i
poloze jadeR, pricemz zavislost na poloze jader vznika diky
zavislosti elektronové vinové funkce na poloze jgdko parametru.
Vyraz D(R) ma vyznam celkového elektrického dipdlového

momentu molekuly d poloze jadeR. V souladu s jiz Hive pouzitym
pristupem dale aplikujeme na tuto ¥&iu aproximaci malych
vychylek z rovnovazné polohy, které vyfade pomoci nrmalnich
vibratnich sotadnic Taylorovym rozvojem

~ 0D(R)

D(R)=D(R)+ Y.

> o0 Q+--. (4.587)

R=R)

Nulty ¢len rozvoje k velikosti dipélového momenttephodu
negispiva, neb6t vede k vyrazu

D(R)(®, (Q)|e,(Q). (4.588)

ktery @i integraci ges vibr&ni sodadnice dava nulu, nebgde o
piekryvovy integral vinovych funkci, které jsou kazdanym
feSenim téze Schrodingerovy rovnice.

Clen rozvoje prvnihgadu vede potom na vyjéehi dipélového
momentu pechodu, ktery Izefipuvazeni tvaru vibréni vinové funkce
upravit na tvar
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3N-6

(2., (@)IQl2, ()] (2. (Q)

R= k=1
b k#i

3,,(Q)).

(4.589)
Na konci vyrazu jsou s@iny jednodimenzionalnich vinovych funkci
jednotlivych normalnich vibgaich médi. Uvazime-li, Ze pro dany
maod jsou jeho vinové funkce §anym kvantovyntislem vzajema
ortogonalni, dojdeme k prvnimuilézitému z&¥ru pro vibr&ni
absorgni prechody v aproximaci malych vychylek:

s~ 0D(R
dy, Z ag )

Jsou zakazany vSechny vilfiai absor@ni piechody, kdy se #mi
sow’asr¢ kvantovy stav vice nez jednoho normalniho viéiméno
modu

Uvazujme povolenyigchod; mod, jehoz vibéai stav se /ni,
ozna&meK. Potom z vlastnosti vinovych funkci jednorazmého
harmonického oscilatoru vyplyva, Ze dipélovy momgieichodu bude

1
Alv, +=
( 2)

R=R, 47WK fK
(4.590)
prov,, =V, 1.V ostatnich fipadech je dipolovy moment

prechodu nulovy. Konmy zawr tedy zni:

_9D(R
=50,

oD(R)

d..=
12 aQK

(9, (Q)IQul3,, (Q)

R=R

V priblizeni malych vychylek jader z rovnovazné polohysou
povoleny pouze takové absorni vibraéni piechody, kdy se u
jednoho vibraéniho médu zvysi kvantov&islo o jednicku a
kvantovy stav ostatnich mod zistane zachovan. Tyto pechody se
nazyvaji FUNDAMENTALNI.

Rezonanni opticka frekvence pro fundamentalni vilmaprechod
tedycini
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(4.591)

Intenzita absoniho gechodu odpovida z#né dipélového momentu
molekuly @i pohybu jader v fislusSném normalnim vib&aim maodu.

Vibraéné rotacni pirechody

Jak jsme ukézali vipdchozim odstavci, v aproximaci harmonického
oscilatoru je vybrové pravidlo pro fechody mezi vibrénimi stavy

Av = 1. Toto pravidlo vyplyva z toho, ze dipdl oscilujita frekvenci
f., mize absorbovat nebo emitovat jen elektromagnetialenzteze

frekvence a energibf, . Takovy dip6l pak rize naraz absorbovat i
emitovat pouze toto kvantum energie, takz€mzaneho energie bude

AE = hf, Kv+1)—(v+i—1ﬂ. (4.592)
2 2

Vybérové pravidlo tak zni
Av=+1. (4.593)

Vybérové pravidlo pro harmonicky oscilator se forntahiska
vypoctem integralu

j WO dx, (4.594)

kdey, ay,, jsou vinove funkce stdwn am harmonického oscilatoru.

Pravd&podobnost fechodu oscilatoru ze stamdo stavum je pritom
piimo Uumérnactverci absolutni hodnoty tohoto integralu, jehoz
hodnota je nulova s vyjimkou@chodi m= nt1.
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Vybérova pravidla pro anharmonicky oscilator jsou
Av=%1+2+3,.... (4.595)

Nicmére, ¢im wtSi je znéna kvantovéhgisla, tim mensi je
pravcEpodobnost fislusného pechodu, takze v praxi jsougrhody
(4.593) daleko nejpra¥godobrjsi.

Protoze je

hf, > KT, (4.596)

je ve vzorku pi pokojové teplat jen malo molekul v excitovanych
vibraénich stavech. Proto jsotietelné jen pechody ze stavu= 0 do
stavuv = 1. Rechody do vySsSich staysou mnohentidSi a vedou

k mnohem slabSim abs@rmdm ¢aram.

U rotujicich molekul mizeme v prvni aproximaci povazovat kmity a
rotace molekuly za navzajem nezavislé a gavranedbavame vliv
enharmonickyckleni a odstedivé deformace. Z&thto okolnosti
jsou energetické hladiny dvouatomové molekuly ddmstym
souwtem vibr&ni a rot&ni energie

1) |k  #°
E,, :h(v+§j\/%+5|(|+1). (4.597)

Na obr. 4.13 vidime rotai hladiny dvouatomové molekuly pro
vibragni stavyv = 0 av = 1 spolu s absoépimi spektralnimtarami,
jez jsou v souldu s vy@oovymi pravidly Av =+1, Al =+1.
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Obr. 4.13

[

Prechodyv =0 - v=1jsou dvojiho druhu adli se na ¥tev P, kde
Al =-1 a wtevR, kde Al =+1. Na zaklad ( 4.597 ) jsou kmitéty
spektralnicktar v €chto Wtvich dany vztahy

Sl = ey 1\F+ f '|(|—1)—|(|+1)]:f0—%l,

o

u 4mt
1 [k h
fe = B~ By :5\/;"'%)0 +1)(| +2)—| (I +1)]: ,
=fo+(|+1)il, 1=0,1,2,..

271
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(4.598)
Vzdéalenost sousednicar v obou ¥tvich je
h
Af =——. (4.599)
271

Moment setrvanosti molekuly |ze tudiz stanovit z jejiho
infracerveného vibréné rotatniho spektra i z jejihoisté rotatniho
spektra v mikrovinné oblasti.

U viceatomovych molekul mohou navic nastavatdne kmity, na
jejichz zaklad se vykgrové pravidlo pro orbitalni kvantowgslo neni
na

Al =0,+1, (4.600)

coz zndi, Ze vibr&ni prechody mohou nastat i bez gaaného
rotacniho Fechodu. Nyni tedy bude existovdirav =v,, ktera se

nazyva ¥tev Q. Ta je velmi intenzivni, nelsck ni mohou fispivat
vSechny obsazené hladihgiechodemAl =0.

Molekuly tvaru symetrického setréaiku maji téz dvoji vyérova
pravidla pro vibran¢ rotatni prechody. Vylrova pravidla platna pro
rovnobézné kmity, to jest pro vibrace, které vedou k oscilujicim
dip6lovym momentm rovnolEznym s osou symerie, jsou
Av==x1 Al =0, 1,AM = (, kdeM je magnetické kvantouéslo

L, =AM (4.601)
Tato spektra tedyipominaji odpovidajici ortogonalnim krinm
linearni molekuly. Vybrova pravidla pro ortogonalni kmity molekuly
tvaru symetrického setrémiku vSak budou

Av =11 Al =0, 1LAM == I nasledkendehoz niize mit \&tev Q cary
na ol strany od/, a ol#vuje se zde mnoho skuptar \&tvi P aR tak
tésre u sebe, Zze mohou byt navzajem nerozliSitelné -ebiz4.14.
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Obr. 4.14: Kridla satelitnich padi vibraéné — rotaénich piechodi

Elektronové echody

Pri elektronovych pechodech se &ni elektronovy stav a obe&n
vibraéni stav molekuly, takze # e, \# \. F¥i vypoctu dipélového
momentu pechodu ( 4.581 ) jefejmé, ze operator dipélového
momentu jader se nyni neugilaje, neb@ nezavisi na elektronovych

souradnicich, coz vede kigkryvovému integralu dvou vzajegn
ortogonalnich elektronovych funkci. Bude tedy

d,, =(0 (Q)[D, . (R]%(Q). (4.602)
kde vektor
D, , (R)=(@%(r)fa (r)]@%(r)) (4.603)

je dipolovy moment elektronovéhdgezhodue, - e,.

V dalSim postupu ajp v priblizeni malych vychylek jader z
rovnovaznych poloh provedeme rozvoj této &ialy podle normalnich
vibracnich sotadnic

N7 9Ds (R)

> o0 Q+--. (4.604)

R=R,
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Na rozdil od vibranich gechod je pispevek nultéhailenu obecs
nenulovy (finejmensim v fipack tzv. ¢isté-elektronového fechodu,
kdy v, = V,) a jako pispévek pochazejici z nejnizSittadu
aproximace je dominantni. Pokud zanedbame W&8Y rozvoje,
jedna se o tzvrranck-Condonovu aproximaci

Sir Frederick Charles'Frank (1§11 —1998)

Pro konkrétni elektron@vvibracni prechod bude potom
d,, =D, , (R,)(0% (Q)|0%( Q). (4.605)

To znamena, Ze vSechny (Franck-Condonovy) elek#&midbracni
prechody maji stejny séndipolového momentuipchodu.

Vybérova pravidla pro elektronovéiechody

Budeme-li chtit utit celkovou pravépodobnost elektronového
pfechodu (bez ohledu na to, jak seninvibratni stav molekuly), bude
tato veltina

> (et,)* =(en, , (R)) D (@7 (Q)]ei(q)".

On, On,
(4.606)
Jednotlivétleny sumace izeme chapat jako kvadraty projekce
vibraeni vinové funkced®? (Q) do jednotlivych prvis baze tveené

vibraénimi vinovymi funkcemi elektronoveho staey Jakoreseni

dRe .
dt
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Schradingerovy rovnice t¥btyto funkce Uplny systém, a proto musi
byt celkova sumaigs & rovna

Y (e:(Q)es(Q) =(ez(Qe(Q) =1 (4.607)
Je tedy
d:‘ﬁ'@ ~(em, , (R)) - (4.608)

Nyni miZzeme formulovat vyé&rova pravidla pro elektronové
prechody, stazenda sestugrpodle sup#t zakazu (nulovost

Dy o, (Ro)):

e spinovy zakaz:zakazané fgchody mezi elektronovymi stavy s
raznym spinem (nagklad zadkaz singlet-tripletnichrgchodh)

e symetricky zakaz:zakazanéi@chody, kdy satin elektronovych
vinovych funkci péateiniho a konéného elektronového stavu nema
symetrii ani jedné ze slozek polohového vektoryiikéad u

molekuly se sedem symetrie nesmi mit vinova funkce&ft@niho a
koneného stavu stejnou symetrikdi sttedu symetrie)

* pirekryvovy zakaz:zakadzané elektronovégrhody, kdy elektron
prechazi mezi molekulovymi orbitaly, které maji nulgtekryv
(napiklad n«t* prechody jsou velmi slabé)

Vliv mezimolekularnich interakci na elektronové stary

Elektronové pechody vyznamné praibnou elektronovou
spektroskopii se tykaji \#si casti elektronového obalu molekuly,
ktery je silre ovliviiovan mezimolekularnimi interakcemi v
kondenzovanych fazichifpadré interakcemi meziiznymi ¢astmi
makromolekul).

U molekul v roztoku vede interakce s molekulamipmzstdla ke
snizeni energetickych hladin. Z hlediska spektrpake dilezity
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rozdil tohoto poklesu meziiznymi elektronovymi stavy molekuly. U
polarnich rozpoustel zalezi v fipac malych molekul na tom, zda
Se [#i excitaci zvysSi nebo snizi polarita molekulyi $hizeni je efekt
rozpoustdla na excitovany stav mensi, a proto dojde keeaviys
energetického rozdilu hladihypsochromninebolimodry posunve
spektru). V op&ném gipact dojde ke snizenbatochromnineboli
c¢erveny posurve spektru). U #Sich molekul s nerovnoime
rozloZzenym néabojem (vSechny relatviholre rozpustné molekuly) se
vzdy molekuly rozpoustlla zorientuji v jejim okoli energeticky
nejvyhodrgjSim zpisobem. B excitaci do vysSiho elektronového
stavu se tedy sniZzuje vyhodnost usmtani okoli, protoze opticky
prechod je velmi rychly. Absorpce ma tedy modry podeak
nasleduje relaxace okoli a snizeni energie elet®mo stavu. #
emisnim pechodu jde naopak dagrhod z energeticky relaxovaného
okoli do még vyhodného uspg@dani pi nizSim stavu €erveny
posun.

Elektronow — vibracni (vibronické) p‘echody

Jednotlivé elektronav— vibrani prechody maji rezon&ni frekvence

f :—EZ_Elz
12 h

RN T e

=1
h

(4.609)
Tvori se tedy absotmi spektrum v podaixisté-elektronového
prechodu a systému vilnaich satelii na vysokofrekvetni strar
(predpokladame, Ze vessmdochazi k fechodim ze zéakladniho
vibragniho stavu molekuly). Vibronick& struktura zavisi n
Condono¥ integralu

3N-6

(e (Qos (@) =[] (% ()

i=1

92 (Q)). (4.610)
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Pron, # n, nemusi byt tento integral nulovy, protoze se need

vinové funkce téze Schrddingerovy rovnicefillarmonické
aproximaci se mohou vib¢ai médy v fiznych elektronovych stavech
liSit - jednak frekvenci, jednak posunem rovnovaktinénoty vibrani
souradnice (ve stave, neni rovnovazna poloha jadef p= 0, ale

¢ =NAZ°. Je rejmé, Ze diky satinu prekryvovych integrél se mohou
kombinovat vibrani prechody gkolika modi sowasre, pricemz
relativni pravdpodobnost kombiraiho gechodu (v porru vigi

Cisté-elektronovému fechodu) je satinem relativnich
pravdEpodobnosti jednoduchychigrhodi.

00 275 260 =— A (nm)

A (rel. jedn.)

1 1
4,25 4,50 4,75 5,00 5.25
Ef(eV) —w=

Obr. 4.15: Priklad elektronové-vibraéniho spektra: CYTOSIN (monokrystal hydréatu),
teplota 78K. Dominantni posloupnost dychaci vibrace frekvenci

Velikosti prekryvovych integral pro jednotlivy méd fi znalosti
posunu rovnovazné hodnoty vibr sodadnice a posunu frekvence
(zpasobené danym elektronovymeghodem) jsou analyticky
vyjadiitelné. Pro jednoduchost probereme jen dva spa@éjmady
pro elektronow-vibrac¢ni prechod v jediném (K-tém) méduiipemz
budeme uvazovat pouze zakladnédueni vibratni stav:

1) - nengni se frekvence
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<z9§2’K (Qx )‘ﬂoq’K (Q )> = %exp{—éj E ‘Aef QL ‘ ﬂ\/@.

(4.611)
Podle velikosti posunu rovnovazné hodnotyiadnice je posloupnost
klesajici, nebo zp@tku rostouci a posléze klesajici.

Obr. 4.16

NejpravdpodobrjSi vibraini excitace je pro tentaipad ukadzana na
obr. 4.16 .

2) Nengni se rovnovazna hodnota vibm sodadnice

V1-0°? a:—fKe2 ~ i
1) f}?l_

(4.612)
U neuplrg symetrickych vibraci fize nastat jen tentdipad. Pro
lichadu je prekryvovy integral mulovy.

Aproximace, kdy se zapaavaclen prvnihoradu v rozvoji
dip6lového momentu elektronovéhtephodu (tzvHerzberg-
Tellerova aproximace se uplaiuje gedevsim tehdy, jestlize ve
Franck-Condonaypriblizeni nejsou elektron@wibracni prechody
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povoleny (elektronovyigchod nerni geometrii ani efektivni silové
pole mezi jadry), fipadre je v F-C iblizeni zakdzan samotny
elektronovy pechod.

Vzajemna vzdalenost elektronovyctephod: je mnohem ¥tSi nez
vzdalenost sousednich rogch a vibrénich hladin. Elektronové
prechody jsou proto provazenyigaim ve viditelné a ultrafialove
casti spektra, kde kazdyerhod se jevi jako sériéste u sebe
poloZzenychiar (pas), vznikajici vlivemiftomnosti fiznych rot&nich
a vibranich staw molekuly v kazdém elektronovém stavu.
Elektronova spektra se vyskytuji u vSech molekatgpadz znéna

v elektronové konfiguraci molekuly je vzdy provaaemenou
dipolového momentu. Elektronovégehody nastavaji ve zlomkasu
ve srovnani s periodou vilimaich i rotacnich cykii molekuly.
Takovy gechod je ve skutmosti tak rychly, Ze éhem rfho mizeme
povazovat mezijaderné vzdalenosti za &iené, coz je pravy vyznam
Franckova — Condonova principu.

Obr. 4.17 ukazujeikvky potencialni energie v zavislosti na
mezijaderné vzdalenosti pro elektronovy zakladpivai excitovany
stav v typické dvouatomové molekule spolu s Whimi
energetickymi hladinami pro kazdy stav.
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Obr. 4.17:
A

ENERGIE

VZOALENOST JADER , R

Na €chto vibranich hladinach jsou vzdy znézényvodpovidajici
hustoty pravépodobnosti pro harmonicky oscilat@iim vyssi je tato
hustota pi danémR na vibr&ni hladirg, tim WtSi je pravdpodobnost
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vyskytu jader v této vzajemné vzdalenosti. Na mMadhv =0 je |¢/|2
maximalni uprosed rozsahu pohybu. Pro vysSi vilmahladiny to
bude naopak v krajnich polohach pohybu jader.

Obecr jsou favorizovany elektronovégrhody ze stavu o vysoké
pravcEpodobnosti oft do stavi s vysokou pravipodobnosti. Takze
pii v =0 nastava elektronovytechod nejpravibodobrji

Vv rovhovazné poloze jader, pvo> 0 naopak v krajnich polohach.
Na obr. 4.18 vidime 3 moznéipady: v¢astia jsou mezijaderné
vzdalenosti v obou elektronovych stavech stejr@jevstedni
vzdalenost v excitovaném stavu éca vySSi a \c je v excitovaném
stavu vzdalenost jader jé3tysSi.

Obr. 4.18

el

"N W s

Franckova — Condonova principu sgnbm gechodu nerni
mezijaderna vzdalenoBt takze pechody znazaiuji svislécary.
V pripack a je tak favorizovan fechod na hladinw =0 horniho
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(excitovaného) stavu, nebtakovyto fechod spojuje konfigurace
s vysokou pravépodobnosti. V fipact b je nyni favorizovan f@chod

na hladinuv =1 horniho stavu, protoi1§1.9|2 je maximalni v krajnich

polohach pohybu jader na vySSich vitmih hladinach. V fipack c
svislacara grechodu protina hornitivku potencialni energie v béd
kde jiz nejsou mozné zadné vazané stavy, takzelfpadobré dojde
k disociaci molekuly. echody do vazanych stawmnohou nastat

s mensSi pravipodobnosti, takze spektrum tvockolik slabychcéar a
kontinuum bezaroveé struktury.

Emisni spektra — luminiscence molekul

Molekula v excitovaném elektronovém staviza ztratit energii a
vratit se do do sveho zakladniho stafrznymi zpisoby. Mize
samozejme¢ emitovat foton na stejné frekvenci jakogdlraxcitatni
foton a vratit se tak jedinym procesengtzgo zakladniho stavidasto
vSak dive, nez se tak stanggpda molekulaast svoji energie
nez&ivym prechodem jinym molekulam, s nimiz mezi tim stihne
zainteragovat. Zévy prechod srrem doti pak nastane z nizsi
energetické hladiny excitovaného elektronovéhowstagmitované
zareni ma pak nizsi frekvenci nez byla frekvence disaaného
excitatniho fotonu. Doba, po niZ dojde kizé deexcitaci molekuly je
velmi kratka a pohybuije se typicky od®8 do 10 s. K emisi zéeni
na nizsi frekvenci tedy prakticky dochazi pouzelpbu trvani
excitace. Tento jev se nazyflaorescence
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Alexander Jablonski
(1898-1980)

Obr. 4.19

/ excitovany'
L / stav
¢ /

vibraéni prechod

/ zakladni stav

v

]

T

Y

MEZIJADERNA VZDALENOST
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Obr. 4.20 Znazadwuje pipad, kdy molekula v singletnim zakladnim
stavu absorbuje foton &gyde do vysSiho singletniho stavii P
interakci s okolnimi molekulami vSakize ot dojit k nezéivym
prechodim na nizSi vibrani hladiny. Pokud ma nahodou jedna z nich
energii Fiblizne stejnou, jako &ktera z hladin v tripletnim
excitovaném stavu, pak existuje jistd nenulova gifpedobnost, ze
molekula samovokaprejde do tripletniho stavu. DalSi srazky

v tripletnim stavu fivedou molekulu pod energii fseiku, takze je
nyni zachycena v tripletnim stavu, odkud nakonespgje na hladinu
v =0. Zaivy piechod z tripletniho do singletniho stavu je spéov
zakazany, takze kému dochazi jen s velmi malou praypddobnosti.
Takové pechody proto mohou nastat az zaédadlouhou dobu po
excitaci a vysledné #ani mize byt emitovano po dobu minut nebo |
hodin po excitaci. Tento jev se nazyeaforescence

Obr. 4.20
A

singletni excitovany

/ stay
77 /trlpletni

—> excitovany stav

vibraéni pfechod

ENERGIE

|

| ; PR
fechod
[/— zakazany p

I
I
|
I

) singletni
‘ V/zékladni stav

N

—

MEZIJADERNA VZDALENOST
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Klasicka teorie Ramanova rozptylu

Ackoliv klasicka teorie nedokaze vy&iit vSechny aspekty
Rayleighova a Ramanova rozptylu, nevystihuje kwamd
energetickych stavmolekul a jejich interakci a nedovede vty
nag. rozdil intenzit Stokesovy a anti-Stokesovy ohjakikaze
uspokojiv vys\tlit predevsim frekvetni zavislost &astene |
vybérova pravidla.

Jak v klasickém, tak i v kvant&mechanickémistupu jsou za
puvodce rozptyleného #&ni povazovany oscilujici elektrické a
magnetické multipélové momenty indukované v molekul
elektromagnetickym polem dopadajicictsinych vin. Bzn¢ je
nejdilezit¢jSim multipélovym zdrojem oscilujici elektricky dip
Oscilujici magneticky dipdl a elektricky kvadrugsbu dalSimi
nejdilezit¢jSimi zdroji viad, ale velikost jejich fispivku je typicky
o rekolik radi mensi ve srovnani s oscilujicim elektrickym dipdle
Proto se zde omezime pouze na oscilujici indukoesaktricky dipdl

jako zdroj rozptyleného #ani.

Indukované oscilujici elektrické dipoly jako zdrojezptyleného
zareni

Ackoliv klasicka teorie nedokaze vy&iit vSechny aspekty
Rayleighova a Ramanova rozptylu, nevystihuje kwamd
energetickych stavmolekul a jejich interakci a nedovede vty
nag. rozdil intenzit Stokesovy a anti-Stokesovy ohjakikaze
uspokojiv vys\tlit predevsim frekvetni zavislost &astene |
vybérova pravidla.

Jak v klasickém, tak i v kvant®mechanickémipstupu jsou za
puvodce rozptyleného #&ni povazovany oscilujici elektrické a
magnetické multipélové momenty indukované v molekul
elektromagnetickym polem dopadajicictginych vin. Bzn¢ je
nejdilezit¢jSim multipélovym zdrojem oscilujici elektricky dip
Oscilujici magneticky dipol a elektricky kvadrugsbu dalSimi
nejdilezit¢jSimi zdroji viadt, ale velikost jejich fispivku je typicky
o rekolik radi mensi ve srovnani s oscilujicim elektrickym dipdle
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Proto se zde omezime pouze na oscilujici indukoesaktricky dipdl
jako zdroj rozptyleného #ani.

Elektricky dipdl, sestavajici z dvojice bodovychoofi —q a +q
vzdalenych od seli®, je charakterizovan dipolovym momentem
definovanym jako

kdeR je vektor miici od g k +g. Jestlize takovy dipdl kmita

W _ v .
s frekvenciv :2— nebo vindtu v =—, potom emituje
T C

elektromagnetické #ani o stejné frekvenci.
M¢éjme elektricky dipdl v pdatku soustavy sdadné, ktery kmita ve
SIMEru osyz.

V tzv. vinové zOg, tj. pri spinéni podminkyr > A (kde je vzdalenost

bodu, ve kterém vySetjeme pole generované kmitajicim dipélem od

pocatku, al je vinova délka) bude pro intenzitu elektrické a
magnetické komponenty pole generovaného dipdletit pla

E(r,t) :M[Iﬁ (t —ijs}xs

A C
(4.614)
H(rt) :%{R [t—éjxs}
kde
s=L (4.615)

je jednotkovy vektor definujici s¢nSireni.
Poyntingiv vektor potom mzeme vyjadit jako

2 r 2
S:EXH:E(r,t):#CLr{ﬁ(t—ijs} 5. (4.616)
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Jestlize
R =(0,0,Z, cosut), (4.617)
potom
—a)zzocosw(t—% SS
_Ha| _ _r
E_4m wzzocosa)(t ~Jss (4.618)
r 2
WZ, cosa)[t—gj(SA + %f)
a
2 _ _ | M9 i r 2 E
E —EE—(HJ [wzzocosw(t—gﬂ (stf““ §§+( $+ %) )‘
_ Iuoq 2r r T 2 —
_(H _afzocosa) t—E | (§+ g+ §)( g+ §)‘
_(1aY] Al
_(4m _a)zzocosa) t—g _ (55““ i)
(4.619)

V polarnich sotadnicich(r,#,) mizeme jednotkovy vektor

s vyjadiit jako

s:(g,s/, g) =(cosp sin? ;sip sig ;caB). (4.620)
Potom
(sf + i) :(cosz¢+ sir?q)) sifd = sifd (4.621)

a
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e :Msinﬁ Co{w(t_ij} — Hy ﬂ)a)z sing Co%w(t—r_j}
4 ¢ an r ¥

(4.622)

kde p, = qZ, je amplituda dip6lového momentu.

S uzitim vztal pro vinovécislo a rychlost $eni elektromagnetického
zaeni

. (4.623)
c= ,
80/'10

potom dostavame

p0k2 sing . {u(t—— } E, co%w{t—%ﬂ, (4.624)

kde Eg je velikost amplitudy intenzity elektrického palscilujiciho
dipdlu

p,K° sind
4rE, r

E, = (4.625)

Analogicky pro vektoH:

g {wned oL sonohd ] 4

(4.626)
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(4.627)

= Hoco{w(t —Lﬂ ,
C
(4.628)

kdeHp je velikost amplitudy intenzity magnetickeého pokxilujiciho
dipolu

Pk’ csing

H.=
O 4mr v

(4.629)

Pro Poyntingv vektor udavajici hustotu toku energie potom
dostavame

S= E><H—”°]';)2°Cr cosz{wl ﬂ[sx(sﬁ+§);§( SR8 35]:

,Uopo r
= 6o co§{ cﬂ S|r?z9—

_ P sinzﬂ a)(t j
16mre,c® r?
(4.630)

a proc¢asovou sedni hodnotu velikosti Poyntingova vektoru€sini
hodnota energieipnesené za jednotkasu es jednotkovou plochu)

_ piwt st [ r j Rt sitd
S)= Sl t-—||)= ,
(S 16m°e,c® r? <co {w C 32re,c’ r?
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(4.631)
Budeme-li pouZzivat, jak je v Ramartospektroskopii obvyklé,
namisto frekvence vinocet v

v=—0" (4.632)

potom mizeme vztahy (4.615), (4.628 ), (4.631 ) pséaiaeu

3 w’?p, sing
& I
H, = v poﬁ, (4.633)

r
vt sint g
(8)= 26, r*

Casova gedni hodnota hustoty energieesdi v daném bagdve sngru
Sireni je

1 _, mv'plsins

<u>:§£0 ) 26, r?

(4.634)

Rozdleni hustoty energie ma osovou symetrii s¢otasou niici ve
sneru kmiti dipdlu. Ze vztahu ( 4.634 ) j¢gggmé, Ze hustota energie
je maximalni v ekvatorialni rovén (rovinaxy, 4 =z/2) a srérem k
polam klesa a dosahuje nulové hodnoty na poleth=(0).

Stredni vykon (z&vy tok) d®

eyt sin® 9
2

sind @, (4.635)
26, T 2€,

do =(S) dA=
protoze element prostorového uhlu

dQ=—" (4.636)
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Obr. 4.21

smér Sireni

i 2.

Obr. 1: Uhlové rozlieni amplitudyg, (¢erns) a z&ivosti | (Cerver)
kmitajiciho elektrického dipdlp. Zdroj [2]

Celkovy vykon vyzéeny dipodlem dostaneme z ( 4.635 ) integraci
podledQ =sind dJ d¢

~4 2 ~4 2207 4
=" pOIsinZﬂdQ: VR I I sif9 d9 ap=2TY' R

2¢&, 2£, 3,

$=09=0
(4.637)
Prozé&fivost(irradiance) potom dostavame
~4 2

| 24P T oo (4.638)

dQ 2&,

V realnem experimentu zpravidla detekujemiévgétok v kon&ném
prostorovém uhlu
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~4 2¢+A¢19+A1.9
TR j jsinzﬂdﬁd¢. (4.639)

2¢,
P-0g I-0I

AD

V rozptylovych experimentech zavadime viglu U¢inny priiez
rozptylu (scattering cross-section)jako pongr rozptyleného
swtelného vykonu (totalniho, tj. do celého prostotuvéhlu) a
ploSné hustoty z&vého toku dopadajiciho #ni

® (4.640)

(S)

Pro soubor rozptylujicich molekul zpravidla vztamg @&inny prirez
na jednu molekuluipadre i na jednotkovy interval vinga. Mimo to
jest zavadime diferencialnicinny prirez rozptylu vztahem

g

do _do 1
dQ do (s

(4.641)

Intenzital (stredni vykon vyz#eny oscilujicim dipélem indukovanym
v molekule elektrickym polem dopadajicihdesdi o frekvenciv,; do
jednotkového prostorového Uhlu ve&msvirajicim thel? s osou
dipdlu) je dana vztahem plynoucim z ( 4.638)

| =KV’ pSsin®S, (4.642)
kde jsme oznali

_Tfc
26,

K. (4.643)
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Tenzorovy popis Rayleighova a Ramanova rozptylu

Ukolem teorie rozptylu s\tla je ukazat, jaku, ap, souvisi
s vlastnostmi rozptylujici molekuly a s frekvergidopadajiciho
elektromagnetického #&ni.

Chandrasekhara Venkata Raman (1888 — 1970)
Frekvergné zavisly indukovany dipolovy moment molekuly martva
d=aE, (4.644)

kdeE je vektor elektrické intenzity dopadajici rovinné
monochromatické viny o frekveneg a a je tenzor polarizovatelnosti

molekuly. Vztah (4.644 ) je systémem 3 linearnimmic

dX aXX axy aXZ EX
d, |=|la, a, a,| E,| (4.645)
d a a )\ E

kde 9 koeficient a,, tvofi komponenty tenzoru polarizovatelnogti

V pripack nerezonagniho rozptylu je tenzor polarizovatelnosti
symetricky, tj.a ,, =a,,, potom ma pouze Sest nezavislych slozek.

Tenzor polarizovatelnosti molekuly siiteme graficky vyjatit jako
elipsoid majici v obecnéntipack tii raizné poloosy. &koli tvar
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elipsoidu polarizovatelnosti molekuly nezavisi mdlé¢ sodadného
systému, aktualni hodnoty jeho sloZzek na orierda@avisi.

Pokud osy saiadného systému koinciduji s hlavnimi osami elipsoid
polarizovatelnosti, nabyva tenzor polarizovatelngstnodussi
diagonalni tvar, tj. vS8echny nediagonalni slozkynigi a délky poloos
elipsoidu budou

1 1 1

Ja, Ja, Ja..

Ackoli jednotlivé slozky tenzoru polarizovatelnosti gi rotaci
souradného systemudni, nekteré jejich kombinace jsou invariantni.
V pripack symetrického tenzoru polarizovatelnosti existu takove
invarianty:st‘edni polarizovatelnost definovana vztahem

(4.646)

a:%(axxmwmzz) (4.647)

aanizotropiey definovana vztahem

y :l[(axx _ayy)z +(ayy_azl)2 +(O’ z X)<2 +6(a2";’|— a*ya’ )ZJ

2
(4.648)
Pro nesymetricky tenzor polarizovatelnosti exisjage treti
antisymetricky invariant , definovany vztahem

2+|axz_azf+‘a yZ_a Z‘Z) (4649)

y

a,, —a,

52:5(
4

Tyto invarianty ziskavaji na vyznamu ¥pad souboru ndhodn
orientovanych molekul, kdy je mohutnost rozptylemeleni dana
prostorovym stedovaninttveral slozek tenzoru polarizovatelnosti.
D4 se ukazat, Zerstni hodnotytveral slozek tenzoru
polarizovatelnosti mohou byt vyjéehy pomoci invariaiita ay
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crzzcrzzcrz-y2 (4.650)

45a° - 2)°

axxayy = axﬂ 22— a yg 27 45

Tenzor polarizovatelnosti bude obé&dnnkci jadernych saadnic a
tudiz bude zaviset i na frekvencich vibraci molgkul

_ 0a,, 1 0°a,,
ow (o)t 2 3G ]OQK ' ZZEGQ@Q]OQ& '

kil

(4.651)
kde (apa)o je hodnotaa,, v rovnovazne konfiguraci molekul,

Q,, ... jsou normalni sdadnice vibraci o frekvencicly,, &, ... a
Citd se pes vSechny normalni siadnice.

Index “0” u derivaci znamena, ze jsodipny v rovhovaznée
konfiguraci. Omezime se pouze na prvni deay rozvoje, tj.
zanedbameéleny zahrnujici vysSi nez prvni mocni@uharmonicka
aproximace). Souisid’'me se pro zZstek pouze na jednu normalni
vibracik Q. V tom giipad mizeme vztah ( 4.651 ) psat ve tvaru

(@), =(00), +(ah0), Qe (4.652)

kde slozky derivace tenzoru polarizovatelnostiiterivace
polarizovatelnosti podle normalnich sadnicQy

(), = 09 s, 4.653
L), —( 0 ]O. (4.653)

Vztah ( 4.652 ) plati pro vSechny slozky tenzorpr@o niizeme psat

o, = a,+0,Q,. (4.654)
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Uvazujeme-li jednoduchy harmonicky pohyb, potorizeme
zavislostQ, nacase vyjadt jako

Q, = Qo cog W t+3,), (4.655)

kde Qi je amplituda normalni vibracea@ je fazovy faktor.

Dosazenim ( 4.655 ) do ( 4.654 ) dostanéas®vou zavislost tenzoru
polarizovatelnosti vyplyvajici k-tého vibr&niho modu

@, =a, +a,Q coqwt+9,). (4.656)

Do rovnice ( 4.644 ) nyni dosadime frek¥ehzavislost dopadajiciho
poleE danou vztahem

E=E,coswt. (4.657)
Potom
d = a,E,coswt +a,E Q,, cogw,t+3J,) cosj. (4.658)

UZitim trigonometrické identity
COSA cosB:%[ cO6A+ B)+ cosk- B | (4.659)

muzeme vztah ( 4.658 ) vyjétve tvaru
d=d(w)+d(w-w)+d(w+a)=
=dg™"cost +d 5" "co$ (@, ~ @ )t = 5, | +dT™" colyw,+ w, )t +6, ] =
= gV, coswt + 0, ™E , co$(w, - ) )t -, |+ o™ E , cos(w,t w,)t+0, | =
aylei 1 [ '
= afY9E  coswt +§{aka0E 0 C0$ (@~ @ )t= 3, | + @, QoE,cog (@ + ) t+ 5k]} .
(4.660)
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Kosinové funkce definuji frekvence indukovanychddip vztahy pro
a"YeI" g ¢f2™" definuji klasické&enzory Rayleighova Ramanova
rozptylu Ze vztahu ( 4.660 ) jegjmé, Ze indukovany linearni dipdl
ma ¥i slozky o fiznych frekvencichd(a)l), ktera je picinou z&eni o
stejné frekvenci jako je dopadajiciigai a vys¥tluje pruzny
Rayleighiiv rozptyl; dale slozkul () -« ), kterd je picinou z&eni o
frekvencia — @, a vys¥tluje Stokedv Ramairiv rozptyl; a nakonec
slozkud (e +ay,), kterd je picinou z&eni o frekvenciy + ¢, a
vyswetluje anti-Stokesv Ramairiv rozptyl.

George Gabriel Stokes (1819 — 1903)

Povsimméme si, ze zatimco indukovany dipi{ ) ma stejnou fazi
jako dopadajici vina, indukované dipdyc + ) jsou fazoe

posunuty vi¢i dopadajicimu vla o Jy . Tato veléina definuje relativni
fazi normalni vibrac&), vzhledem k dopadajici wra pro fizné
molekuly mize byt fizn4. Tento jednoduchy klasickyigtup nam
poskytuje uzitény kvalitativni obrazek mechanismu Rayleighova a
Ramanova rozptylu. Rayleigt rozptyl vznika diky kmiim
elektrickeho dipolu o frekvenei, indukovaného v molekule
elektrickym polem dopadajicihoizi, jez samo kmita s frekvenci
w1. Ramaiiv rozptyl vznika diky elektrickym dipdm kmitajicim s
frekvencemin; £ wy , které vznikaji nasledkem modulace
elektrickeho dipolu kmitajiciho s frekvensi molekularnimi
vibracemi s frekvenab, . Nezbytnou vazbu mezi pohybem jader a
elektrickym polem zajidlji elektrony, jez sleduji pohyby jader a
zpasobuji harmonickou modulaci polarizovatelosti. Ferkce
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pozorované  Ramano¥ rozptylu jsou frekvence rézanezi
frekvenci zéeniw, a frekvenci molekularni vibraee, .

Je Zejme, ze nutnou podminkou pro existenci Rayleighrozatylu je
nenulovosta ",

Jelikoz vsechny molekuly jsou v mergivétsi mie polarizovatelné,
klasicky rovnovazny tenzar, bude vzdy mit &§akée nenulové slozky

a tudiza"®"*" bude vzdy nenulovy. V3echny molekuly tedy
vyvolavaji Rayleigliv rozptyl.

Analogickou podminkou pro existenci Ramanova rdepgpojeného
s molekulovou vibraci o frekvenei, je nenulovost™*™". To
znamena, ze alespgedna ze slozek derivace tenzoru
polarizovatelnostin, musi byt nenulova. Podle vztahu ( 4.653) je

(a'pa) derivacipo slozky tenzoru polarizovatelnosti podle normalni
k

souradniceQy v rovhovazné konfiguraci jader. Podminkou pro
existenci Ramanova rozptylu tedy je, aby alégpm jednu ze slozek
tenzoru polarizovatelnostida jeji zavislost na normalni siadnici

v rovnovazné konfiguraci nenulovy gradient, tedy

, da,,

(), = #0. (4.661)
: an 0

Takovato vibrace je pak aktivni v Raman®pektru. Vztah ( 4.661 )

odrazi citlivost polarizovatelnosti molekuly na&my konfigurace

jader @i normalni vibraciQy .

Kvantova teorie Ramanova rozptylu

Kvantovy popis Ramanova rozptylu [1] vychazeseni
Schradingerovy rovnice pro pole o dvou frekvencich.
PravdpodobnosP prechodu molekuly ze stavu 1 do stavu 2
mechanismem Ramanova rozptylu je vadu poruchové teorie pro
optické frekvence nulova. Ve druh&adu poruchove teorie
dostavame pro pra¥dodobnost tohotoipchodu spojeného s emisi
fotonu o polarizace”™ do prostorového GhldQ vztah
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?:EE :1r?g4 [QR (alz)ij qp} E?(\b VL, (4.662)
kde
W, 6i W, LIJs[SleJl Lsz)i ¥ LPS[A)inl
) (e el i
(4.663)

je tenzor Ramanova rozptylu préephod ze stavu 1 do stavued,
resp.€” je jednotkovy vektor ve séru rozptyleného resp.

dopadajiciho z&ni, F; popisuje tvar Ramanowary aD je operator
dip6lového momentu skladajici se z elektron®iéa jadernélf)n casti

N
D=D°+D"=-e) r'+» ZR", (4.664)
I p=1

kder' jsou sotiadnice elektroin, R” souradnice jader &, je atomové
¢islo p-tého jadra.
Adiabaticka aproximace dava

W,(1R)=0,( R)KR) (4.665)

kde q)m(l',R) jsou elektronové . (R) jaderné vinové funkce.
Symbolym au oznauji elektronovy a vibréni stav. Dale se omezime
pouze na fechody mezitznymi vibra&nimi stavy v zakladnim
elektronovém stavg, neba’ s jinymi g'echody se v molekularni
Ramano¥ spektroskopii prakticky nesetkavame.

Ozname tedy poateni stavli=g{v} a koneny stav2=g{v,}. Za
tohoto edpokladu budéadacleni v sumaci ( 4.662 ) nulova Bu

z divodu ortogonality vinovych funkci, nebo antisym&tosti v
nékteré soiadnici. Ze sumace tak vypadnou stasy g{ L} , ve

kterych se kombinuje zakladni elektronovy stavbevblnym
vibraénim stavemu. Potom nizeme psat Raméw tenzor ve tvaru
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-ppaltzeysiea

e 14
LIJ“><LP

A (4.666 )
Y D
+< of v}
—_ ES —_

f)ituw>

kde suma probih&aes vSechny excitované elektronové stavyesp
vSechny vibrani stavy.
Jelikoz z divodu ortogonality elektronovych vinovych funkci hla

(@ (R (R @£ Rx;( )=
=(®,[.), {x; (RIR]x;(R), =0,

vypadnou z vyrazu ( 4.666 ) vSechiigny obsahujici jadernatast
operatoru dipélového momentu. K Rama&ioezptylu tak nize
dochazet pouzeipinterakci zdeni s elektronovym obalem molekuly.
Vazba na vibréni prechody je umozina gedevsim tim, ze elektrony
sleduji vibrace jader.

Vazbu mezi elektronovym a jadernym pohybem vigjigel zavislost
elektronové vinove funkce na dadnicich jader.

Ve vinové funkci tak zbudotieny

(4.667)

(@, (R (R] 0. R(R)=(rz( D) ), =

(4.668)
kde
(D) :<¢g ) ¢e>r (4.669)

je maticovy element dipélového momentu elektronovgiechodu
g e
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Pro malé vychylky jader z rovnovaznych poloh |zeigiést
elektronové vinové funkce na dadnicich jader aproximovat prvnimi
dvémacleny Taylorova rozvoje funkc®(r, R) v okoli hodnot
vibratnich sotadnic odpovidajicich rovnovazné konfigurace jaBer
= RO

O (r)=d, (r)+[R -R,)grad, @, )‘ (4.670)

R=R,

Prvniclen rozvoje pedstavuje tzv. Condonovu aproximaci
elektronové vinove funkce a drubien, odpo¥dny za synchronizaci
pohyhi jader a elektroin, tzv. Herzberg-Tellerovu aproximaci.

Gerhard irlch Friedrich Edward eIIer (10 —2003)
Otto Julius Herzberg (1904 — 1999)

Potom se vyraz pro tenzor Ramanova rozptylu rozpadti ¢leny
(termy)

(alF;)ij :(Ag)ij +(BlR2)|j +(C1F;)j ! (4.671)

kde prvni¢len A zahrnuje pouze Condonovu aproximaci:

(Afi)ij :Z(De)i (De), Z{C&C‘i + C“ezc“el}, (4.672)

e 0 AE; AE,

kde
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D

(D.), =(@.(r.R,)|Bf|®(r.R)) (4.673)

je maticovy element dipélového momentu elektronavgiechodu
e« g,

Ch=(x(R)

Xy(R) (4.674)
je Condoriv piekryvovy integral vibranich funkci a

AEl(Jel = Eg\i - Eeu+ h/O '

. (4.675)
AEuZ = Egv2 - Eeu_ h/O !
jsou rezonaéni ¢leny
Eeu - E — h/ = A - O ’
o = Wo= 0 (4.676)

EgVZ_Eeu_’ WODAEQ - 0.

Druhy ¢len B predstavuje Herzberg-Tellerovu opravu k elektronové
funkci excitovanych elektronovych stav

R (thz)pcuel CUGZ(G“i)p
(Blz)J:ZZp:((Ve)p)(DG)J%:{ s R ]
ca), o |, Ga( G,

+ZZ(De)((Ve)p)JZ[( pE, | AE; ]

e P {4
(4.677)
kde
((V),) {% D cDg(r,R)> (4.678)
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(65), =(x:(R|(R-R,), | xi(R) (4679)

je maticovy element operatoru vychylky sadnic jader mezi stawgu
agv, pricemz (R - Ro)p je vychylkap-tého jadra z rovnovazné

polohy.

Treti¢len C je Herzberg-Tellerovou opravou k elektronove funkci
zakladniho elektronového stavu

N (G%),C ch(ss), |,
(C12)J_ZZ((U)9)(D‘*)‘Z}[ AE, AE; ]

e p { 2
(G2) ci ci(Gs),
TTe ) 3] i+ e |
(4.680)
kde
u) ) =(o,(rR f);*M . (4.681)
((V),), ={ @ (r.R)[ B2, _

Hodnota této opravy je zpravidla zanedbatelna topgemtoclen
nebudeme v dalSi diskusi uvazovat.

Vztahy (4.671 ) pedstavuji vychozi vztahy pro vypet intenzity
Ramanova rozptylu na danem viémén prechodu. O tom, kter@eny
budou dominantni, rozhoduje krérdruhu gechodu a symetrii
zWastrenych vibraci i velikost frekvence budicihaediv, s

ohledem na vzdalenosti energetickych hladin moiekul
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Nerezonarni piiblizeni

Je-li frekvence budiciho #ni dostatén¢ vzdalena od frekvenci
odpovidajicich elektronové absorpci dané moleKaby uzit tzv.
nerezonadni priblizeni.

V tomto @iblizeni zanedbavame rozdily v energiich jednotivy
elektrono vibracnich staw E, a gifazujeme jim jednu hodnoti,
odpovidajici poloze maxima absongho pasu elektronového
prechodu.

AEuel = Egvl - Eeu+ h/0 = TEe"‘ h}'o’

] _ (4.682)
AEuZ = Egv2 - Eeu_ IﬁVO: Ee_ I1],0'
Potom bude
CoCh , GG |-
(Ag)uzz l {Eih/l + —2h/1}_
e {u} 0
= (D.),(D.), 7= = Y ciCi
: '(E) ‘(“/o)2 m
(4.683)

Protoze ale vibiai vinové funkce daného elektronového stavititvo
uplny ortogonalni systém, bude platit

Zszcfl-Z} xe (Rxs(R)(xs( A
=(xs (R xe (R) =9,

Xi( )=

(4.684)
V nerezonatnim @iblizeni je tedylen (A{;)ij pro Ramafv rozptyl
nulovy (nenulovy je pouze pro elasticky Raylgighozptyl).
V ptipact Hezberg-Tellerovalenu (Bf;)ij dostavame
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;(G&)pca=;<x;2(R)\(R—Ro)p X(R)(x:( B

=(x2 (R)|(R=Ro) | x(R),

;sz(e.i)p = > (xR R)x B[R-R),

{4
=(x (R)|(R=Ro) | x(R),

xi( =

X B)=

a tedy v nerezon&ni aproximaci bude

(Blg)ij - ZZ(E )ZZ_E(eh/ )2 [((Ve)p)i ( De)j +( De)i ((Ve)p)j }[
e (R|(R-Ro),|x2(R)

(4.686)
Prejdeme nyni od okamzitych vychyl&R k normalnim sotadnicim

Qx

0

ARP :Z L*Q, p=1,2,..., N(&islovani jade)
. (4.687)

i =X,y, z(¢islovani sotadnic) .

Unimodularni maticé udava transformaci séadnic jadernych
vychylek na normalni vibtai sodadnice plus 6 sdadnic
udavajicich polohu a orientaci molekuly jako cedkje tedy
ctvercova.

Celkovy vibr&ni stav je souhrnem kvantovy¢rsel jednotlivych
normalnich mod a celkova vibréni vinova funkce satinem
vibraénich funkci normalnich mdxl tedy

3N-6

X =[] (Q), (4.688)



627

kde &7 jsou vinové funkce-tého normélniho modu, tj. linearniho

harmonického oscilatoru pramnéQ, o frekvencif, v kvantovém
stavuu, .
Potom

:z<|-|sg(qa)|q||‘|s;(oa)>m

DAY Rl IL e)i((ve)p)j
=Z< |Qk|<’ A)[]{e(@
DXD¥ ( O)Z[((ve)p)i(ogj+(De)i((ve)p)j}

(4.689)
Tento vyraz fipousti pouze fundamentalnigehody, tj. pechody,

kdy ‘vg —vf‘ =la

v =\V2 DOaz k (4.690)

Z vyrazu ( 4.689 ) jeiejmé, Ze v nerezonamim giblizeni je

B = Bx (4.691)
a
(B3), =(B5), . (4.692)

JI

tj. symetricky tenzor. Frekvencégzhodu se rozpadne n&asti:



E, - 1 1
f =2 El:fk Vl'<+5+1}—fk[vf+E = f, Stokes (E>E)

f= E-E_ f, Vlk+1}- f{viw—l—l f, antiStokes (E < E)

(4.693)
Rezonarni priblizeni

Pti priblizovani frekvence/, budiciho z#eni k frekvenci g —E)/h

elektronového fechodug «» h dojde ve vztazich pro Ramantenzor
(4.670) ke snizeni jmenovalaickterychélenia (tzv. rezonaéni
¢leny) termit A aB tykajicich se rezon&niho stavih. U sledované
cary nastane prudké zvyseni intenzity rozptylu, pbjeutast dané
vibrace v elektronoyvibracnich grechodecly «» h povolena v
Condono¥ aproximaci A term) nebo je silna zavislost elektronové
¢asti vinové funkce molekuly ve statnna daném vibrmim pohybu
(B term).

V ostatnich pipadech se intenzitary Zetelré nezvySuje &ara
zanika v pozadi jinych rezonam zesilenych linii. Celkayse tedy
pii priblizovani frekvence budiciho t&ni k absorgni hrarg intenzita
Ramanova rozptylu zvySuje a&ni se i tvar spektra.

V rezonaknim piblizeni ( 4.683 ) nabyva tvar

(A3), =(Dy),(Dy), ; = f‘éhc”i " (4.694)
kde
Ch =(x(R)|x;(R) (4.695)

je Condoriv piekryvovy integral vibranich funkci stat u (v
rezonaginim excitovaném elektronovém stavuav (v zakladnim
elektronovém stavg) a

Dl (1R)) (4.696)

(D), :<¢h(r’Ro)
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je maticovy element dipélového momentu elektronovgiechodu
g« h,a(4.689) nabyva tvar

G;) Cu
), ) 00,3 ELE .

p {u

Y (w),) Y]

p {u}

(4.697)
kde
(%),) {%R:’R)\ﬁ? ¢g(r,R)>R:R (4.698)
(G2), =<X§(R)\(R-Ro)p\)(;( ®> (4.699)

je maticovy element operatoru vychylky jader meéavg hu agv.
Dvacleny A (4.694 ) aB (4.697 ) odpovidaji ddma mechanisdm
rezonafiniho zesileni (na rozdil od nerezo#milmo @iblizeni jeclen
A nenulovy pokud jsou nenulovégkryvové integraly

<)(;‘ (R)‘)(;( R)> mezi vibra&nimi funkcemi zakladnihg a
rezonakiniho excitovaného elektronového stdayuTo nastava v
piipadt plné symetrickych vibraénich modi, pokud i prechodu ze
zakladniho do excitovaného elektronového stavuedkjdosunu
minima (tj. ke zminé rovnovazné konfigurace molekuly). V ajp&m
pripact (nulovy posun minima) bude vzdy jedeniziteli soinu
C".C/, a tudiz i celglen A nulovy.

V pripact Condonova mechanismu rezotaino zesilenigen A)
nejsou kladeny zadné restrikce nagémmvibratniho kvantovéhdaisla,
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v rezonatinich Ramanovych spektrech mohou byt (a jsou)
pozorovany posloupnosti vysSich harmonickych \ibieh gechodi,
kdy relativni intenzity pasv posloupnosti jsou dany pouze velikosti

prisludnych pekryvovych integrél < X (R)‘ Xy ( R)>

Symetrie a molekulové vibrace

Charakter vibranich modi molekuly je vysledkem ditych symetrii
Vv jejim prostorovém usgadani. Pro teoretickeé uchopetttito
vlastnosti byl v minulosti vypracovan rozsahly nmasticky aparat
zaloZeny na teorii grup.

Operace symetrie a jejich vlastnosti

Operace symetrie (viz tabulka 4.5¢padji molekulu do symetricky
ekvivalentni polohy.

Tab. 4.5: Prvky, operatory a operace symetrii.

Prvky Operatory
symetrie symetrie
Operator
identity

Operace symetrie

Identita Identita

o, ) rotace o Ghef™
Rotani osa Operéator rotac n

kolemC,

Roviny Operator zrcadleni v rovid g,
zrcadleni Oh, Oy

Operator
inverze
Operator komposiceck ao
reflexni osa nevlastni rotace v roving kolmé kC,

inverze wci stredui

Uved'me si dale &které dilezité vlastnosti operaci symetrie
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Rotace C'=CC..C=E (4.670)
%K_J

cl=Cc (4.701)

DlﬂDZ: cV'=cC (4.702)

Z existencer-cetné rotani osy vyplyva i existence/|-cetné rotani
osy.

Reflexe P(xy, 20T H x-y} (4.702)
o’ =E (4.704)
ol=0 (4.705)

oy, — vertikalni roviny symetrie (obsahuji hlavni osu)

o, — horizontalni roviny symetrie (kolmé na hlavnups

Oy — vertikalni roviny symetrie (obsahuji hlavni ostj. osu s nejvyssi
cetnosti — a diagonalni dv@tnou osu)

Komposice operaci symetrie

Inverze P(xy,200 A-x y- 2 (4,706)
i2=E (4.707)
i1 = (4.708)
Nevlastni rotace S, =Co,=0,C, (4,709)
C‘o. 0Ok liché
K — k _J%~nYn
=(Co.) = 4.710
S =(Gen) { C* DOk sudé ( )

Skladani operaci symetrie znamena jejich postupmérkni,

piicemz obec# zalezi na piadi. Pro kazdou molekuluttheme najit
uplnou mnozinu navzajendznych operaci symetrie, v niz libovolny
sowin dvou operaci symetrie je &mejakou operaci z této mnoziny.
Operace symetrie kazdé molekulyitvizv. bodovou grupu symetrie
(bodovou proto, ze alespgeden bod &stava pi aplikaci libovolné
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operace symetrie beze &ny - vSechny prvky symetrie dané
molekuly se v tomto badprotinaiji).

Grupové postulaty

MnozinaO prvki A, B, ..., F, ..tvofi grupu, je-li pro tuto mnozinu
definovana grupova operacgektera kazdé uspadané dvojici prvi
grupy [ jednoznén¢ pritazuje prvekA 1B = F tak, ze jsou spkny
nasledujici 4 postulaty:

1) uzawenost wici grupoveé operaci
AOB=F FOO
2) asociativni zakon
(AOB)OC=A0BOC)=A0BOC AB ClOO
3) existence jednotkového prvku
DAOOOEODO AUOE=EOA=A
4) existence inverzniho prvku
DAOOOA'OD: AOA'=A'OA=E

izomorfismus a homomorfismus grup

M¢éjme grupyd ={A,B, ... ,F, ...} add ={A", B, ... \|F, ... }.
Lze-li mezi prvky obou grup stanovit vzajeinjednoznéané girazeni
A A, B-B, .. ,FeF, .. takové, ze ze vztaAB = F vyplyva
AB=F - AB' =F', kdeA, BaA', B’ jsou libovolné dvojice
grupovych prvki, pak grupyd ad” jsouizomorfni.

Neni-li vzajemna jednoziaost irazeni prvk grupd all
zachovana, jde o homomorfriimzeniRikame, ze grupd je
homomorfnis grupoul’, kdyz kazdému prvk [ 00 odpovida prag
jeden prvekA” [0 00" a kazdému prvku B odpovida alesppjeden
prvek z[]

Tr¥idy konjugovanych prvki

Rikame, Ze prveld je konjugovan s prvkerB grupy, Ize-li najit
prvek Stéze grupy takovy, ze plati
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A=S'0OBOS (4.711)

Je-liA konjugovan B, je i B konjugovan s\

Je-li kron® prvku A konjugovan 8 i prvekC téze grupy, potom i
prvky A aC jsou navzajem konjugovany.

MnoZzina vzajemé konjugovanych prvik se nazyvértda
(konjugovanych) prvi.

Nap. z tabulky 4.6 jeizjmé, Ze grup&;, se rozpada natiridy (K,
K, K3) konjugovanych prvi.

Tab. 4.6: Multiplika éni tabulka grupy Cs,

Obecrt plati:

(a) kazdaifida je jednozné&né urcena svym libovolnym prvkem,

(b) grupa je sjednocenirfid konjugovanych prvk pricemz tyto fidy
jsou neprazdné a navzajem disjunktni,

(c) tfidy obsahuji obeenrizny paet prvki, piicemz pa@et prvki
tiidy je cElitelemtadu grupy.

Maticové reprezentace grup

JestlizeJR O O pritadime maticD(R) tak, ze zobrazemi - T =
{D(R)} je homomorfni, pak grupa maficje reprezentaci grupy.
Grupova operace V je reprezentovana operaci nasobeni matic.
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Baze reprezentace

napiklad v trojdimenzionalni bazi reprezentace (x,, %,, ;) bude
reprezentac€” bodové grup\C,, tvorenadtverici matic

100
E-D(E)=|0 1 0
0 01
-1 0 0
Cz—»D(CZ):[O -1 0
0 0 1
1 0 O
o(xz)=o0, - D(og,)=|0 -1 0
0 0 1
-1 0 O
olyz)Jso, - D(o))=| 0 1 O
(y2)=0, - D(a) 00 (4.712)

jako jinou trojdimenzionalni baziieme pouZzit vnihi sodadnice

(r1, > @) v této bazi bude reprezentdcebodové grupyC,, tvorena
dvéma maticemi

100 01 0
010 1 0 0, (4.713)
001 001

neba’



635

AP
{
GRS
S o
— O O
o 1 O
i
GRS
//|__|\
EFCIRS
© o
o « O
— O O
Ll

O 4 O
1 O O
N—
IUV
7~ N\
r2rla
N—,
1
7~ N\
NS
N—
N
o O
1 O O
o 1 O
N—
'~
@)

dnotkovych

a mnozinou je
vektori 3N jednotkovych vektar (e;, &, &) (matice ]Nx3N).

7

ktroskopii hrajetdeZitou roli reprezentade™ (kdeN

Ve

W

ani spe
pro molekulu vody (bodova grufiz,) bude maticova reprezentace

je patet atont v molekule) generovan
N tvorena maticemi

Ve vibr

0
0

0
0

0 0-1 0 0 O

0
0

0 0 0-10 O

0
0

0
0

0
0

-1 0 0 O

0-10 O

0O 0 0 0-1 0 [0
0O 0 O O0-

0

0
0

0
0
0

1100

0

0

00

3 D™ (C,) =

100 0O0OOO
01 0O0O0O0O0P O
001 0O0O0O0OPO
0O 0O0O1O0O0O0DO

0O 0OO0O0O0O1O0O0DO0

0O 0OO0OO0OO1O00

0O 0OO0O0O0OOOT10O0

0 0O0O0OOO0OTG 01

O 0O0O0O0OOOTODO

D3N (E)

(
(
(
(

O 0 01 0 00 O

O 0 00-100 O

O 0 00 0 10 O

1 0 00 0 0O O

0-10 0 0 0 O O O
0 0100 OO0 OOQ
0 0 00 0 01 O0AQ
0 0 00 0 0O0-100
0 0 00 0 00 0 1

3 D (a,) =

-1 00 0 00 O O

0 10 0 00 O O
0 01 0 00 O O
0O 00-100 0O

0O 00 0 01 0 O

0O 00 0 00-10

0O 00 0 00 O 1

0O 00 0 00 O O

)=f{0 00 0 1 0 0 O

!
\

()

D3N (

(4.715)

Lze se snadnorps\wdcit, Ze uvedenétyii matice tvdi reprezentaci

grupy Cy, .
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Maticové operatory symetrii

V trojdimenzionalni bazi reprezentage= (x, x,, ;) plati:

1 00 -1 0 O 1 0 O
D(E)=|0 1 0| D(i)=| 0 -1 0| Dfg,)=| 0 1 0

0 01 0O 0 - 0 0-

1 0 0 -1 00 cog  sio

[0 -1 0/ D(g,)=| 0 1 0 D(C,)=|-sim cos

0O 0 1 0O 01 0 0

cosy  simx
D(S,)=|-sine@ coxr O], a=2—ﬂ, C..S| z

0 o0 -1 "

(4.716)

jsou ortogonalni maticeA™ = AT).
Podobnostni transformace

Neclt’ X, Y jsouctvercové matice téhaadu. Existuje-li regularni
maticeS takova, Ze plati

Y =S7XS, (4.717)
iikAme, Ze maticX aY jsou podobné, arpdchozi vztah nazyvame
podobnostni transformaciJestlize na vSechny matice v maticové

rovnici aplikujeme tutéz podobnostni transformadstava v platnosti
| pro transformované matice. Je-li riégad

AB=C, A'=STAS, B =S’'BS (4.718)
potom

AB'=S"ASS'BS= S' ABS= S CS ( (4.719)
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Nékdy je mozno k dané&vercové maticA nalézt takovou
podobnostni transformaci, ktera tuto matie@\yede na
kvazidiagonalni tvar:

STAS=D

D, 0 - O

O D, .- O (4.720)
D=| . S .

0 0 - D
kdeD4, ... ,D,jsouctvercové submatice obetnizné dimenze.

Podobné matice maji stejné stopy

TrB=Tr(S*AS)=Tr(S'A/S=Tr § S' A=Tr( SS A=Tr .

(4.721)
Je-li maticeD direktnim sodinem maticDy, ... ,D,
D= D D (4.722)
pak zejme
TrD:Zn:(Tr D,). (4.723)

Charakter reprezentace

Stopu operatoru symetrie ve vybrané bazi nazyvémeakterem
reprezentace
V trojdimenzionalni bazk = (x, x,, %) budou charaktery

TrD(E)=3 (dimenze reprezentace) (4.724)
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TrD(C,)=2coxr + ! (4.725)
TrD(S,)=2coxr - : (4.726)
TrD(o)=1 (4.727)
TrD(i)=-3 (4.728)

Obecwji, vyjdeme-li z réjaké reprezentace grupyjpdeme sestrojit

s pomoci podobnostni transformace nekaennoho ekvivalentnich
reprezentaci téZze dimenze. \¢é@lou, ktera je invariantnitgi
podobnostni transformaci je stopa maticke charakter.

Uvazujme reprezentaﬁ{D(R)} dimenzed, potom stopa matice
D(R) se nazyva charakterem prvRw reprezentadi a zni sey (R)

TrD(R)=> D, (R=x(R. (4.729)
Mnozinacisel
x={x(R), ROO} (4.730)

je charakterem reprezentdce

ProtozZe jednotkovy prvek bodové grupy symetrieZigw
reprezentovan jednotkovou matici, je charakter pizkzdy roven
dimenzi reprezentace. Ukazeme, ze charakteryipyukpy, jez pat
do stejnéifidy konjugovanych prvk jsou si rovny. Nedhprvky A, B
téze tidy grupyl spolu souviseji vztahem

A= S'BS, (4.731)

kde Sje ngjaky prvek grupyl. Jsou-liD(A), D(B), D(S) odpovidajici
matice libovolné reprezentace grugymusi spiovat podminku

=[D(s)]"D(BD( 3. (4.732)
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S pouzitim vlastnosti stopyr(AB) =Tr(BA ) dostavame

TrD(A) =TrD(B). (4.733)

Reducibilni a ireducibilni reprezentace

Mé&jme reprezentadi :{D(R)} grupy O={ R} . Predpokladejme, ze
plati vztah

D(A)D(B)=D(C). (4.734)

Nech’ X je libovolna regularnétvercova matice téhaadu jako
D(R).
S pomoci podobnostni transformace zkonstruujemeenat

D(A)=X"D(A)X,
D(B)=X"D(B)X. (4:735)

Snadno o¥time, Ze pro tyto matice plati stejna multipikatabulka
jako pro matice fwodni

D(A)D(B)=X"D(AXX D(BX =X"D(ABX =X D (X D ( Q.
(4.736)

To ale znamena, Ze mnozina maﬁie:{f)(R)} je rovréZ reprezentaci

pavodni grupyRikame, Ze reprezenta€eal jsouekvivalentni

Naopak d¥ libovolné reprezentace téze grupy jsou neekvivalen

neexistuje-li Zadna podobnostni transformace, Kigrgevadila

jednu reprezentaci v druhou.

Lze ukazat, Ze je mozno najit takovou maXicktera by pevadila

libovolnou matici reprezentade nag. matici D(A), na

kvazidiagonalni tvar



D,(A) O 0
D(A) = ? DZ:(A) ? . (4.737)
0 0 D, (A)

Ma-li matice D(A) takovou strukturu, potom z pravidel o nasobeni
matic plyne:

1. VSechny matice reprezentace lze stejnou podahinoansformaci
(pomoci stejné matick) prevést na kvazidiagonalni tvar. Takto
ziskané matice maji stejnou blokovou strukturu.

2. Pro submatice ve stejnolehlych blocich platipia@tidla pro
nasobeni jako progwodni maticeD(A),D(B),D(C), ..., tj. je-I
splréna rovnice ( 4.734 ), budou sphy i rovnice

D,(A)D,(B)=b,(C)
D,(A)D,(B)=D,(C)
D,(A)D,(B)=D,(C) (4.738)

To vSak neznamena nic jiného, nez Zze mnoziny submat
{D,(R)} {D,(R} {D:(R}.... {D,( B} rovrez tvaii reprezentace
grupy . Timto zgisobem jsou matice vysSSi¢hdi redukovanyna

matice nizSichkadi. V pfipadt, Ze takova podobnostni transformace
existuje fikame, Ze reprezentaEge reducibilni (redukovatelna), v

opaném gipac se nazyvareducibilni (neredukovatelna).

Dilezité \ty pro ireducibilni reprezentace

1) Pctet neekvivalentnich ireducibilnich reprezentacpgrse
rovna paétu tiid konjugovanych pruk grupy.
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2) Souet ¢tveral dimenzi vSech neekvivalentnich ireducibilnich
reprezentadi ¢ grupy se rovnéadu grupy

Zd§ =g (4.739)

3) Soutet ctveral absolutnich hodnot charakiierSech prvk grupy
v libovolné ireducibilni reprezentatf’ se rovn&adu grupy

X”(R)‘ =g (4740)

R

4) Charaktery dvou neekvivalentnich ireducibilnichregentacl™
al” sphiuji vztah ortogonality pro charaktery

D> X (RIx*(R=0 (4.741)

5) Jestlize charaktery”(R) prvka R O O reprezentacE” sphuji
rovnici ( 4.740 ), potoni ¢ je ireducibilni reprezentaci. Proto se
tato rovnice oznauje jako kritérium ireducibility. V fipad
reducibilni reprezentace vzdy plati

I (R[> (4.742)
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Analyza reducibilni reprezentace

Nech
D'(R) O 0

D(R)=| DZ:(R) Y (4.743)
6 6 . D”.(R)

Matice{ D (R)} RO O tvori opst reprezentad @ grupy .
Predpokladejme, ZE“ jsou ireducibilni. Potom

X(R):TrD(R):Z[TrD“(Fﬂzz)(“( R. (4.744)

a

Ekvivalentni reprezentace maji stejné charaktery:

x(R)=> ax’(R, (4.745)

kde koeficienta, udava, kolikrat j& “ obsazena v reducibilni
reprezentad .

Tyto veliciny vyjadiime pomociy(R) a x? (R):

(4.746)

4, =g DR (R = D x(Kx (K (4747)
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kde n(K;) udava poet prvia tiidy K; (vyuzivame faktu, Ze
charaktery prvi grupy, jez pdi do stejnéridy konjugovanych
prvki, jsou si rovny).

Tab. 4.7: Ozna&eni ireducibilnich reprezentaci bodovych grup symete.

Symbol reprezentace Dimenze reprezentace 4E)
1

2

3
symetricka Vudi rotaci o
Uhel 27n

antisymetrickz’ik()'em hlavni
osy

N symetricka _
Horni index : — Vuci o
antisymetricka

B symetricka _
1. dolni index : —Vidi g
antisymetricka

N symetricka N
2. dolIni indeX : — Vici i
antisymetricka

Charakter reprezentacel "

Abychom mohli uéit a,, musime nejprve it y(R) respektive(K;)

V R respektiveK;.

Plati: jestlize gjaky atom v molekule a jemuigluSejici vektory baze
reprezentace émi pii aplikaci operace symetrie svoji polohu v
prostoru, pakdmto vektofim odpovidaji vD*" (R) nulové diagonalni
maticové elementy.

Jinymi slovy: pouze vektory umété na atomech, kteréstaly i
pusobeni operace symetiebeze zmny, mohou mit nenulovy

prispivek k charakteru dané operace symetrie v reptazd °".
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Postup pi vypostu charaktelk reprezentacé * je nasledujici:

1. UKt pocet atoni invariantnich wc¢i dané operaci symetrie (sta
udélat pro jednotlivéitidy konjugovanych prvl). Prakticky: lezi-li
atom na prvku symetrie (rodnrotani ose, ...), potom jeti této
operaci invariantni.

2. Spéitat prispsvek od jednoho invariantniho atomd (R) pro
kazdou operaci symetrigiigu).

Tab. 4.8: Tabulka charakteni reprezentacel™".

2.3.10 Molekula HO

Tab. 4.9: Bodova grupaC,, , 3 atomy, 3 vibrani stupné volnosti.
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Redukce:

';DQJ
1

AL,
o
I
=
+
=
+

),
1
w

'?QJ

N N N N L

& F

Tedy

" =3A0A02B0 3B,

Protoze

rN=rresgreory,

mame

M =r*"-(A0OAD0O2B02B)=2A0 B.

Aktivita: AL(IC, Rama@ , Bz( ¢, Ramar).

(4.748)

(4.749)

(4.750)

(4.751)
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Molekula CCl,

Tab. 4.10: Bodova grupalq , 5 atomi, 9 vibraénich stupni volnosti.

8C;
A 1] 1| 1] 1 X +y +7
A, 1| 1| 1| 1
E 1| 2] 0] O] €=y,2Z2-X—-YV)
1] 1) 1 Ro Ry R)
-1 -1 K! Y, Z),(Xy, XZ, yZ)

OO |IN]|O| O

Redukce:
a, =—-[15- 3+ 18- §=1
A4t ’
1.
a, =—|[15-3-18+ §= 0
1
=—[30-6 =1, 4.752
3 =-,[30- 6 ( )
- Li45+3-18 §=1
2 24
- Lia5+3-18 §=3
2 24
Tedy
*N=ADOEOFRO3F,. (4.753)
Protoze

r3N — I—trans D r rot D rvib’ (4754)
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mame

" =r*-(F0OF,)=A0EO2F, (4.755)
Aktivita: A (Ramar , E( Ramah ,Fz( q, Ramar).

Typy vibra*nich pFechodi

V zakladnim stavu budou vSechna vilimiakvantov&isla rovna nule.
Prechody mezi zakladni vibtai hladinou a jednou excitovanou
hladinou

m m (4.756)

se nazyvajfundamentalni odpovidajici pas v Ramanbuebo
infracerveném spektru se nazylwendamentalni pas Kdyby
harmonicka aproximace platila strikirbyly by povoleny pouze
fundamentalni fechody. Diky anharmonigitvibraci realné molekuly
jsou vSak povoleny i dalSi typy vilimgich grechodi — vySSi
harmonické

Vi, Vi, 53
nN=4cs,0o,
(0101 101 . 1Q - (0101 L 1))
(4.757)
akombinacni
Vm Vn Vm Vn
(4.758)

Symetrie vinovych funkci fundamentalnich stav

Vibra¢ni vinova funkce pro systéniN3- 6 normalnich saadnicQ,
ma v harmonické aproximaci tvar
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)({V—Nexy{ ?if/]“ JH (A"Q). (4.759)

V zakladnim stavu jg = 0 pro vSechng a tedy
3N 6
Xig = Nex Z/F/Z ] (4.760)

kdeN je normalizé&ni konstanta. Pro vinovou funkicitého
fundamentalniho stavu plati

Xoo g ~ XgHi (A Q) ~ x4 Q.. (4.761)

Z tohoto vztahu plyne, Ze vilnai vinova funkcek-tého
fundamentalniho stavukatd normalni sotadniceQ, maji stejné
transformani vlastnosti.

Pro infraéervené absormi prechody bude integral
I)({O},uk)({i}dr k=X, z (4.762)

nenulovy (a tedy O- i bude dovolenyigchod), pokud bude
integrand total& symetricky, tj. kdyz charakter reprezentace

r(XO)Dr(:uk)Dr(/Yi) (4.763)

je roven jedné pro vSechny prvky bodoveé grupy synetané
molekuly. Ze vztahu ( 4.760 ) jéggmé, Ze vibrani vinova funkce
zakladniho stavix, je vzdy plr¢ symetricka. Z podminky totalni

symetrie integrandu ( 4.762 ) pak plyne, 2eéi3mwk)({i} musi mit
stejnou symetrii, tj. musi pattéze ireducibilni reprezentaci.
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Slozky elektrického dipdloveho momenty, i/, i, se transformuji

pusobenim operaci symetrie jako slozky translace jakp kartézské
souradnicex, y, z. Pokud tedy vinova funkcg{i} (resp.i-td normalni

souradnice) pislusi téZe ireducibilni reprezentaci bodové grupy
symetrie molekuly jako jedna ze sadnicx, y, z, bude pechod ze
zakladniho da-tého vibr&niho stavu aktivni (dovoleny)

v infracervené oblasti spektra.

Vibra¢ni Ramaliiv piechod ze zakladniho ddého fundamentalniho
stavu je dovoleny jen tehdy, kdyzZ jeden ze Sestgirali

I/Y{O}GH/Y{i} k1| = Xl y’ Z ( 4.764 )

je nenulovy. Integral bude nenulovy (a tedy.G bude dovoleny
prechod), pokud bude integrandébotalne symetricky, tj. kdyz
charakter reprezentace

r()({o})mr(aik)mr()({i}). (4.765)

je roven jedné pro vSechny prvky bodové grupy syimetané
molekuly.

Ze vztahu (4.760 ) jergimé, ze vibrani vinova funkce zakladniho
stavu x je vzdy plr¢ symetricka. Z podminky, aby integrand
(4.764) byl plg symetricky, potom plyne, Ze séin ay Xy musi byt
rovrez plné symetricky a tedy ze funkag, a X musi mit stejnou
symetrii, tj. musi pdit téze ireducibilni reprezentaci.

Lze odvodit, zen,, se transformuje stejnym &gpobem (tj. pislusi

téze ireducibilni reprezentaci bodové grupy syraetané molekuly)
jako kvadraticka funkce kartézskych sadnic (napiklad a,, jakox’,

a,, jakoyzatd.).
Ma-li tedy normalni vibrace tutéz symetrii jako ¢gdz vyrah
X°, Xy, ..., Z uvedenych v tabulce charakidrodové grupy symetrie
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molekuly, potom fundamentalnfechod 0- i bude v Ramanav
spektru aktivni.

Vylucovaci pravidlo

Obecr Izetici, ze vibr&ni prechod nize byt aktivni jak v
infracerveném, tak i v Raman&sgpektru nebo jenom v jednou z nich
popripact maze byt zcela inaktivni. Vifppad molekul se sedem
symetrie vSak plati vytiovaci pravidlo (alternativni zakaz): zadna
vibrace nemze byt aktivni v obou spektrech sasre.

Kartézské satadnice jsou totiz vzdy antisymetrick&i®v inverzi
(vibrace typu u), zatimco funkcg®, xy, atd. jsou vzdy symetrické
(vibrace typu g). Toto se vyuziv&ipesSeni molekulové struktury.
Dochazi-li ke sho#l v ngjaké vibrani frekvenci molekuly jak vd,
tak i v Ramano¥ spektru, nema molekularetl symetrie, a naopak.

Interakce ionizujiciho zateni s latkou
a) Interakce z#eni gama s latkou:

Vinova délka rentgenoveéhoishi utuje zakladni vlastnosti tohoto
zaeni: schopnost pronikat latkoujgmbit na fotografickou emulzi,
vyvolat ionizaci latky.

Pti prichodu RTG z#eni hmotou dochazi k rozptylu a absorpci.
Pro zeslabeni svazku fotbpri prichodu latkou plati znamy vztah

1(x) =1, @BxpEuX)=1,Cexpen X | (4.766)

kdelg je hustota toku tésrg pred vstupem svazku do latky,
U je soWinitel zeslabeni.

oje u¢inny prarezpro absorpci fotonu

n je hustota atomi tj. pocet atoni v objemové jednotce

Probereme nyni podroBjnjednotlivé fyzikalni procesy, které k
zeslabeni svazku fot@rprispivaiji.

Hlavnim typem interakce fotars latkou jefotoelektricky jev
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( fotoefekt ), pi némz dochazi k uplnémuredani energie fotonu
orbitalnimu elektronu.

K fotoefektu nemze dochazet na volném elektronu, protoze by
nemohly byt splény sokasré zakon zachovani energie a zakon
zachovani hybnosti.

Dochazi k 8mu pouze na elektronu vdzaném v atomoveém obalu.
Pritom energie fotonte, musi byt ¥tSi nez vazbova enerdig, = -E,
elektronu v atomu dané latky.

Tim je vlastr jiz urcena zavislostdinného piirezu g na energi
fotonuE,, kterou ukazuje obr. 4.12.

Obr. 4.12

Zavislost G¢inného prifezu o; pro fotoefekt na energii fotonu E,.

Ucinny priez bude mit maxima pro energigsrovnatelné s
vazbovymi energiemi elektronu v jednotlivych slupkd®,, (n = K, L,
M, ... ) a bude klesat vzdy v intervally > E,> Up.;.

Protoze vazbové energie rostou s pokleseknfotoefektu dochazi asi
v 80 % gipadi na slupce K.

PorevadZ vazbové energie rostou ré¥rs atomovyngislemz,
fotoefekt se vice projevuje 8z8ich atom nez u lekich.

Teoreticky vyraz pro &inny prifez ¢; je pormgrné slozity, a proto se
zpravidla spokojujeme s jeho zjednodusenym tvarem.

Pro fotoefekt na slupce K tak plati Bornova apraget

o =2 25w, ke (4.767)

kdea je konstanta jemné struktury,
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K= (4.768)
m, & |

a exponené nabyva hodnota = -7/2 proE,>> Uy a proz << m&?,
a=-1 proE,>>mg.

O je &inny prarez pro tzv. Thomsaiv rozptyl fotonu na elektronu.
Plati:

0, ==y, (4.769)

kderg je klasicky polonar elektronu.
VSimreéme si silné zavislostidinného ptirezu naZ.
Pro Einné piirezy na dalSich slupkéach plati:

oy
s , (4.770)
Jf

1
o, 4

gl

PatitAme-li proto celkovy &inny prirez ¢ , ktery je sottem
Gcinnych phiezi na jednotlivych slupkach, kladenme= 5/4 gi".
Prostorové rozgleni fotoelektrod zavisi na jejich energii.

Uhlové rozaleni fotoelektroi, které je popséano vztahem

dN sin’®
0"V (4.771)
1_C B:O@

kde ® je Uhel mezi drahou primarniho fotonu a drahowaxgného
fotoelektronuy je rychlost vyrazeného fotoelektronu, znaage
obrazek 4.13.
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Obr. 4.13

Pokud fotoelektrony maji malou energii, pak se fmhyzejména po
draze ktera je kolma kipodni drdze pohybu rentgenoveého fotonu.
Se z¥tSovanim energie fotoelektrdbse jejich orientace stale vice
blizi k draze pvodniho fotonu.

Pri koherentnim rozptylu rentgenovareai se mini sner jeho sfeni
pii zachovani vinové délky.

Zasluhou silg vazanych elektran pisobenim elektrické slozky
elektromagnetické viny, dochazi k t&aherentnimu rozptylu
zareni.

Elektrony ziskavaji prosmné zrychleni a samy vyigi
elektromagnetické viny téze frekvence jakotlarprimarni zéeni.
Pro rentgenologii ma&si vyznannekoherentni, tj. tzv. Comptoniav
rozptyl fotoni na elektronech.

Jedna se o kvant&mechanicky jev p némz se nini energie
rozptyleného fotonu v zavislosti na Ghlu rozptyltoaodle vztahu:

E'=— E | (4.772)
1+%[C2E(1—cos9)

kdeE je paateni energie fotonu,
E' je energie rozptyleného fotonu,
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Artur Holly Compton (1892 — 1962)

odvozeném roku 1923 A. Comptonem na z&kkadgperimentu
znazorgném na obr. 4.14,

Obr. 4.14
rentgenovy
, . spektrometr
kolimatory ;ggg;ykleny \
\
\
> > - | _nerozptyleny
D[I l | svazek
/
folie /
2droj /mozné polohy

monochromatického

spektrometru

RTG zareni

Schéma Comptonova experimentu. Symbolem RTG zafeni se oznacuje rentgenové zafeni.

Z tohoto vztahu vyplyva, Zze novy foton ma energimensi, je-li
vyzaen ve smiru opaném oproti ivodnimu sraru (J =180).
Elektron v tomto fipadt prebira maximalni energii

E

— R A
2[E,

E (4.773)

a je vyzdéen ve smiru letu pivodniho fotonu.
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Souvislost mezi thlem rozptylu fotogua Uhlem®, pod nimz je
vyrazen elektron, je popsana vztahem

__ mr® ¢
tg®@=- [cotg— . 4.774
J m, (& + hw 097 ( )

Jak ukazuje tabulka 13, energie fotonu saims Uhlem vyznanij
pii vySSich péateinich energiich rentgenového fotonu.

Zmeény energie fotonu v oblasti energii uzivanych vadgnostice
jsou pro malé uhly velmi malé.

U prvka s nizkym atomovyrndislem je dominantni Comptén
rozptyl, kdezto u prvk s vySSim atomovyrdislem ma primarni vliv
fotoelektricka absorpce.

Tab. 14.11: energie rozptylenych fotoé [keV]

pocatesni Uhel vychyleni fotonug
energie
oo [gkev] 30 | e | 9o | 180
25 24.9 24,4 24 23
50 49,6 47,8 46 42
75 74,3 70,0 66 58
98,5 91,0 84 72
146,0 131,0 95
794,0 508,0
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Obr. 4.15

W it
T l \ 9=0° ;.\ ’/ :'r 9 =9¢°
|"'.p"] \5\.‘ I—.ll 1 ] '/'l L 1 .T L i
h iy
f ! 9=45° F }! \ 9 =139’
I N
N e .
-'}1 1 T "R | 1 }n \I;.!!l 1 -i:‘ L

Rozptyl monochromatického rentgenového zafeni na uhliku. Na horizonalni ose je
uvedena vinova délka 4, na vertikalni ose podet detekovanyeh fotontt N. Maximum vlevo prislusi
comptonovsky rozptylenym fotoniim na atomech, maximum vpravo fotontim rozptylenym na
elektronech.

Elektrony uvolgné @i Comptono¥ rozptylu s monoenergetickymi
fotony maji spojité energetické spektrum od hodrofZ doE,ay.

Obr. 4.16

I x
3
n
3 T
n
g =
someY ¢
SZI'[ : Uhlové rozlozeni
\0‘,‘ rozptylenych fotont pti
Comptonové jevu (relativni
pocet na jednotkovy interval
b1 + 1 O l:lh]u)

4 2 0 2 4 6 8 10
potet fotont (rel.jedn.)
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Obr. 4.17
n L4
2 _ 3
0.1MeV
I
—
P
— n
1.0MeV 3
]
|
el
vV .
10 Me Uhlové rozloZeni
elektronti odrazenych pfi
0 2 4 6 8 10 Comptonové jevu (relativni
pocet na jednotkovy interval
poet elektrond (rel. jedn.) thlu)

Ucinny prifez pro tento ¢ stanovili O. Klein, Y. Nishina a I. E.
Tamm :

1+k [2(+k) 1
kK | 1+2k Kk

1 ® R
D]n(l'l‘ 2k):| +E<Dn(1+ 2k)_ m}

(4.775)

JC:%[ZBTOE{

Oskar Benj Klei YoshiNishina lgor YevgenyewiTamm
(1894 — 1977) (1890 — 1951) (18959+1)
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Zavislost &inného pirfezu Comptonova rozptyla; na energii fotonu
E, je znazortina na obrazku 4.18, kde je také porovnan tetituny
prarez s péirezemg; pro fotoefekt natrznych latkach.

Obr. 4.18

/gy

)

0 i 1 l"‘\l\"--l | 1 S 1 1 : [

00100200501 02 05 1 2 5 10 20 50 100 200 500 1000
Ey [me?]

. Zawslc')sl ut,:ln‘neh_o pruf::zu Comptonova rozptylu g, na energii fotonu E. Oéinn)? pritiez
a¢ Je porovnan s uc¢innym prifezem o, pro rizné prvky. Oba (&inné prifezy uvedeny v jednot-
kach g, energie E, v klidovych hmotnostech elektronu.

Zatimco fotoefekt pozitivéprispiva k zobrazeni tkani 8anym
rozloZzenim, Comptaiv rozptyl naopak kvalitu obrazu zhorSuje.

V energetickém oboru rentgenovaerd pouzivaného v lékské
diagnostice maji rozptylené fotony energii sroviraia s pgatesni
energii a jsouiinou vazné degradace rentgenogkam

Tietim procesem, kteryfigpiva k oslabeni intenzity svazku foton
pohybujicich se v dané latcegeodukce € - €'- pari k niz mize

dojit v poli atomového jadra nebo s mensi pégediobnosti téz v poli
elektronu.
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Pritomnost jadr&i elektronu je nutna, aby byly sgimy zakony
zachovani energie a hybnosti soustavy.

Pro vygenerovani paei - €" je nutné aby platil&, > 2mucf = 1,022
MeV pro tvorbu paru v poli jadra, nelig > A F = 2,044 MeV pro
tvorbu paru v poli elektronu.

Teorii tvorby elektron - pozitronovych paepracovali Bethe a
Heitler.

Hans Albrecht Bethe (1906 — 2005)  Walter Heinrich Heitler (1904 — 1981)

Presny vyraz pro &inny prirez tvorby pat je opt velmi slozity, i
energiich fotod, jez Ize v l1ékeské fyzice pedpokladat, vsakifplizne
plati:

2 218) | (4.776)

o, =221 m[ﬁ—SHn(Zk)——
9 27

Zavislost @&inného pfirezu pro produkci pérna energii fotonu
ukazuje obr. 4.109.
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Obr. 4.19
% !(D bez stineni
10}
8k
6 b
4 -
2k
0 " 1 ! 1 [ 1 1 1
1 2 5 10 20 50 100 200 500 1000

EY[mc2]

Zavislost u¢inného prufezu pro tvorbu part o, na energii fotonu E,. Ucinny prufez je
e . . 2
vyjadien v jednotkiach @ = ¢,Z°a.

Zpomalovanim vzniklého elektronu a pozitronu uk/kitky
samozejme dochazi k vyzgovani fotori brzdného zéeni.

Po zpomaleni navic vytyiopozitron vazany sta®” - e~ s libovolnym
elektronem dané latky, ktery se nazyva pozitronium.

Tento systém se chova jako neutrébudtice ktera po dité kratké
dobs zanikne anihilaci.

V pozitroniu mohou byt spiny elektronu a pozitramentovany
antiparaleld nebo paralekn

V prvnim @ipact se pozitronium rozpada v souladu se zdkonem
zachovani impulsmomentu na dva fotony:

e+e -y +y (4.777)

a ma dobu Zivota ~ 1 s.
V druhém pipact se musi, jak plyne ze zakona zachovani impulsu a
impulsmomentu, rozpadat nanebo vice fotod.
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Tento proces je vSak m&pravdpodobny, a proto je odpovidajici
doba Zivota ~ 18s.

Dochazime tak k z&wu, ze tvorba pdirvede jak k zeslabovani
fotonového svazku, tak zaravk jeho rozptylu, podolinjako je tomu
u Comptonefektu.

Fotoefekt, Comptonefekt a tvorba pgsou ¥ procesy, které
nezavisle na sa@woslabuji intenzitu svazku fotaérprochazejicich
danou latkou.

Celkovy &inny prifez absorpcer charakterizujici oslabeni intenzity
svazku v rovnici ( 4.766 ) dostaneme tudiz sumgésiuysnych
ucinnych piirezi pro jednotlivé procesy:

o=0,+t0.+0,. (4.778)

Zavislost sotiinitele zeslabend, ktery ziskame zdinného pfirezu

absorpcer ze vztahu ( 4.766 ), na energii folormazoiiuje obr.
4.20, resp. 4.21.

Obr. 4.20

(M
161

1,4
12
1,0
0,8
0,6

0,4

0,2

0 1 ] 1 |/)~;"""-g.. 1 T“T-—-h____,;

0102 05 1 2 5 10 20 50 100 200 1000
Er{mc}]

Zavislost soucinitelt zeslabeni g{ug 1, #,) na energii fotonu E, pro prvky Al, Cu, Sn, Pb.
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Rozezname naém tii oblasti energii.
ProE, < E; prevlada fotoefekt, pr&; < E, < E, Comptonefekt, a pro
E, > E, tvorba péai.

Obr. 4.21

10
soudinitelé
zeslabeni,

g'cm

T TTTT

1

IR RARRL

01

He

T T 7T

0,01 Lot arenl [ EReit|
0,1 1 1DE MeV

Zavislost dilCich soucinitelu zeslabeni ., g a 4, a Ghrnn¢ho soucinitele zeslabeni u na
energii fotonu zareni y

HraniceE;, E; jsou izné pro §izné prvky.

Napr. pro hlinik jeE; = 0,05 MeV &, = 1,5 MeV, pro olovo platt,;
= 0,5 MeV aE, = 5 MeV.

Zajimaveé rovez je, jak se s rostoucighzvyraziuje poloha minima
zavislostiu (E)).

Vidéli jsme, Ze pohlcovani ¥é@ni zn&né zavisi na hmotnostnidisle
Z atomi latky jiz prochazi:

Z° Z
g, ~— o, ~Z*0n(E,). (4.779)

£ ‘g,

Prvky s vySSinZ pohlcuji rentgenove #éni vice, coz umailje
zobrazit jak zminy ve vnitni hustog tak i znény ve vnitnim
chemickem slozenéles.

Napr. v lidském #le se rentgenové #&ni pohlcuje 150-kréat vice v
kostech, slozenychitgpvazig z fosforénanu vapenatého, nez ve
svalech, jejichz fevazujici slozkou je voda.

oF
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Proto se na rentgenovém snimku jevi kositlejsi nez tkaa (viz obr.
4.22).

Obr. 4.22

kost

RELATIVNT GTLUMOVY KOEFICIENT

5 10 g5 "ibe ' 500

energie fOtOI'IG, keV

Lo s s 3 o s

100 50 20 10 5 2 X\pm

Na podobném principu je zaloZzena rentgenova deskkime, pomoci
niz se zjiguji skryté vady v kovovych materialech (gagutiny v
odlitcich).

Zareni které vychazi z rentgenky, je zeslabovanaftlt{okénko
rentgenky, chladici olej atd.), kter& je ekvivalgrit.5 - 2 mm Al.

K této vlastni filtraci se dale voli tzviipavné filtry podle
nastaveného nap tak, aby byly splény podminky stanovené
predpisy.

Pro Eznou skiagrafii jsoufidavne filtry vyrobeny z hliniku, pdp
medi.

Pro mamograficka vySetni kde se vyZzaduje velmigkké z&eni, se
jako @idavny filtr nefasgji pouziva molybden, pdaprhodium.
Filtry zeslabuji nizkoenergetickou sloZzku spojitébotgenového
spektra, ktera by se jinak absorbovaléle pacienta neiglné, neba’
by neffispéla k tvorke obrazu.

Pouzitim filthi se sniZuje nejen hustota toku faipale svazek se
stava pronika®sim, vziista stedni energie fotonového spektra.
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Na obr. 4.23 vidime, kterak se vystupnierd zeslabujeippouziti
filtr & téhoz atomovéhdisla, avSak rozdilné tlotisy.

Na obr. 4.24 jsou znazammy znmeny relativni intenzity rentgenového
zaeni (v % ), proft druhy filtra pii napsti rentgenkyU=100 kV: C -
filtrace grafitovym filtrem tlougky 11 mm, Al - filtrace hlinikovym
filtrem tloug’ky 4,4 mm, Cu - filtrace gdénym filtrem tlou$ky 0,25
mm.

[
(=]
o

g o
< 100 s
= 80 /%\ f: et E 80
E 60 &\/ 3 é 60 /\\
f 40 Van N C-“" E 40 A-\/\\ {\
LI ARG = HNVARN\®
: ] B E 20
E f R = oL | T
2 4 6 A, nmm o 2 4 6 8 A, nm
Obr. 4.23 Obr. 4.24

Na obrazku 4.25 fdZeme vidt srovnani relativnich intenzit
rentgenoveho zani prochazejiciho postuprednotlivymi prvky
zobrazovaci soustavy: anoda, okénko rentgenksaddt &lo pacienta,
v zavislosti na energii RTG. fotén

Obr. 4.25
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Zavedeme nyni tz\polotloust’ku stirgni d, 1,» jakoZzto tlougku
stiniciho materialu ktera zeslabi intenzitu progléntgenova zéni
praw na polovinu.

Polotlou§ku Ize snadno it logaritmovanim vztahu ( 4.766 ) a
dosazenintyg= 2l :

¢M:EZ (4.780)

U

V tabulce 4.12 jsou uvedeny polotldglg raiznych material pro
fotony iznych energii:

Energie fotona [keV]

25|50 |10 |25 |500
0 |O

a |a |a]|]a]a

37

11,
5

0,0/0.0/0,1]08 55
2 |8

a) hodnoty pro Uzky svazekizai
b) hodnoty pro Siroky svazekiemi

Tabulka 4.12: polotloust’ky [mm] pro r @wizné stinici materidly v zavislosti na energii
fotonu.

Na obr. 4.26 vidime relaci mezistini vinovou délkou (v A) a
koresponduijici polotlow&ou nedi, hliniku a vody.
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Obr. 4.26
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POLOTLOUSTKA

Druhou polotloust’kou dj 1> se rozumi tloua stiniciho materialu,
pii NiZ se intenzita Z&ni proslého prvni polotlotou zeslabi oft na
polovinu.

To ndm umoituje kvantifikovat tzvhomogenitu z&eniH jakozto

podil

d
H=—%= (4.781)

dII 12 |

U homogenniho zéni jeH = 1, u heterogenniho &&ni jeH < 1.
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Interakce elektrona s latkou

Joseph John Thompson (1856 — 1940)

Priachod rychlych elektros hmotou

Pri praichodu rychlych elektranhmotou dochazi kKmnto jevam:

Rozptyl elektroni elastickymi srazkami s olgznymi elektrony.
Primarni elektron seffitom vychyli ze své drahy bez ztraty energie.
Uhel rozptylu nize ¢init az 180° a jednotlivé elektrony mohou
pokratovat ve své drazéiznym snérem. Tak svazek elektraretraci
svoji intenzitu do hloubky atwvodné oste ohranieny svazek dostava
"bachraty" tvar (obr. 4.27).
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Obr. 4.27

. 1zodozni krivky
elektronového svazku mé-
rené ve vodnim fantému
a — 7 MeV, kruhové pole
8 em, OK 50 ¢m, 80 9,
izodoze v 1,8 ecm. Ve veétsi
hloubce nez 2 cm je jiz mdlo
zareni; b — 11 MeV, kru-
hové pole @8 em, OK 50 em.
80 9, izodoze ve 3,2 cmy;
¢ — I8 MeV, kruhové pole
@ 8 em, OK 50 em. 80 9
izodoze ve 4,7 cm. Pokles
hloubkové davky je mirnéj-
§i nez u 7 MeV. V hloubce
S em je jiz minimum zafeni.
80 9, izodoze nedosahuje
na strandch k okraji geo-
metrického vymezeni pole!

Vznik sekundarnich elektromi neelastickym narazem na oézné
elektrony. Ok&zny elektron je primarnim elektronem vyrazen ze své
drahy, cast kinetické energie primarniho elektronu se igole na
uvolréni sekundarnihch elektrér{primarni ionizace)¢ast energie je
piedana jako kineticka energie sekundarnimu elekfroautak
sekundarni elektron (paprs¢ld mize dale na své draze ionizovat
(sekundarni a terciarni ionizace). Na totalni ianizpi prachodu
rychlych elektrofi tkani ma primarni ionizace podil 1/3, sekundarni a
terciarni ionizace asi 2/3.

Vznik brzdného zé&ni. Ri zabrzdni elektronu v silovém poli jadra
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atomu se uvolni kinetickd energie primarniho etakir ve formg
elektromagnetického #&ni, jehoz intezita stoupa se zvysujici se ener-
gii elektronu a se zvySujicim se atomovyislem latky, kterou pro-
chazi (okolo energie elektrdrl00 MeV a pi vysokoatomovéngisle
absorgniho materialu - W, Pb -fjpada skoro 100 % absorbované
energie na brzdné #&ni). S pibyvajici energii elektrain pribyva
brzdného z&eni ve smru primarniho svazku elektranToto ma vy-
znam i ochrarg pred elektronovym Z@&nim o vysoké energii, kdy
davame pednost ¥tSi tloug'ce ochranného materialu desinim ato-
movémcisle gred teri vrstvou materialu o vysokém atomovérsle.

Fyzikalni charakteristiky elektronového svazku z&eni

Povrchova davkaje zavisla na mnoha faktorech: na energii elektro-
nu, na velikosti pole, na kolindaim systému (otéeené pole nebo
tubus) a na vyrovnavacich filtrech. Dale na tona gdpouZita rozpty-
lovaci félie (z urychlova a betatrofi vychazi elektronové ¥éni v
uzkeém svazku), anebo zda seiopatzv. scanning-systémem, tj. Ze se
Uzky svazek elektranpohybuje, jako by zapisoval jediadku za
druhou (obdoba katodového paprsku na televiznizoimee). Tzv.
build-up effect je u elektronovéhoizai malo vyrazny. Tato zona
niZSi davky na povrchu &sre pod povrchem rie ¢init nékolik mm
a rovna se asi 90 % maximalni davkym je pole ¥t3i nebo energie
elektrori vySSi, tim je vysSi relativni povrchova davka. ©Okt8
MeV je jiz prakticky 95 %.

Hloubkova davka dosahuje maxima pod povrchem a podle energie
elektrorii je maximalni davka ulozenda trzné hloubce a vyt¥ana
spadovém grafu hloubkovych daveizm Siroké platéCim vyssi
energie elektroi tim je toto platd maximalni davky SirSi a zasehuj
do WtSi hloubky (viz obr. 4.28). Za maximem hloubkoa¥kly
dochazi k prudkému (linearnimu) poklesu. Tento gtpokles davky
do hloubky prozgovaného objemu je vyraZj$i u nizSich energii
elektrori. Na tvar spadovérivky hloubkové davky (i maximalni
davky) ma vliv téz velikost pole, jak je uvedenoats. 4.29.

Pribéh hloubkovych davek je velmi déd patrny z izodoznichrivek
(viz obr. 4.27). Je na nich witlvyrazny prudky spad procentualni
davky do hloubky, zejména u nizSich enegii, algibgh 80%
izodozy, ktera se v hloubce nekryje s velikostirgetsického pole.
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Obr. 4.28, 4.29

hloubka

. Procentualni hloubkové davky urychlenych elektronua v zavislosti
na energii. %D, klesa prudce se zvétSujici se hloubkou zejména u niZSich
energii urychlenych elektront. Pokles ddvky zdvisi na velikosti pole (viz
obr. 167) a na materidlu rozptylovych folii a tubusu

#3cm”
20+
10+
. -... Zavislost prubéhu re- |
lativni hloubkové davky urychle- 0+—— : , , : s N,
nych elektronu 15,6 MeV na ve- 0 1 2 3 4 5 6 7 8 cm

likosti pole hloubka
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Generatory Roentgenova zeéeni

Dulezitou skupinu zdrdjionizujiciho zé&eni gedstavuji urychlouege
nabitych¢astic, v nichz jsou elektrony urychlovany elektgiok
polem.

Vyuziva se bd’ svazku &chto nabitychtastic nebo sekundarnich
¢astic vznikajicich p interalkcnich procesech na vhodnychcieich.

Wilhelm Konrad Roentgen (1845 — 1923)

Jednim z nejjednodussich takovychtéizeni je rentgenova lampa
(rentgenka).

Jeji zakladngasti jsoukatoda emitujici elektrony, kterou obvykle
tvoti wolframové vlakno zhavené na teplotu 2000 - 28D0aanoda
zhotovena obvykle hliz wolframu nebo z molybdertirhodia
(mamografy).

V nekterych impulsnich rentgenkach (tzv. zableskovy@mika emise
elektroni ze studené katody na kterou $e@de vhod#g tvarovany
impuls vysokeho naipi.

Mezi katodou a anodou je udrzovan velky potencil@zdilU [0 (10
KV ; 500 kV) v remzZ se emitované elektrony pohybuji sednyan
zrychlenim srdrem k anod, na niz dopadaji vysokou rychlosti s
energiiE = U & [J] za vzniku brzdneho ffpadre i charakteristického
zaeni.

Ve skleréné baice s maximalni tlioukou stn 2,5 mm, s vakuem T0
- 5110° Pa , se nalézaji katoda s anodou v konstantnierzoki.

Sklo rentgenky musi mit vhodné tepelné, vakuoviekektrické
vlastnosti.
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Experimentala bylo zjiS€no, Ze ve skle o tlotise 2-3 mm seip
napeti 50 kV pohlcuje 20 - 2% rentgenového Zani, i napeti 25
KV je to jiz 60 - 70%.

V rentgenkach pouzivanyclhiimapsti U > 30 kV se 8kdy pouziva
vystupni okénko vyrobené z berilia, které ma prigenové zé&eni
nizkou pohltivost.

Obr. 4.30Rez rentgenkou s beryliovym okénkem chlazenéodou 50 kV,
25 m A. Typ AEG 50 (Maohlett): | — katoda, 2 — amp@ — beryliové okénko, 4 —
anodova hlavice, 5 —{poj na vodu ke chlazeni, 6 — skéed baika

Obr. 4.31: Radioterapeuticky zakrok provadny rentgenkou s beryliovym okénkem
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U rentgenek pro nag U < 30 kV se ve skle iy v misg vystupu
rentgenova paprsku vybrusuje ploska o tfoesl - 1,5 mm aby se

673

[P, M ” e AERE,
TTIN T T I AT T T TIT

WFJrl ] 'T'sloi
0 ¥ I - .

43_ | M : RE

; | | [

Y (I —t+—

ST [T

T

gl | ! _f._-_ | [

10 p~— : 2800 % A

1 ! Pt

] S \| 11 L R |

Izodoze rentgenky
s beryliovim okénkem
50 kY, OK 10 em, bez filtru

. Izodoze rentgenky
s beryliovym okénkem
50 k¥, OK 10 cm, filtr 0,1
mm Al

snizilo zeslabeni vystupujiciho rentgenoviené

Rentgenové lampy roZblijeme na :

1) S pevnou anodou jeji anoda seipexpozici nepohybuje

Obr. 4.33:: Schéma rentgenky Metalix pro kontaktendoterapii (Philips):



674

| — rukojet a 2 — pivodni hadice, kterou je veden vzduch pro chlapemigenky a
vysokonagtovy kabel; 3 — anoda s n&pm 10 — 50 kV proti uzemimé kruhové katof
4 — privod chladiciho plynu, 5 — skléna trubice.

2) S rotaéni anodou :jeji anoda seipsnimkovani otéi s frekvenci
zavislou na kmitétu nagti privadéné

150 a 300 Hz) - je to n&gstji 2800, 5600, 8500, 17000 ot/min.

V rentgenkach s rotai anodou se dosahuje pulsni vykon 50 - 100 kW
(kratkodoby vykon Bhem 100 ms. dosahuje az 200 kW).

Maximalni provozni nafii u tohoto typu rentgenky byva zpravidla 25

- 150 kV.

Obr. 4.34
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3) Spinaci rentgenka ma pomocnou iizku takZze nagtim na této
miiZce lze spinat anodovy proud.

4) Rizené rentgenka :ma velikost a tvar impulsu anodového proudu
uréenyc¢asovou zrdinou napti na pomocné tizce.

Proud elektrot zavisi na materialu, teptoa ploSe povrchu katody.
Nap. rentgenky pro lIékakou rentgenografii pracujiigroudech

| O(BO0mMA;1A).

Detailni tvar spektra emitovanych fofomavisi na materialu t&iku
anody jakoZ i ha pouZzitém n&p

Prochazeji-li elektrony latkou, interaguji s jejiatomyci molekulami
elektromagnetickgimz ztraceji energii.

Vzhledem k tomu, Ze maji stejnou hmotnost jakotebely v obalu
téchto atond, bude na jejich zbrzai v latce mit podstatny vliv jejich
interakce sd&mito elektrony.
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Prochazejici elektron bude ztracet svoji energingk tim, Ze bude
atomyc¢i molekuly ionizovat, a jednak tim, Ze bude vysiiat.

brzdné zareni.

Brzdné z&eni mize vzniknout jak p interakci elektronu s elektronem
v atomuci molekule, tak i pi interakci s jadrem o atomovétisle Z.
Tyto tzv.radiaéni ztraty energie jsou z klasického hlediskadime
¢tverci zrychleniastice, a proto jsou vyragsi procastice lehké nez
pro ¢astice ¢zke.

Radiani ztraty Ize velmi fesreé spaitat na zaklaél kvantové
elektrodynamiky.

Priblizné vyjadeni €chto ztrat v zavislosti na energii udava
nasledujici formule:

_(d_Ekj EEKBLEE e 3) (4.782)

dx /., 137

kde

e2

m, &

[, = (4.783)

je tzv.klasicky polomér elektronu, n je paiet atonti v objemoveée
jednotce latky.
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Obr. 4.35
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Idealizovana absorpcni kiivka pro monoenergetické Castice B (intenzita [ zifeni jako
funkce ploiné hmotnosti d,, absorbujiciho materidlu)

Obr. 4.36
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Zavedeme jestdélkuXytak, aby platilo

E(X)=E, Eexp(—xl] , (4.784)

0

kde E je patateni energie elektronug,(x) je kineticka energie
elektronu n&fena po piletu drahyx v daném prosedi.

Potom jeX, délkou drahy, na které klesne energie elektroniv@a
puvodni velikosti.X, se nazyvaadia¢ni délkou.

Priblizné plati:
X, = —CO”S: | (4.785)
o[Z

Kde p je hustota prosedi.

Brzdné z&eni elektronu vedeipvysokych energiich k jeho
rozhodujicim energetickym ztratam.

Pritom elektron nize ztratit velkowast své energiefpvzniku
jednoho tvrdého fotonu, nebo ¥kolika naslednych interakcich.
Pro cely @j plati zakony zachovani relativistické energieyarosti.
Protoze elektron vstupuje do reakce s atomem jakoya jako volny
Z ni rovréz vystupuje, nejsou jeho energie kvantovany.

Proto lezi i energie vyzanych fotoid ve spojitém spekiru.

Pti zvySujicim se potencialovém rozdllumezi elektrodami se kraim
brzdného z&ni objevuje v RTG spektru diskrétni slozka, sl@zen
nevelkého p&tu spektralniclear.

Zvysuje-li se dale energie elektfgrpaiet a intenzita&ar roste.
Polohacar zavisi na materialu anody.

V tomto spektru séary sdruzuji do sérii, Vzdalenosgtr se pitom
zmensuji sirem ke kratkovinné hrarsérie.

RTG série se oziaji velkymi pismeny abecedy K,L,M|N, ... s
postupr rostouci vinovou délkou.

cary uvnit série se ozralji rfeckymi indexy podle abecedy, a to tak,
Zea prislusi nejdelsi vinové délce.

Buzeni jednotlivych sérii zavisi na energii elekfro
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Tak nap. na rhodiové elektradpouzivané v mamografii pozorujeme
pro nasledujici potencialové rozdily tyto série:

>0,5kvd M
>3,0kv0 M, L
>23 kvl M, L, K.

Cary emisniho RTG spektra vykazuji multipletni sturla a jejich
poloha zavisi na atomoveétisle Z anody.

Obr. 4.37
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a - schematicky obraz vzniku série K, b - odpovidajici zjednoduseny diagram RTG
termi, b = 2rch. Carkované je vyznadena ionizacni mez. V diagramu termu neni zobrazena jejich
jemna strukiura.
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Obr. 4.38
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a — absorpéni RTG spektrum platiny jako zavislost soudinitele zeslabeni na kmitoétu
v absorbovaného zafeni. b - zjednodu$ené spekirum emisni v zivislosti na energii excitace
E = hw = 2nhv (v pripadé. Zc £ > hwy).

Na obr. 4.39 jsou znazafma spektra pro wolframovy a molybdenovy
tercik pri napeti 35 kV, které sté& k tomu, aby byly buzeny Kary
molybdenu, ale nikoli wolframu.
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Na obr. 4.40 jsou uvedena spektra jedné a tézgarky proctyii
razné hodnoty anodového rip

Prvnicasti spektra jspojitacast,jejiz pivod je v brzdném Zéni, a
druhou jediskrétnicastprojevujici se rezongnimi vrcholy, kterou
nazyvameharakteristickym spektrem anody.

Spektralnicary ky a ks jsoucasti podstathbohatsiho
charakteristického spektra.



Obr. 4.40
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Pro prvky dilezité z hlediska konstrukce anod rentgenek jsolusp
atomovymicisly Z uvedeny v tabulce 4.13 hodnoty budicich

potenciah a vinové délky dominantnich spektralnir

charakteristického zani:

Tab. 4.13
DOMINANTNI VLNOVE DELKY [pm] CHARAKTERISTICKEHO ZARENI
Prvek At, cislo Z | Potencial o, o, B, B,
buzeni,
[kV]
Pb 82 87,6 16,5 17,0 14,6 14,1
W 74 69,3 20,9 21,3 18,4 17,9
Ag 47 25,5 55,8 56,2 49,6 48,6
Mo 42 20,0 70,8 71,2 63,1 62,0
Cu 29 8,86 153,7 154,1 138,9 137,8
Fe 26 7,10 193,2 193,6 175,3 174,0
Cr 24 5,98 2285 228.9 208,0 206,7
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Rychlost elektrof které uvnit rentgenky narazeji na anodu je
obrovska.

Napr. pii napsti 200 kV jiz grevySuje 2/3 rychlosti stla.

Pouze 1 - 2 % elektrarvSak proniknou az do blizkosti atomovych
jader materialu anody kde se naléza slupka K.

Zde jsou elektrony nahle prudce zakirzgla jejich kineticka energie
se zmni v rentgenové zani zvanéarazové zaeni.

Narazové z&eni ma spojité spektrum, kter&asd na nejkratsi vinové
délceAnin urtené Duaneovym - Huntovym zakonem:

) =h234 (4.786)

kde Anin j€ Vv jednotkach nm) je v kV.
Intenzital narazoveho Zé&ni v celém oboru vinovych délek jetana
vztahem

I:J‘IAdA, (4.787)
A

min

kdel, =f (1) vyjadtuje zavislost spektralni hustoty intenzity
narazového zéni na vinové délce.

RozdEleni intenzity rentgenoveho igni ve spektru narazovehaeai
je pro ifizné hodnoty anodového riibznazorgna na obr. 4.41,ip
raznych hodnotach anodového proudu na obr. 4.42:
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Obr. 4.41 Obr. 4.42

I
12}
"t
10}

RELAT. INTENZITA RTG ZAREN]

Q=N WU AN o ©
. 1 T T T 1 T 71

]
o

40 60 80 100 ),pm

kde|4 >[3>1,>14
Pro intenzitu narazovehoighi plati empiricky vztah

| =k0,Z L2, (4.788)

kdek je konstanta ugrnosti, |, je anodovy proudZ je atomové&islo
materialu anody &, je anodové nati.
U vétSiny rentgenek dopadaji elektrony na rovinu anoaky Ghlem

odliSnym od kolmice.
Porevadz k brzdni elektror, tj. ke generovani narazovéhaedi

dochazi zejména v povrchové visanody, ma tato vrstva vliv na
jeho intenzitu.

Narazové z&eni se pichodem k povrchu anody zeslabuje agwaalz
zeslabovani rentgenovych paprsavisi na délce drahy jiz musi
zaeni uvnit materialu anody projit, je rozkkni intenzity narazového
zareni vystupujiciho z anody z&1& prostoro¢ nesymetrické - viz
obr. 4.43.

Teoreticka azimutalni roZteni intenzit narazového &&ni pro fizna
anodova naii uvadi obr. 4.44:
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Obr. 4.43 Obr. 4.44

100% . 50°
60 kv

ANODAZAl| ‘ 10x8 " Jg kv

ELEKTRONY 180°

L

ELEKTRONY

Z obrazku je patrné, ze snovost narazového ni se zéina
vyrazreji projevovat g anodovych nagtichU > 30 kV.

Pro ioniz&ni ztraty energie elektrondigprichodu hmotnym
prostedim plati:

_(d_Ek] -
dX ion_

_ 2rie’ FEC Vg g g2s 7V
_—mﬂtﬁln%—lnﬂ@@—hﬁ%l—ﬁ +( )

mG*¢ 8
(4.789)
Porovname-li vyrazy (4.782) a (4.789), zjistjrhe
o)
X o - B2 (4.790)

(olEk J 800
dX ion

Energii, @i které dochazi k vyrovnani obou diuktrat, nazyvame
kritickou energii.
Jeji hodnoty protizné latky uvadi tabulka 4.14.
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Protonové |Radia¢ni délka X, Kineticka
¢islo [mm] energie

[MeV]
1510° 1000
140
120
100
60
40
30
25
10

vzduch

Tab. 4.14: hodnoty radia&ni délky a kritické energie pro rizné materialy

Obr. 4.45

j ztraty
/ brzdnym
/ zarenim
J". ————————
-7 “elektronovée =
- brzdéni

. 1 1 B
0.005 0,05 0.5 5 50 £, MeV

Podil ztrat energie brzdnym zafenim (Cerchovana kiivka) a clektronovym zafenim (Carko-
vana kiivka) pii ruzné cnergii E elektroni. Plna kiivka vyznacuje celkove brzdéni.
| —dE/dx je vyjadfeno v MeV g ' em’

Vidime tedy, Ze na produkci fotonovéhderdi se spdebuje jen mala
cast energie nesené elektrony dopadajicimi reéter
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Poner mezi energii fotof brzdného z&ni a energii ve svazku
elektroni Kef je mozné vyjatit aproximativnim vztahem
vyplyvajicim z ( 4.790 ):

K, =10°U [Z, (4.791)

kdeU je urychlujici napti v kV, Z je protonové&islo materialu
terciku.

Vezmeme-li tedy napwolfram, kdeZ = 74 a dosadime né&ip U =
100 kV, dostanemecinnost fevodu energie elektrdma energi
fotond Kef=0.0074, tj. méxhnez 1 %.

Zbyvajici energie tedyistane absorbovana v éu a gemeni se na
teplo.

V dasledku toho se anoda intenzévraltiva casto na teplotu
pirevysujici 400°C.

Odtud vyplyvaji znané naroky na odvod teplaesSené bdi medi jako
materialem anody, nebo se u rentgenek na vysSinykak jiz bylo
uvedeno vyse, velndiasto pouzivaji rychle rotujici tdky, kde
svazek elektroin postup® zasahujeizna mista te&iku ¢imz dochazi
k rozloZzeni dopadajici energie po celém jeho pavrch

Teriky Ize rovréz chladit vodou nebo olejem.

Rentgenka seipojuje na velmi kratkou dobu (obvyklgimejvetSim
piipustném vykonu).

Béhem této expozni doby se rozptyleny vykon na ohniskové draze
rentgenky snizuje tak, aby teplota ohniskové diAtsyala konstantni.
Dosahuje se toho tzv. klesajici &atP,, =f(t).

Anoda rentgenky &hem expozice obdrzi celkové mnozstvi energie

t
W:IR, dt . (4.792)

0

Pri spoijité klesajici zatzi Py dochazi ke spojité zén¢ anodového
proudu.
Klesajici z&Z Py se obvykle zadava graficky.
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Zaosteni elektronového svazku se dosahuje optimalidekireckého
pole v mezielektrodovém prostoru ( v blizkosti apath na tvar
trajektorie elektrofi pochopiteld rozhodujici vliv tvar anody).

Pri bombardovani ohniska rentgenky svazkem elekitsmtast
primarnich elektrot odrazi od povrchu anody poalznymi Ghly.
Odrazené elektrony majiznou rychlost.

Rychlé elektrony p srazce svoji kinetickou energii téimengni,
kdeZto pomalejSi elektronyipmeelastické srazce ztraceégist své
pohybové energie.

Koeficient sekundarni emisgese s fistem anodového néip postupi
shizuje a p dosazeni witého minima se jeho hodnota s dalSim
zvysovanimJ jiz neneni.

Sekundarni elektrony, brdé elektrickym polem, gmi svoji drahu a
pievazmi se znovu vraceji na anodu, kde vyvolavaji tfekalni
zareni, které snizuje ostrost zobrazeni vy8eaneho objektu.
Jestlize u wolframové anoayni podil afokalniho zZ&ni @i napsti
100 kV cca. 20 %, pak s pokles&hvelikost afokalniho z&ni klesa:
90 kV - 18 %, 60 kV - 14 %, 40 kV - 11 %, 20 k8,5 %.

Aby se jakost rentgenogramiil® nesnizila, jefeba co nejvice
potlatit vliv sekundarnich elektran nag. volbou optimalni geometrie
baiky a jakosti jejiho skla, pdpkovovou stednicasti.

Déle je teba dodrzet podminku

R =R +2d, (4.793)

kdeR, je polon&r anody,
R je poloner ohniska,
d je mezielektrodova vzdalenost.
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c) Interakce tézkych nabitych ¢astic s latkou

.{ »'.*;;
William Lawrence Br“agg”(iébo —1971)

Mikroobjekty prochazejici danou latkou interagujegmi atomygi
molekulami znamymi interakcemi. Z nich nejpodstgtnbude
interakce elektromagneticka, netatomy maji elektronovy obal a
jadra jsou nabita, dale interakce silna, kterapatai @i srazkach
hadrorni, ionti ¢i atomovych jader s jadry atandané latky, a
kone&ng i interakce slaba mezi leptony;jpadré mezi leptony a
hadrony. V této kapitole se sotelime na elektromagnetickou
interakci a pojedname néjde o zakladnich procesech, s nimiz ie p
praichodu mikroobjekt latkou ve sfée této interakce setkavame.

TéZka nabita mikreastice jecastice, jejiz klidova hmotnost je
srovnatelna s hmotnosti protonu nebogeivnez hmotnost protonu.
Vzhledem Kk jeji veliké hmotnosti ve srovnani s hmasti elektronu
bude i prachodu latkou jist interagovat s jadry atoimz nichz je
latka slozena. Dojde tedy k jejim srazkam s jadkyrezptylu. Ri
kazdé individualni srdzce je mozné pouzit Ruthdtiorzorec pro
rozptyl, nebd bariéra vytvéena gitomnosticlenu s momentem
hybnosti v hamiltonianu popisujici tent®j siedovoli ¥tSinoucastici
priblizit se natolik k jadru atomu, aby se viditglorojevila silna
interakce. V Rutherford@wrozptylu gevlada rozptyl na malé ahly.
Tedy v individualni srazce nedojde k velkému odklainahycastice
od pivodniho smiru. Castice se v3ak s velkou praptddobnosti fi
prachodu latkou srazi jeSt dalSimi atomovymi jadry, bude
prochazet, jak siitka, mnohonasobnym rozptyleR¥i ném se
odchylky od fivodniho smaru postup# skladaji, ale v grmeéru se
prakticky anuluji, takze, jak se da ukazatedhni uhel odchylky
"trajektorie" od @mivodniho smiru je @iblizné ne@imo ungrny druhé
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mocnirg kinetické energi€astic. Odchylka je proto tim men&im
castice bude mit vysSi energii.

Obr. 4.46

2 npdp

Uvazujme srazkwekkeé castice, jejiz hmotnost jd, a energidg, ,

s te€ovym atomovym jadrem o hmotno®i, a energiie, = 0. Ri
srazce seéast kinetické energigstice penese na téové jadro a skr
letu castice se fptom zneni o Uhelg (viz obr. 4.46). Ze zakan
zachovani energie a hybnosti Ize wibtat energie obotastic po
srazce. Jestliz®l, <M, (coz je u jaderného #ni nej&zngjSi pripad),
je energieE ] ¢astice po srazce spojené s rozptylem o g@radina
vztahem

2

Mlcos¢+(M22 -M/ sinyﬁ)ﬂ2
M,+M,

E=F (4.794)

Analogicky vzorec Ize odvodit i prigl, > M,. Ze vzorce vyplyva, ze
castice ztrati relativhtim vice energi&lim vétsi je Uhel rozptylup.
Pro popis. brzdného procesu je nutné znat gasadbbnost srazek
¢astice s atomovymi jadry vedoucich k rozptyludibne thly
(zpasobujicich #izné relativni ztraty energie), a to v zavislosti na
energiicastice. B srazkach s atomovym jadrem se ovS&stice

a4

obecr nechova jako pruzna koule a je nutno vzit v Uvalbait]Si
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silové pisobeni mezi alma partnery, které je charakterizovano tzv.
interalknim potencialem. U jadernéhoieai se podle vzajemné
energie interagujicickastic a jejich geometrickéhdiblizeni

uplatiuji razné interakni potencialy. Forma interakiho potencialu
bude vedle energi&stice zaviset i na srazkovém impakn
parametrip, tj. na kolmé vzdalenostiipodniho smiru drahycastice
od te€ového jadra, a na tomto parametru bude za danydminek
zaviset i Uhel rozptyly. Z obr. 4.46 je '&jmé, Ze rozptylem o uhél
budou z jivodniho rovnobzného svazku odchyleny &astice, jejichz
impakéni oblast je vyzn&ena Srafova#) a tedy diferencialni (vztazeny
k uritému Uhlug) srdzkovy dinny prifez bude dan vyrazem

do=2mpdp (4.795)

Ze souvislosti srazkového parametru s Uhlem roaptyplyva dale,
Ze i energie fenesenaipsrazce na tépve jadro bude zaviset pak
nejwtSimu enosu energie dojdéip = 0, kdy ¢ = 180°). Je-li znam
prabéh interakniho potencialu, Ize integractigpsvka danych
diferencialnimi @innymi prifezy pro danou energii ziskat hodnotu
celkového srazkovehaiinného piifezu (pro pruzny rozptyl)

o, = 277_[ o, (¢)sing dg (4.796)

kde Ghlovy @inny pritezo, (¢) =do/dQ je msrou paitu astic
rozptylenych do prostorového uhbiodchyleného odgvodniho
sneru o Uhelg. Proléta-li svazekastic vrstvou progedi ploSné

hmotnostid,, (g cni®), ve kterém fipadaN atomi na 1g, pak sedni
podil ¢astic, ktery ve vrstvinteraguje, je dan vztahem.

N, =N, d,0,,. (4.797)

Stredni volna drahaastice mezi srazkami nasledujicimi za sebou je
ne@imo Unerna osp.

Obecr je (inny prifez odan podilem pravwgbodobnosti interakce
pro jednu tefovou entitu (jadro, atom apod.) a fluengeroslych
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gastic (rozndrem jednotkyoije nv, resp.cnf); fluencigastic
rozumimedN/da, kdedN je paiet ¢astic, které dopadly na kouli s
plochou hlavnihdezuda (rozmsrem jednotkye je m?, resp.cm?).

Radou naslednych srazek bude tedy dochazet k pastuphrzéni
castice a tzv. linearni brzdna schopnost (tj. difer@ni ubytek
energie najednotkovém useku drahy x) je rovna

dE
S, = —[&L = Nyl B, (4.798)

kde o, (E) je (Einny prirez pro brzdni castice pruznymi srazkami.
Jakmile energies¥ké nabit&astice v dsledku &chto srazek
dostaténé klesne, anebo je z jinychidodi dostaténé mala, zane
rychleji ztracet energii jinym Zisobem, a to nepruznymi srazkami s
atomyc¢i molekulami dané latky jako celky. Tyto atomy nebo
molekuly se p srazceexcitujiaionizuji. Pii excitaci fedacastice
cast své energie na zvySeni energie atomovemmlekularniho
obalu. Po excitaci dojde k vyieni fotonu danym atomem nebo
molekulou. Jednotlivé Ubytky energiastice jsou vSak relatigrmalé,
lezi, jak je zndmo, v intervalu (1 eV, 10 eVji Bnizaci dojde k
uvolnéni elektronu a ztrata energie u mikagtice je ¥tsi.

Pri brza&éni €zkych jadernycltastic se viiznych oblastech jejich
drahy (podle energigstic) uplaituji interalkéni potencialy, jez Ize
aproximovat eiznymi vyrazy. Nap pii vysSich energiich (8astica
nebo proton s energiradu MeV) se uplauje Coulomliv potencial
elektrostatického odpuzovani jadrem dany rovnici

_Z2,72,¢
r 1)

V

c

(4.799)

kdeZ aZ, je prislusny pdet elementarnich nahiogastice a teroveho
jadra,e elementarni nabojravzdalenost mezi interagujicimi
casticemi. Rozptyl uskud#ujici se v tomto silovém poli se nazyva
Rutherfordovym rozptylem.

V oblastech nizSich energéizkychcastic fadu desitek az stovek
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keV) se pi interakcich uplatuje icast&né stigni jaderného
potencialu elektronovym obalem & popisu interakce se pouziva tzv.
stirtného potencialy(r) vyjadieného vztahem

v(r):ﬁqn(r) . (4.800)

Stinici faktord(r) Ize aproximovat nap riznymi formami tzv.
mocninovych potenciéltypu ®(r) = a/r’, kdea je konstanta a celé
¢islo.

V oboru energifadu keV a nizSich se srazkKygké castice blizi razu
pruznych kouli a jako interghkiho potencialu se pouziva potencialu
tvrdé koule (s pologrem nepimo zavislym na energii).

V oboru vysSich energii (desetiny az jednotky MeYyse) se f
brzdéni t&Zkychcastic uplatiuji i interakce s orbitalnimi elektrony
atonu brzdného prosedi. Vzhledem k relativhmalé hmotnosti
elektroni jsou ztraty energierptéchto jednotlivych interakcich malé a
nedochazi f nich k vyznamugijSi zméné smeru pohybu leticEastice.
Energie pedan&astici se zde projevi ionizaci a elektronovou extit
atonu prostedi. Ugité procento elektranpritom vSak ziska energii
dostaténou k tomu, aby se po uveélni z tetového atomu chovaly
jako sekundarniastice (oznéované jako z&ni delta) schopné podél
vlastni kratké drahy vyvolat dalSi ionizace a eat

Vzhledem k tomu, Ze jednotlivé akty ionizace a &aaa podél drahy
castice nasleduji za sebou v malych vzdalenostec¢asjice dinng
brzckna i €mito procesy a analogickym agobem jako p brzdéni
jaderném lze i zde definovatiplusny @&inny prirez pro elektronové
brzckni gy(E) a elektronovou slozku linearni brzdné schopnosti

_(%j =N,y (E) (4.801)

S rostouci energii elektronova slozka brzdné sohstpapa@atku
rostea dosahuje maximaiprychlostiu, ktera je
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\ relativistickeé
energie

e R

2

v:212’;3 2mne Ih logE

Obr. 4.47: Slozky jaderneho a elektronové4o brzhi tézke ¢astice v zavislosti na jeji
energii E

2/3 .2
zavisla na néboﬁéstice(u ~ Zlhe j - viz obr. 4.47. V oblasti jeSt

vySSich energii pak elektronova brzdna schopnadtkdgsa a je dana
Betheho formuli

dE) _ 477|\|(A)lezzé1 2m,c’ 2 2

(dxl i In=¢ n(1-5*)-58|, (4.802)
kde S=ulc, cje rychlost s¥tla, u je rychlost ¥Zkécasticemklidova
hmotnost elektronu d stredni excitani energie atofhprostedi.

Tato funk¢ni zavislost ukazuje, zZe elektronova brzdna schsigeo
zhruba nefimo Un&rna energitastice atverci jejiho naboje. Brzdna
schopnost deuteronudité energie je tedy naprovna brzdné
schopnosti protonu s energii polévi a uc¢asticea. je rovna
¢tyrnasobku brzdné schopnosti protonu s enétgifinovou.
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Obr. 4.48

1 10 100 E,(mc?)

. Zavislost ionizacnich ztrat energie dE/dx na energii ¢astice E, v jednotkach klidové
e 2
energie castice mc.

Vysledkem elektronového i jaderného hmidje postupny pokles
energiecastice pi praletu prostedim. Ri tom je vSakietnost
jednotlivych interakci na jednotkovém Useku dratijpvdiovana i
statistickymi zakonitostmi. To znamena, ze jednétliastice z
urcitého statistického souboru ztrati po prolétnuticstych drah
obecr rizné hodnoty energie.

Konetnym vysledkem brzdného procesu je tedy to, Ze émerg
castice posléze klesne k hodnotéadu eV, pi kterych gmito
zpusoby nedochazi k jeji interakci s phi@stim (neionizuje, neexcituje
elektronové obaly). Celkovou délku drafgstice od peateEniho
bodu, kde vnikla do prastdi, az po koncovy bod, kdégstala
interagovat (rreno podél skutmé drahy se vSemiipadnymi
odchylkami), oznéujeme jakdinearni (celkovy) dosah (doletR,
piimou vzdalenost p@teiniho a koncového bodu jako taxektorovy
dosaha jeho piimét na snér pavodniho letutastice jakalosah
promitnuty (Ry).

Jestlize zname pbehy zavislosti obou sloZzek brzdné schopnosti na
energii, Ize celkovy dosdR vypaocitat integraci postupnych ztrat
energie ode; do nuly, tj.

El

1 dE

R= : :

N j dE dE (4.803)
Ao —1| | —

dx Jg,\ dx/,

U protoni acastica je dominantnim brzdnym procesem podél drahy
elektronové brzéhi, brzdné drahy jsou praktickyimé, promitnuty i
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vektorovy dosah jsou v podstdbtozné s celkovym. U energetickych
téZkych ionfi se ¥tSi merou uplatiuje jaderné brzshi a brzdna draha
je odliSna od fimky. Pro pondr promitnutého a celkového dosahu
zde plati piblizny vztah

Rp MZ N
E =1+ 3M . ( 4.804 )
1

Podob#r jako ztraty energie jevi i dosahy souboastic s danou
pocateini energii Wity rozptyl.

Obr. 4.49
N

10

05

0

U T
X
Rs F:‘)textRmcnx
Zavislost poCtu tézkych nabitych castic N proslych vrstvou latky na tloustee vrstvy x. Na
obr. je definovan stfedni dolet R,, extrapolovany dolet R,,, a maximalni dolet R,,,.

Dosah je uten inflexnim bodem; dkdy je zavadn extrapolovany
dosah (R,). Rozptyl dosah ¢astica s energiemfadu MeV je
pomerné maly, gislusna hodnota FWHM v diferencialni fa¥rm
distribuce jerddu 2 — 3%. To ukazuje, zgastic tvadenych ionty
lehkych prvki jsou jejich dosahy charakteristické a pong doke
definované veliiny. Hodnoty dosailnzavisi na brzdném prdsti a
energiicastic a pokud jsou znamyiplusné brzdné schopnosti, Ize je
vypacitat integraci podle vztahu ( 4.803).

Z vysledki experimentéalnich giteni dosah ¢astica ve vzduchu s
raznou pa@ate:ni energii (v centimetrech za normalniho tlaku a
teploty) E; (v MeV) vyplynul nasledujici empiricky vztah

R, :(2—%0+ o,zsj E?. (4.805)
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Vedle srazek s atomovymi jadry vedoucich k rozptyhrzéni
tézkychcastic, mohou probihat na jadredh goopadu &chtocastic i
jaderné reakce. Jejichisledkem je plna absorpcégiusnétastice za
piipadného uvokni sekundarniho #ani sSépnych produki.
Prav&podobnost, ze k reakci dojde charakterizujetiiglygsnym
ucinnym ptifezem jaderné reake® , ktery zavisi na druhu a energii
dopadajicictastic i na tafovém jadru. Udava se v jednotkach
Ucinné piitezy jadernych reakci se pohybuji od nepatrnych dibdn
tadu 10" n?, aZ po hodnoty I8 m? mnohonasobhprevysujici
geometricky pitfez jader.

V praxi sec¢asto nahrazuje popis zavislosti ioriiagch ztrat na energii
tzv. Braggovu kiivku, ktera udava zavislost ioniga schopnosti
castice na délce drat; jiz ¢astice urazi.

Obr. 4.50

mpm&;éhz

0 1 2 3 4 5 ¢ 7REm

Braggova kfivka, kterda udava pocet ionti N, vytvorenych na jednotkové draze Castice.
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c) Cerenkovovo z&eni

Maria Curie-Sktodowska (1867 — 1934) Pavel Alexandrovi Cerenkov (1904 — 1990)

Cerenkovovo zé&ni bylo nejspide pozorovano jiz M. Curie
Sklodowskou v roce 1910 v roztocich s vysokou étictivradia.
Cerenkov v roce 1934 zjistil, Ze se jedna o velmbélzéeni z modré
a UV oblasti a vyznalje se vyraznou sénovosti vzhledem k draze
castice, ktera jej Zjsobila.

Zareni vznika pi praichodu nabit&astice piizratnym dielektrickym
prostedim jako dsledek polarizace atanprostedicastici a nasledné
depolarizacegchto atond.

Teoreticky byl jev popsan v roce 1937 Frankem a mam

Frank, Tamm & erenkov za tento objev ziskali roku 1958 Nobelovu
cenu za fyziku.

K polarizaci dochazi wsné blizkosti drahy prolétaji¢astice
coulombovskymi silami. Jednotlivé depolarizujicimaty predstavuji
elementarni izotropni zdroje sférickychewinych vin.

Podle Huygensova principu, maji vSechny body nagjiéizse na
spole&né vinoploSe stejnou fazi.

V prostedi s relativnim indexem lonmu> 1 se nize nabitaastice s
rychlostifc pohybovat rychleji, nez sefelektromagnetické #ani v
tomto prostedi. Rychlost elektromagnetického signalw fec/n, kde
nje index lomu. Budeme uvazovat tigadu, kdy

v< fc. (4.806)
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Pokudv < c/n, viny se §ii raznymi snéry s tiznou fazi a jsou
nekoherentni —ipinterferencich se navzajem rusi — emiséaweni
pozorovana.

Pokudyv > c/n, existuje spolény teiny povrch ke vSem jednotlivym
elementarnim vinoplocham, namz jsou tyto vinoplochy ve stejné
fazi — dochazi k interferénimu zesilovani — emisi koherentniho
swtla. Plati-li ( 4.806 ), nabit&astice vysila elektromagnetické&eai
v oblasti viditelného spektraCerenkovovo zé&ni.

Obr. 4.51

&elo viny smér $ifeni

iffeni vin elementérnich
z jednotlivich vinoploch
bodé
smér v
pohybu
tislice
okamiité
polohy n-0

caslice
okamiité

Eastice
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Obr. 4.51 ukazuje Huygensovu konstrukci vinoplochy
elektromagnetickych vin vysilanych pohybuijicicgstici.Celo viny je
obalkou vinoploch vysilanyckastici v fiznych bodech jeji drahy a je
definovano kuzelem s vrcholovym Uhlef= 2 arcsin 1/6h). Swtlo

se &fi pod uhlem$ vzhledem ke s#ru pohybucastice. Pra? plati

ct ¢ 1

Cosd = = = :
cbt cns nB

(4.807)

Tato konstrukceigdpoklada, Ze se rychlasisticev béhem jejiho
praichodu dielektrikem z bodu nemi.
Zacas t = AA'/v dorazicelo viny vybuzené v mistA do vzdalenosti

AB= AB=S. (4.808)
n

Primky BA" aB"A” tohoto rovinného modelu jsaglem viny
interferegn¢ zesileného sila a sviraji se sénem pohybuwasticeAA
uhel 3.

Vzhledem k prostorové symetriidi drazecastice maelo viny
Cerenkovova z#ni tvar plagtkuzele s vrcholovym thlem®
piicemz osou kuZzele je trajektorastice.

Méfenim Uhlug je moZno stanovit rychlost a tedy i enekgistice.
Minimalni prahova rychlost nezbytna pro vzKikrenkovova zini
zavisi pouze na indexu lomu dielektrika

<
1
S|o

(4.809)

min

Minimalni rychlosti odpovid& = 0° — emis& erenkovova z&@ni ma
smer ¢astice. Pro organické sklo s indexem lomwe 1,5 je v = 0,6€.
Ultrarelativistickymc¢asticim, jejichz rychlost se bliZi rychlosticgha
ve vakuu = 1), odpovida maximalni ahel:

Do = arccosl. (4.810)
n
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Interval rychlostiastic, ve kterém dochazi ke vznikerenkovova
zaeni je tedy dan nerovnosti

Ccvse (4.811)
n

Pro kazdé progedi tedy existuje prahova rychlgst, = 1/n pro vznik
Cerenkovova zéni. Pro vodu j& = 1,33, jejiBnn = 0,75,emuz
odpovida relativlt mal& kineticka energie elektronu

E.= E—mc=0,26 MeV.

Maximalni ahel, pod kterym se pozorujeedi ve vod, je

Imax = 41,5°. Poet fotori Cerenkovova zi&@niN(v)dvvyslanych v
intervalu kmit@ta (v, v+ dv) je charakterizovan Gémnosti

N(v)dv ~ Z?sin*9 o, (4.812)

ktera implicitré obsahuje zavislost na Vyplyva z reho, Zze spektrum
je spojité a stejné préastice se shodnym nabojem.

Na nasledujicich obrazcich je zachyc€moenkovovo zéeni
vydavané aktivni zonou jaderného reaktoru (ob2)4abnabitymi
¢asticemi emitovanymi z vyhtelych palivovychilanki jaderné
elektrarny vevymiracim bazénus vodou (obr. 4.53).
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Obr. 4.52

Obr. 4.53
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d) Interakce neutrona s latkou

Interakce zfisobujici brzéni neutroti jsou do jisté miry analogické
absorpci z&eniy. Ani neutrony samy neionizuji préstli a interaguji
s atomovymi jadry prostdi sraZzkami, id nichZ ztraceji porrné
velky zlomek své energie. lonizace piesl je vyvolavana az
sekundar# pri brzdéni atomii, na Rz pii srazkach bylaijgdana
kineticka energie. Neutrony mohou byt ovSem atomajadry také
absorbovany a vyvolat v nich jaderné reakdg@ureé jsou @itom
emitovanycastice, které sekundarapisobuji ionizaci).

Zakladem vlastniho brzdného procesu netditijsou vsak jiz
zminéneé srazky, p nichz se neutron a t&vé jadro velmi fiblizné
chovaiji jako pruzné kouléifli se zakony zachovani energie a
hybnosti). Bi tom relativni¢ast energie, ktera séipednotlivé srazce
prenese z neutronu nadevy atom, zavisi vedle geometrie srazky
predevsSim na po#énu hmotnosti neutronu a srazkového partnera. Je-li
energie neutronuipd srazkolkg;, bude jeho $edni energie po srazce
E, a stedni energie téového atomu (s nukleonovyéislemA) po

srazcek, dana vztahem

- A*+1
= 4.813
a
— 2A
E = : 4.814

V fack za sebou nasledujicich srdzek se stejnyrowymi atomy
bude energie neutronu sgem srazek klesat exponencialiro
stredni logaritmickou ztratd energie neutronuipjedné srazce plati

E (A-1)
E_{ 2A) In AA+1—1. (4.815)

E=1In

[T



703
Pon srazkach bude tedy energie neutronu rovna
E,=E€". (4.816)

Pro vodik(A = 1) se hodnotd limitné blizi 1 a ze vzorce Ize tit, Ze
ke snizeni energie neutronugkalika MeV na energii odpovidajici
tepelnému pohybu (0,0025 eV) je zaebi zhruba 20 srazek.
srazek patbny k analogickému snizeni energie neutronu vigpne
vySSimA je vysSSi, protoZze hodnotaklesa s rostoucir.



