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Druhé kvantovani

Predpokladejme, ze maniestejnychcastic, které obsazuji stavy
néjaké dynamické progmné,N, ¢astic nechije v prvnim stavu
(hodnotaa,), N, ¢astic nechi je ve druhém stavu (hodnadg), atd.
CislaN, nazyvame obsazovatila stavin. Soiket viech
obsazovacichisel je roven pétu ¢astic:

> N, =N. ( 5.1)

Pro bosony jeN, =0,1, 2,... . Pro fermiony je situace jednodussi —
v daném stavu tize byt nejvySe jeden fermion, N, =0,1. Frislusny
stav soustaviN stejnych¢astic s danymi obsazovacitisly ozn&ime

) =N, N, ... N,...). (5.2)

Tomuto zapisuikamereprezentace obsazovacicéisel Pri studiu
systénti obsahujicich stejn&stice nutno mit neustale na pdinve
vinoveé funkce musi byt invariantnii® vzajemné zagné dvou
stejnych bosaoina pouze zrnit znaménko P zamené dvou stejnych
fermioni. Pracujeme-li v reprezentaci obsazovacisk!, potom nam
tato starost odpada. Uvidime, Ze je vyhodné zamskreani a
anihilaéni operéatory. Rozdil mezi bosony a fermiony nalezt@mto
formalisnu jednoduché algebraické vyjauii.

Bosony

Hilbertiv prostorN nerozliSitelnych bosanoznaime jakoH?Y .
Nech’ C je uplnd mnozina pozorovatelnych jedin€éahto castic a
{|c)} mnozina odpovidajicich normalizovanych vlastniektert. Je
ztejmé, Ze vektory|c,)} tvoii ortonormalni bazi \HY. Uzijeme-li
symboliky obsazovacictisel, mizeme identifikovat

lc)=|N,=0,N,=0,... ,N,=1,.. ;S .}, (5.3)
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kde jednotka stojici za pismen&udiraziuje, Ze jde o vektor
z prostoruHy sN = 1. Tak nap

c,)=[|1,0,0... S.1

c,)=/0,1,0... 5.} (5.4)

c;)=(0,0,1... S.1

Podobr mnozina vSech vektdr

_ _ N! 2 .

|N1' Noveo o N ’S'N> _[Nl!"‘Nk!"‘] Sck1> Ckz>‘ckw>
(5.5)

uré¢ovanych nezapornymi celyniisly N;, N,,... N,,... ,

vyhovujicimi podmince ( 5.1 ), tvbortonormalni bazH? .

Pro dalSi avahy je vyhodné zavést Hilldgrprostor

Hg=> OHg , (5.6)

N=0

kde H? je jednoroznarny prostor generovany normalizovanym
vakuem|0)

(00=1 (5.7)

Je Zejmé, Ze prostor ( 5.6 )ieme identifikovat s Hilbertovym
prostorem systému, ktery lzé&gravit ve stavech s libovolnym
poctem bosofl uvazovaného druhu.

Definujme kre&ni operatora, ¢astice ve stavoy tak, Ze kazdému
vektoru zHY prirazuje vektor ZH3 ™. Ortonormalni bazi podprostoru
HY pak miZzeme utvdit z vektofi
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== _0). (5.8)

Definujme dale anihikni operatora, jako operator sdruzeny

k operatorua, .

V analogii s vysledky, které jsme nalezli kigact linearniho
harmonického oscilatoru bude po #apbeni kregnim operatorem
stav popisovany vyslednym vektorem obsahovat oyédstici vic,
nezli stav vychozi, zatimco po Zegwbeni anihilénim operatorem
tomu bude pravnaopak:

&N, ... N s SINY =N + AN, ... N+ 1, SN+ )

A [Ny, Ny s SNY = NN, N =2, ;SN - L

(5.9)
V reprezentaci obsazovacicisel budou tedy kr€ai a anihil&ni
operator popsany matici

<N1',--- Nioo s SINYEN LN, ;S,N>:

A+
A
=y N, +1 5N+1,N'5N1Ni"'5Nk+1,N'k T

<N1',...,N,’(,...;S,N’ Nl,...,Nk,...;s,N>: (5.10)

~

A
= Nk 5N—1,N'5N1Ni ' "5Nk—1,N'k

Ptimo z relaci ( 5.9 ) snadno speme komuténi relace kreénich a
anihilaénich operatar

(4.4]=0,

as A- (5.11)
[ak,a1 ]:O.

Z formuli ( 5.9 ) snadno nalezneme, ze prdk plati



~1... N, +1,.. SN)= (5.12)

neboli
(4.47]=9, (5.13)
Podobr nalezneme

Nl""’Nk1"-;S;N>: Nk+1é;|N N+ 1 ;SN—;L:
= N +LYN LN, N SINY=(N + 3N, . N, L, SN

(5.14)
odkud okamZit plyne komutani relace

[Nj,l\]k]:o. (5.15)

Zavedeme-li operéator ptu kvant ve stavig, obdobr, jako u
linearniho harmonického oscilatoru:

=&4, (5.16)
pak operator celkového @t castic bude vzhledem k (5.1)

N = (5.17)

k

Z komut&nich relaci ( 5.11 ) a ( 5.13 ) snadno nalezneme, zZ
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(5.18)

Jeli uplnd mnozina pozorovatelnych spojitdzeme cely postup
zopakovat pro spojité prafmné. Nap. v x-reprezentaci lze zavést
vinové funkce* (x) ag™(x), funguijici jako kreani operator

do polohyx a anihil&ni operator z polohy. Komuta&ni relace budou
obdobné (5.11) a (5.13), pouze namisto Kronesleetenzoru
vystupuje na pravé strairacova delta funkce:

(%) (x)]=0,
&7 (%)@ (%)]=0, (5.19)
97 (%) ()] =0(x —%).

Cely postup nyni snadno zobecnime na 3 dimer(zesg)-
reprezentaci, ktera vychazi z bazerera vektory{xf}, vyhovujici
normaliz&ni podmince

<

a zahrnujici tedy krotnprostorové&asti vinové funkce i splnovou
cast. Zavedeme tedy krad a anihil&ni operatoryqJ | pro tyto

stavy.

K tomu, aby reprezentace obsazovacisk! n€la smysl, musime
vzdy specifikovat, z jaké baze jedidsticového podprostoru
vychazime, tj. jaké jedidasticoveé stavy jsou kreovany kéaami
operatory.

Nech’ X je jinou Uplnou mnozZinou pozorovatelnych uvazovené
bosonu a{|x£>} je mnozinou odpovidajicich normalizovanych

vlastnich vektar. Vektor ( 5.5 ) ozndme nyni detailgji jako

X&) =0(x=X) I, (5.20)

IN(c),....N(c,)....;S,N). (5.21)
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Podobr
IN(%&), - N (X&) . 5S.N) (5.22)

je vektor definovany pravou stranou formule ( 5g®)zangné

o) [ (529
Protoze

X = 2 {enxidilen) (5.24)
plati

X)X )= 2 (] Xdi)  (on [ o) o[ )

(5.25)
odkud ihned vidime, ze

‘N(lel)v-- N(X, &) ;S’N>:

N(Q) N(6 ) )
Z LN(Xlg)!”'N(kak)!"'] <le Xk1£k1>“'<cnh‘ka£kN>D

o IN(c,),....N(c)....iS,N),
(5.26)

kde N(c, ) udava, kolik inde m, ..., m, mé& hodnoty.
Abychom zdiraznili, ze operétoﬁJ: Kreujecastici ve stavu napc,
budeme ho zde ztiajako W; (¢, ). Potom
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~ N(xsé)  ~ N(x£>)
W (x,¢& A
\N(xlfl),...,N(xkfk),...;s>:( () (¥ (x2) |0).
\/N(lel)! N(Xzfz)!
(5.27)
Porovnanim (5.27 ) a ( 5.26 ) vidime, Ze operator
G (x&) = < x§)a*(c;) (5.28)

kreujecastici v mist x s teti komponentou spinu rovnau Tak nap.

V' (x£)[0)= 2 {e [x&)a’ (< )19

Odpovidajici anihileni operator ma tvar
v (xE}=Dxde A (e ).

Tyto operatory spiluji komuta&ni relace
W (x&), W (X&) |=0,

W (x&), W (x 5) =0,

b7 (x6). " (x€) | = G 0(x-X).

Formuli ( 5.8) pak zapiSeme jako

) G (y £ O
S|X1511---’XN£N>: ()(151)\/m (XNgN)|O>

Operator

N(x) =% (x&) w7 (x¢)

=2 oo |xe) =Ix¢).

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)
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muzeme interpretovat jako operator hustotytp@astic s teti
komponentou spinu rovnafl, v misg x. Operator

R(x)= > R(xé), (5.34)
&=-s

kdesje spin uvaZzovaného bosonu, je operatorem huptwity ¢astic
v mist x bez ohledu na jejich orientaci.

Kreani, resp. anihiléni operatory mizeme uspiadat do
jednaadkové, resp. Jednosloupcové matice

‘i’*(x)s(qﬁ(x,s) LTﬁ(x,s—l) LTﬁ(x,—s)),
W (x,s)

¥ () = qJ‘(x.,s—l) | (5.35)
W (x,-s)

Operator hustoty ( 5.33 ) potomi#eme zapsat jako séin matic

~

N(x)z‘l’*(x)‘i"(x). (5.36)
Podob# Ize vyjadit operator celkoveého @tu castic

N= j N(x) d = j ¥ (%)% (x) d. (5.37)

Fermiony

Hilbertiv prostorN nerozliditelnych fermioi oznaime jakoH" a
definujeme

> OHj . (5.38)

00
N=0

H,
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Déle postupujeme analogicky jako kigad bosori. Ortonormalni
bazi podprostortH} utvarime z vektoit

~ ~

. bt ...b"
- m my
/1cm>“¢qm>_-—3?ﬁ—ﬁoy (5.39)
Z definice antisymetrizatoru vidime, Ze
./Zl le ...Cj o) ...CmN> :_./Zl le N o ...Cj “'CmN>’ (540)

a tedy kreani operatory pro fermiony nusi antikomutovat
{ﬁ:&}:o. (5.41)

Speciel’ proj =k odtud plyne

(ﬁjzzo, (5.42)

coz zargduje splreni Pauliho principu. Sdruzenim relace (5.41)
dostavame obdobnou relaci r@zrpro anihil&ni operator

{@1&}:0. (5.43)
Z antikomut&nich relaci ( 5.41 ) a fazové podminky

m<m, <--<m, (5.44)

snadno nalezneme, Ze plati

Ny ooy Ny SANY =11, (2= NN o N+ L0 AN+ Y
(5.45)

by

kde




713

n.=[1(-1" (5.46)

j=1
je operator parity. Odtud pak bezpresire plyne
BNy, . Ny S ANY =L NN, N =1 AN- D

(5.47)
Z formuli (5.45), (5.47 ) dostavanieti antikomutani relace

{6;.6} =3, (5.48)
Z t&chto formuli také nalezneme

BB N,y Ny AN = N (2= NN s N e AN

Analogicky jako v pipack bosori definujme

N, =0, (5.50)
Z formuli (5.42 ) a (5.48) plyne, Ze

N2 =N,, (5.51)

a tedy operatoN, maze skuténé mit pouze d¥ vlastni hodnoty

N, ={ (1) (5.52)

v souladu s Pauliho principem. Odtud vidime, Ze

N, (2=-N,)=N,. (5.53)
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Tedy Nk je vskutku operatorem ptu ¢astic ve stavuay .

Zavedeme-li jegtoperator celkového ptu ¢astic ve shodls (5.1),
pak z antikomuténich relaci snadno odvodime komirtarelace

NN, |=0,
Njby|=8,00 = Nb; |=b, (5.54)
NB ==, = [ N =8y,

zcela obdobné, jako ipadt bosori.
Stejre jako u bosoft miZzeme také definovat operator kreace fermionu
Vv mist x se teti komponentou spingd:

W (x&) = < x&)b*(c;) (5.55)

Odpovidajici anihileni operator ma tvar

V7 (xe)= X xéle,)b (o). (556)

Tyto operatory spiluji komuta&ni relace

LTﬁ(xf),qﬁ(x’f’) =0,
$(x&), % (x&) |=0, (5.57)

b (x€). ¥ (¢€)] = 5, 0(xx).

shodné s (5.31).
V analogii s formuli ( 5.32 ) pro fermiony plati

i G (x £ ). @
A|X1£11---’XN£N>: ()(151)\/m (XNCtN)|O>. (5.58)
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Snésna pole

Zatim jsme diskutovali druhé kvantovani v souviglegpopisem
systént sestavajicich z jediného drubdstic. Uvedenou metodu vSak
|ze pouzit i pro fipad systérin sestavajicich z vice draliastic.
Stavoveé vektory je aih mozno generovat aplikactiplusnych
kreatnich operatar na vektor vakua. Kréai a anihil&ni operatory

pro kazdou pevhzvolenowastici sphuji vySe uvedené komutai,
resp. Antikomutani relace v zavislosti na tom, zda se jedna o boson
fermion. Operatory popisujici dynamické pr&mé vztahujici se

k riznymcasticim musi navzajem komutovat. #2dchoziho je
ziejmé, Ze tato podminka bude syla, pokud kre&ni a aniohil&ni
operatory kazdéastice budou komutovit antikomutovat

s kre&nimi a anihil&nimi operatory ostatniakastic. V souladu

s kEzné uzivanou konvenci se rozhodneme pro komutaci, kdyde o
operatory dvou fermiaha pro komutaci vipadech bosan nebo
snesnych poli bosains fermiony. Relace (5.31) — (5.57 ) pak
zobecnime na

& (xe). W5 (x ) ]=0,

L (x€), W5 (x ) ]=0, (5.59)
B, (). @5 (X €)= 0y S(x X)),

{®; (x6). @5 (x&) =0,

(W] (x¢), 9, (x&) =0, (5.60)

kde jsme dolnim indexem u operatmyzn&ili, ke kterécastici se
vztahuji. Relace ( 5.59 ) plati pro bosony nebéssré boson —
fermionové pole, relace ( 5.60 ) jestli&esticea i Fjsou fermiony.
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Na zawr si vSimréme, Ze normalizovany vekt@'x} popisujici stav
jedinécastice je v(x, sz)-reprezentaci wen vinovou funkci, kterou
muzeme vyjadt rozvojem

4[/(X,£)E<x£|w>:z<x£‘cj>aj. (5.61)

J

Kde koeficientya; =(c; |¢/) vyhovuji normalizani podmince
2
Z\aj\ =1. (5.62)
j

Pritom operator operétle(x,E) anihilujici¢astici nachazejici se
Vv mist x se teti komponentoy, obdrzime z rozvoje ( 5.61 ) prostou
zanmenou a, — &, resp.a, - by, v zavislosti na tom, zda se jedna o

bosonci fermion. V tomto smyslu kvantujeme samotnou viowv
funkci — vinové funkce popisujici systém se samayaji operatory.
Proto se o této procetbuhovdi jako odruhém kvantovani. Jak
ukdzeme ihned v nasledujicim paragrafu, procedm@atuje velice
jednoduchy pechod od hilbertova prostoru jeditdstice k Hilbertovu
prostoru systému, kterythe byt gipraven ve stavech s n&pnejSim
poctemcastic, pop. ve stavech, v nichz petcastic nema ostrou
hodnotu. Proto népkvapuje, Ze metoda druhého kvantovantitvo
zakladni pilf v kvantové teorii pole, kde jsou v&@hy popisujici
klasicka spojita pole nahrazovany operatory.

Operatory dynamickych progmnych

Libovolny operéttorlE v prostoruN podobnych bosanH(N) mizeme
vyjadiit jako

F= Z <cnl...an

M ...Ny
m ... My

=

. (5.63)
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neba’ vektory

C,,)

tvori ortonormalni bazi W (N).
Ma-li F né¢jakou dynamickou prosmnou soustavil stejnych
bosorii, musi nechavat invariantnim podprostb} OH (N).

‘cnl...an>E an> (5.64)

AA A

Operéltorlf v HY pak mizeme identifikovat s operatore8F S, tj.

=Y oo,

M...Ny
m ... My

=

le‘“CmN>N! l...é:N 0><O|éT;Né';1’

(5.65)
kde jsme vyuZili vztahu ( 5.8 ). Projak operator0)(0| mizeme

z formule ( 5.65 ) vypustit, neBgro libovolny vektor)OH{ plati

&, -8 ) DHS. (5.66)

Pro hledané vyjaeni libovolného operétoré v Hilbertow prostoru
N stejnych bosainpomoci kreanich a anihilanich operatar tak
mame

F :% Z <cnl...an

M...Ny
m ... My

=

oo Cry )80 80 B o8, (5.67)

V (x,s,)-reprezentaci plati

<x151... N ‘If x’ﬁ...x’@@ =9(x, =)+ I(xy —x’N)Ifgm{N e

(5.68)
kde Fgf...gN P operator fpisobici na funkce prognnychx, ..., X,
S vyuzitim relace Uplnosti
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Zjd&l e A% Xy X E WX E o X | =1, (5.69)

fl"'{N

kde jednotka fedstavuje operator identityt(N), mizeme formuli
(5.67 ) gepsat jako

~ 1
F =N Z stxl---dsxlﬂ

W (%1.&1) - (Xn:én) lfé)l(...fN fi-..f'NqJ_ (Xn én) ST (%,.&1)
(5.70)
Coz se da zapsat ve zkraceném maticovem tvaru

~ ~

F o=t B () () F 18 (xy) - (x,).

(5.71)

kde F* je nyni¢tvercova matice rozinu (2S+1) , jejiz elementy
jsou operatory fisobici na funkce proénnychx, ..., Xy

V praxi se ngjastji setkdvame s operétorlff které jsou bd
sowinem jedn@asticovych operatdr

N
F=Y {0 (5.72)
=1

nebo operatdrdvouasticovych

£ f0m, (5.73)

i<k

Pritom ) je operatoremisobicim pouze njatou ¢astici, neboli
direktnim sodinem operétoruf vHY s operatory identity

v podprostorectH®) . v podobném smyslu jé ") dvouzasticovym
operatorem fisobicim pouze natou ak-tou ¢astici.
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Prikladem operatdrtypu If1 je treba operator spinu, orbitalniho

momentu, celkového impulsmomentu, kinetické eneaitfie soustavy
N ¢astic. Jestlize v soustaneexistuji viceasticové sily, je interakce

mezicasticemi popsana operatord
Vzhledem k tomu, ze

<Cn1---CnN f“)\cml---cm>=<cnl

(5.74)
dostavame z formule ( 5.67 )

Al
Fl_mzz<cnj

j:]. nj ,mj

~

ij>2§; B BLE B

(5.75)
kde v posledni suénse gita pres vSechna, k=1, ... N s vyjimkou
k =j. Vzhledem ke komutaim relacim ( 5.11 ), fiZeme misto
formule (5.75) psat

f

~

n;,m, M. N1

Pomoci definice ( 5.17 ) a komdtdch relaci (5.15), (5.18 ) snadno
upravime posledni sumu na tvar

M...NN-2

N-1
= L& & Na g [N (N = [ & [N-(N- )]
N...Ny_3 J=1
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Uvédomime-li si, Ze kazdy vektoridy je vlastnim vektorem

operétoruN prislusnym k vlastni hodn®diN, vidime, ze posledni
sumu ve formuli ( 5.76 ) fzeme nahradit faktorefN -1)!, a tedy

A= (e

n,m

fle,) 8, (5.78)

Postupem, ktery nagiped| od formule ( 5.67 ) k formuli ( 5.70)
nalezneme, Ze soasre plati

~

£ = j A (x)f O (x), (5.79)

kde ™ je ¢tvercova matice rozénu (2s +1), ktera v
(X, S,)-reprezentaci popisuje jedeasticovy operatoif .
Zcela analogickym zZjsobem dostaneme pro dv@isticové operatory

Cc.C > aaaa, (5.80)

I\:I'|>
il
|
b.
o
w
X
&
o
><00
N
&
+
—
X
)
>

() R (x )9 (x ). (5.81)

Obdobr I1ze nalézt i vyjatkeni operatar vicetasticového charakteru.
Podobr jako u bosoft mizeme operatorysobici v prostortH '\

vyjadiit pomoci kre&nich a anihilanich operatat. Zcela
analogickym postupem nalezneme

F :% Z <cnl...an

Ny

m
m ... My

=

G-+ Cr B3, -+ BB -+ B,
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a formule (5.71), (5.79), ( 5.80)stavaji formald beze zminy. Na
rozdil od bosoé vSak u fermiofi zalezi na pfadi, v #mz po sob
nasleduji jednotlivé kré&ai a zrovna tak i anihitai operatory. Ve
formulich

(5.78) a (5.80) je pak pouze fmiia provést zatnu a — b, neboli

(5.83)

Kontrakce operatori

Obvykle se zavadi konvence, ve které indexyk, ... zn&i obsazené
spinorbitaly,a, b, c, ... neobsazené spinorbitalpay, r, ... libovolné
spinorbitaly.

Normalni sowin LMl, MZ,...MrJ kreanich a anihilanich operatar

M, M,, ...I\7Ir je takovy jejich sotin, ve kterém vSechny kréai

operatory stoji nalevo od anihtlaich a ktery je vynasobeny
znaménkem permutace

1 2 ... r
(22 (530
| PRETRE P

ktera gevadi fivodni uspsadani operatdrna nove:

N N N

| My, My, M, |=(=2)"b] b7 by by . (5.85)

Pro uplnost jestdefinujeme

|0]=1 (5.86)
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kde O je prazdna mnozina. Z ( 3.122 ) a ( 5.85 ) dajael

~

M, M,,..M, ||0)=0, (5.87)

je-li alespad jeden z operétﬁrl\?li anihilani.
Kontrakei dvou operétori M, a M, rozumime vyraz

M, = NN | MM | (5.88)
L

Z antikomuténich relaci (5.41) (5.43), (5.48) vyplyva

A A

h'b" =hb =h'b =0,
LJ LJ L] (5.89)
bby =il j).
LJ
Déle definujmenormalni sowin s kontrakcemi vztahem
|\7|1 |\7|I1...|\7|i2 |\7|j1. sz°'|\7|iq'°'|\7|jq""\7|r =
— o I (5.90)
:(‘1)p'\7||1 AhMiz Ajz"'Miquq[[ Asl"'Ms]]’
L L |
kde (-1)" je parita permutace
1 2 .. + U
{. . 2q (zq ]) j 29+ =r (5.91)
PR PR S, e S

za gedpokladu, ze @operatoi je kontrahovanycH,
nekontrahovanych.
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Wickova véta

Gian-Carlo Wick (1909 — 1992)

+ Mle" MrJ*‘{MlMlMs MrJ+ +
L] I
+ 1M2M3M4' IVlr + M1MN3M4 Mr +eoet
I I L
I |
ettt et ettt ettt ettt e ettt eeeaaaeaans +

(5.92)
Dukaz
Pror = 2 grechazi Wickova &a na definici kontrakce
NN, =| NN [+ MM =| MM |+ N (5.93)

... ,') libovolné, nebo
,r), je identicky spliina rovnost
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[Ml"'MrJMs:Wl“"\ﬁrmsﬁzwr'“ﬂi‘“'\7'r'““7'lsJ

I<i<r

(5.94)
paklize plati
b i | Y| B (s0s)
Pror = 1 dostdvame @pdefinici kontrakce
6 Ji <[ | 6 (596)
neboli
bb) = bk, |+bib; (5.97)

LJ

Vynasobme (5.95) zIe\Aﬁg:

by | by -++b” [0 =g | by --bb; |+ ;b {b‘ b'Lﬁ;J' (5.98)

Protoze kontrakcéjﬁs+ je konstanta (0 nebo 1), Ifg zahrnout do
L
normalniho sotinu. Prvni¢len napravo ( 5.98 ) upravime pomoci

(5.85) a (5.88) takto:



=| byl by ;Jﬂbgb;---br‘b;J.
L
(5.99)
Dosazenim ( 5.99 ) do ( 5.98 ) dostavame vztah pr& operatar

v normalnim soéinu na levé strah( 5.95)

bbb (5 =] B b6 [+ {5—5-...5,—...6;6;J. (5.100)
[0 6 =|Biby 08 |+ )\ By by -

Neni obtizné ukazat, Ze smysSerippd, kdy se na levé stian5.95)
vyskytuje kre&ni operator, se redukuje &ma ( 5.95 ). Rovnost

(5.94 ) si zachova platnosiege | tehdy, jsou-li gkteré operatory
v normalnim soéinu kontrahovany.

Vynasobime-li tedy Wickovuétu zpraval\?ls:
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+ MlMZ MrJMs+\‘M1M1M3 I\/IrJI\/Is-|_ +
L] L
+ 1M2M3M4 MrJMs+ MlMZNISM4 I\/Ir Ms+ +
I I L
I S il
F ettt ittt e ettt et e te ettt ettt e +

+{M1M2'”Mr—1MrJMs +"'+{M1M 2"'M —1MrJMs’
(5.101)

a pouzijeme-li pro kazd§len napravo v ( 5.101 ) rovnost ( 5.94 ), pak
po se&tenic¢lend vzdy se stejnym givem kontrakci dostavame
Wickovu Wtu pro sodinr + 1 operatal. Tim je Wta dokazana
Z(5.85)a(5.87)je v, ze

<o

nejsou-li vSechny operatory v normalnim &ou zkontrahovany.
Z Wickovy wéty, definice normalniho s@éinu s kontrakcemi a

(5.102) plyne
0)= M, [(ITIM m|JIm/
> <#Z{ LJLJJ> j)l_l |J
(5.103)

kde sumace probih&gs vSechny mozné @ikontrahovanéleny. To
znamena, zeigdni hodnota s@inu kreg&nich a anihilanich
operatoé ve vakuovém stavu je rovna smu Kroneckerovych
tenzof opatenych vhodnym znaménkem.

D& se ukazat, ze plati téz tzobecréna Wickova véta:

~

Wl...mi...mj...M
L

r

0>, (5.102)

o4,




(5.104)

kde v jednotlivych sumach vynechavatheny zahrnujici kontrakce
mezi operatory uvnitkazdého normalniho sdiau na levé stran
(5.104 ), nebdpodle (5.90) a ( 5.48 ) mame

BB |2 (-0 B[] =0, i 7 (5.105)
Slaterova — Condonova pravidla ve druhém kvantovani

Uvazujme maticové elementy operét(ftunezi d¥ma stavy

D )=|K)=b---b'h’|0),
) =[K) =& &0 (5,106
D) =|L) =hby--bh"|0),
které se liSi v jednom spinorbitat# |: K = {k, 2, ... ,N},
L={1,2,... N}
(K[Z|L) = (olfib; -6,28; -~ Bify|0) =

. (5.107)

Podle ( 5.103) jsou nenulové pouze ty maticovénelgy, v nichz
jsou vSechny operatory zkontrahovangi¢emz nenulové kontrakce
jsou typu

bb = (i j). (5.108)
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Ze souwtu na pravé stran( 5.103 ) dostavame jeden nenulovy
prispeEvek

) (5.109)

Spaitéme maticovy eIemer(tK Z

L) {1.2.... N}:

<KZQ:§} ol mﬂﬁT;mqhmqo ¥
i L]
| | |
] |
+( 0 ---by_bgh bbby _,-+-b;| 0 )+
I
| — |
et et et e e e +

o ol e 675 61[0 ) (i4)=
A

i

= > LIN)CIN) (N =1i)(i[N =D+ (i) (i 3](i]2] 1) =

(5.110)
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V pripack, Ze seN-elektronové stavy liSi ve dvou spinorbitalech, je
ziejmé maticovy element operatoi roven nule.

Uvazujme maticovy element dvouelektronového opetué\l?omezi
stavyK ={p,q,3,... ,N} , L={r,s,3,.. N}:

(K

Souwin operatoit b,

~

V|L)= ;Z@,Mm ){o[6;6; -+ Biby ;B By B8

o>.
(5.111)
---b" upravime s pouzitim Wickovyety

U>

= by, D] 0D B BB -+ By~ Doy B} BBy 7 b By -
L] - I O I O S
— — I R S
b, b6 b7 BB, bbb by ++-- b, BBy b D! B BB By
L I N L L I R
I [y I R, S—
(5.112)

a po dosazeni do ( 5.111 ) dostaneme

<K\v‘\t>=§Z<u|v|w>[<p|i><q|j><||s><k|r>—<p|i><q|j><||r><k|s>+

i,j.kl

(P )ali){[r){Kls)+ (Bl I)ali)(1[3)(KIr)] =
=1 pq|v|rs>—<pq|0|sr>+<qp|v|sr>—<qp|v|rs>]=

=(pafdirs) = pafdisr).
(5.113)
V pripac, ze se konfigurack aL liSi v jediném spinorbitalu
pzr, K={p,2,3,...,N}, L={p,2,3.. N}, pakz(5.111)
plyne
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|_> =>"[{ic|dip) (il pi) ], (5.114)

~

\

(K

coz je ve shatlse Slaterovym — Condonovym pravidlem ( 4.191).

Déroc¢asticovy formalizmus

Z predeslych odstavicvime, Ze jakykoliv operéltcfﬁ1
jednoelektronove fyzikalni veliny, ktery je vyjaden jako suma

N
jednoelektronovychispsvka Zq (i) (nag. operator celkové
kinetické energie elektra), mizeme s pouzitim formalismu druhého
kvantovani vyjadt jako

O, :Z< p|&, a)b;b; - (5.115)

pa

OperétorCA)2 libovolné dvouelektronové velny, ktery je vyjaden
N

jako suma dvouelektronovychiippsvki 262 (ij) (nap. operéator
i<j

potencialni energie elektronové repulze lze viijgdko

o} :%Z<pq|62|rs>6 0 biby (5.116)

pars

Abychom vyrazg snizili patet kre&nich a anihilanich operatat,

nag. ve vyrazech pro sgdni hodnoty operatﬁ)rZ aV, zavadime
misto fyzikélniho vakug) tzv. Fermiho vakuum |D0> obsahujici

spinorbitaly obsazené v zakladnim stavu.

Jako stav, &¢i némuz se posuzujeigobeni kreénich a anihilanich
operatod se pak voli pravyFermiho vakuum a pouziva se tzv.
dérocasticovy formalismus. Fermiho vakuum je Slatedeterminant
odpovidajici referemimu stavu® . Spinorbitahm, které jsou
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).

neobsazené (virtualni) spinorbitdly,) nazvemetasticové stavya

obsazené VD,) fikamedérové stavya znaime jecarkovarg (

ozna&ime je d\émacarkaml( >) V obecném vyrazu budeme psat

spinorbitaly jako pvodne ( >)
Jestlize se budeme drzet zéria konvence tykajici se indiexpak

jsou vici Fermiho vakuu operatoriy ab kreani, protoze prvni
kreuje elektron ve virtualnim spinorbitalu a drudmihilaci elektronu
z obsazeného spinorbitalu

kreuje diru. Operétorﬁ; a 6,* jsou vici Fermiho vakuu naopak
anihilacni.

Slaterovy determinanty, které jsoticv Fermiho vakuu excitované,
ozn&ujeme

‘q:?.‘b> =h'h'bh|®), (5.117)

Definujme novou mnozinu kréaich a anihil&nich operatar
vztazenych k Fermiho vakyi,):

b,
h+
Odtud plyne, ze pro obsazené spinorbitalirqdé stavy) je tloha
kreatnich a anihilanich operatar zménéna, pro virtualni spinorbitaly
(Casticové stavy)istava beze zémy. ¢ mizeme interpretovat jako
operator kreace diry (anihila¢astice) v| DO>, C. jako operator
anihilace diry (kreacgastice) v|D,).

V nasledujicich kapitolach uvidime analogii tohpktstupu
s kvantovou teorii pole: zavedeme — li namisto Heomakua tzv.
Diracovo vakuum, potom¢astice ve virtualnim (excitovaném)

(5.118)
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spinorbitalu bude odpovidat elektronu, zatimco diodbsazeném
stavu bude odpovidat pozitronu.
Je-li Slateiiv determinant v uvedené notaci

Do) =|{ kiks---k}). (5.119)
pak pro determinarﬁDf‘> prislusejici monoexcitovanému stavu mame

a I

‘Dia>_ |D> o

D,). (5.120)

tj. elektronovou excitaci chapeme jako kreaci digbsazeném
i'> nasledovanou kreaci elektronu ve virtualnim

a'). Podobg jako v fFipack (3.122) je

¢.|D,) =0. (5.121)

Snadno Ize ukazat, ze operat«u*ya C~ sphuji tytéZz antikomuténi
relace jako operatorp ab:

(6.6} ={c ) =o.

{6} =¢1¢; +&,6 =0b; +bh =3, =4, (5.122)

Abychom odlisili velginy definované vzhledem k Fermiho vakuu
|D,) od veliin vztazenych k fyzikalnimu vaky®), budeme

oznaovat kontrakci operatér normalni so&éin a normalni sotin
s kontrakcemi definované vzhledenmi,) takto:

TT

1 L]
M,

, [Mlmr—‘ {Ml‘“Mi“‘Mj"'Mr—‘- (5.123)

Z
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Pro kontrakci operatoru typti definovanou podolinjako v ( 5.88)

MM :M.M.—[M.MJ (5.124)

6 =66 =6 =0 s 125
r (5:125)
&&=l ]

Nékdy neni vhodné transformovat operatory v normalsénginu na
operatory typwc, neba@ nemusime a prioriddét, zda je dany
spinorbital obsazeny nebo neobsazeny. Je pratiod odvodit
prislusné vyrazy pro kontrakce ve smySené operatorove
reprezentacivztazené| B, ) . Definujeme-li funkce

(i) =1,
(i") — O,

e(r)=0.¢ (5.126)
w(i')=Lw '

muzeme vyjadt kontrakce operatdrc prostednictvim operatoru
typu b:

P ] ]

b =0 =H'E; =BE; =6 =6D =0,

I

By =6 =67 =)l ) (5.127)
I

b, =66 =& By = i)

Wickovu Wwtu, vyraz pro sedni hodnotu sainu operatol a
zobecrnou Wickovu ¥tu vztazené k Fermiho vakuu, lze vyiade
formalné obdobném tvaru, jako vigodnim formalismu vztazeném

k fyzikalnimu vakuu.
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MM, =[MM M, ]+
[ 1. I .1 .
+ Mle Mr + M1M1 3 |\/|r Tt
_ I 1 i
I P | D S
+ M1M2M3M4'“Mr + M1M2M3M4 Mr et
et ettt ettt ee et e e e e e +

(5.129)
Ze zobecané Wickovy ¥ty ( 5.129 ) plyne, Ze jecélné
transformovat operatory, jejichz maticové elemgriitame, na tvar
normalniho sotinu krea&nich a anihilanich operatar, coz vede
k vyraznému snizeni kontr&kich schémat.
Uvazujme nejprve jednoelektronovy operator

2= (il2] i)y (5.130)

ij

Souin operatoi 6,*61.‘ mazeme vyjadit s pouzitim Wickovy vty
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(5.128) a antikomutaich relaci ( 5.127 ), jako
(5.131)

767 = B} |+ BB |=| BB} |+ (i) ().
S @ihlédnutim k ( 5.129 ) snadno odvodime vyraz predsti hodnotu
operétoruZ ve stavyD,):
i . Ll
o= 3o o) =3 |-

] (5.132)

i]

= > (il2)il i) = (i

ij

Z

o

ktery je ve sho&lse Slaterovym — Condonovym pravidlem ( 4.187 ).
Z (5.130) az (5.132) plyne hledané vygd:

Z :Z<i|2| j>(t}+6ﬂ+<Do\z”\Do>.

Abychom odvodili vyraz pro dvouelektronovy operator

(5.133)

., (5.134)

upravime nejprve pomoci zob&og Wickovy &ty solin operatoi

vystupujicich v (5.134)



b/ = B°b/Bb; | +| BB/ | +| B'b/ B |+| bbb |+
_ S I I A R O B
T

=/ bbb, |+ b7 b/ by [+ BB b |=

(5.135)

V=§JZ‘,<J|VI”>(6 B> (0
_%Z<"' g ">_6j+A‘_+%Z<ij’

kj'>(6.+ } - (5.136)
i',j .k ik

D LRI 7))

il
coz spolu s (5.129 ) dava Slaterovo — Condonosgwigio ( 4.190 )
pro dvouelektronovy operator

(O7]D =2 > [l - i1

)

v >] (5.137)

Ve druhém az patédienu na pravé strén 5.136 ) pejmenujeme
itaci indexy tak, abychom v nickiigali pres stejné indexy, ve
druhém aietimclenu zamdnime ozna&eni proménnychx,, X,.

Vezmeme.li jestv Uvahu ( 5.137 ), dostavame
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Y :%Z@j 91k BBr6B; |+

+%Z(<ii’ jir) = (i M) + i

i

V V V V

jiry= (i’

) By |+

+<D0\7 D0>.
(5.138)
Definujeme-li novy jednoelektronovy operatgrvztahem
(ilali) =D [ (il jiry = (i iit) . (5.139)

-
mutzeme vyjadt V jako linearni kombinaci normalnich sooi
kreatnich a anihilanich operatar

Do>.

V=23 Gl B A |+ D6l 65 ]+ (0,
(5.140)

~

\Y

ik ]
Hamiltonian ve druhém kvantovani

Elektronov&ast hamiltonianu, pokud z ni vynechame pro danou
geometrii konstantrilen jaderné repulze, obsahuje jednoelektronové
a dvouelektronovéleny. Jednoelektronow#eny jsou kineticka

energie elektroi T, a potencialni energie coulombické repulze mezi
elektrony a jadry/,,. Dvouelektronovylen odpovida potencialni

energii repulze mezi elektrongée. V nasledujicim textu budeme
zn&it elektronovowast hamiltonianu s vynechanim konstantniho
¢lenu jaderné repulze jaklél :

S vyuzitim vztahu ( 5.83 ) aimeme hamiltonian zapsat ve
formalismu druhého kvantovani jako

~ ~ ~ S - 1 A A
H=H+H, :thqbpbq +§Z<pq|l’s>bp L, (5.141)

pa pars
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kdeh,, zna&i maticovy prvek jednoelektronow@sti hamiltonianu v
bazi spinorbital aclen { pg|rs) predstavuje nasledujici
dvouelektronovy integral

(pafrs) = j )(E(&))(E(xz)ri)n (3) 1 () dxx;. (5.142)

12

Hamiltonian nizeme wc¢i Fermiho vakuu fevést na normat
uspdadany tvar

~

H

ﬁ:<¢ q>>+|qu+|qN2 (5.143)

kde

prqN

(5.144)

H

®)

foq JSOU prvky Fockovy matice v bazi spinorbitalclen <CD

odpovida H-F-energii.
V dalSim textu budeme pod pojmem norrﬁamspciadany
hamlltonlanH rozuntt solet ¢lena H N, & H N, -

Z (5.143) a (5.144 ) okam&iplyne
H=2+V=
DO>+Z<i|2+Q| j>m+61_—‘+; (ij |v|k|>m bb li—‘

(5.145)

o|H
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Metoda konfigura¢ni interakce ve druhém kvantovani

Metoda konfigurani interakce je varini metoda, ktera se na rozdil
od Hartreeho-Fockovy metody neomezuje na tvar \@rfankce v
podol# jednoho Slaterova determinantu (nebo jejich spinov
adaptované linearni kombinace s konstantnimi kieefig),

ale pouziva tvar vinové funkce ve fa¥imearni kombinace
zakladniho a excitovanych Slaterovych determiiaiivykle
vytvorenych z kanonickych H-F orbital

VInova funkce uplné konfigutai interakce ma tvar

W)=cio)+ Y

q>$>+zq?b\q>§b>+... , (5.146)
a<b

i<j

kdec, c?,c®,... jsou fFisludné varigni parametry. Pokud je vinovéa

GG
funkce normalizovanad, pak jejich druhad mocnina @dé&hu
jednotlivych Slaterovych determindintvypocty korela&ni energie se
zabyvaji tzv post-Hartree-Fockovské metody Tyto metody
vychazeji z referami vinové funkced a ukuji z ni gesnou vinovou
funkci ¢ . Prechod od referemi vinové funkce k fesné Ize formakh

vyjadrit pomoci vinového operatorQ
Y =Qd (5.147)
V souladu s rovnici ( 5.147 ) ma vinovy operatartv

é:c+Zéa, (5.148 )

a

kde
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C,= ) bbb, (5.149)

ProtoZze mnozina Slaterovych determiriangtvorenych z Uplného
systému jednoelektronovych funkci tvapiny systém
mnohaelektronovych funkci, plati, Ze energie Uplméfiguracni
interakce v limi¢ s nekonéné velkou bazi atomovych orbital
odpovida pesné nerelativistické energii.

Vypocet metodou konfigukani interakce vede na diagonalizaci matice
hamiltonianu v bazi jednotlivych Slaterovych detaramti z rovnice
(5.146 ). Prvky matice hamiltonianu lze &fiat s vyuzitim
Slaterovych-Condonovych pravidel, techniky druh&hantovani
nebo metody unitarnéj symetrické grupy.

V pripadt intermedialni normalizace vinové funkce plati gooelani
energii nasledujici vztah

AE= i (|H|or). (5.150)

a<b
i<j

Z této rovnice by se mohlo zdat, Ze pro vgtdkorel&ni energie std
do vinové funkce zahrnout jen biexcitované konfapa. To je vSak
mylna gredstava, protoze rozvojové koeficienty biexcitaoi
pochopiteld ovlivnény piitomnosti ostatnich excitaci. Nicrmigje
pravda, zZe biexcitace davaji dominantfispivek ke korelani
energii.

Metoda upiné konfigukani interakce, ve které jsou pro danou bazi
atomovych orbital (velikost baze wuje paet virtualnich
molekulovych orbital) zahrnuty vSechny mozZné excitace,

je vypaietre velmi nar@na a ve skutosti realizovatelna jen pro
nejmensi systémy. V praxi se rozvoj vinové funkecewanice ( 5.146 )
omezuje jen na dité excitace, nap pouze na biexcitace

(CID), ¢i mono- a biexcitace (CISD).
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Vyhodou metody konfigugani interakce je fakt, Ze se jedna o vamia
metodu, naopak nevyhodou je jeji vysoka wgiai nargnost a to, ze
v piipadt omezeného rozvoje vinové funkce (hapetoda CISD)
neni size-extensivni. Pro alegip@st&nou opravu chyby Afsobené
size-neextensivitou byla vyvinuta tavavidsonova korekce

r 4 A i

Ernegtﬁoy Dgldson (1536)
Hartreeho — Fockova metoda ve druhém kvantovani

Jak vime z fedesIé kapitpoly, ogdcila se tato metoda zejména p
studiu aton, kdy je soustavd nerozliSitelnych fermiofntvorena
elektronovym obalem atomu a za jeji hamiltonian pevni
aproximaci povazovat soet jednoelektronového a
dvouelektronového operatoru

; :':'1+HA2:ZZ:[2|S—|\;_Z€2 % ‘1j+ Z ezp“(j —Xk‘_l. (5.151)

j =1 LS ] <k<z

Odpovidajici Hartreeho — Fockovy rovnice ( 4.3@k mizeme ve
formalizmu druhého kvantovani vyjatve tvaru
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Chrlstlan leler (1904 1980) Milton Spinoza Plesset (1908 — 1991)

Mgllerova-Plessetova metoda je zalozena na Rayeégh
Schradingero¥ poruchovém rozvoiji.

Jako neporuSeny stav se uvaZzuje Hartreeho-Fockoeaa/funkce a
hamiltonian se &i na neporuseny hamiltonian a poruchu nasledujicim
zpisobem

1 =_ZN:f(>s
H—ZZ ZHF

=1 i<j l

(5.153)

kde v, (>g ) predstavuje operatoristdniho potencialu ostatnich

elektroni pasobicich na-ty elektron. S pouzitim formalismu druhého
kvantovani Ize tyto rovnicefgpsat do normaéuspdadaného tvaru
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(5.154)
Pri pouziti kanonickych hartree-fockovskych orhitge prispivek ke
korelani energii v prvnintadu Mgllerovy-Plessetovy poruchoveé
metody nulovy. Prvniiispévek ke korelani energii se
tedy objevi az v druhétiddu Mgllerovy-Plessetovy poruchove
metody a z rovnice ( 5.154 ) se ziska ve tvaru

(ij|ab) ~ |J|ba>‘2
E, = Zf N (5.155)
I<j

Podleradu poruchového rozvojese metoda oziaje jako M.
Pravdpodobr negastji pouzivanou je diky své nizké vygeni
nara:nosti metoda MP2.

Metoda sprazenych klastii

Ji¥i Cizek (1938)

Metoda spazenych klastr (CC, coupled cluster) byla néagbomu 50.
a 60. let 20. stoleti poprvé navrzena pro atomagéajv ramci jaderné



744

fyziky. Pro kvantovou chemii ji v roce 1966 objeiéch Jii Cizek
(tato prace ma v sgasnosti piblizné 1300 citaci, coz sdci

0 dilezitosti této metody). Metodaigzenych klastr spa&iva v
exponencialnim rozvoji vinové funkce. Vinovy operama tvar

~

Q=¢, (5.156)

kde pro klastrovy operétd:r plati tzv.klastrovy rozvoj:

T :Zfa (5.157)

a operétory'I:a jsou dany vztahy
T, = Zt_ab& v, (5.158)

. . a ab , ., , .
Koeficientyt™ at;® se nazyvaji klastrové amplitudy.

Exponencialni tvar vinového operatoru v rovnici1%B ) mimo jiné
zaji¥'uje, ze metoda vazanych klasje size-extensivni.

Pokud vyjdeme ze Schrodingerovy rovnice, pouzijéailtonian v
normalré uspdadaném tvaru, za vinovy operator dosadime z rovnice

( 5.156 ), celou rovnici vynasobime zleva operétoeéf a nasleda
bra vektorem referémiho stavu (ktery je normalizovan), dostaneme
vztah pro koreléni energii (rovnice ( 5.150))
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Hyp = BBy

H . e'® =AEE @
e"H ' ®=AED
<cb‘e‘fHef CD> = AE

(5.159)

Abychom se odéchto formalnich vztalndostali k numericky
reSitelnym rovnicim, rizeme za operatdd =e"H €' dosadit z
Bakerova-Campbellova-Hausdorffova rozvoje

A=e"H,e =H, +[I—AIN,11+%[[HN,'I:],'I:}+
sl 1] e gl T ] 7]
(5.160)

a s vyuzitim formalismu druhého kvantovani a Wickewty provést
prislusné algebraické Upravy.

Henry Frederick Baker (1866 — 1956) John Edard Campbell (1862 — 1924)
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Felix Hausdorff (1868 — 1942)
Kvazi¢astice

Pri kvantowmechanickém rozboru soustav s nekmyen paitem
stupii volonosti (kmity krystalové tize, elektromagnetické pole, ...)
se rovrz s vyhodou pouzivaji metody druhého kvantovani.

Intenzitu vinového polel(r,t) zde chapeme jako nekameu
mnoZzinu soiadnic spojité kvantaimechanické soustavy. Zavedeme-
li zobecrgné impulsy odpovidajicéimto soutadnicim a pozadujeme-
li, aby pro & platily obvyklé komutani relace, mzeme dsledre
vytvorit kvantovou teorii takovychto poli. V této teojsiou sotadnice
u(r,t) operatory, nebnekomutuji s fislusnymi zobectmymi
impulsy. Timto postupem logicky dagpme ke kvaziasticim jako
jsou fonony, fotony, ..., s energity,, a impulsenviq .

Protoze se valiny u stavaji pi této metod studia kmiti operatory,
jsou i komplexni normalni seadnicea, (q) =4, operatory.
Komplexre sdruzené sdadnicia;'(q) odpovida hermitovsky
sdruZeny operatc .

Snadno Ize ukazat, Ze hermitovsky operator

ata =N, (5.161)

ma vlastnosti operatoru i kvaziastic ve stavy j,q) a ma tudiz
vlastni hodnotun,, .
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Snadno Ize ukazat, Zégpbenim operatore@, na viastni funkci

operatoruN,, dostaneme ap vlastni funkci operatoriN,,, avsak

ia ?
s vlastni hodnotom,, —1. Operatora,, ma tedy charakter operatoru
anihilujiciho kvaziastice. Podoh pisobenima;, na viastni funkci

operétoruqu se paet kvaztastic z¢¥tSi o jednotku. Operatdx, ma

tedy charakter kr&aiho operatoru.

Konkrétre pii studiu nap. tepelnych kmii krystalové miize se jedna
o kreaci a anihilaci fonan— kvaztastic reprezentujicich akustické
viny v latkovém prosedi.



