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Kvantova teorie pole
Obecné vektorové pole, charakterizovanécusbiu F(r), 1ze rozalit na

virové ([@icné) a nevirové (podélnékipemz virova a nevirova slozka
charakteristické vealiny F(r) jsou definovany vztahy:

F(r):F”(r)+FD(r), (6.1)
pricemz

rot F”:O; divF”:divF,

: (6.2)
divF,=0; rotF,=rotF,

kdeF je virova slozka pold;; nevirova slozka pole.
Uvazujme nejprve elektromagnetické pole bez Zdnmjo které plati
Maxwellovy rovnice

rot H zeoa—E; divE =0;
ot

3H (6.3)
rotE=-y,—; divH =0.
ar
Vektorovy potencidh jsme definovali jako
H=rotA. (6.4)
Z Maxwellovych rovnic pitom plyne, ze
rot(E+,uoa—A):O. (6.5)
ot
Tento vztah bude spin, bude-li
£+ = grad g, (6.6)
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kde ¢ je libovolni skalarni funkce.
Necht ¢ = 0, pak

A
E =~ (6.7)

Z prvni Maxwellovy rovnice Ize odvodit, Ze

rot rotA:,soa—E, (6.8)

ot
z ¢ehoz, uvazime-li (6.7 ), plyne

grad divA —AA =- O,uo%—?. (6.9)

Zavel’'me na zaklaglgradientni invariance takovy vektorovy potencial
A', 0 tmz plati, ze

A'=A +grady, (6.10)
kde ¢je libovolna skalarni funkce.

Budeme-li poZzadovat, aby zavedeny vektorovy potdmail jen pricny
charakter, musi byt

divA' =divA + div grady =0, (6.11)
z ¢ehoz
Ay =-divA. (6.12)

To je Poissonova rovnice pro hledanou skalarnidugkkdy ma

vektorovy potencidf’ pricny charakter.
PartikularnimkeSenim Poissonovy rovnice bude
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w=-

1 f dvA 4. (6.13)
\Y

4 r

Na zaklad gradientni invariance takibeme zvolit skalarni funkay
pii daném vektorovém potenciadutak, aby platilo

div A’ =0. (6.14)
Pak
H = ot A’ Ez_”OaaAt; divA' =0. (6.15)

Z poslednichif vektorovych vztath vyplyva, Ze i uvedené kalibraci
vektorového potencialu Ize dosadhnotitpeho charakteru vektorového
potencialu, intenzity elektrického a magnetickébtep

Jsou to tedy veliny viroveé.

Budou-li v oblasti elektromagnetického pole prougélevnabojove
zdroje, ziskaji Maxwellovy rovnice tvar

dvE=~,
£ (6.16)

rotH = eoa—E +].

ot
V tomto @ipact mize mit intenzita elektrického pole obecny charakter
E=E.+E, (6.17)

kdeE je piénéa slozka intenzity elektrického pole totoZzna smaitou
elektrického pole bez nalipj

Pritom
divE, =0,

(6.18)
rot E|| =0.
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Ze druhé rovnosti ( 6.18 ) plyne
E,=-grad ¢, (6.19)

Vysledné elektrické pole pak je

E:,ua—A—gradqb, (6.20)
ot

pricemz

np=-L (6.21)
EO

Redenim Poissonovy rovnice ( 6.20 ) je integral

¢(r):-4]17€jvp£r)dv. (6.22)

Na zéklad gradientni invariance izeme opt, podobg jako v gipack
pole bez nabdj zavést pedpoklad

A=A_. (6.23)
Dosadime-li za
H=rotA, (6.24)

pak s uvazenim ( 6.20), ( 6.22 ), ( 6.23 ) dost@a

2

0°A 09 .
AA - . ——=¢&. [grad ——]. 6.25
oo e o0 P J ( )

Proudova hustotaitie mit obecny charakter, tedy
1=10ty (6.26)
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rovnice ( 6.25) pak po rozkkni pricnych a podélnych slozek dava

2
AA _goluo—zz_ju ]
agt (6.27)
&, Egrada :j|| .

U elektromagnetického pole se zdroji Ize tedy psbvakovou kalibraci,
aby el vektorovy potencial pouzerigny charakter.

Pritom je @i¢cna a podélna slozka intenzity elektrického polena jen
prabéhem vektorového potencialu, zatimco podélna slaiieanzity
elektrického pole zavisi jen na prostorovém dagdani nabojovych
zdroja.

Intenzita magnetického pole ma adrpdy virovy charakter a ma tedy
jen @i¢nou slozku.

Lorentzova sila je popsana vztahem

F=q[E+pu(vxH)], (6.28)
a miZze mit rovéZz obecr pricny i podélny charakter:

F=F +F. (6.29)
Plati

F :q[ED+,uO(V><H)},

(6.30)
F =qlE, =—-qlhradg.

Platnost ( 6.30 ) plyne Zigného charakteru vektorového sow v x H,
tj.

div(vxH)=(votH)~-(H Cotv ) =0. (6.31)
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Integrujeme-li levou i pravou stranu ( 6.31i¢p cely prostor, pak

Lmdiv(VXH)dV:Lmn fvxH) ds= o5
:j (vot H)—(H otv) dV. |

Nech’ je Skulova plocha s poloénem blizicim se nekoripu.

Pak s ohledem na ko#i®ou velikost rychlostv a vzhledem k tomu, ze
intenzita magnetického pole konverguje pro palphiizici se
nekoneénu tak rychle, ze

j niivxH)ds - 0, (6.33)
S

dostaneme

f (v ot H) - (H ot v ) dV =0. (6.34)
AVARNY

To mize nastat identickyipobecném pib¢huv aH jen tehdy, bude-li
platit ( 6.31).

Energii z&eni definujeme jako energii elektrického a magkéto pole
pricnych slozek, tj.

2.[ E + 41, H?) dV. (6.35)

V kvantové teorii pole pokladame za vychozi &ieli
elektromagnetického pole vektorovy potendéial

Je ho prosednictvim nyni vyjatime energii zéeni W.
Uvazujme nejprve pole bez zdiioj

Potom

j H? dV:I rot A dv:I (rotA CrotA ) dV. (6.36)
\ Vv Vv
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Podle Greenovydty (George Green (1793 — 1841))

L(A rot rotA)dV—L(rotA [totA ) dV:L[(A x rof )i | d<

(6.37)
Uvazujme neomezeny prostor, ke, oo,
ProtozZe vektorovy potencial ma virovy charakterpmaa
I [(AxrotA)@ |dS - 0, (6.38)
SHOO

neba pror - o konverguje vektorovy potencial velmi rychle.
Pak

j(rotADTotA)dV:—j (AMA)dV=iIAiA°~i dv. (6.39)

Podle Greenovydty

AAA dV+ | (grad A dv=| A d. (6.40)
J Ao ave [ (oraa o ave [ A2

n

ProS - o« je podobs jako v gedesSlém fipack

j ADA dv:—_[ (grad A d\. (6.41)
Pak
jHZdv:i“grad A? dv, (6.42)

Uvazime-li ( 6.15), pak
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W :% . (50 E% + 1| grad ,,6{2) dv=
——dV
N , (6.43)
1 ¥ 0
2L {5(6_,?) + o grad /ﬂ dv.

Vztahem ( 6.43) je dena energie Zani elektromagnetického pole,
vyjadiena pomoci sloZzek vektorového potencialu.

Z rovnice ( 6.28 ) vyplyva, Ze hustota impulsu éleknagnetického pole
pripadajici na objemovou jednotku je definovana vetah

xzc—lz(EXH). (6.44)

Impuls elektromagnetického pol&madajici na objenv, ve kterém je
soustedno elektromagnetické pole pak je

x:ij (ExH)dV. (6.45)

CZ

Definujme impuls zéeni elektromagnetického pole pomoticpych
slozek intenzity elektrického a magnetického pale fe

1
Z:?L(EDXH)dV, (6.46)

X

Vyjadieme ot vSechny slozky pole pomoci vektorového potencialu

X, :C—lzf (E,xrotA)dVv. (6.47)
\

Protoze
3 3

rotA:Zrot(Aui):Z(grad Axu, ), (6.48)
i=1 i=1
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kdeu; je jednotkovy vektor ve séru sodadnicoveé osy.

Protoze

E,x(grad Axu, )= grad A(E.u )-u ( grad &), (6.49)

bude

1% 1 |
XZ:—zgjvgrad ALE, dv+?Z4Ivui diy &) d\. (6.50)

C

Avsak
grad AE, = div AE.)- A diVvE, = diy A,). (6.51)
3

1 1%
xZ:—ZZLgrad ACE, o|v+?;uifS AEn) d.  (6.52)

C i=3

ProS - o plosny integral konverguje k nule a

3 3
X, =5 > j E. grad A dv+—12§:j aa_A grad A d\. (6.53)
C™ =y C" e=dJv t

Impulsmoment zé&ni definujeme jako v mechanice vztahem

|:i2jrxxzdv:i2jrx(zm>4—|)dv:—12fr xE ;x roA ) dv.
C Jv C Jv cCJv
(6.54)
Nech’
3
A=) Au, . (6.55)
Pak
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rot (Au,) = grad Axu, (6.56)
a

1 3
| :?;Lr x[E . x(grad Axu,)] dv (6.57)
Plati

rx[E.x(grad Axu,)]=(r x grad A)E u?)- >u,)E , grad A.

(6.58)
Proto

o 3 o

1 1
I :?ZWEH (r x grad A) dV+F;,V(Ui x JE, grad A d\~=

3

oA 1
4 .Vﬁ(r xgrad A) dV ?Z

-1

2

]

0A
(u, xr)[ﬁ grad {AJ dv

(6.59)
Vztahem ( 6.59 ) je den impulsmoment zani elektromagnetického
pole, rozdleny na d¥ ¢asti — na orbitalni momentigni a spin zéni.
Impuls podélného pole definujeme analogicky podiahku

\Y

i=1

1
X _?L(E”xH)dv. (6.60)
Protoze

E,xH =—grad ¢ xH =-rot(¢H ) + ¢ rotH = rot(¢H ) +¢ rot rotA =
=-rot (¢H) + ¢ grad divA —¢[DA =—rot(gH ) - ¢ [A .

(6.61)
Pak
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X':izj E, xH olv:—i2 ' rot(gH ) dV——lzj ¢ A dV=
C Jv C Jv CJv
:ij ¢(H xn)dS——l . ¢ DA dV.
2 2 ’
C Js CJv
(6.62)
Pro
sﬁoo:>J¢(Hxn) ds- 0, (6.63)
S
a tedy
, 1
X:——ZI¢AAdV. (6.64)
c Jv
Podle Greenovydty
I¢AA— A¢dV:I¢%—A% ds (6.65)
v A s odn Poan .
ProS - c odpadne plosny integral a
I¢AAJ. AV:I ADSAV. (6.66)
\% \Y
Souhrni
J¢AAAV :IAA¢AV. (6.67)
\% \%
Proto
, 1
X:——ZJAA¢dV. (6.68)
c Jv

V pripac diskrétrg rozlozenych nabgj
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A¢:—%an5(rn—r), (6.69)

kder, je polohovy vekton-té ¢astice,
r je obecny polohovy vektor.
Pak

X':—C—lzézn:vaqna(rn—r)dv:E—iZZn:qg (0. (6.70)

Vztahem ( 6.70 ) je éen impuls podélneho elektromagnetického pole.
Uplny impuls elektromagnetického pole s nabitygdsticemi je dan
souwtem impulsi ¢astic a impuld z&eni a podélného pole.

P=X,+X,+ Y P, (6.71)

kde P, je impulsn-té ¢astice.

Po dosazeni

B 1

Pc‘x”EanA(nhZPn- (6.72)

Celkovy impuls vztahujici se matou ¢astici ozndime
A(n

P =p +h (2), (6.73)
EC

odkud

P.=) P.+X, (6.74)

Vztahem ( 6.74 ) je den uplny impuls elektromagnetického pole
S nabitymicasticemi.
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Pro celkovou bilanci pondermotorickéhaspbeni elektromagnetického
pole plati

dNéqu+MKJXH%1M%§(EXH% (6.75)

kde S je tzv.tenzor Maxwellova pnuti ve ¥irozmérném prostoru,
J proudova hustota.
Plati:

S=§+ 9§, (6.76)

GEI-CE aEE &EE

ée: 50E1E2 goEz_g_zo E 50E2E3 ' (6-77)

N S = Ry =Py = “:oEzs_g_zo E

je tenzor elektrického pole, a

&
,uole_Eon :uoHle IUOHH3
~ &
S.=|  HMHH, uﬁ§*§H2 UHH, |, (6.78)
E
,uoHle ,uonHs ,ucHze,_Eon

je tenzor magnetického pole.
Proto objemovou hustotu Lorentzovy sily plati

f =Eq+ 1, (IxH), (6.79)
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a srovnanim s ( 6.75 ) pro ni dostavame vztah

f:divs:iQ(ExH). (6.80)

c? ot

Ctyfvektor objemové hustoty Lorenzovy sily ma slozky

(4 _ cdmY (. dm)_ (0
f [fl, f,, f,,ic dtj (f,lc dtj (f,cq(Em)j, (6.81)

jde-li o vrgjSi silu vztahujici se k nabit@stici s ndbojerm a rychlostiv.
Z Maxwellovy — Lorenzovy rovnice vyplyva

rotH:—gog—lf:qv, (6.82)

kdegv je hustota konveainiho proudu jednéastice s nabojem, a proto

i £. OE?

f =—|(ErotH)-—-2 . 6.83
) c[( ) 2 ot } ( )
S pouzitim vektorové identity

_&GH2

(Erot H) =div(ExH) o (6.84)
a @i zavedenttvrtého rozrdru predpisem
X, =ict, (6.85)

dostaneme prétvrtou komponentu objemové hustoty&si sily

. 10
f4:Edlv(EXH)+§£(£OE2+,uOH2). (6.86)
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RozepiSeme vztahy ( 6.80 ) a ( 6.86 ) do sloZzek

flza%1+a§2+a§3_ 1 0 (EXH)
ox, 0x, 0X COX,
f2:(3321+a%2+6523_|_ 0 (EXH) ,
ox, 0x, 0% COX 2
6%14_6%2 a§3 '_ 0 (E H)
ox, 0%, 0% COX,
i 0 0
f,=——(ExH) +——(ExH
4 co X1( )1+C Xz( X )
G, 19
=B g (T ).

(6.87)

3

kterouzto soustavu ieme zapsat v kompaktni foénako
f,=divO, (6.88)

kde © jetenzor Maxwellova pnuti veétyirozmérném prostoru

s, s, S, iE(EXH)

. S, S, S, i_C(ExH)2

S, S, Ss 'E(EXH)s
LExH), LExH), LExH), %(foE“”on)l

C C C
(6.89)

Vztahem ( 6.89 ) je popsana v kovariantni fomavislost Maxwellova

pnuti a impulsu elektromagnetického pole na slokajSi sily a

zmené hmotnosticastice.

Ze silové rovnice tedy dostavame
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= tav= dive-(ExH) v, (6.90)

v v C

kde

JdideV:j S nds. (6.91)

\Y S

Pak

d 1

- pc+_2j(Ex|—|)dv :jsnnds. (6.92)

dt c”Jv s

Pro

S—>oo:>J.SnndS—> 0, (6.93)
S

Odkud

dp+p)=0 6.94

a( ¢ p)_ ’ (6.94)

.

P.+ P, =konst (6.95)

Timto vztahem je popsan zakon zachovani impulseomezeném
prostoru,.

Ctvrtou slozku objemové hustoty &&i sily danou vztahem ( 6.86 )
rozepiSeme v ekvivalentni podob

dm _ 10
CW_ICdIV(EXHHZ_mE(EEZ+'UH2) (6.96)
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kde
r‘nczj m dv (6.97)
\Y

je celkova hmotnostastic v prostoru.
Pak

) dm: iJ' i 1 d 2 2
cIM [ giv(ExH) dv+ 9 [ (e2+uH?) dv. (6.98
et ~ o), dV(ExH) dv+ o v( HH) (6.98)

icd—mczi—-[ (ExH)m d8+i1j’ (£E2+,u H2) dv. (6.99)

dt ¢ 2¢ dt
Pro
S_>00:>J'(E><H)m\ ds- 0, (6.100)
S
takze
E(mcc2+v\g):o, (6.101)
dt
kde
_1 2 2
W, == | (6B +puH?) dv, (6.102)
2Jv

je celkova energie elektromagnetického pofe.&”je energiesastic.
Odtud plyne Zakon zachovani energie elektromagkedtiac pole
vV neomezeném prostoru:

m.c¢ + W = kons (6.103)
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Podobnym zfisobem bychom dokazali platnost zdkona zachovani
impulsmomentu elektromagnetického pole s nabiamsticemi
vV heomezeném prostoru:

r xP +1_ =konst (6.104)
kde
1
IC:7IrX(E xH ) dV, (6.105)
Cc Jv

P je impulsc¢astic,r polohovy vektor.

Uvazujme zdroj elektromagnetického pole o skalamdtencialug (r)
a vektorovém potencial (r).

Nech’ se zdroj elektromagnetického pole (zdroj nalmoproud)
pootai kolem p@atku sodadného systému (viz obr. 6.1).

Zdroj v poot@ené soiadné soustawybudi pole utené skalarnim
potencialemp’ (r).

Velikost tohoto potencialu bude stejnda, jakou bsoggole vybudil

v pavodni, n€éarkované soustav
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" Al(r)
A ]
) q© AT
At
qfﬁ’x

Nech’ je rotace generovana operator&m

Pak

~ ~

¢’(r):R¢(r):¢(R -+),

kdeR™ je operator z§tné rotace.
Budeme-li uvazovat jednodus&ipad otéeni okolo osy o Uhela,

bude mit operétof% tvar

766
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cosa - siy
R=|sina coxx O (6.107)
0 0 1

a operatoR *

cosa sy
R'=|-sina comr Q. (6.108)
0 0] 1

Pak podle ( 6.25) plati

#(r)=¢(xv.2)

¢'(I’):¢(XCOSO’+ ysiny ~ X simr + y cos 3 (6.109)

Nech’ vybudi zdroj v mistr vektorovy potencidh (r).

Pri otoceni se dostane bod o polohovém vektBrir do bodu o
polohovém vektoru.

Mél-li vektorovy potencial v bo#l R I slozkyA(R r ), bude mit po
pootaieni slozky

A = A&(Ii‘lr)cosa— A/(F\A’ I ) siny

A = AA(IQ‘lr)sina— AY(F\A’ T ) cosy (6.110)
A=A,

coz lze vyjadit v kompaktnim operatorovem tvaru

A':FEA(FQ‘Jr). (6.111)

Uvazujme nyni otéeni o velmi maly uhet.
Rozlozime goniometrické funkce v Tailorokadu a pi velmi malém
Uhlu zanedbaméeny vySSichrada:
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éz(a,)l:¢(x1 Y, Z):I D¢( Xtey, — ¥+ Yy, ):

_ 0p 04 _
=¢(x Y, 2)+£y—ax &%~ (6.112)
_ 0p 09
_¢(x,y,z)+££y& x&j

Vinova funkceW v kvantové mechanice odpovida vychylcesnin
v klasické mechanice.

Rozdil je vSak v tom, Z& neni sama o sélprimo nefitelnou veltinou
a mize byt proto komplexni.
Proto ji budeme ve séru z psat ve tvaru

W= Aexp[—ia)(t —éﬂ (6.113)

Dosadime-li vtomto vyrazur® za waAf zav, dostaneme

LIJ:Aexp[—Zm'[f [ﬂ—;zﬂ. (6.114)

protoze

E = hOf =2mhf (6.115)

a

A:D:Z—’ (6116)
P P

mame

Y= Aexp{—'%( Et- pz)] (6.117)
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Vyraz (6.117 ) je matematickym popisem vinovéheiedentu volné
castice s celkovou enerdtia hybnostp, pohybujici se ve stnu +z,
stejre, jako je vyraz (6.113 ) matematickym popisem wjkh
harmonické viny $ici se volg podél napjaté struny.

Zderivovanim ( 6.117 ) podleat dostaneme

W _i
ngJ n (6.118)
9¥ - gy,
ot h
COZ lze pepsat v podétném tvaru
pW :Ei W,

| 6; (6.119)
EW=in—W.

ot

Dynamicka veltina p odpovida diferencialnimu operéltof_zui a

| 0z
podobré dynamicka vetiina E odpovida diferencialnimu operatoru
ind
ot

Operator hybnosti ma tedy tvar
p=22 (6.120)

| 0z
a operator celkové energie
~ .0
E=in—. (6.121)

ot

Definujmekineticky moment jako
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| =r xp . (6.122)
Pak

|:x0(ypz—z|q/)+yo( Zp - x9)+x0( Xp- y;):

= —ihxoiyi— zij— ihyo(zi— xij— ihzo( xi— y—)J
0z 0y 0X 02 oy 0
(6.123)
Srovname-li vztahy (6.112 ) a (6.123), zjistirne,

R,(e)[#(x v, )] - &( % ¥ 3-% Jo( %y )F(l-% ZIJ¢( XYy

(6.124)
Obecr Ize dokazat, ze
A ~ 3
imR,(£)=R,(¢) :1—;(| ), (6.125)

kde R, (£) je operator infinitesimalniho oteni okolo osy, jejiz stm je

urcen jednotkovym vektorem.

Vztah (6.125) plati i pro soustailastic s celkovym kinetickym
momentent.

Transformace skalarni funkceN¢rozmerném prostoru pak bude

&

ﬁz(e)[¢(rl,r2,...,rN)]:(l—%(Lm)jyﬁ(rlrz,...r,N), (6.126)
takze

R, (&) :1—i—5(|_ m). (6.127)
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Obecté plati: je-li J celkovy kineticky moment soustavy, pa (¢) je

operator infinitesimalni rotace okolo osy, jejiz&ne uten
jednotkovym vektorem, plati-li:

~

Ru(e):l—%(J ). (6.128)

Nech’ kazdému bodu prostoru,a@nému polohovym vektorem
prislusi vektorova funkcA(r).

Pak prostorovou zavislosti této vektorové funkcdgénovano
vektorové pole.

Pro transformaci vektorové funkce jsme odvodiliaef 6.111 ).
Pri ot&eni okolo osy plati:

A':liA(FE‘lr). (6.129 )

Pri infinitesimalni transformacg — 0 pak po rozepsani do slozek
dostaneme:

!gi[r(ljﬁ\;(r):AK(x+£y—£x+ y - Al xe y-& x e
ImA (r)=A(x+ey—exty Je+ A we y-€ x Yy

—

im AL (1) = A (x5, ~ex+ ¥ ).

o (6.130)
Z ¢ehoz
. 0A OA aA/
A=Ay e VGeme e flxy et e S0

0A . 0A A» Ay
A=eA(x v g+ yoo—e Syt Al xypre 2 £ ¥

(6.131)
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Uvazime-li definici kinetického momentu podle infesimalniho
oto¢eni, upravime ( 6.131 ) tak, Ze po zanedbanéimedirunéha:adu

A=A(x %3-S LA(x Y 3¢ A x ¥ )
A=A(xY 3+ e(xy)z—%zle(xy)z, (6.132)
A =A(x Y, 3-%LA(X v .

Tyto tii rovnice Ize souhrrthpsat tak, ze
ﬁz(e)[A]:(l—%(lﬁsz)Aj, (6.133)

kde operatos, je reprezentovan matici

. O -1 O
SZ:% i 0 0. (6.134)
0O 0 O
a
1, :
S, A —%(—lAyx0 + |Axyo) : (6.135)

Operators, je operatoremipdavného kinetického momentu nazyvaného
spin vektorového pole.
Podobr bychom dokazali, ze
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0 0O
sX:% 0 0 -,
010 (6.136)
. 0 0 i '
sy:% 0O 0 0.
-i 00
Ze vztalh ( 6.134 ), ( 6.136 ) odvodime operar
S=g5+g+3s. (6.137)
Po dosazeni zjistime, Ze
o 2
§==. 6.138
- ( )
Pak
s 2
SA(X, Y, z):%A(x Y 3. (6.139)

Protoze vlastni hodnotu operatoru kvadratu kinétiakmomentu a tedy
| spinu vyjadujeme ve tvaru

%s(s+1), (6.140)

prislusi operatoru spinsf vektorového pole spinoviéslos = 1.
Vektorové pole je charakterizovano operatorem pplghmpulsu
p =ikl a spinerns.

Plati @i tom dilezité identity:

rot = (sCp), (6.141)
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(stp)” - p? = grad div, (6.142)

s definici rotoru

0O 0 O 0
rotXA:% 0 0 -1| pA |,
O i O0){p,
0 0 i)fp,A
rot A=— 0 0 O 0o |, (6.143)
-i 0 0)(pA
0 -1 O0) pA
rotZA:l 10 0} p,A |-
: O 0 O O

Podle uvedenych vztahmiZzeme vyjaiit klasické vektorové
diferencialni operatory v Maxwellovych rovnicichesptorem spinu a
impulsu elektromagnetického pole.

Definujmeoperator parity P:

PB(r)=-8(-), (6.144)

kdeB(r) je veliina vektorového pole, polohovy vektor.
Aplikujeme-li jeSE jednou operataP na olg strany rovnosti ( 6.144 ),
dostaneme

P?B(r)=B(r), (6.145)
a proto
P2 -1 (6.146)

Vlastni hodnota operéatofef je tedy 1 a vlastni hodnoty operéatétu
jsouzl.

774



775

Prvnimu z nich fisluSi suda parita, druhému licha.

Maxwellovy rovnice rozepsané do sloZzekifveoustavu simultannich
diferencialnich rovnic prvnihtadu.

Na zéklad gradientni invariance je lzé¢gvést na diferencialni rovnici
druhéharadu pro pomocnou skalarni v@hu, ze které umime s pomoci
diferencialnich operatarurcit jednotlivé slozky elektromagnetického
pole.

Pritom podminky, za kterych jest to mozno provéstisina
vlastnostech iislusnych Laméovych koeficiehtharakterizujicich dany
souradny systém.

Pére de Gbel Léon Jean Baptiste Lamé
(1795 - 1870)

Oznaime-li uy, W, U, obecné ortogonalni stadnice &y, hy, hy
odpovidajici Laméovy koeficienty, Ize tyto podminkgadiit ve tvaru

9 fhi_g,
MR (6.147)
9 hi_g
ou, | h, ’

piicemz Lamév koeficienth, = 1.

Za t€chto podminek Ize zavést pomocnou skalarntivelia sestavit pro
ni diferencialni rovnici drunéhiadu (pro izotropni prostdi), ktera
nemusi byt totoZn& s vinovou nebo Poissonovou obvni

Ma-li byt vinovou rovnici, musi Laméovy koeficiensphovat dalSi
podminku:
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%=(hzhs)=0- (6.148)

1

U ortogonalni a cylindrické soustavy $adnic jsou splény vSechny 3
uvedeneé podminky kladené na Laméovy koeficienproto gislusna
diferencialni rovnice pomocné véhy, kterd se nazyvélertzav
vektor, je totoZzna s vinovou rovnici.

Ve sférickych sotadnicich neni splima podminka ( 6.148 ) &iplusna
diferencialni rovnice neni totoZzna s vinovou rovnic

Protoze pi studiu parity elektromagnetického pole bude vyidavést
praw sferické sotadnice, vySétme tento pipad podrobgi.
Predpokladejme, Ze intenzita elektrického a magnéhokpole jsou
vektorové funkce zavislé na polohovém vektoru dasse.

V izotropnim progiedi bez proudovych a nabojovych zdrpjati
Maxwellovy — Lorenzovy rovnice

rot H zeoa—E,

ot (6.149)
rot E=-y4 oH

"ot

Provel’me Fourierovu transformaci levych a pravych stradi@
obecného vztahu

%T::F(r,t)exp(—ica)dt =f(r w),

1 (= 0F(r,t)
27Td - Ot

(6.150)

exp(-iat)dt =iwf (r w)

kdef(r,a) je Fouriefiv obraz vektorové funkce(r, t).
Pritom predpokladame, ze integraly na levé stré6.150 ) jsou
kone&né. Pak
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rot H(r,w) =iweE (r ,w),

rot E(r,w) = -icweH ( ,w). (6.151)

poddi-li se vyfesit tyto rovnice, utimecasovou zavislost obecné
veliciny F zpétnou Fourierovou transformaci.

Vyjadiime-li vektorove vztahy ( 6.151 ) ve sférickych &minicich a
uvazime-li, Ze v progtdi bez zdrdj

divE =0,

6.152
divH =0, ( )

odvodime pro pomocnou skalarni ¢alu gdiferencialni rovnici ve
sférickych soimdnicich

2
d g, 1 { 0 ( 1 640]4_ d (Siné_a—(oﬂ*'k%ﬂz 0, (6.153)

or’ r?sind| g\ sinddg ) o¢ 00

kder je velikost polohového vektorg, azimutalni sotadnice ad
doplrek ahloveé vysky.

Zname-li ptibéh pomocné skalarni véiny ¢ urcime Fourieiiv obraz
intenzity elektrického a magnetického pot&pé elektrické (TE) a
magnetickée (TM) viny:

Ey = gradg—¢+ Kar
r

H,, =iwerot(gr),
Ee =—iw(yr),

Hoe = grad%—l/j+ Kyr |
r

(6.154)

kde Etwm, Htum je intenzita elektrického, resp. magnetického jpoilené
magnetické vinyE+g, Hte intenzita elektrického, resp. magnetického
pole @i¢né elektrické viny. Rtom u @icného elektrického resp.
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magnetického pole nema intenzita elektrického resgmnetického pole
sloZku ve sréru jednotkového vektorr.

@ Wjsou pomocné skalarni véhy vyhovujici diferencialni rovnici
(6.153).

Obecné elektromagnetické pole se sklada z pdtegmagnetického a
pricné elektrickeho.

Proto

E:grada—¢+ KCgr — i rot(yr ),
or (6.155)

H= grada—¢/+ Ky — icwe rot(g ).

or

Uvazime-li Maxwellovy rovnice ( 6.151 ), IzéquleSlé vztahy upravit do
tvaru

E =rot rot(gr) —icurot (yr ),

H =rot rot(tﬂr)—# rot rot rot (¢ ).

(6.156)

Protoze je magnetické pole vzdy virovéegpokladejme, ze
H=rotA, (6.157)

kdeA je vektorovy potencial.
Pak, srovname-li tento vztah s druhym vztahem%®)] zjistime, Zeip
vhodné kalibraci je

A=I’Ot(lﬂl’)—il’0t rot(g ). (6.158)
|

Ze vztali ( 6.156 ), ( 6.158 ) vyplyva, Ze Vipac pole bez zdrdj ma

intenzita elektrického a magnetického pole i vebtgrpotencial virovy

charakter.

Ozna&me
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M =rot (¢ ),

N =rot(yr). (6.159)

Pak

E=rotM —iauN ,

H :rotN—_irot rotM , (6.160)
i

N—_irotM :
|

A

Srovnanim prvni aeti rovnice ( 6.160 ) vidime, ze
E=—wuA. (6.161)

VSechny veliiny v predeSlych vztazich jsou Fourierovy obrazy.
Budou-li v prostoru proudové a nabojové zdroje, pak

divE=2. (6.162)
E

V tomto gipack plati vztahy (6.17 ), (6.18), (6.19).

Nech’ skalarni funkcep v rovnosti ( 6.19 ) vyhovuje diferencialni
rovnici ( 6.153).

Ozna&me

L =grad ¢. (6.163)
Pak soustava vektibt., M, N uréuje zcela pib¢h elektromagnetického
pole ve sférickych sdadnicich.

Intenzita elektrického pole vyhovuje ve vSech ooto@nich bazich
operatorové rovnici

rot rot E = k°E, (6.164)
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kdek je vinovécislo.
Dosadime-li do této rovnice za intenzitu elektrivdpole pislusny
vyraz z ( 6.160 ), dostaneme

rot rot rot M —icgurot rot N =k? rotM — k%N , (6.165)

piicemz vektoryM, N vyhovuji stejné diferencialni rovnici, avsak k&
integra&nimi konstantami (okrajovymi podminkami).

Rovnice ( 6.165 ) musi platit identicky pro vSeclpojohove vektory.
Proto musi byt

rot rot rot M =k? rotM

(6.166)
rot rot N = k°N.

Z prvni rovnice ( 6.166 ) vyplyva, zé¢izhodné kalibraci také
rot rot M =k°M . (6.167)

Z rovnic (6.166 ), ( 6.167 ) vypliva, Ze vektdvyaN jsou vlastnimi
vektory operatoruot rot a Ze jim pislusi viastni hodnote.

Z rovnic (6.19), (6.163) Ize odvodit, Ze vekiioje rovrez vlastnim
vektorem operatortot rot, Ze mu vSak fislusi vlastntislok = 0.
Diferencialni rovnici ( 6.153 )ietransformujeme tak, Ze za funkiei
budeme pokladat zavisle prémour @

Pak

o°(re) 1 {a( 1 6(fq’)]+ 0 [Sina‘MH+k2r¢:O.

or>  r?sind| a¢| sind d¢ 00 00

(6.168)
Z této diferencialni rovnice odvodime ptodiferencialni rovnici

izi(rzaq)}f 21. 0 _1 L (sindaﬁj +k2d = Q.
reor o r“sind| ¢\ sinoo¢g ) 00 00

(6.169)
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To je vinova rovnice skalarni funk@e vyjadrena ve sférickych
souadnicich.

Friedrich Wilhelm Bessel (1784 - 1846)

JejireSeni je

®(r,8,4)=C (K1) P (cosa) ™) (6.170)

in(mg) ’

1
—Z
1\/E
kdeC, je integr&ni konstanta,
Z,.4»(kr) obecna Bessellova funk€é+%)-téhofédu,

P pridruzené Legendreovy polynomy,
1=0,1,2, ...,
m=-,—-(+1), ...,

Zname-li funkci®, urtime gpodle vztahu:

=1 :cngzm(kr) R (cos)) (6171)

Podobr
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0=Co [ 2.,0(00) B (com) ) (6172)

kdeC, je integr&ni konstanta odliSna dd;.

Obecné elektromagnetické pole se tedy sklada sppicle elektrického
a [icné magnetickeého,ipcemz pole picne elektricke je popsano
vektoremN, a @i¢né elektrické vektoremot M.

Zjistime nyni paritudchto vektof.

Podle (6.159)

r, 8, rsin(d,)
d 0 0
N =rot (¢r) = — — — , 6.173
(¢r) r’sindlor 90 ¢ ( )
v 0 0

kderg, &y, ¢o jsou jednotkové vektory ve smu odpovidajicich
sférickych soiadnic.
Z predeslého vyplyva, ze

N —(:1—\/72”/2 kr) B (cosd)s'”s( ¥

sind

(6.174)
:_Cl\/72+]/2

(1 -m+2)(1+m) P(m (cosd) - gm)(cosy)}cos(nw

sin(mg)
Protoze operator parity je definovan ve sférickgolradnicich vztahem
PN=-N(-r)=-N(r,7-9d,¢+m), (6.175)

zjistime, # pouziti identity
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(m)
6P| a(;3-055) :%[(I —m+1)(| + m) FI)(m—l) (COSJ) _ E{mﬂ)( COSS):|,
(6.176)
ze
PN=(CN (6.177)
Podobnym zpsobem bychom dokéazali, Ze
P(rotM ) =(-2)" rotM . (6.178)

Ze vztahi (6.177 ), (6.178) vyplyva, z€ipné elektrické a magnetické
pole se liSi paritou.

Je-li u vidu TE suda parita, bude u vidu (tm) sgnstmi indexy licha
parita a obracen

V obecném fipadt mizeme namisto polgigne elektrického a ficne
magnetickeho zavestdeni podle sudé a liché parity.

Z (6.120) plyne, ze

P2 =-h’A. (6.179)

Kvadrat impulsu je tedy totozny s Laplaceovym ofen, az na
Planckovou konstantu.

Prislusna operatorova rovnice je vinovou rovniciastiicislo
Laplaceova operatoru je kvadratem vinovétstak.

Ve sférickych sotadnicich je vinova rovnice vyjéena vztahem
(6.169 ). Operator impulsmomentu je definovan heta

| =r xp =—iaf x0). (6.180)

Vyjadiime-Ili kvadrat impulsmomentuve sférickych sotadnicich,
dostaneme diferencialni operator

2
Izz_iiisindaj+ _1 62. (6.181)
sind 80 00) sifdag
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Jeho vlastni funkce je

Y, = B (coso) ) (6.182)

sin(

a vlastni hodnotH 1+1).

Ze vztahi (6.182), ( 6.171) vyplyva, &&ast vlastni funkce vztahuijici

se k sotadnicimda ¢ je totozna.

Vzhledem k tomu, Ze operator ( 6.181 ) nezavisgom#adnicir, je

mozno &init zawr, Ze operatory” al® vzajems komutuji.

Kvadrat operatoru spinu elektromagnetického polejaidjsme jiz
dokazali, vlastni hodnot@/7.

Rozepsanim nejlépe v pravouhlych ialnicich Ize dokazat, ze operator
s komutuje s operatory” al? .

Vysledny impulsmoment elektromagnetického poleje dodtem

j=| +s. (6.183)

Pritom plati operatorova rovniceiplusejici kvadratu impulsmomerijtu
a jeho slozce do siru osy sférické soustavy s@alnic:

ij,m(5’¢) = J( J +1)Yj,m(5’¢) ’

6.184
1¥,0(5.0)= MY, (5.9) (6.184)

Na zaklad stitani impulsmomeritplati, ze pi spinovenisle
elektromagnetického poke= 1a i dané vlastni hodneét
Impulsmomentd, kterou jsme ozrili |, mohou nastatitstavy, jimz
prisluseji ti mozné&cislaj :

j=1+1; ] =l j a4 -1. (6.185)
Kazdému ziiselj prislusi pak soustavaj(2 1)ciselm:

-, —-)+1; ... (6.186)
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Pritom pro vlastni funkc, . (J,¢) plati:

Y, (3.8) = A" (cosd)) (6.187)
Pri aplikaci operatoru parity na tuto funkci platg z
PY,.(0.8)=-Y . (7-d,¢+m)=(-1) Y, (3.9). (6.188)

Po dosazeni zaz ( 6.185 ) dostanem# tnozné stavy parity:
("5 ()5 (-4 (6.189)

Dosalme zal— 1) =&
Potom Ize ( 6.189 ) vyj&d v ekvivalentnim tvaru jako

(-0)7; (-0 (-9, (6.190)

neba (1) =(-1)°.

Z predesleho jeiejmé, ze Ize elektromagnetickeé pole pokladat za
dynamickou soustavu, charakterizovanou kvantowsisty k2, j, m, kde

k je vinovécislo, | kvantovecislo prislusejici celkovému
impulsmomentu elektromagnetického patge kvantove&sislo
prislusejici projekci impulsmomengy.

DalSi charakteristickou veéinou je parita elektromagnetického pole.
Mohou nastatit stavy parity pole, z nichzipj # 0 dva z nich, a to stav s

I 1 I (24 w 7 Ve Y ~ 7 -

(-1)" a(-19), prisluseji virovym slozkam pole a jeden se stavem
|_l Ve V4 w

(-1) " nevirové slozce pole.

Pri tom pri virovych slozkach? # 0 a (i nevirovék’ = 0.
Bude-lij = 0, nize nastat jedinyifppad s paritol = 1.
Pritom

*.(0.8)=0, (6.191)
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izéehoi srovnanim s vinovou rovnici vyplyne, Ze taaas tehdy, je-li
= 0.

Parig P = 1 tak gisluSi jen nevirove pole.

Intenzita elektrického a magnetického pole virdeéls/ jsou (pokud
jde o jejich smar) uréeny vektory, které jsou kolmé na &ngireni.
Tyto vektory mohou gasem minit swij sn¥r i velikost.

Abychom mohli specifikovatasovou zrdnu sngru, utime dva
zakladni vektorye, ae, , kolmé na srér Sieni, které utuji polarizaci
elektrického pole.

Slozky intenzity elektrického pole do &ra e; ae, mohou byitasow
obecr zavislé.

Budou-li harmonickyasow zavislé, fijde obecs o eliptickou
polarizaci.

Bude-li rozdil fazav2, jde o polarizaci kruhovou.

Obycejre jsou vektorye, ae, na sebe kolmé a tviose smirem Stfeni
ortogonalni bazi:

oxe =1, (6.192)

K uréeni polarizace fiveme vzit rovéZ za zaklad dva jednotkové
vektory, definujici kruhovou polarizaci:

(q+'%)
(6.193)
e =+

(e-ie),

e

kdee" je jednotkovy vektor wujici pravot@ivou kruhovou polarizaci,
e jednotkovy vektor wujici levotaivou kruhovou polarizaci.
PrepiSme nyni vztah ( 2.32 ) pro energii osamoceméhatného bodu
s klidovou hmotoum, do podoby

2

%;:¢+@g_ (6.194)

786



787

Vynasobenim obou stran rovnice ( 6.194 ) vinovonkéil ( 6.117 ) a po
dosazeni operatoru energie ( 6.121 ) a hybnosti206), se nam rovnice
(6.194 ) upravi na tvar

1(..0Y (L 2 2 2
?('hﬁj W =(-inr0) ¢ +mic?, (6.195)

coz Ize dale upravit na

_n oy
c? ot?

= (1A +mic)y, (6.196)
nebo na tvar s nulovou pravou stranou

_ 10w _(me) _
AY -5 (hjw 0. (6.197)

Rovnice (6.197 ) je znan€ein — Gordonova rovnice (Walter

Gordon (1893 — 1939)), ktera tiaelativistickou kvantovou rovnici pro
vSechny bosony, tfastice s cekdiselnym spinem.

Pro foton (ny = 0) se rovnice ( 6.197 ) zjednodusSi na tvar

1 0%y
=AYy —— =0
Dy =2y c® ot?

(6.198)

znameé vinoveé rovnice elektromagnetického pole (sf@v139)).
Dynamicky stav z&ni je uten v kazdem okamziku a v kazdem bodu
prostoru vektorovyndtyipotencialemA a jeho¢asovou zranou.

Pritom plati rovnice

2
A = AA +,ue%? =0,
(6.199)
divA =0.

VInovou rovnici ( 6.199 feSme metodou separaci piamych.
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PredpokladejmeéesSeni ve tvaru:
A(rt)= (. )- (6.200)

Pritom T, (r) tvori Uplnou soustavu ortogonalnich normovacich funkci,
tj.

T.(r)=T.t)- (6.201)

Po dosazeni do rovnice ( 6.199 ) mame

2
Z{qn(t)ATn(r)—ﬂfa gt”z(t)Tn(r )|=0. (6.202)
Ma-li predesly vztah platit ve kterémkoli&ebod, musi byt
2
qn(t)ATn(f)—M‘fa gt”z(t) T.(r)=0. (6.203)

Délme predeslou rovnici vyrazen, (t) T, (r).
Pak po separaci pramnych dostavame

1 1 0%,(t)
—AT (r)-—= =0. .204

n

V souladu s metodou separace péanych nechi

TiATn =K. (6.205)

n

Pak
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AT +K°T =0,

2 2 6.206
d G, K q =0. ( )
dt® ue
Ozna&me

2
k—“: . (6.207)
UE
Pak
d*q, _

e +arq, =0, (6.208)

kde a, je vlastni frekvence kniitelektromagnetického pole, ozeaych
indexemn, charakterizovanych prostorovou funig{r).

Kmity elektromagnetického pole, jimipluSi prostorove uspadani
funkci T, (r), nazyvame vidy elektromagnetického pole.

Rovnice (6.127 ) je diferencialni rovnicicufici casovy ptibéh kmiti
harmonického oscilatoru o frekvenex .

Takovému harmonickému pohybiiglusi hamiltonian

=5 ( B + et (6.209)
kde
D, :%. (6.210)

Pritom pokladamey,(t) za zobecénou sotadnici ap, za zobecény
impuls.

Budeme-li znat funkcT (r), ukime vektorovy potencial podle ( 6.200 ).
Predpokladejme, Ze vektorova funkeg(r) tvori ortogonalni
posloupnost funkci.
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Pak Ize z ( 6.200 ) odvodit, ze

()= jv (TA)av. (6.211)

pn(t) dt =V N j (6.212)

kdeV je definini objem vlastnich funkdliy(r), M, jejich norma.
Uplny hamiltonian zéeni elektromagnetického pole je&en sodtem
dil¢ich hamiltoniai jednotlivych vidh.

szzhn_ (6.213)

(6.214)

O sousted&né energii elektrického virového poleedi jsme odvodili,
ze

W, —Eej dv= —e,uz ﬁj T dv=

(6.215)
2 2 —
IR
kde jsme provedli normovani tak, aby
ﬂzj T2 dv=1, (6.216)
c Jv
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kdec je rychlost Seni elektromagnetické viny v prosti s
permitivitou € a permeabilitoy .
O sousted&né energii magnetického polefeai plati

=2 uf 1 av=_ul [rotAF av. (6.217)
2 Jv 2 Jv
Podle Greenovydty

IArot rotA dv—j’ [rotA dV:I (A xro A dS,  (6.218)
\% \% S

kde Sje plocha ohrawujici objemV, n jednotkovy vektor normaly na
plochuS.

Necht’ elektromagnetické pole zaujima cely prostor.

Pak pror - o konverguje plosny integral k nule (na zakigdincipu
nevyzd&ovani z nekonma), a tedy

J|rotA|2 dV:I (ATAA) dv, (6.219)
\% S

neba

rot rot A = grad divA —AA (6.220)

a @i zavedene kalibraci jdiv A =0.
Uvazime-li identity ( 6.218 ), ( 6.219 ), ( 6.2Q&Ipstaneme po dosazeni
do (6.218)

W, = —%L(A AA) dV = —%L[Z q Izm: R g LJ d\e

(6.221)
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Plati-li ortogonalita a normovani vlastnich funkgi.

Celkova energie zani elektromagnetického pole se rovnacsou
elektrické a magnetické energie.

Proto podle (6.215) a (6.219)

W:%ujv H? dV+—;£IV = dv:—izn:( G+ ). (6.222)

Energii zd&eni @islusi Hamiltoriv operatoH, .
Proto plati pro operator #ni elektromagnetického pole:

HZ:%Z(pi+a)n2qi), (6.223)

n

kdeq, je operator zobeéné sotiadnice vidun, p, je operator
zobecrného impulsu vidun.

Pritom je nutno si ugdomit, ze operatoru zobesme sodadnice pislusi
amplituda intenzity magnetického pole vida operatoru impulsu
amplituda intenzity elektrického pole vidu

Bude-li v prostoru elektromagnetického pot&gmen soubor nabitych
castic, bude Pslusné elektromagnetické pole popsano nehomogenni
vinovou rovnici vektorového potencialu.

V pripact diskrétniho rozlozeni nabity@astic:

Zenv o -r, (6.224)

kdee, je nadbojn-té ¢astice v, rychlostn-té ¢astice,o(r — r,, ) Diracova
delta funkcer obecny polohovy vektor,, polohovy vekton-té ¢astice.
Dosadime-li zaA prislusny vyraz z ( 6.200 ), dostaneme

I S
Z(quTm LIE " ij Zey o ). (6.225)

m
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Vynasobime-li tuto nerovnici skalarnim vektor@ma integrujeme j@s
objemV, dostaneme s uvazenim ( 6.206 )

d2
dtczln +alq,, = ,uZn: en(v T n)) (6.226)

kdeT(n) je vektor vilastni funkc@& ,, v misg n-té castice.

Rovnice ( 6.226 ) je diferencialni rovnici pro zob&ou sotadniciqgy,
elektromagnetického pole, v jehozZ prostoru jsoustimy diskrétr
rozlozené nabitéastice.

Rovnici ( 6.226 ) Ize rowz odvodit z kanonickych rovnic vysledného
hamiltonianu.

Nech’ je vysledny hamiltoniai funkci zobec#né sotadniceq, a
impulsupy, elektromagnetického pole a polohového vektocelkového
impulsuP¢, nabitych¢astic.

Potom

H=H (qm’ pm' IFn’ Pcn) =H z+H c+ ZH r ( 6.227 )

kdeH, je hamiltonian z&ni elektromagnetického pold, je
hamiltonian vzajemné coulombické interakce nmi@aticemi,

H =m ¢, (6.228)

kdem, je hmotnosnh-té ¢astice.
Vztah (6.228 ) upravime do vha#j$iho tvaru

H,=m¢ = ¢, (6.229)
1--—0
C

<
N

kde my, je klidova hmotnosh-té ¢astice.
Uvazime-li, ze impuls-té ¢astice

P, =myv,, (6.230)
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odvodime z (6.229), Ze

2

, (6.231)

pcn_

H, :CZ\/nﬁanC—lz

en
& A

kdepcn je vysledny impuls weny vztahem ( 2.165 ).

Vztahem ( 6.231 ) je gen hamiltonian nabit&stice, ktera je

v interakci s elektromagnetickym polem.

Prejdeme-li na zakladprincipu korespondence ke kvantovani,
nahradime fyzikalni valiny prislusnymi operatory:

~

h,. :%(f)zm+ Coznﬁi) ,

D (Bh+affl),

m

(6.232)

~

H =

z

N |-

kdep,, resp.q,, je operator impulsu resp. zobé&ng sotiadnice

elektromagnetického pole vidn.
Na zaklad kvantov¥mechanickych pravidel pro jejich komutator plati

(G, P ] =172 (6.233)

h, =0 jw, (6.234)
1

A h 2 22

A=~ Qs (6.235)

. 1a

P, =(hw,)2P,, . (6.236)

Pak Ize Hamiltonian a komutator ( 6.233 ) psatvaeu

794



795

_lia2, Ae
Dm—E(Pm+Qm), (6.237)
QP =i (6.238)
Operatoryd _, P_, Q.. jsou transformované operatory hamiltonianu,

zobecrného |mpulsu a zobeéné sotadnice.
Pfi tom je nutno si usdomit, ze

P —in9, (6.239)

oq,,

a tedy pi nowe zvolené symbolice

p -9 (6.240)

N P
N (o)
ér*n:ﬁ(Qm—iPm)

Plati

(&,.4,|=1 (6.242)

Dosadime-li z&P, a Q, operatorya’, aa_ do (6.188 ), dostaneme
Liaas | mtas
Dm:E(amam a5 (6.243)
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Ozna&me
N =a'a , (6.244)
Pak
~ 1
O.,=N_+=, (6.245)
2
Uvazime-li ( 6.242 ), vyplyvaji nAm odtud identity
Na =a'aa="ada-"a= “a( A|\+1) ,
- . (6.246)
Na" =a'ara = o (1+7d7a) = "4 N ).

~

Zavedené operatord, , a.., N, nazveme psac krea¢nim
operatorem, anihilaé¢nim operatorem, operatorem pattu ¢astic.
Neclt v> je vlastni vektor operatorN:

N|v) =v|v) (6.247)

kde v je vlastni hodnota operatoN, pifslugejici viastnimu vektory).
OperétorN je operator pozorovatelné, a proto plati podminka

(v|v)>0. (6.248)

Z (6.244 ) pak vyplyva, ze

(6.249)

796



797

Z (6.249) plyne, Ze ketvekt@r |v), vznikly aplikaci anihilaniho
operatoru na ketvekt¢v>, je rovréz vlastnim vektorem operétoﬁll,

jemuz gislusi vlastni hodnotav( 1).
Podobg je ketvektora® v> vlastnim vektorem operatom s vlastni

hodnotou ¢+ 1).
Vytvofme posloupnost vektdra | v); (é‘)2|v>; ;(é‘)p |v).

Tyto vektory jsou vlastnimi vektory operétolﬁu
Prisluseji jim vlastni hodnoty(— 1), (v— 2), ..., —p).
Dikaz:

(6.250)
Podobri bychom dokazali, Zze vektcéé‘)p|v> je vlastnim vektorem

operatoruN s vlastni hodnotou/(- p).

AarV o\, .[a+)P
v>,(a ) |v>,...,(a ) |v).
Ekvivalentnim zfisobem jako v fedeSlém fipadt Ize ukazat, Ze tyto

vektory jsou rovaz vlastnimi vektory operétorﬂd a ze jim pisluseji
vlastni hodnoty ¢+ 1), (v+ 2), ..., ¥ +p).

Posloupnost vektﬁr(é‘)p je omezena, nelswlastni hodnota

Vytvorme posloupnost vektbra®

pozorovatelného operatoii nemize byt zaporna.
Krajni ptipad nastane tehdy, kdyz

V=p. (6.251)

Pritom je vlastni hodnota— p) nulova.
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Nulovou vlastni hodnotu dostaneme tedy @zné hodnotyw podle
velikostip.
Této nulové vilastni hodnbmize @islusSet vice vlastnich ketvektor

Ozname je symbolenfvp).
Nulové vlastni hodnéttedy Fisluseji ketvektory

22;133;...;

Z toho plyne, Ze nulova vlastni hodnotaikrat degenerovana.
Vytvoime linearni kombinacgthto vektof a vysledny vektor ozidane

0)-

Pak
0)=c!?|1D) + P22+ &7 33+...+ ¢ pp. (6.253)

Zvolme nyni obecné vlasttislon o imz plati

1),

pp.- (6.252)

n=v-o, (6.254)
piicemz
N(&) ) =(v-0)(&)" |y =n(a )|v) . (6.255)

Vytvoirme, podob# jako u nulové vlastni hodnoty, linearni kombinaci
vektori s vlastni hodnoton a touto linearni kombinaci definujme
ketvektor|n):

ny=>"c"|vo), (6.256 )

kde diki vektor|vo) je jakykoli ketvektor s takovyniisly vao, pro

néz je splréna rovnost ( 6.254 ).
Timto zpisobem lze sestrojit posloupnost vekitor
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0).

jez mohou tvat bazi pro reprezentaciﬂ}.

Souinitele ) mazeme zvolit tak, aby vlastni vektory ( 6.254 ) byly
ortonormalni.

Operatorya" aa”, a z nich odvozeny operatdr nazyvameBoseho
operatory, neba’ s jejich pomoci popisujeme vlastna&istic sBoseho
— Einsteinovou statistikou

Odvodili jsme, ze

D,[2.3,....]0 ... (6.257)

~

Na"|v)=(v-1)a|v). (6.258)
Z definice operatoriN navic vyplyva:

N|v-1)=(v-1)|v-1). (6.259)
Srovname-i operatorové rovnice ( 6.258 ), ( 6.254i3time, Ze
a’|v)=c|v-1), (6.260)

kdec, je konstanta.
Této rovnici #islusi dualni rovnice

(v

Vynasobime-li rovnici ( 6.260 ) zleva rovnici ( 612), dostaneme

a"=c(v-1]. (6.261)

a8 |v)=(v|N|v)=c?(v-1v-1) =, (6.262)

neba vektory|v) jsou ortonormalni.
Navic

<V|N|v>zv<v|v>zv. (6.263)
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Proto srovnanim s ( 6.262 ) vychazi
¢ =Vv.

Podobi mame

Na*|v) = (v +1)&"

W,
N|v+1)=(v+1)|v+1).
a tedy

At

a

v> = Cz|v + 1>,
(v|]a~ =c){v+1].
Odsud vynasobenim obou rovnic zleva

<v|é_é+

vy=c(v-1v-1)=¢c.

Protoze

AgpA

(v

Z toho po srovnani s ( 6.269)

C, =V +1.

Odtud nam vychazeji operatorové rovnice

800

aa |v>=<v|N +1|v> :<V|N|v>+1=v<v|v>+lzv+ 1.

(6.264)

(6.265)

(6.266)

(6.267)

(6.268)

(6.269)

(6.270)

(6.271)

(6.272)
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A+

a n>:(n+1)§|n+1>,

1 (6.273)
a’|ny=n’[n-1).
Z nich |ze odvodit rekurentni vztah
_&)
) ="7110 (6.274)
O maticovychtlenech operétorllil plati:
Ny » =(n'|N|n)=n{n'|n)=rg, , , (6.275)

kde 9, , je Kroneckerova delta.
Operator potu castic je tedy reprezentovan diagonalni matici

O 0 O -
~ |0 1 0 -
N = (6.276)
O 0 2.
Maticovy ¢len operatoria” ozn&meay, , .
Pritom
a,,=(n'la’|n)= n%<n’ n) = nédn,]n+1 (6.277)
z ¢cehoz
n=n+l (6.278)
Pak
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0JlL 0 O
él_:oofzo
0 0 0 3 -

Podobg plati o maticovycllenech operatora’:

al n>:(n+1)%<n’

ay, = (n'
nN=n+1.

V maticovém vyjateni

0O 0 O

J1 0 o0
a’=lo0 J2 o0 .

0 0 3 -

Odtud pro fivodni operatory vychazi

802

n+1)=(n+1):

(6.279)

(6.280)

(6.281)

(6.282)

(6.283)

(6.284)
(6.285)

(6.286)
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p=i(nw) (a"-a). (6.287)

Odvodime maticovéleny #chto operatar v reprezentaci I{Axl}:

(6l = ([ +3[n) = n+3 e,

Eha) 0 0

2
o %w oo - (6:208)
h= 2

. AT .
() = 22 (o) + o ) =
= % z(nédn’,nﬂ-l-(n*—l)% 5r1,n+1)
0 V1 0 o0
. V1 0o J2 o
¢ =(}——j 0 V2 0 3
aw
0 0 3 0 - (6.289)
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pln) =i (Zha))% ((n a | n>) =

(20| (V42 8 =10, s |
0 V1 0 o0
V1 0 VY2 0 -
Q=(@j 0 V2 0 J3 .|
0 0 3 0

A+

a

n) +{n

(n’

N

(6.290)

Maticemi ( 6.288 ), ( 6.289 ), (6.290 ), jsou pamg maticové
reprezentace operatorudho castic N, anihilaniho operatora’,
kreaniho operator@’, hamiltonianuh, operatoru zobe&né
souradniceq, a zobecéného impulsip.

OperétorN jsme nazvali operatorem ta ¢astic.
V nasSem pipact jde o hypotetickodastici, ktera se nazyva foton.
Odvodili jsme operatorovou rovnici

ﬁm|v>:ha)m[N+%j|v>:(n+—;jha)m|v>, (6.291)

kde h,, je Hamiltoniv operator, ktery se vztahuje k elektromagnetickému
poli vidum.
Veli¢ina ficw, urcuje kvantum elektromagnetické energi#¢emz

(n +%)ha}m je vlastnicislo Hamiltonova operatoru, a tedy celkova

energie elektromagnetického pole vitu
Protozefic, je energie jednoho fotonu, budislo (n+%) udavat

celkovy pa@et fotom elektromagnetického pole vidn
Stav uteny ketvektorem

[v) =|0), (6.292)

prislusi stavu vakua bez elektromagnetického pole.
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Je nutno fipomenout, Ze foton jéastice podléhajici Boseho —
Einsteino¥ statistice a jeho rychlost je rychlostiesii
elektromagnetickych vin, &hoz plyne, Ze jeho klidova hmotnost je
nulova.

Z rovnice ( 6.260 ) a rovnosti ( 6.264 ) dale plyhe operatoa
pievadi kvantovou soustavu elektromagnetického m)lﬁavu|v> do
stavu|v —1) a tedy sniZuje gt fotori o jeden.

Proto se nazyva anihiiaim operatorem

Operatora” naopak zvysuje get fotor o jeden, a proto se nazyva
kreatnim operatorem.

Popiseme-li elektromagnetické pole souborem oscil& obsazenymi
N; , pak pro jeho energii dostaneme

Ethw,[N +%) (6.293)

Je Zejmé, Ze pi vSechN; = 0 bude mit vakuum naseho pole energii

E° = h—;"'qoo. (6.294)

Existence této energie §&ste¢ kvantovy jev a je tisledkem netrivialni
nekomutativnosti operatir
Rozebereme jentfpad operatdr zobecrkné sotiadniced a impulsup

[6;8]=in. (6.295)
Plati, ze

(p)=(0|p|0)=0,

(4)=(0/6/0)=0 (6.296)

Stredni hodnotyp i g jsou tedy nulové.
Stredni kvadratické odchylky
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- ~ _% B h _%
Aq = <q2>—<q>2 1 26|

i T (6.297)

M/ 2 | hw P
Ap:_<p2>—<p>2_ = 70)
a tedy

h
Aqu:E' (6.298)
Stredni hodnota kinetické energie vychazi
hw

E 0 6.299
(E)=—L(0fp|9 =22 (6.299)

i kdyZ se tedyp) a(g) rovnaly nule, jsou fluktuace vaklép > <6|2>

od nuly fizné. Vakuum neni v klidu a fluktuace nulové kinledic
energie, Urdrné (A\p)°, jsouradu hay2 pro kazdy mod
elektromagnetického pole.

Je Zejmé, ze kdyby nas harmonicky oscilator bylraroscilgénim
obvodem s kapacito@, indukénostiL a frekvenciw=+/LC , pak
bychom mohli za sdadniciq povaZzovat haba@ a za impul$ proud

de

dt

Ihned je jasné, Ze ani naboj, ani proud nebudounntévé své fluktuace
(obvod bude konat nenulovou pracikaliv jejich stedni hodnoty
nuloveé budou.

Také nendizeme znat saasre jejich hodnoty s fesnosti lepsi, nez
dovoluji relace neditosti, coz je velice @lezité @i kvantovani naboje a
proudu, nap v supravodivém Josephsorgaechodu.

| v klasické fyzice existuji tzv. tepelné fluktuaggjichZz stedni energie
je kgT.

Pti absolutni termodynamické nule by vSak tyto fliddea vymizely.
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, ‘h‘
N
Brian David Josephson (1940)

Kvantova mechanika je vSak charakterizovanatim, Ze fluktuace
budou v soustavexistovat i pi termodynamické nule — i ve vakuu za
negitomnosti realnycliastic.

| kdyZ se realné fotony ve vakuu nevyskytuji, ukigaae si, Ze existuji
nenuloveé elektromagnetické fluktuace vakua.

Jakési fotony zde tedy byt musi.

Témto fotomim, které existuji jen po jistou dolt :ALE’ a které nam

kvantuji elektromagnetické fluktuace vakiikamevirtualni fotony .
Jejich¢asova existence je na rozdil od realnych foigi jejichz
interakci se energie zachovava, omezena relacéitestr.

O tomto vakuu hovidme jako ovakuu poruchovém protoze tyto
virtualni fotony vznikaji ve vysSictadech poruchové teorie.

Toto vakuum tedy ize obsahovat libovolny @et virtualnich fotoa.
Elektromagnetické vakuum je tedy pIné virtualnictohi, s nimiz
mohoucastice interagovat.

Elektron mize nap. emitovat virtualni foton a @pjej v caseiAt
absorbovat.

Diky témto virtualnim procesn maze elektron zrénit hmotnost (tzv.
idea renormalizovatelnosti hmotnosi).

Prostednictvim této interakce s vakuem jsou redkastice obléeny do
oblaku virtualnich fotod.

Pri { Q} reprezentaci vezmeme za zaklad vektorové soustastni
vektory operator, ktery @islusi zobecéné sodadnici.
Pro operatofQ plati operatorova rovnice
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Qla)=d|q), (6.300)

kde |q> je vlastni vektor operétortfp , g jeho vlastni hodnota, tj.

zobecrna sotadnice.

Ta, jak znamo z kvantové mehaniky, itivpro neomezeny prostor
spojité spektrum.

O vektorové soustavq) piitom plati podminka

I|q> dg(g|=1 (6.301)

a podminka ortogonalita

(qla)=ao(a-d), (6.302)

kde d(q- () je Diracova funkce.

V { Q} reprezentaci bude operé@r reprezentovan spojitou matici o
prvcich

(a|Q

q') =(a|d|a") = a(a|a’) = ao( q- d), (6.303)

a operatoP matici

~ . 0 . 0

Plg)=-I— Y=-—09o(9g—-q), 6.304
(a|P|d) aq(q q) % (@-q') ( )
tj. diagonalni spojitou matici o prvcielfiai.

q
O Hamiltono¥ operatoru vidun plati
N :1(ﬁ2+c§2), (6.305)
m 2 m m

O maticovychilenech operatorl , plati v{ Q} reprezentaci:
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=2 2 _ d2 ! :E z—d_z —
<Q|DmQ>-2[qm dqij<q q) 2(% dqijd(q d), (6.306)
neba
1, d

Urcime nyni slozky vektord, |y) v { Q} reprezentaci.
O t&chto slozkach obeémlati (srov. (6.301), ( 6.302)):

(ATl w)= [ (aO0,)a") dd(a'|w) =
" (6.308)

=| Ow(d)d(q-d) dd=04(9.

oq'

Pritom funkci ¢/q), o niz plati
w(a)=(alw) (6.309)

nazyvame vinovou funkci.

Vztahy ( 6.303), (6.304 ), ( 6.306 ) nandwjf maticovécleny
operatott Q P, O v{Q} reprezentaci.

Maticovécleny mslusejl spojitym maticim.

Vztahem ( 6.308 ) je definovana vinova funkce.

Pfi odvozovani maticovychleni uvedenych operatbjsme
predpokladali spojité spektrum vilastnigisel operatoru zobe&né
souradnice.

Z (6.245) a (6.247) Ize snadno odvodit operatou rovnici pro
Hamiltoniv operator elektromagnetického pole vitwe tvaru:

Suw)=(n+3 Jrat )=z ), (6.310)
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kde & :Kn +%)hw a kde jsme ozrdi ketvektory |v) symbolemy ).

Levou i pravou stranu rovnice ( 6.310 ) vyjide v{ Q} reprezentaci:

(a]0,|w,) =£.(aw,) - (6.311)
Uvazime-li ( 6.308 ), dostaneme

O..(a)=&4.(q) , (6.312)

Vztahem ( 6.312 ) je tiena Schroédingerova rovnice popisujici kvantové
vlastnosti soustavy elektromagnetického pole wigpiicemz g, je

vlastni energie kvantové podsoustavy elektromagktio pole.
Dosadime-li v (6.312) z&8 , prislusny vyraz ( 6.306 ), dostaneme

Hermitovu diferencialni rovnici

1

_E(_d—qz + q jwn (q) = gnwn( q)’ ( 6.313 )

jejiz reSenim uwfime vinovou funkcigy(q).
VInovou funkci ¢ (q) je vSak mozno it také tak, ze nejprve &ime
funkci ¢p(a), prislusejici stavyi0) a z ni pouzitim rekurentnich vztah

( 6.274 ) odvodime obecnou vinovou funki(q).
Pron =0, tedy prd0) ketvektor plat

w,(a)=(w|0). (6.314)
Pri {Q} reprezentaci, s uvazenim ( 6.273),
(ala”|0)=a (d 0 =ay,(q) =0, (6.315)

Po dosazeni za opera®@®r, s uvazenim ( 6.300 )
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e 1 ya ay 1
a —ﬁ(Q""P)—ﬁ(Q"'d—qj,
a tedy

To je diferencialni rovnice prgg(q).
JejimiesSenim je funkce

_ 21
t//O—C@xp( 2q j :

Integrani konstantu uwiime z podminky normovani

J:tﬂj(q) dg= Czj:exp(— qz) do= G =1,

odkud

C=rm

ENT

a

1 1
W,=1m? exp(—aqzj.

(6.316)

(6.317)

(6.318)

(6.319)

(6.320)

(6.321)

Zname-li funkciyy , ugime ¢, z rekurentniho vztahu ( 6.274).

V{ Q} reprezentaci

(&) I

Nl

(aln) =4, =(n!)
piicemz

811
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A*’—i N—iE :_1 —i
_\/E(Q iP) ﬁ(q dq]. (6.323)
Pak
¥ (q)=(”!)_%2_gﬂ_}‘(q-ijn exp(—l ij, (6.324)
" dq 2
neboli

()2t (—0) exd £ |9 exp -2 1
w,(q)=(n)?272m [( 1) exp{zqzjdqn ex;E 2q2ﬂ exé 2qzj.

(6.325)
Hermitovy polynomy jsou definovany vztahem
n d"

H.(2)=(-1) exp(zz)E ex{-2). (6.326)
Srovname-li (6.326 ) s (6.325), zjistime, Ze

_ n ) 1 q
t//n(q)—(\/i_TDZ m) exp(—E qzj H{ﬁj. (6.327)

Vztahem ( 6.327 ) je tena vinova funkce kvantové soustavy
elektromagnetického pole jednoho vidu.
Prislusi-li vidum ketvektor stavin, ), pak mnohovidové soustav

vzniklé superpozici jednotlivych widg prislusi ketvektor stavm> , ktery
dostaneme tenzorovym somem zakladnich ketvektor

In)=|n,,n,,...n_,...)=|n)[n,)..[n,)... (6.328)

Pak
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Oy = Og[n)ln,)...[n ...

= nl+%j|n>+[nz +—;j|n>+---+(qn+—;j|n>+---= (6.329)

= n1+n2+---+np+% pj,

je-li celkovy paet vida elektromagnetického pofe
Ozn&me

n=n+n+--+n,. (6.330)

Z (6.330) je patrno, Ze jistému vlastnitisglu n Hamiltonova

v 7

operatoru] pifsludi vice ketvektdr|n), neba ¢islon dostaneme

raznou kombinacéiselns, ny, ... .
Jde tedy o degenerovanou kvantovou soustavu.
Lze dokazat, Ze stup@legenerace této soustavy je

_(n+p+l)!

Pro zakladni ketvektor plati:

0) =

0,0...). (6.332)
Dokéazali jsme, Ze
40=0; 3|0=0;...;g|0=0. (6.333)

Proto plati obecny rekurentni vztah

N

(&) (2)" 0. (6:33)

ny=|n,n,.n ) =(ntnt )

813



814

Ze vztahu ( 6.329 ) vyplyva, Ze
N:ZNp, (6.335)
p

m:(mgj, (6.336)

kde N je operator pétu foton: vicevidové kvantové soustavy
elektromagnetickeho polé&y / operator petu fotoni kvantove soustavy

elektromagnetického pole vigu
Nahradime-li operator zobesmého impulsyp, elektromagnetického

pole voduv prislusnym kre&nim a anihil&énim operatorem, vychazejic
ze vztali ( 6.235), (6.236 ), ( 6.241 ), dostaneme prad@ipe intenzity
elektrického pole vidw (konstantyy jsme zahrnuli dd@ (r)):

NI

£ =i (%hcq,j (&, (r)-a:T50 ). (6.337)

Pritom EV je operator intenzity elektrického polereai viduv ve

Schrédingero¥ reprezentaci.

Z (6.337) vypliva, Ze vlastni vektorové stavy i@peru intenzity
elektrického pole z&ni budou totozné s vlastnimi vektorovymi stavy
anihilatniho a kreaniho operatoru.

V Heisenbergo¥ reprezentaci bude mit operél%vr tvar

g =i (%hcq,j (& ()T, (r)e™ -&; (75 )e).  (6.338)

V pripact rovinné elektromagnetické viny bude
T, = ue®), (6.339)

kdek je vinovy vektor.
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Pak po dosazeni do ( 6.338 ) mame

e =in ha | (EOT (et e -4 (7)€ &)

(6.340)
Prvniclen na praveé strarprislusi gimé monochromatické
elektromagnetické vif druhyclen zgEtné vireg.

Oznaime-li intenzitu elektrického polerimé viny E; (r,t), pak

E;(rt)=E, = i,u(%ha)vjz (é; (t)e* g ) . (6.341)

Z predesSlého plyne, Ze stavy operétér}(r ,t) budou popsany stejnymi
vektory, jako stavy anihitaiho operatora .
Plati-li operatorova rovnice

8 la)=a,|q), (6.342)

kde|a,) je stavovy vektor operato®y], a, vlastni hodnota operatoru
a,, pak plati operatorova rovnice

~

Erla,)=¢,

a), (6.343)

kde g, je vlastni hodnota operatoru intenzity elektriog@ole viduv
piimé monochromatickeé rovinné viny.
Pro rgj srovhanim s ( 6.341) plati:

= i,u(%ha)vjz expli(kr)exd-iat)]. (6.344)

Vyjadiime vlastni stavy anihismiho operatoru pomoci vilastnich stav
operatoru petu fotoni, které jsme ozri |n).
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Vynasobime operatorovou rovnici ( 6.332) zIevavbI@orem(nV|, Tj.
vlastnim bravektorem operatorugbo foton vidu v, pak

(n|&71a)=a,(n,

Z rekurentniho vztahu ( 6.274 ) lze odvodit prO\/Iellfaor<nV| rovnost

). (6.345)

(n,|=(n)*(0|(&)". (6.346)
Pak
(n,]a;)= ()= (0/(&)"|a)=()*(q g)(ar)". (6.347)

Rozlozme ketvektor sta%a;> anihilaniho operatoru do vlastnich

ketvektofi |n,) operatoru pétu gastic:

av>=Z|n n,|a,) Z| % q@ = %}}Z( D))n

(6.348)
Odtud, uvazime-li ortogonalita vekfom, ), plati pro normu

av‘av q:;}, Z|a q:;; expa,| . (6.349)

Provel’'me normovani tak, aby

(a|a;) =1. (6.350)
Pak
(olay) explar,|* = 1, (6.351)
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(0]a) :exp(—%|av|2j. (6.352)

2 n,
‘a;>=exp(—%|au| jz(:;!)%|nv>. (6.353)

Podobr

(a;| :exp(—%|av|2jzn:%<nv|. (6.354)

Vztahy ( 6.353) a ( 6.354 ) jsouceny ketvektor a bravektor stavu
anihilaéniho operatoru, vyjdeéné pomoci posloupnosti ketvekt@a
bravektofi stavu operatoru @tu ¢astic viduv.

Protoze tyto vektory popisuji stav intenzity el&#eho pole pimeé
monochromatické viny sipsré definovanou frekvenaw, , popisuji tyto
vektory koherentni stavy.

Vyjdeme-li z operatorové rovnice ( 6.342 ), dostaego dosazeni za
kreani a anihil&ni operatory fislusné vztahy pomoci operatoru
zobecrné sotiadnice a impulsu, vychazejice iegdeslych vztaln
operatorovou rovnici

(2000,) (wd, +iB, )& ) =a,|a)). (6.355)

Predpokladejme spojité spektrum wuidlektromagnetického pole (nap
elektromagnetické pole v otitaném prostoru).
Pak

(2h@)_%(aﬁ+iﬁ)‘a‘>:a‘a‘>, (6.356)
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kde @islusné veliiny v predeSlé operatorové rovnici jsou spojitymi
funkcemi frekvence.
Vynasobme rovnici ( 6.357 ) bravektorenf|.

Pak

(2ha)v)_% (w(q’ d‘a‘> +i(q f)‘a‘>) = a<q" a‘>. (6.357)
Uvédomme si fitom, Ze s uvazenim definice zobéoaho impulsu
plati:

na e d
('[P Ihdq,<q ,
(d|a=d{a, (6.358)
(a'lala”) =q(q|a).
Odtud
%q%q’ a‘>+\/%)%<q’ a)=a(q|a). (6.359)
Po Upra¥
%<q’ a‘> :—z(z—a;jz H%)Z q'—akq’ a‘>. (6.360)

VInovou funkci jsme definovali skalarnim stmem vlastniho operatoru
zobecrné sotiadnice s vektorem operatortigusné dynamické
veliciny, v naSem fipack anihilainiho operatoru.

Ozname tuto vinovou funkcyp .

Z (6.360 ) pak dostaneme
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dp __ @, o @Y
aq hq+2(2hj 9, (6.361)
kde ¢ :<q’ a‘>.

Diferencialni rovnice ( 6.361 ) je upravena opeaim@a rovnice pro
vypacet vinové funkce fislusejici anihilanimu operatoru, tedy vinové
funkce koherentniho stavu.

JejimiesSenim je

_Coxg @ (qP+ 4.2
¢—Cexp{ 2h(q) +2(2hj ac{}. (6.362)

integrani konstantuC urcime z podminky normovani vinove funkce,
tedy z podminky

j:¢¢ﬂdcf = Czj:exp{—z{z—a;( d)° + {%TG q]} dg=-.

(6.363)
Po integraci a po dosazeniQalo ( 6.362 ) dostaneme

(@Y ol (@) yal
¢_(nhj ex [[%jq a] : (6.364)

Vztahem ( 6.364 ) je tena vinova funkce koherentniho stavu o
frekvenciwodvozena zaipdpokladu spojitého frekvéniho spektra.
Vlastni hodnotur maze @itom nabyvat libovolnych hodnot.

Ze vztahu ( 6.364 ) vyplyva, ze praygbdobnost stavu,fpnémz je
amplituda pole totoZna se zobe&oou sodadnici, je rovna)’, piicemz
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ma gaussovsky pbeh.
Jiz dfive jsme naznali souvislost mezi rovinnou monochromatickou
vinou s vinovym vektorerk a fotony s impulsem

(6.365)

FN
|
I_N_I
VRN
SEES
.
Q‘
|
Q
L 1

p =7k (6.366)
a energii
E=cp=iw. (6.367)

dvéma nezavislym polarizaim stawum elektromagnetické viny museji
odpovidat dva nezavislé polaréra stavy fotonu (spin fotonu je sice
roven jedné, ale diky nulovosti jeho klidové hmotfze byt orientovan
jen ve nebo proti sénu jeho impulsu).

Vektorovy potencial volného elektromagnetickéhoeprapiSeme jako
superpozici monochromatickych polarizovanych vin

A(q,t):ijdgl(AM @.1), (6.368)

kde

A (at)=e(kA){ A(k.A)exdi(k @ —at) |+

= A'(k,A)exp —i(k @ —a)t)]} , (6569)

kde pro kazdy vektdk jsme dva vzajentortogonalni vektory
polarizace oznali e(k,A).
Plati tedy

e(k,A) & k,A)

S5, (6.370)
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e(k,A)k =0. (6.371)

Pro dalSi postup je formavyhodné uvazovat pole uzané v kvadru o
hranachg; , jehozZ objem ozré@meV.

Pozdji prejdeme k [imig V - oo,

Komponenty vinovych vektdrmonochromatickych vin ve zminém
kvadru mohou nabyvat pouze hodnot

K =20 n=1,2,3, . (6.372)
=
a mame

A(q.t) :ZZ:ZAK,A (@), (6.373)

kde suma probihares vSechny mozné vinové vektory vyhovujici
podmince ( 6.372).
Snadno nalezneme, Ze celkova energie elektromagébt pole

E:g—z‘)jv[Ez(q,t)+csz(q,t)] di (6.374)

popsaného vektorovym potencialem ( 6.373) je rovna

E=26VC) D K> Ak ,A) Ak A). (6.375)

Pokud Ize volné pole identifikovat se systémem enxvdg:
neinteragujicich fotal) mizeme hamiltonian zapsat ve tvaru

A=Y W (p.A). (6.376)

A=l p
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Lze rovrez zavést kremni a anihil&ni operatory fotonu s impulsema
polarizaci tak, ze

N(p,A)=A"(p,A)A"(p,A). (6.377)

Pritom plati komutani relace

(A" (pA)A (' A)|=[A" P A) AT A)|= 0.

~

) (6.378)
A (pA). AT (') =8,0, .

Porovname-Ili nyni hamiltonian ( 6.376 ) zapsany poinkregnich a
anihilaénich operatar:

I:I:czz PA*(p,A)A(p.A) (6.379)

A=l p
s klasickym vyrazem ( 6.375 ), vidime, Ee— H, kdyz
(26V): ckA (K ,A) — (cpPA~(p A), (6.380)
CO0Z s vyuzitim vztahu ( 6.366 Yareme vyjatit jako

" R

Alk,A) - A (p,A). 6.381
(€A) A6 ) (6:361)

Tuto substituci mzeme povazovat za formuli vyjagici princip
korespondence mezi klasickou a kvantovou teorktedenagnetického
pole.

Provedeme-li ji ve formulich ( 6.369 ), ( 6.37®pdrzime operator
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A(q,t) :ﬁiz e( p,;){,&— (p ,A)ex;{—%(p q - Et)} +

A=1L p p

+A* (p,)l)exp[i%(p [q — Et)} .

(6.382)
Snadno seigswdcime, ze
0A(a,t)  1r- A
- —ih[A(q,t),H] (6.383)
a
A(q,t)=0, (6.384)

COZ nas utvrzuje vips\wdéeni o opravénosti povazovai (q,t) za

operator popisujici v Heisenbergoneprezentaci elektromagnetické
pole.

Odpovidajici operator v reprezentaci Schrodinggrexdan formuli
(6.382) pro gjaké pevis zvolenét =t .

Na volle okamzikuty pochopitelg zadna fyzikalni pedpowd’ nezavisi.
Pro zjednoduseni formuli vezmeme v dal&m O.

Tedy ve Schrédinger@évweprezentaci je vektorovému potencialu
piifazen operator

=y S s oL

(6.385)

Pripomaime, ze v této formuli je

823



824

> 1 (p) Zf popep)= Y f(d, 8 #)  (6386)

i,j K==

kde (viz ( 6.372))

() _ 27T
4

“n n=12,3,.. (6.387)

Ozna&ime-li interval mezi sousednimi moznymi hodnotaté
komponenty impulsu jako

Ap =——, (6.388)
muzeme formuli ( 6.386 ) zapsat jako
\Y
f(p)=
Zp: (27m)

Odtud vidime, ze v limitV - o plati

_Z ) Jf ) dp, (6.390)

(o]

(e B B ppapan.  (6.389)

i,j K==

kde suma probihées cely tirozmérny impulsovy prostor.
Ozn&ime-li

_(2m)
ap = (6.391)

potom v limi€ V - co prejde operator ( 6.304 ) v
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M@= 3 [ Pe(pa) & (pa)ed 1 ()|

ar (nsoch)% i) p?

+é+(p,/1)ex;{—i%(pm)}} |

(6.392)
kde
& (p.A) = lim 2 PA). (6.393)
R
Snadno sefeswdcime, Ze plati
a(pA),a(p,A)|l=la(pA),a(pA)|[=0.
(& (p.2) & (9. 4)]=[& (p2), 2 ($)] 6398

1
o
—
©
A
~
>
+
—

p.A)|=3, 3(p-P).

Princip korespondence natika, Zze operator popisujici ve
Schradingero¥ reprezentaci interakci kvant®wmechanické soustavy
s elektromagnetickym polem obdrzime z operatorugugigiho
interakci této soustavy s ¥8im polem prostou zamou

A(c}“),t) . A(cj“)). (6.395)

Hledanym interaknim hamiltonianem je palasow nezavisly operator

A :_i%[A(A(j))ﬁ(j)} (6.396)

=1

a celkovy hamiltonian uvazovaného systému je roven

H=H_+H , (6.397)
0 |

kde
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A=A +h (6.398)

Pritom I:IP je hamiltonian uvazované kvantové soustatiywyppnuté
interakci s elektromagnetickym polem:tqg je hamiltonian volného

elektromagnetického pole ( 6.379 ), ktery v [#nit — o mizeme
zapsat jako

A :;jcﬂq@+(p,A)é‘(p,A) &p. (6.399)

Hilbertav prostor uvazovaného systému lze vyig@ko
H=H,OH., (6.400)

kdeHp je Hilbertovym prostorem kvantéwnechanické soustavy a
Hilbertav prostor elektromagnetického pole jsme @zdnaymbolemHe.

O vSech operatorech vystupujicich v poruse ( 6)346he, jak

v prostoru ( 6.400 ){sobi.

Muzeme tedy bez potizi prow&idoruchove vypéty.

Pro WtSi ndzornost budeme zfadku pracovat s operatory pole ve tvaru
( 6.385) a teprve ve vyslednych formulidiejdeme k limig¢ V - oo,

V prostoruHg pritom uzijeme reprezentaci obsazovadiidel, v niz

NN, 0, (6.401)

je vlastnim vektorem operatotdi. popisujicimn fotond, z nichzn; ma

Impuls g, a polarizacidy, n, fotoni impulsq, a polarizacil, atd.
Pripomaime, ze plati

(6.402)
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Odtud ihned vidime, Ze nenulové maticové elemepgratoru ( 6.385)
maji tvar

(n,....n+1..;n+1A(q)[n ... .1 ... ;- 1=

1 A i
:(nj +1)2 h e(pj : J)eXF{_%ijJ ,

(2¢,cV) p’

(n,....n=1,...;n=1A(@)[n ..., ... ;1) =

=(n, )% h ¢ pj'l/]j)exp(—%quj.

(25cv): Pt

Nl

(6.403)

N

Paiateini stav systémuifpravime tak, ze vém je kvanto¢
mechanicka soustava ve vlastnim stavu hamiltontpypopsaném

normalizovanym vektoremi> an fotond, z nichzn; ma impulsg; a

polarizaciAy, n, fotond impulsq, a polarizaci, atd.
Tento p@ateni stav je popsan normalizovanym vektorem

u)n,...n,.n, (6.404)

ktery je vlastnim vektorem operatoru ( 6.399 ).

Vlivem interakce ( 6.396 ) fize uvazovany systénitgyit (odhlédneme-
li od korekci implikovanych vySSinitady poruchové teorie) pouze do
stawv, v nichz je o jeden foton vige mérg, zatimco vSechny ostatni
fotony si podrzi pvodni hodnotu svého impulsu i polarizace.

Pritom pravdpodobnost fipadajici na jednotktasu, Zze dojde

k prechodu do stavu popsaného normalizovanym vlastektorem
operatoru ( 6.399 )

ugn,..onxl el (6.405)

je dana formuli

:%T‘M(f,nji]),' J(Ei—Eficp), (6.406)

W(ilnj)*(fv”iﬂ)
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kdeE; , respE; je energie ptateiniho, resp. koncového stavu kvartov
mechanické soustavy, .

Holu)=Ely),

N (6.407)
Ho uf>:Ef‘uf>,

(v tomto smyslu popisuji vektorﬁai> :
mechanické soustavy) a

u, > stacionarni stavy kvantév

M (i) :<nl,...,n’j,...;HKUf H, | u}‘ By Mo |> (6.408)

J

Pro poruchu ( 6.396 ) odtud s vyuzitim formule4(& ) dostavame

M = njﬂ%'\/l (p;.A,) (6.409)
(f.m+1).(im) V i\Pjr ;) .

kde

elp,A )& i A YA
My (pj’/]J) _(Zghc)% ( FJ)% l)Zl\j(n) <uf‘exiépj @( )jP( )|q>'
0 j n=1

(6.410)
Vzhledem k pitomnostid-funkce ve formuli ( 6.406) je

(6.411)

Jestlize jsou rozamy studované kvantové soustavy mnohem mensi nez
hp;t, tj. jestlize

E-E <« (6.412)
a
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muzeme pouzit dipélovéhdaiplizeni a formule ( 6.410 ) se zjednodusi
na

M, (pj A, ) :i(EiZ_ & Te(pj A )<uf ‘a|q >, (6.413)
€o
kde
z
d= e(i)é(i) (6.414)

je operator dipélového momentu uvazované kvantouétavy.
Zcela analogicky nalezneme, ze

M :ﬁ%'\"m( A) (6.415)
(f,nj—l),(i,nj) V fi pj’ il .

PovSimriEme si, Ze prawipodobnost absorp@e emise fotonu s danym
impulsem a polarizaci je nezavisla ré&gmnosti fotord s jinou
polarizaci nebo impulsem.

Pravépodobnost absorpce je @ma p@tu fotoni se stejnou polarizaci
a impulsem v peateenim stavu. Prawipodobnost vyzé&ni fotonu je
slozena ze dvodlend.

Prvni z nich je Grrny paitu fotoni se stejnymi kvantovyndisly
pritomnych v pdatenim stavu — popisujgtimulovanou emisj zatimco
druhy je zcela nezavisly na fotoneclt@@niho stavu (je nenulovym, |
kdyZ v p@&atenim stavu neni Zadny foton!) — popissontanni emisi
Vime, ze

n, =n(p;.A) (6.416)

udava poet fotori, ktereé v uvazovaném objerMumayji impulsp; a
polarizaci/; .
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Protoze spektrum moznych hodnot impulsu je v topiipace diskrétni,
udava vekiina ( 6.416 ) take giet fotoni s polarizaci;, které maji
impuls lezici uvnit kvadru o hranach velikosti ( 6.388 ) &slem

Vv boct p; .

Pro velké objemy pacet fotoni s danou polarizacli a impulsem

z okolid®p bodup vyjadrit jako

n(p.A) o _
T P )

n(p,A) p*dp . (6.417)

Tedy hustota fotains polarizacil s impulsem jehoz velikost spada do
intervalu @, p + dp) s jehoz srir lezi v prostorovém uhldQ kolem
jednotkového vektoru je rovna

?2(;’;3) 0’dp dQ, (6.418)
kde
p = pn. (6.419)

Tomu odpovida hustota toku energie v elementu progého GhlwdQ
ve snéru n pripadajici na fotony s energii z okalficw boduzw :

— cpc(PA)
l(wk)dwdQ = Cpc(Znh)3

kde jsme vyuzili formule ( 6.367 ) a faktu, Ze flotgakoztocastice
s nulovou klidovou hmotou, se pohybuje rychlostitisy
Uvazime-li, ze

5 dp @, (6.420)

C

dostaneme hledany vyraz pro spektralni hustaterza
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(6.422)

praviEpodobnost, Ze kvantéunechanicky systém ve stacionarnim
stavuy; za jednotkwasu pejde do stacionarniho stauptim, ze
absorbuje jeden foton s polarizalch impulsem z oblasfip je dana
vyrazem

W™ (A,0p) Zw (roncd (6.423)

kde suma probihares vSechny mozné&ipustné hodnotp;
(viz (1002)), lezici v oblastip.

vv() —ZLTEZN‘M]: pJ, ‘ E - E+cp) (6.424)

coz po pechodu k limig V - co mazeme vyjadit jako (srov. ( 6.390))

)’ 5,

(2
';’ [ N(p.A)M, (p.A) dQ, .

Q(4p)

Mab)(Aj’Ap):%T 1

N(p.A)|M, (p.A) 3(E-E +cp dp=

(6.425)
Posledni rovnost plati z&galpokladu, Ze v oblashp lezi vektor
velikosti

p= , (6.426)

jinak je odpovidajici pravghodobnost nulova.

831



832

Prispivek fotoni absorbovanychz prostorového UhldQ
k pravdEpodobnosti ( 6.425) je

dw® (A,p) _ p?

2
N(p,A)|M. (p,A) . 6.427
coz na zaklatl( 6.422 ) nizeme upravit do tvaru
dw® (A,p) 271w, .k

dQ e w,

Dosadime-li do pravé strany formule ( 6.410 ), ré<p413 ),
dostaneme pro pravpodobnost excitace kvant®wmechanické soustavy
vnéjSim elektromagnetickym z&nim

dw (Ap) (@WK

49  erc b U (k)" (6.429)
kde
eDZ (ufexp{ik Q)P0 |u,), (6.430)
resp.
d(;/\g;:go; (@)U e Bu | (6.431)

v dip6lovém giblizeni.
Jestlize maticovy element dip6lového momentu jewii, dava
formule ( 6.431 ) pedpovd nulové pravdpodobnosti pechod
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(6.432)

atikame, Ze tytpiechody jsou zakazané

To vSak jed&t neznamena, ze by elektromagnetickiemanemohlo veést
k prechodim ( 6.432).

Nulovost maticového elementu dip6lového momentté je8implikuje
nulovost veltiny ( 6.430 ).

Zapaitenim dalSicllent Taylorova rozvoje exponenciely dostavame na
pravé straé ( 6.430 ) vyrazy ugrné maticovymtlenam vyssSich
elektrickych a magnetickych multipoh tyto mohou byt nenuloveé.
Rikame-li tedy o gjakém gechodu, Ze je zakdzanym, znamena to jen
tolik, Ze neni mozny elektricky dipolovygchod.

Nevylu¢ujeme tim ale elektrickétpchody vysSich multipolarit
(kvadrupdlové atd.) a magnetické multipélovéghody (dipolové
apod.).

Muze se vSak stat, ze i cela vala ( 6.430 ) je nulovou.

Potomiikame, Ze fechody ( 6.432 ) jsosilné zakazané

Opét to vSak neznamena, Ze by kvantova teaféelpovidala nemoznost
vyvolani gechodi ( 6.432 ) elektromagnetickymizimim.

Pripomaime, Ze formule ( 6.429 ) je odvozena v prviiddu poruchové
teorie.

Prispévky vyssSichradi pak mohou vést k nenulové pr&pddobnosti
uvazovanych fechod.

Pro stimulovanou emisi dostavame

dV\Ftifm) (/]’p) p2 X
= - N(p,A)|M, (p,A) =
_ 277 | (C‘{f ’k)

nc o

(6.433)

‘M i (p’/])‘z :

a pro spontanni emisi
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spor :
W (Ap)__ M, (p.A)) (6.434)

dQ (27T)2 hi‘c

¢i v dipolovém giblizeni

(6.435)

WAR) Ao )

dQ - 8mPhcls,

‘ 2

du)["

VSimréme si, Ze silé zakadzanéigchody nemohou byt realizovany
absorpcti emisi jediného fotonu, vicefotonovéepghody vSak proin
vylou¢eny nejsou.
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