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Matematicky vod do unitarni teorie pole

1) Zaklady topologie

Vlastnosti prostoru iZzeme rozdlit na kvantitativni -metrické
(souvisejici s enim vzdalenosti, Uil ploch) - a na kvalitativni -
topologické Topologie, ktera sechdy téz nazyva "kvalitativni
geometrie”, je velmi zhrubig&ceno to, co zbude z geometrie, kdyz si z
ni odmyslime vSechno co mgjakou velikost (a v tomto smyslu i
konkrétni tvar). Topologie studuje takové vlastngebmetrickych
Gtvari, které se P spojitych deformacich (tjaznych roztazenich,
stlatenich nebo zprohybanich za podminky Ze nedoch&adikym
roztrzenim nebo spojenimanychc¢asti) nemni. Jinakieceno,
topologie systematizuje naSe intuitivitegdstavy a zkuSenosti o
"mozném" a "nemozném" v prostoru.

Z hlediska topologie jsou kruznice, elipgtjerec nebo trojuhelnik
stejné, jsou vzajendrhomeomorfni - pouzitim topologickeho
zobrazeni Ize deformovat kruznici na elip&werec nebo trojuhelnik
a naopak. Tim spiSe jsou si topologicky ekvivalektnznice o
raznych polordrech nebatverce s tiznymi délkami strany. Podobn
koule, elipsoid, krychle a jehlan. Takové vzajérhomeomorfni
atvary jsou jentrznymi metrickymi variantami téze topologické
mnoziny bod. Topologie tedy studuje nejzaklagii globalni
vlastnosti prostoru (a geometrickych Utvarném) jako je souvislost,
spojitost, pdet roznéri, omezenost nebo neomezenost a pod. V tomto
smyslu je tedy topologie hlubsi a ob&&nnez to, co sedine

poklada ze geometrii. Nize uvidim#ldady prostoi, které maji
stejné geometrické (metrické) vlastnosti, avSakazodliSné vlastnosti
topologické.

Céast matematiky zvartapologie, které vznikla i upresiovani
intuitivnich pojmi "spojitost”, "blizkost", "limita", se zabyva jakygn
"mistopisem" bodovych mnozin; studuje kvalitatiypojem
"blizkosti" jednotlivych bod tim, Ze specifikuje co se rozuwiolim
kazdého bodu mnoZinRikame, Ze na mno#rX je dana topologie,
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je-li ur¢ena soustavel podmnozinJ [ X takova, ze:

a) Prinik dvou mnozin ) pati rovnéz doU;

b) Sjednoceni libovolné soustavy mnozib paki rovréz doU.
MnozinaX (ktera je roviz prvkemU) spolu s danou topologii se
nazyvatopologicky prostor (X, U). Okolim bodux [1 X pak
rozumime otekenou mnozinW [0 U kterd bodk obsahuije.

Ke vzajemnému porovhavani mnozin slouzi operateazovanti
zobrazenip : X- Y mnozinyX do mnozinyY znamena, ze kazdému
bodux [0 X pritadime uity bod

¢(x)=yOyY (7.1)

Zobrazenig topologického prostorux( U) do prostoruY, V) se
nazyvaspojité, jestlize ke kazdému bodu] X a ke kazdému okoli
V OV bodug(x) O0Y existuje okoliU tak, Zeg(U) O V. Vzajemr

jednozn&né spojité zobrazemd prostoru X,U) na (Y,V) pro které je i
inverzni zobrazeng ™ spaijité, se nazyvidomeomorfismus(je
ziejmé, Zep ™ je pak roviz homeomorfni zobrazenfi prostofmaX).
Homeomorfni zobrazeni je tedy takové vzajénaanoznané
zobrazeni mnoziX aY, pii kterém se blizké body jedné mnoziny
prevadji na blizké body druhé mnoziny (otewé podmnoziny X a
Y tvorici okoli bodi x [0 X a ¢(x) 0 Y jsou ve vzajemhjednozndném
vztahu) - zachovava séimém okoli bodi. MnozZiny X aY, mezi
nimiz existuje takovy homeomorfismus, se nazyvajhbomorfni a
povaZzuji se z topologického hlediskaetavivalentni.
Homeomorfismus je vyj@énim orch "spojitych deformaci” (sttani
nebo roztazeni) zménych vySe. Topologické pojmytapologické
vlastnostijsou takové pojmy a vlastnosti, kterigstavaji zachovany
pii homeomorfismu,

Nap‘iklad elektricky obvod je pojem topologicky, progopro jeho
¢innost neni podstatné rozndist jednotlivych sodastek, ale jejich
vzajemné propojeni (neplati to tak docela pro vesakvertni
techniku, kde se prdizna rozmisini soastek mohoutzné
uplatiovat jevy elektromagnetické induk&evyzarovani vin).
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NejnazorrjSim piikladem topologického prostoru je mnozina
realnychiisel R s grirozenou topologii danou soustavou podmnoZin
AR, které spolu s kazdym svym bodem obsahuji vZdyiiyu
interval kolem gho: pro kazdy bod [] A existujicislaa,b takova, Ze
a<x<ba nterval & b) 00 A. Zobecrgnim je n-rozngrny Eukleidiv
prostor R v&echn-tic redlnychiisel & ¢,...X") pfi -0 <X < +o0 s
obvyklou topologii. A pra¥ dok'e znamé vilastnosti eukleidovského
prostoru, "odkoukané" od chovani makroskopickybést umo#u;ji
(pomoci vhodneho zobrazeni) na jinak amorfnim togickém
prostoru zavést doddt®e struktury a &init jej tak vhodnym
nastrojem kmodelovani fyzikalnich cji.

Varieta dimenzen (n - rozmgrna varieta\" je takovy topologicky
prostor, jehoz kazdy bod ma okoli homeomorfRf' §s ugitym
okolim vR"). Homeomorfni zobrazewi otewené (pod)mnoziny

A M"doR" pritazuje kazdému boduld A n-tici ¢isel
p(x)=(¥.%,....X)0R, (7.2)

které se nazyvafiouradnice bodux. Rikame, Ze na mnoZm je
zavedena sdadnicova soustava (systém sminic)x. Zvolenim

jiného homeomorfniho zobrazegiz A0 M" doR" budou
jednotlivym bodim x [ A pritazeny jiné sotadnice

(x,x?,... x")OR, (7.3)
piejdeme k jiné saadnicové soustag&w podmnozig A.

Zobrazit celéM" doR" timto zpgisobem v3ak pro mnohé topologické
prostory nelze (napzobrazen§ do R zavadjici na kulové plo$&
sférické sotadniced, ¢ prestava byt vzajengednoznané na
poélech). Obechtedy miZzeme variettM" zobrazit dadR" po ¢astech -
vytvaret lokalni sosadnicové "mapy"A,, ¢,) jednotlivych "domén"
(souradnicovych okoli)A, [0 M. Soubor map jednotlivych domén
A, O M, pokryvajicichM (tj. ,0A, = M), tvari "atlas" varietyM.
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Pouze variety topologicky ekvivalentR! Ize celé pokryt jedinou

mapou M, ¢). Zavedenim systému s@alnic ztraceji body variet)\
svoji "anonymitu” a varieta ftize byt zkoumana pomoci d@b
znamych a rozvinutych matematickych operaci s yeaigisly.

Obr.7.1:. V diferencovatelné vardeM" jsou obrazyf«(p) afsp) bodup z priniku dvou
domeénA, aAg svazany spojitymi transformacendietre derivaci da-téhotadu.

VarietaM" se nazyvdliferencovatelnatridy C', jestlize je pro ni dan
atlas mapA,, ¢,) jednotlivych domém, 0 M" zobrazovanych
vzajemmr jednoznanymi zobrazenimip, na otevené mnoziny \R"
sphujici podminky:

a) A, tvori pokryti M, tj. ;O0A, = M;

b) Maji-li dvé doményA, aAg neprazdny pmik, pak bodm

p OA, n Agtéto grekryvajici setasti bude zobrazenighy, piirazena
n-tice sotiadnicx (p) O R" a zobrazening; zarovei n-tice sodadnic
x",g(p) 0 R tak, Ze transformace

Xs(p)= X[ %( D] (7.4)

jsou VR spojité funkce se spojitymi derivacemi dtéhoradu
(obr. 7.1).

Aplikujeme-li vlastnosb) na d¥ domény
(A g:x- %X(X) (7.5)

a
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(A, 4" :x - X'(X) (7.6)
takove, Ze

A=A=An A (7.7)
ale

@z, (7.8)

pak frechod od soustavy stadnicx k jiné sousta¥ souadnicx”
bude dan regularni a spojitou transformaci

x"(x):Xi[%(ﬂ (7.9)

r-krat derivovatelnou. \iferencialni geometrii se ¥tSinou
zabyvame lokalnimi geometrickymi vlastnostmi v rajadné lokalni
mapy, zatimcglobalni geometriestuduje strukturu celé variety.

Aby varieta ndla obvyklé lokalni vlastnosti (a mohla byt pouazitel
pro klasicky popis fyzikalnichgit), kladou se na ni jeStlva
dodaténé pozadavky: Hausdorffovost a parakompaktnosstBree
nazyvaHausdorffav, jestlize ke kazdym d¥ma fiznym bodim
existuji jejich navzajem disjunktni okoli.

Pozadavelparakompaktnosti znamena, ze ke kazdému pokryti

variety M soustavou otéenych podmnozin existuje takové jeho
zjemreni, pii némz kazdy bod variety ma okoli protinajici jen
koneny patet podmnozin tohoto zjeminého pokryti (tj. toto
zjemreni je lokalre kone&né). Ri splnéni Hausdorffovosti je
parakompaktnost ekvivalentni poZadavku, Aby¢la spatetnou
bazi, tj. aby existovala takova spgtna soustava otgsnych mnozin,
jejichz sjednocenim je libovolna of@na mnozina WA (prostory,
jejichz topologie ma spetnou bazi, se nazyvaji separabilni).
Parakompaktnost umdidje zavedenkonexenaM (viz nize).
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Obr.7.2:. Souvislost mnozin (variet).

a) Souvisla mnozina) Nesouvisla mnozina, ktera je sjednocenim dvojulksnichcasti.
¢) JednoduSe souvisla mnoZzina - vSechny spojnice awéma body jsou topologicky
ekvivalentni, kazda uz#éena kivka je homologicka nule.

d) Dvojnasobs souvisla mnozina - existuji &idy spojnic mezi body,dkteré uzavené
kiivky (nag. C) nelze smrstit do bodu.

Podkrivkou (¢arou)A(t) na variet M se rozumi zobrazenidieho

UsekuR' — M, tj. mnoZina bodl v M, které jsou zobrazenim bipd
kiivky X =X (t) v R" parametrizované promnout 0 R'. Zakladni
topologickou charakteristikou kazdé mnoziny (geaiokého Utvaru)
je souvislost Jako souvislou oziajeme takovou varietu, ktera neni
tvorena sjednoceningkolika disjunktnich neprazdnycfasti; potom
kazdé jeji dva body Ize spofiarou, ktera je cela soasti této
mnoziny (obr. 7.2a). V ogaém gipad: se jedna o nesouvislou
mnozinu (obr. 7.2b). Souvisla mnoZzina se nazgdaoduse
souvisloy jestlize pro kazdé dva bodyaB jsou vSechny spojnice
mezi nimi vzajema topogicky ekvivalentnilomologické); jinak
vyjadieno, kazdou uzd@enou Kivku zde nizeme spojit "stahnout"
do bodu (kazda uzéna kivka je homologicka nule) - obr. 7.2c.
Jestlize mezi &kterymi body existuje vice drihspojnic které nejsou
vzajemr topologicky ekvivalentni, jedna sevicenasobi souvislou
mnozinu (obr. 7.2d), kdegkteré uzayenécary nelze "stléit" do
vymizeni v bod. Pritom "nasobnost" souvislosti je definovana jako

S=c+l1, (7.10)
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kdec je paiet topologicky nezavislych uzganychcar, které nelze
smrstit do bodudje zarové rovno p@tu "rozrezani", po kterych se
dana mnozina stava jednodusSe souvislou)¢welis udava, kolika
topologickyruznymi cestamise |ze dostat z jednoho mista variety do
druhého mista.

Zobecrgnim jednorozrrné Kivky ve variet M" je p-rozmérna
plochaCP (p < n), ktera je zobrazenintiglusného p-rozemého
podprostoru \R". Takovou plochiC’ Ize povazovat za soet
(sjednoceni) elementarnipkrozmgrnych "rovnokznika”, resp.
"krychli" KP (které jsou ov3em obegtkiivocaré")

0<x7<1 (a=12...,p). (7.11)

Vhodnym zgisobem se zde zavadi orientac€itasi, coz umokuje
studovat souvislosti meziznymi plochamiC a jejichhranicemi 0C,
nag. pri integrovani. Orientovangrozmgrna krychlek” ma
(p—1)-rozngérnou hranicidK tvorenou jednotlivymi sthami. Tato
plocha je uzakena a proto nema sama jiz zadnou hranici, takze
(p—2 )-roznérn& hraniceg—1)-roznérné hranicg-rozmerne krychle
je rovna nule:

90K =0. (7.12)

Plyne to téz z konstrukce hranice krychle pomoaoiysétverai
tvoricich hranice jednotlivych & krychle, kde kazda stradeverce
je zap@itavana dvakrat s opaou orientaci a proto se zrusi.

Obecnou plochs mizeme rozlozit n&adu krychli (patic¢né dimenze)
Ki:

s=Y dK. (7.13)

Potom hranici plochy S definujeme jako geuhranic "krychli" z
nichz je slozena:
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GS:Za{aK (7.14)

(ve skuténosti se ¥tSina tchto @ispevki z vnittnich oblasti zrusi,
protoze jsou zapdtavany dvakrat s ogaou orientaci podok#jako u
bézného odvozovani Gaussovy nebo Stokes@ty)vlestlize hranice
néjaké p-rozmerné plochySje rovna nuledS= 0), jedna se o
uzavirenou (kompaktni) plochu. HraniagS kazdé plochy (nejen
uzawené) je uzakena plocha, ktera jiz nema svou hranici, takze vzdy
plati

39S =0. (7.15)

toto se oznéuje jako topologicky principhranice hranice je rovna
nule", ktery ma velky vyznam pro zakony zachovani vatgeteorii
pole.

Enrico Betti (1823 — 1892)

Jestlize d¥ uzawené plochyC’; aCP, tvori hranici p+1)-roznerné
oblasti vM, fikame, Ze jsou vzajemitnomologické(mohou byt
spojitou deformaciigvedeny jedna v druhou); pokud uva plocha
CP samotna tvid hranici C° = 0A™) oblastiA O M, nazyva se
homologicka nule(spojitou deformaci f¥e byt staZzena do jediného
bodu).Homologicka ttida {C"} sestava ze vSech uzanych
p-rozmérnych plochCP které jsou vzajemnhomologické. Péet
nezavislych homologickychid {C"1}, { C}, ..., {C"sp} ploch
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dimenzep se nazyvd-tym Bettiho ¢islemvarietyM (nezapgitava se
zde tida {C"g} = {0} ploch homologickych nule). Vetina

X=i(—1)po (7.16)

se nazyvd&ulerovou charakteristikou této variety. V Eukleidoy
prostoruR” mohou byt v8echng-rozmsrné ( < n) uzawené plochy
stla’eny do bodu, takze vSechny jsou homologické nylatado
nulové homologickéridy {CP,} = {0}.

ProtoZe mezi plochan@® je definovano &tani, tvdi soubor &chto

ploch ve variet M grupu; mnozinatid vzdjemr homologickych
p-rozmernych uzavenych ploch pak tv p-rozmérnou grupu
homologii daného prostoru. Vztahy mezi mnozinapajiah
hranicemi tak mohou byt studovany algebraickymiadami v tzv.
algebraické topologii

Divod vicenasobné souvislosti oblasti podle obr. feZalejmy: ¢ast

z M je "vyfiznuta", takze dana oblast ma krowméjSi hranice téz
vnitni hranici, pes kterou Zzadna spojnice nesmi jit. Existuji vSak
Gtvary i celé prostory bez hranic, které jsou vasabi souvislé, jak
si ukazeme na nasledujicich jednoduchyiéklapdech.

Vezmeme rovny list papiru, kterytleme povazovat zZsst
Eukleidovské roviny? (obr. 7.3a). Tento list je jednodude souvisly a
plati zde axiomy Eukleidovy geometrie (proto haomwet uhfi v
narysovaném trojuhelniku bude roven 180°)Bte-li tento list

papiru a slepime prgsi strany, tj. udlame ztotozani

(x+a y)=(x ), (7.17)

dostaneme&alcovou plochu Eukleidovsky charakter geometrie se tim
lokalné nezménil - vzdalenosti mezi jednotlivymi bodyigtaly stejné,
neznénily se Uhly ani plochy. AvSak svymi globalnimi twpgickymi
vlastnostmi je tato valcova plocha zcela jinym depmernym

prostorem nez bylatwodni Eukleidova rovina. Mezi kazdymi ¢wma
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body existuji d¥ topologicky odliSnéifdy spojnic, uzakenou
kruznici obepinajici valec nelze nijak stAhnoubddu, zatimco jiné
uzawené Kivky ano; valcova plocha j@vojnasobrg souvislaa v
jednom smiru (rozneru) kon€nd. Bettihatisla zde jsolBy=1, B= 1,

B,= 1.

A B S2

1 =D

| | Now
. —

¢ b gy L
b

Obr.7.3: Ke vztahu mezi (geo)metrickymi a topolégimi viastnostmi.

a) List papiru jetasti Eukleidovy roviny. Jeho s&nim a slepenim dostaneme valcovou
plochu s lokals zachovanou Eukleidovou geometrii, ale jinou glob&pologii.

b) Jestlize seipstaieni provede navicipkrouceni o 180°, vznikne Mahi list (prouzek).
c) Statenim a slepenim useku valcoveé plochy vznikne tofamdiloid).

Nebo podob& ohnutim, zkroucenim o 180° a slepenim - tj.
ztotozrenim

(x+a y)=(x- ) (7.18)

papirové pasky sigwodre Eukleidovskou geometrii a topologii,
dostaneme znamyobityv prouzek (obr. 7.3b), jehoz lokalni
geometrie se ayp neliSi od Eukleidovy, ale topologické viastnast
jiné. Jedna se jednostrannou plochu(znamy neusgsny pokus s
obarvenim "lice" i "rubu” jednim tahem stejnou kmar); na niZ nelze
zavest orientaci, protoze po jednonglob "kolem dokola" se to, co
bylo vlevo objevi vpravo, sén "nahoru” se zrni na "doti" a naopak.

Uvedené fiklady ukazuji, Ze pro uplné deni charakteru prostoru
nest&i jeho (lokalni) metrické vlastnosti, ale jelba vzit v Gvahu téz
jeho (globalni) vlastnosti topologické. Krgriukleidova prostori’,
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na rtmz je pojem variety zalozen, tedy existuji i obg€hvariety s
jinymi topologickymi vlastnostmi. Uwime si rekteré dalSi fipady.

w7

Jednim z nejilezitéjSich typ variety jekulova plocha
Dvojrozmsrna kulovéa plocha (sfér& jednotkového polostu je jak
znamo plocha R, jejiz body jsou dany rovnici

(x1)2+(x2)2+(x3)2:1. (7.19)

Analogickyn-rozmérna sféra S' (jako podprostor &™) je
geometrické misto bddv R™* sphujicich podminku

n+l

zyﬂle (7.20)

SféraS' je kone¢na (kompaktni) jednoduse souvisla varieta. Pro
dvojrozmérnou kulovou ploch® jsou BettihasislaBy=1, B;=1, B,=1
a Eulerova charakteristika=1.

Statime-li dvojroznérnou valcovou plochu (zhotovenou z elastického
materialu) a slepime p&$i zakladny, vzniknéoroid (anuloid, obr.
7.3c), ktery ma na rozdil odipodni valcové plochy svou viiiti
geometrii zakivenou. Tento toroid?, ktery vznik& ztotoZnim

(x+a y+b=(x ) (7.21)

bodi v R, je priklademtrojnasobné souvisléplochy. Jsou zde v
tridy uzavenych Kivek - kruznice podél "velkeho" a "malého”
obvodu toroidu - které nelze smrstit do bodu. OBenrrozngrny
toroid T" je prostor, ktery vznikne ztoto#mim

(x‘+d)s(>{), i=1,2,...,n, (7.22)
bodi v R". Dvojroznérny toroid T> méa Bettihasisla rovnaB, =1
(odpovidatitide vSech bod - vSechny body jsou vzajeran

homologické)B;=2 (jsou d¥ nezavisléidy {C';} a {C';}
uzawenych Kivek prochazejicich kolem mensiho&siho obvodu
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toroidu),B,=1 (odpovida samotnému toroidu); Eulerova
charakteristikay(T%)= 0.

Z n-roznmerné varietyM" a m-rozmérné varietyM™ miZzeme
"kartézskym sotinem" sestrojit f+m)-rozmernou varietM"xM™,
jejiz body jsou dvojicemix y), kdex je libovolny bod zZ\" ay

libovolny bod zM™. Nag. Eukleidiv prostorR® je soginemR? x R,
R" Ize zapsat jako

R'=Rx Rx..x R (7.23)

(kartézsky soin n-koeficienti). Valcovou plochuC? Ize povaZovat
za sowin kruznice a Eukleidovyimky, tj.

C’=S'x R. (7.24)

Co se tye toroidu, je pedevsim Ejmé, Ze jednorozénny toroidT" a
jednorozndrna sféreS" (kruznice) jsou vzajemérhomeomorfni, tj.

T =g (7.25)

Proton-rozmgrny toroidT" je z topologického hlediska kartézskym
sowinem n kruznic:

T'=8x Sx..x & (7.26)

Topologicka struktura varieth\"xM™ je prirozenym zgisobem dana
strukturouM"™ aM™: pro libovoIné bodyk O M" ay O M™ majici
souradnicova okolA O M"aB O M™ je bod &, y) O M" x M™

obsazen v sdadnicovém okolA x BOM"x M"a matam
souadnice K, y), kdex jsou sotiadnice bodx v doméri A ay
souradnice bodu y v domérB.

Funkcef (skalarni pole) na varieM" je zobrazeni M" doR".

Rikame, Ze tato funkce giferencovatelnatiidy C' v bods p O M,
jestlize je definovana v otéaném okoli bodp a jeji vyjadeni
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f(x)=f(x,%,....X) (7.27)

pomoci sotadnicX IR v n&jaké lokalni sotadnicoveé sousta&vma
spojité derivace do-téhofadu podleX. Z této definice plyne, Ze v
diferencovatelné variet\ tiidy C° je sotadnicex ()
diferencovatelnou funkctidy C°.

DalSimi geometrickymi objekty, ktergipzenym zg@sobem souviseji
se strukturou variety, jsaenzory atenzorova (specialg téz
vektorova)pole. Tenzorenr-téhoiadu v bod "p" n-rozmgrné variety

M" se rozumi souhm' ¢isel

il |2 ia - - . . . .
j]_ jz jﬁlllylzj-.. ’IO"Jl 5J EIRE ’Jﬁ

=1,2,..n (7.28)

s a <r kontravariantnimi (hornimi ) A=r — a kovariantnimi
(dolnimi) indexy, které sefptransformaci sotadnic

x"(p):xi(%(p)), (7.29)

.

ax = gy, (7.30)
ox’

transformuji v kontravariantnich indexech jako &owy
a - diferenciali sodadnic a v kovariantnich indexech jako soy
[- inverznich diferenciélv boc p :

Tijo,...\ig — aX’il a)(iz a)(ia a)kl a)l(z a )|<6 Tkl’kz'mll%

igeip axkl anz 6% a)(Jl 6)@2 6)’(1 ldosilg (731)

Tyto transformani vlastnosti zartuji, Ze tenzoroveé rovnice jsou
invariantni (kovariantni) vzhledem k transformacim saanic.
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Pravidla pro aritmetické operace mezi tenzory s@jné jako v
eukleidovském prostord’.

Aby bylo moZno porovnavat vektory a tenzory zadanéznych
bodech variety, zavadi &enexe tj. pravidlo (Fedpis) prgparalelni
pirenosvektori a tenzoll mezi fiznymi body; varieta se tim stava
prostorem afinni konexe A zde jiz mize gijit ke slovu

diferencialni geometrie- paiitani kovariantnich derivaci tenzorovych
poli, kvantifikace zakveni pomoci tenzoruik/osti, stanoveni
geodetickychtar atd., jak to bylo nast#no v 1. kapitole. Kon&g¢ se
do variety zavadinetrika, tj. predpis pro stanoveni vzdalenosti mezi
jednotlivymi body ¢imz vznikametricky prostor. Pomoci sotadnic
vyjadiena vzdalenost mezi bodedra nekoneng blizkym bodem

X + dX je dana diferencialni formou

ds = g dxd¥, jk1,2,...,1, (7.32)

kde gy je metricky tenzor vyjadiujici vztah mezi saadnicemi a
skut&nymi vzdalenostmi. Aby konexe byla &itelna s metrikou
(konexe a metrika jsou obetnezavislé struktury zavadé do
variety), musi seipparalelnim penosu zachovavat pravidla
tenzorové algebry a velikostgnaseného vektoru. Vede to na zakon
paralelniho penosu (2.8) a jednozéry vztah (2.2b) mezi koeficienty
konexe a sloZzkami metrického tenzoru. Metricky pyos konexi
(slweitelnou s metrikou) se nazyWemanniv prostor.

Moznost zavedeni libovolného tenzorového pole meekége obecs
podmiréna topologickymi vlastnostmi variety. Niajxazda
nekompaktni varietarpousti existenci konstantniho vektorového
pole. Pro existenci konstantniho vektoroveho pal&empaktni
varieg je vSak nutnou a posigici podminkou, aby se Eulerova
charakteristikgy variety rovnala nule. Ndjklad valec nebo toroid
pripousti konstantni vektorové pole, zatimco kulphacha nikoli
(nelze hladce ¢esat vlasy na tenisovém k).

Predstavme si nyni, Ze ¥itozmérném topologickém prostord
udélame dva otvory.
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Jeden z nich ¥; — bude zé&inat a kogit na povrchu tohoto prostoru a
druhy =V, — bude zg&inat sice na povrchu, ale kbnnékde uvnit
prostoru.

Obr. 7.4.:. Supravodiva oblaSse d¢ma viryV; aV, . Jadro viru ma nesupravodivou
valcovou oblast schematicky znazémou na obrazku. Vir 1 Zaa i korgi na povrchu
supravodie. V prostoru supravodk existuji staZitelné i nestazitelnégvky (viz obr. 7.2d).
Smyky typub nelze na rozdil od smigk typua v objemu supravode z viru stahnout. Vir
V, ovSem ko v objemu supravode a Kivka se z 8 da stdhnout do bodd. Vir V; ma
tedy netrivialni topologii.

Je Zejmé, Ze otvoW,, bude mit netrivialni topologii zvanadrove
vliakno.

Uzawenou Kivku b, nemiZzeme v prostoru z virového vldkna stahnout
(dvojnasoba souvisly prostor).

V pripack otvoruV, mizeme uzakenou Kivku v prostoruS snadno
stdhnout do bodA.

Takova singularita je jednodusSe souvisla a viagtnebudeme
singularitou wibec nazyvat (jedna se o odstranitelnou singularitu)
Pokud budeme v dalSim hawoo singularitach, budeme mit vzdy na
mysli singularity neodstranitelné, jdouci fi&pmxelym uvazovanym
topologickym prostorem, tj. 2majici i kor€ici na jeho povrchu.
ProtoZzeparametr poradku kvantové kapaliny definujeme jako
komplexni skalar
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W(r,t)=|Wexgiof t)], (7.33)

muzeme v komplexni rovinsledovat zrénu faze podél uzdené
kiivky .

Pri obéhu podéll se faze vinoveé funkceiie nenit o 277n, kden =
1,2, ...

Virem v kvantové kapalienazyvame cirkulaci vektoru okolo osy
zvangjadro viru .

Protoze u kvantovych \irje rychlostvs proudtni blizko jadra
ne@imo ungérna vzdalenosti od jadra,

V|~ 17, (7.34)

je jasné, Ze v ose viru byeta dosahovat nekotieé velikosti.

V ose viru tedy éekdvame topologickou singularitu.

Integral rychlosti podélikvky I uvnité viru nazyvameirkulace viru.
Pro dany vir je konstantni, ale ob&t¢a viibec nemusi byt celéslo.
V pripadt kvantovych kapalin vSak cirkulace viru je kvantoa& je
rovna 2rn, kden je celédislo, nazyvanéopologicky naboj viru,
nebo ténavijeci éislo.

Nap. v supratekutériHe je supratekuta rychlost rovna gradientu
makroskopické faz® parametru picdku:

_=Pi® (7.35)
m
a cirkulace
gﬁvsdlzﬁgﬁmed:ﬁdezﬂzn—h. (7.36)
m Y m m

Ukazme si nyni na jednoduchyctiktadech vektorovych poli na
ploSe zfisob uteni topologického naboje.
Vezneme si rozlozeni vektérlezicich tangenciathna povrchu koule.
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Obr. 7.5: Rozdeni vektorového pole tangencialniho k povrchu koEl Existuji minimalr
2 singularni body S, J, v nichZ vektory &nji do vSech stran. Povrch koule s tangencialnim
vektorovym polem se neda fesat” bez singularit.

Snadno nahlédneme, Ze existuji 2spby jejich vzajemného
uspdadani, které oba obsahuji 2 singularity s navijeggemn =+ 1
(vektor daného tangencialniho pole giepném olghu po kruznici
kolem singularity otdi o Uhelx 277).

Samozejn pri této klasifikaci topologickych defekta singularit
vznika cel&ada otazek.

Jde nap o stabilitu takovych objekt o jejich srazky, rozpad,
slucovani atd.

Tak nap. energie viru s = 2 je \&tSi, nez energie dvou visn = 1.
Viry sn =1 an = -1 mohou p kolizi anihilovat.

Také zakony zachovanékterych topologickych invariaff jako
nag. topologického naboje, jsou velice silnymi zakony.

V teorii elementarnicliastic se v satasnosti rozviji velmi nagha
teorie strun (virovych vlaken), ktera si klade za cil sjedndogsech
¢tyt interakci (budeme o ni hokibv devaté kapitole).

V ni jsoucastice povazovany nikoliv za bodové objekty, jakito
bylo diive, ale za malé vir§1 struny s ukitymi naboji na koncich a
s ukitym topologickym nabojem (navijecitislem).

Kromé singularit ve formd jednodimenzionalnich linii (strun) existuji
téz singularity bodové (nuladimenzionalni), plosné
(dvojdimenzionalni) a v teorii strun dokonce i \doaenzionalni, tzv.
p — brany.
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NejjednodusSimifpadem dvojdimenzionalni singularity je membrana
typu doménové 8hy (nag. feromagnetické domeény reprezentujici
oblast mezi d¥mi magnetizacenivl a -M).

Podobné pechodové oblasti néjenejSiho charakteru nazyvame také
solitony.

Takovy soliton se 1ive v progtedi relativie volné pohybovat,
prochazet fes jiny soliton, aniz by anihiloval atd.

Bodové singularity nazyvanmaonopoly.

Tyto monopdly pipominaji osamoceny volny magneticky padl, tzv.
Diraciv monopol.

Setkavame se s nimi nap elektricky neutralni forg u
supratekutéhdHe.

S rozvojem infléni kosmologie se v poslednim desetileti minulého
stoleti z&alo patrat po topologickych defektech typu kosmimlkd
struna, doménovagta a magneticky monopol, i v kosmologickych
mefitkach. Toto patrani vSak dosud nebylodssg.

2) Kalibra éni teorie

KdyzZ jsme v pedchozich kapitolach vyjéidl vektory E aB s pomoci
skalarniho a vektoroveho potencialu coby

__ _0A
E=-gradg = (7.37)

B=rotA,

ihned zpd@atku bylo jasné, Ze dané elektromagnetické go)d]
mtzeme ziskat ziznych hodnot skalarniho a vektorového potencialu.
To znamena, Ze potencialy n&wuji dané elektromagnetické pole
jednozné&ne.

Veznmeme nap. nove potencialy’, A’ ve tvaru

209
P=0 50 (7.38)
A'=A +grad®
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a dosd&’me je do vztah ( 7.37 ):

, OA' ograd® O0A 0 gradd
E =—qgradg’ - =—Qgradp + - - =
gradg ot gracp ot ot ot
0A
=—gradg - — , 7.39
gradg ™ ( )

B =rot A’ +rot grad® = rotA .

FunkceO(r, t) je libovolna skalarni funkce, kterou budeme natyv
fazi.

Zavedeni skalarniho a vektoroveho potencialu ndaaypripadi
umoznilo snad§sSi reSeni Uloh z elektrodynamiky.

Co vSak s jejich nejednoztraosti?

Fyzikalni vyznam seftlve pipisoval pouze polink, B a nikoliv
potenciahm A, ¢ .

A prece moderni fyzika ukazala, Ze tyto potencialy jsou
fundamental§si charakteristikou elektromagnetického pole nez
vektory intenzit a indukci, a Ze mohou mit pozoteirgé disledky.
Tento jejich vyznam byl dlouhou dobu urpétiskutovan, ale byl
posléze jestpodtrzen novymi, tz\kalibra ¢nimi (cejchovacimy)
teoriemi, které maji tu moc sjednotit na prvni pohlédmé teorie pole
do jedné jediné.

Ur¢itou vybranou formu potenciakz jejich nekonéného pdétu
nazyvamekalibraci a grechod od jedné kalibracé (@) k jiné
kalibraci (¢, A") nazyvamekalibra ¢ni transformaci.

V piredchozi kapitole jsme W], ze kvantova teorie pole pouziva
striktné jen elektromagnetickych potendia nikoliv poli.

VSechny pokusy formulovat kvantovou elektrodynansiqpoliE aB
ztroskotaly na fyzikalnich rozporech, k nimz tabonmulace vedla.
Ale Zadna niitelna veltina nesmi zaviset na vitu té¢i oné
kalibrace, a to ani v klasické, ani v kvantové naatbe.

Rikame, Ze klasickéa i kvantova mechanika jkalibra éné
invariantni .

Maxwellovy rovnice jsou samogjme invariantni Wi¢i kalibraci
(7.38).
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H. Weyl v roce 1919 byl prvni, kdo pochopil vyznaalibrani
invariance pro fyziku.

Hermann Klaus Hugo Weyl (1885 — 1955)

Zobecrné ideje této invariance jsou dnes ve fyzice zdelainantni
a zda se, ze nam poskytujickk jednotnému pochopeni siigobicich
mezi elementarnimiasticemi.

V této kapitole se proto budemgntito idejemi zabyvat paikud
podrobrgji.

Schrédingerovu rovnici volnéastice bez wgSich
elektromagnetickych poli izeme napsat jako

ihaw(r,t)

_ 1. 2
o _2m( in0)"W(rt). (7.40)

Tato rovnice je invariantnitéi transformaci vinoveé funkce
W W =Wexp(io,), (7.41)

kde @y je konstanta nezavisla fgase a na sdadnici.

Budeme ji nazyvaglobalni fazi.

Transformace ( 7.41 ) se nazyglabalni kalibra¢ni transformaci a
dotvrzuje nam, ze globalni faze je n#itelnou veltinou a vyjaduje
jen jakysi konstantni posun danyi@seni.
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Budeme nyni poZzadovat invarianci Schrodingerovnics vici
lokalni kalibrani transformac® = O(r, t).

V kazdém bodu prostoru budemiegpokladat jinou hodnotu faze
o(r, t).

Transformace ( 7.41 ) bude nyni zob&wanna

W W=wexpgio(ri)]. (7.42)

Jak si¢ten& snadno odvodi, dosazen®z ( 7.42) do ( 7.40), neni
uz tel’ Schrdodingerova rovnice pro volneéastici invariantni uci této
lokalni kalibra&ni transformaci, protoze vyraz\o(r,t) aodo(r,t)/ot
nyni nejsou rovny nule.

Ukazuje se, Ze tato lokalni transformace ( 7.4¢7pduje pitomnost
novych kompenzujicich poli, kterad by vykompenzovalg [irastky
AO(r,t) adO(r,t)/ot.

Pozadavek lokalni kalib&ai invariance tak vede ke vzniku novych
kompenzujicich poli, ktera nazyvaraibra ¢ni pole.

Snadno se da ukazat, Ze tato invariance nam burckayeat
Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole:

NapiSeme nyni misto ( 7.40 ) Schrodingerovu rovpriccastici

v elektromagnetickém poli ve tvaru, ktery vyZzadigie lokalni fazova
kalibraéni transformace:

i(—ihm—eA)2w+eeLu: iha—LP, (7.43)
2m ot

kdee je elementarni nabo.

Snadno se Izerps\edcit, Ze tato rovnice nezéni tvar @i kalibracnich
transformacich
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., hOO(r,t)
A= A=A+ — L
g p=gp-noOY (7.44)
e Ot

W w(rt)=w(r )l

Potencialy a vinova funkce se tedgmnod mista k mistu.

To je vysledek neoldgjné krasny.

Pozadavek lokalni fazové invariance se tak stalijadze zakladnich
pilitu sowasné&isticove fyziky.

Lokalni kalibra&ni invariance mize generovat i dalSi interakce, jako
jsou interakce slabé a silné.

Odtud plyne ten ohromny Usgh sowdasnychkalibra ¢nich teorii jez
jsou zakladem vSech pokue sjednoceni fyzikalnich sil —
elektromagnetickych, slabych, silnych i graviah.

Zatim se usgsne poddilo sjednotit elektromagnetické a slabé sily do
jediné, tzvelektroslabé interakce(EW).

Za teoretické prace v této oblasti obdrzeli v rd®8&9 Nobelovu cenu
A. Salam, S. Weinberg a S. Glashow.

Za fantasticky slozZité experimentalni potvrzenstmce
intermedialnich bosa@nW* aZ® — prostedniki slabé interakce —
obdrzeli Van der Meer a C. Rubbia Nobelovu cenacerl984.
Castens Uspsns se té7 poddo slowit elektroslabou a silnou
interakci do jediné sily pragdnictvim tzv grandunifika éni teorie,
ktera vSak stale jeSteka na své experimentalni potvrzeni, jez je
nesmirg nar@né a stalo se velikou vyzvou nastupujicim generacim
fyzika.

Ke vSem &mto zasadnim objéwm promluvime je&t podrobji

v nasledujicich kapitolach.

Nyni vSak sledujme dale linii nasich tvah o lok&alibra*ni
invarianci.

Fazovy faktoiO(r, t) je mozné psat row jako

no(r,t)=ex(r,t). (7.45)

856



857

Vztahy ( 7.44 ) pak GZeme psat v ekvivalentni podob
A A=A +0y,

o 0=9-%, (7.46)
Wy :LIJ(r,t)exp[ie%j ,

kde y ma roznér magnetického toku, kdez@® bylo bezrozmirné.
Smysl této transformace spiea v tom, ze v kazdem bégrostoru si
muzeme zvolit jinou satadnicovou soustavu, v niz bychongilir
fazovy uhel.

Ve druhé kapitole jsme si ukazali, ze pozadavekvrkizdém mist
jinou sodadnou soustavu neni formalréicy ale v celéadk pripadi
fyzikalni nutnost.

H. Weyl chtl spojit faze v iznych lokalnich sa@dnicich, a nalezl,
Ze tuto transformaci mohou zajistit elektromagnetipotencialy.
Ze srovnani rovnic ( 7.4) ( 7.43 ) vidime, ze jsme v podstat
nahradili prostorovou &sovou derivaci vyrazy

-in0 - (-in0-eA),

ind {—ihi—e¢j. (7.47)
ot ot

Tento novy typ derivace dedzname jiz z naSehdidéjSiho
pojednani o fyzice gravitaiho pole — obecné teorii relativity.
Neni to nic jiného, nez naSe stara znama kovaiiaetmvace.
Nyni se ukazuje, ze tato derivace ma zasaflezdost rovez v teorii
kalibracnich poli.

Predpis pro kalibréni teorie pak zni: nahdaobycejné derivace
kovariantnimi.

V druhé kapitole jsme si ukazali, Ze kovariantrrivice spojuje
geometrii v jednom mistprostoru s geometrii v jiném mist
Také jsme si ukazali, Ze v ne¥aleném prostoru se kovariantni
derivace rovnadzné derivaci.
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Prostor vnitnich stupa volnosti elektromagnetického pole je tedy
zaldiven,

Nabizejici se paralela se #¥alenym prostordasem OTR, jez je
vychodiskem pro genezi gravitai interakce, se nam snazi nagha
v jakém sndru se moderni kalibtai teorie snazi najit spaley jazyk.
Hmotafiika prostoru stavkterak se ma zaivit a zakiveny prostor
stavi zpetné diktuje hmotnyntasticim, jak se maji pohybovat.
Nejedna se tedy o nic jiného, nez o dalSi & j@&tledrgjSi
geometrizaci fyziky.

Nentfitelna vinova funkce witého stavu zavisi na kalibraci

W, Wexp{@], (7.48)

tj. v kazdém mistprostoru je fazovy faktor jiny.

Schradingerova rovnice je kalildra invariantni, ale nap
hamiltoniancastice v elektromagnetickém poli nikoliv, n€bmperator
potencialni energie, na rozdil od operatoru kikétienergie,
kalibracné invariantni neni (oba operatory spolu nekomutuiji).
Proto jsme museliigkalibrovat i vinovou funkci ( 7.48 ), abychom
ziskali kalibr&né invariantni Schrédingerovu rovnici.

V klasické mechanice a elektrodynamice hraje roafiodulohu
pojem silyF:

(7.49)

V kvantové mechanice vSak operujeme s potenéiay, nikoli

s poliE = grad¢g, B = rotA, které jsou z nich odvozeny derivacemi.
Lorentzova sila se v kvantové elektrodynamice nikelebjevuije.

V kvantové mechanice jsou fyzik&lnelevantni pouze potencialy, a to
| tehdy, pokud v migt kde setastice nachazi, neexistuji zadna pole,
jez by natastici pasobila.
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Znalost poliE aB je tedy pro kvantovou mechaniku neddsjeci,
neba’ sila sama ma v kvantové mechanice velicgingpvyznam, a
potenciaim A, ¢ je zde vyhrazena nova, zasggnrole.

Tuto roli poprvé dkladrgji prozkoumali Y. Aharonov a D. Bohm.
Ti ukdzali, Ze smysl potenciaheni vi¢erpan tim, Ze @uji poleE a
B a ze za witych podminek v mnohonasobaeouvislych oblastech
jsou integraly potencialpo uzavené draze kalibta¢ invariantni, tj.
nejsou ukeny nahodaé a maji tedy fyzikalni vyznam.

i
1‘

Yakir Aharonov (1932) David Joseph Bohr(l917 — 1992)

Jinakie¢eno

4>¢' dt:45¢ dt, (750)
protoze
4}d)(:o. (7.51)

Samy potencialy jsou nefyzikalni, tj. néhtelné veltiny.
Jejich integraly vSak maji fyzikalnudledky v topologicky
netrivialnich mnohonasobrsouvislych oblastech.

Stejr tak i W je nepozorovatelné, al¢/f jiz ano.
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Nyni budeme rozebirat pouz&igad statického magnetického pole.
M¢éjmez tenky a nekore¢ dlouhy solenoid s rotai osou totoZznou
S 0solg, jimz protéka elektricky proud, vytigjici magnetické pole
uvnitt solenoidu.

Vné solenoidu bude magnetické p@e= rot A rovno nule, nikoliv
vSak potenciah.

PotencialA kolem osy solenoidu ma nenulovou jedinou slozko, a
azimutalni slozkwA, , zatimco radialni atove slozky jsou nuloveé.
Nabitacastice obihajici kolem solenoidu po drézese tedy nachazi
v mistech, kde silovéisobeni od solenoidu je rovno nule.
Pohybc¢astice v elektromagnetickém poli potenciAlypovede ke
zmeng faze vinoveé funkce o dity fazovy faktoro:

2
5:§jAdL (7.52)
1

Elektromagnetické kvantové jevy zaviseji na dralobvjntegralech
potenciat.

Pokudcastice obhne celou uzaenou drahdr, pak celkovy fazovy
posuv bude

%z%@AdL (7.53)
I

Po okghu kiivky I' se dostaneme do stejného mista, takze vinova
funkce po obhu musi splovat pozadavek jednoz#raosti

W o=y dv =y , (7.54)
odkud
e =1, (7.55)

cili

860



861

AO:SCJ‘)AdI:ZHn, N=0,1,2,.. . (7.56)
I

Celkovy fazovy faktor po aitnu kiivky I tak bude bd roven nule,
nebo celistvému nasobkur2

Poznamenejme, Ze fazovy posuvigpbeny potencialer na
neuzavene draze neni kalibfia¢ invariantnio’ # 0, ale celkovy
posuv na uzaené draze jiz ano, nebho

Agzg[cj)Adl—CJ‘)D)(le:%eCj)A d =4, . (7.57)
r r r

Vztah ( 7.56 ) mZeme s pouZzitim Stokesovyty napsat téz jako

AO:EQJSA d| :fchB ds = 27n, n=0,12,... (7.58)

" nd

neboli

q:z(j}Bds:Z’mh:@. (7.59)
A e e

kde ® je magneticky indudni tok.

Formule ( 7.59) vyjaialje podminkikvantovani magnetického toku
a plati pro vsechny ekvivalentniikky I, nestazitelné do bodu.
Solenoid nam fedstavuje vzhledem keikkkam dvojnasobé
souvislou oblast.

Kdybychom ngli kfivku I v jednoduSe souvislé oblasti, obdrzeli
bychom vyraz
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CJ‘)A d| :4)B ds, (7.60)
r S

jehoz hodnota neni kvantovana é&zm se prés =0 rovnat i nule.
V dvojnasobs souvislych oblastech vSak bude magneticky tok vzdy
kvantovan a pro jeho elementarni kvant®g(tzv. fluxon) bude platit

P, == (7.61)

Aharonoviv — Bohmiv jev ndm tedy ukazal, Zze v mnohonasbbn
souvislé oblasti plati vztah pro kvantovani magrkegtiho toku, a to i
tehdy, pokud néastici nefisobi Zadna silova pole aB.

Tento jev Zetelrt ukazuje na kalibani pivod elektromagnetismu.
Je to skutéené paradoxni neklasicky javesilového a nelokalniho
pusobenj kdy magnetické pole, v nasSefigact soustedné v ose
solenoidu, ovliviuje chovani elektranvné solenoidu, aniz by se jich
,dotklo®, jak by vyZadovala Lorenzova sila.

My vSak jiz vime, Ze takini skrze ovliviovani faze jejich vinové
funkce.

Obr. 7.6

' SIS T IS

SOLENOQID
LINES OF B

VSechny doposud znamé interakce — grémwitaelektromagneticka,
slabd, a silna — jsou v kvantové teorii zptedkovany vyminoucastic
bosonového charakteru.

/,7/,7;// A 7,
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Odpudivé i pitazlivé sily mezicasticemi jsou zfisobeny vyrinou
kvant @gislusného pole mezasticemi.

Tato kvanta jsou vzdy virtualni, tj. existuji jen pritou dobu khem
niz se diky relacim netitosti

AEAt > F (7.62)

nezachovava energie.
Neuritost v energiAE mize existovat jen po dobu

A= (7.63)
AE

Za tuto dobu mize ¢astice proBhnout maximala drahu
| =cAt=—=—, 7.64
A ( )

coz je tzv.Comptonova délkaurcujici dosah interakce.

Na této draze dre dle poruchové teorie existovat virtualni kvantm
hmotnostim.

Takové interakce, jako graviai, ¢i elektromagneticka, které jsou
zprostedkovanyasticemi, jejichz klidova hmotnost je rovna nule,
maji dosah interakde- oo .

Jinak tomu ovSem bude préipad interakce slabé a silné. Ty jsou
zprostedkovany vyminou hmotnych kvant.

Objasréni nenulové hmotnostéthto kvant se stalo jednim z vrchol
kalibraénich teorii.

Mechanismus stweni hmot si ukazeme nejprve na nejjednodussim
piipadt elektromagnetické interakce.

Z Maxwellovy teorie plyne, ze vektorovy potencilycen klasickou
vektorovou rovnici ( 6.199 )i®Senim

A ~exp(ikr —iat), (7.65)

kde mezi vinovym vektorerk a uhlovou frekvenci omega plati vztah
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2,2

of =ck2=P_ (7.66)

hZ

Pro energii fotonu z ( 2.32 ) dostavame
E=cp=rw. (7.67)

Chceme-li popsat skalarni pafe které je kvantovano kvanty

s nenulovou klidovou hmotnosti, musime pouzit ezhah ( 2.32).
Relativistické vyjageni vztahu meziwak pro hmotnowastici je tedy
jiny, nez de Brogliév vztah ( 3.6 ).

Je jim dobe znama Klein — Gordonova relativisticka vinovamoe
(6.197) pro skalarni polg.

V roce 1933 zjistili W. Meissner a R.Ochsenfeldsapravodivé
materialy vytl&uji magnetickou indukdB ze svého vniku.

<
4>

Walther Meif3ner (1882 — 1974) Robert Ochsenfeld (1901 — 1993)

Je porkud kuridzni, Ze tento jev byl objeven az tak pozd

Divodem byla topologie pouzitého vzorku.

Pri méfeni vlastnosti vode @i nizkych teplotach se pouzivaly totiz

z uspornych @ivodi vzorky ve tvaru tenkého prstence, namisto plného
valce. Ritom se ®jak pozapomé&o na fakt, ze se jedna 6anou
topologii. Ri snizovani teploty tak nedoslo k vypuzeni maghketm
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pole z celého objemu valce, ale jen z objemu suyulige tvaiciho
stény valce.

Slo tedy o malou z#mu ktera byla snadndghlédnuta.

Toto drobné opomenuti #pobilo, Ze tentoiezity jev byl odhalen az
o desitky let pozgi, kdyZ Meissner a Ochsenfeld pouZzili praipv
experiment monokrystal cinu a olova, tedy topolkgiednoduse
souvislou oblast.

V pripack, Ze mame vodivy prsteneéi > T, vloZzen do
magnetického pole, pakipoklesu teploty pod. dojde k redistribuci
magnetického toku v prstenci.

Z oblasti supravode bude magneticky tok vytlan a pi odstragni
vnéjSiho pole se v prstenci zachyti magneticky tok

® =BS, (7.68)

kdeB je indukce v die prstence & je plocha, kterou prstenec
obepina.

Hodnota® v prstenci musi byt kvantovana, jak jsme si jiaz#i
vysSe. Plati pro ni

®=BS=nd,,  n=12.., (7.69)

kde

o, =1 (7.70)
q

je fluxon aq je elementarni naboj n@sitzv. stiniciho proudu.
Ze standardni kvantové mechaniky vime, ze proutiorgéota
vyvolanadéastici hmotym s nabojeng je dana v fitomnosti
elektromagnetického pole kalidra invariantnim vyrazem

T Rt | PR

Tento vyraz se da pro vinovou funkci ( 7.33)
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kdeO(r, t) je faze, napsat také jako

. Q 2

=— W (n0O - : 7.72
=5 |9 (h0o- ) (772)

proudovou hustotu si pak rozlozime na
P=ip (7.73)

kde prvniclen odpovida transportnimu proudu a jesfmy gradientu
makroskopické faze(r, t) kondenzatu supravodivych nosi

g:%%wfme, (7.74)

jehozc¢asova derivace

9e-E (7.75)
ot

je hnaci silou transportniho proudu.
Vytvoiime-li ve vzorku gradient faze, pdtev supravodi proud.

Bude-liJO© = konst. budg¢s nacase nezavislym proudem.
Druhy¢len v ( 7.72 ) nam udava stinici diamagneticky gromerny
potencialuA

._q22
“'_EEHHA' (7.76)

Podle Maxwellovych rovnic plati, Ze pro statickégnatické pole
rot B = rot rotA = grad divA —[0°A = 44 . (7.77)

Pro vybranou kalibraci di¥x = 0 plati
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DA = —14 . (7.78)

Srovnanim ( 7.78 ) a ( 7.76 ), dostanemejEQ@q rovnici

2 2
DZA:‘;?] WPA =A%A :#A. (7.79)
kde

2 LIJZ _%
A {%j (7.80)

je tzv.Londonova hloubkavniku magnetického pole do supravi
a

M=t (7.81)
. C

bylo interpretovano jako zhmatni fotonu v prodedi supravode.
Hustota supravodivych n@si nabojel¥|* = 10°° m®.

Vidime, Ze statické magnetické pole nevnikne doaugdie, protoze
foton, majici ve vakuu hmotnobt = 0, ziska v supravoglihmotnost
M # 0.

Pro typickou hodnotd, = 10" m, &ini hmotnost fotonu v supravadli
radow 10°°kg.

Za predpokladuB = rotA, divB = 0,0° (rot A) = rot (J°A), miZzeme
rovnici ( 7.79 ) pepsat na tvar

hZ

2M2

0’B=17B = B. (7.82)

C

Rovnice ( 7.82) je slavnou vektorovou rovnici undtatického a
hmotného magnetického pole do supravedi
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V jednorozrngrném gFipack Ize rovnici ( 7.82 ) fepsat jako

d’B(x) _ B( X
i (7.83)

Redenim bude exponenciela

B(X) = B(0) exp{—/]—xj, (7.84)

kde B(0) =B je vngjSi magnetické pole.

Hranice mezi normalni fazi vakuem a supravocem tedy neni ostra,
alebrz rozmazana na vzdalenosti

Pokud je vSak wjSi magnetické pole dostéte silné, z&ne pronikat
do nitra supravode ve forn¢ tzv. virovych vlaken. Kazdé toto viakno
ma normalni nesupravodivé jadro, jimz pronika méagks tok az
zhruba do vzdalenosii od jadra, tvéiciho tak v supravodi
topologickou singularitu.

Tok pole jednotlivym virem je rovny prayednomu fluxonudy .

Noski naboje v supravodi jsou tzv.dielektrony, ¢ili Cooperovy
pary. Jedna se o bosony temé kondenzovanym stavem dvojice
elektroni plovoucich volg ve Fermiho mori.

Vﬂ

Leon Neil Cboper (1930) John Bardeen (19081991) John Robert Scrieffer (1931)
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Tento par bude mit nejvyssi stabilitu, jestlizeovlé@ vektory a spiny
obou elektrofi budou antiparalelni.

Podstatou Cooperova jevu je nestabilita Fermihéermahledem

k tvorbe Cooperovych péir

Z kvantové mechaniky vime, Zze kazdou interakctsianazornit jako
vymenu virtualnich bosainexistujicich po dobit, ktera je slaitelna
S principem neuitosti ( 7.62 ).

V pripact Cooperova parovani jsoud&ni bosony kvaziastice zvané
fonony.

Fonony se pohybuji rychlosti zvuku v daném peatit s energihiw a
impulsem?ik .

V této teorii chapeme intenzitu vinového pale, t), ktera je zavisla
na prostorovych sdadnicichr, jako nekoné&nou mnozinu satadnic
spojité kvanto¥-mechanické soustavy.

Jestlize zavedeme zobeéag impulsy odpovidajicémto
souradnicim, a poZzadujeme, aby proplatily obvyklé komutani
relace kvantové mechanikyiieme dsledrg vytvorit kvantovou
teorii takovychto poli.

Jednd se tedy a&bné druhé kvantovani, jaké jsme pouzili jiz na
elektromagnetické pole ve 3. kapitole, kdy sefadniceu(r, t) stavaji
opct operatory, neldnekomutuji s fislusnymi zobeatnymi
impulsy.

V { Q} reprezentaci se tak stavaji operatory i komplaxsrimalni
souradnicea, (k).

Jak je nasim zvykem Zitt¢jSka, budeme je zdd &; (k).
Komplexre sdruzené sdadnici a;(k ) odpovida hermitovsky
sdruzeny operata’ (k).

Snadno ukazeme, ze hermitovsky oprator:

ar(k)a (k) =N, (k). (7.85)

ma vSechny vlastnosti operatorwpofononi je stavu |, k) a ma
tudiz vlastni hodnotu, (k).
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Pisobime-li operatorerd; (k) na vlastni funkci operatod (k),
dostaneme ajp vlastni funkci operéltorllilj (k) ale s vlastni
hodnotoun; (k) -1.

j
Analogické tvahy nasijvedou k poznani, z&; (k) zvysuji viastni

hodnotu operatoru gtu fonom o 1 a maji tedy vSechny atributy
kreatniho operatoru.

Podstatnym rysem kazdého energetického kvanthgejegrnost
frekvenci.

Vysokofrekverni fonony mohou zvySovat svoji frekvenci jen po
relativre velkych skocich.

Pravdpodobnost, Ze mod s frekverwibude vibec vybuzen je dana
Boltzmannovym faktorem

a; (k) ma tedy vlastnosti anihitaiho operatoru.

w= exp(—@j. (7.86)
KT

A proto mody shiw> kT budou jiz zanedbatadrprispivat k celkové

energii.

Jak teplota stoupne nad absolutni nulu, bude &8avat pdet
uzitecnych mod (téch sficw< k,T).
Patet @rispivajicich mod pak bude

n(T)= 6X2V2{k;Tj , (7.87)

odkud obdrzime tzv. Debyeovu teplotu

, :h“’:(G”z”jsﬁv:(@jgﬁv, (7.88)
Ke V) ks g ) k

kdea je nrizkova konstanta.
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Peter Joseph William Debye (1884 — 1966)

U fononi se tedy jednda se o kolektivni excitace krystalowvize, jez
maji v ntizce jisté spektralni roZténi a svij maximalni kmit@et
dany vztahem

v :% (7.89)

VySsi frekvence jiz nemaji smysl, netay jejich vinova délka byla
mensi, nez vzdalenost mezi atomy.

Elektrony si tedy mohou vy#&iovat s niizkou fonony o kmitstu 0 az
Vmax -

Na obrazku 7.7 je zndzamm Feynmaiflv diagram tohoto procesu.
Elektron s vinovym vektorerk vyzai béhem své drahy fonon

s vinovym vektoreng a znéni swvijj vektor nak —q.

Pri tomto procesu musi platit zakon zachovani hybraoshergie.
Vyzareny fonon bude poté absorbovan dalSim elektrongimosym
vektorem k.
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A
f —
k-q
W —i
< q
(18]
fonon
K
x__
a) Emise ftononu
4
t

“y

b) Absorbce fonenu

¢) Pritazliva interakce
v supravodici

Obr. 7.7.:. Feynmanovy diagramy pro emisi (a), ghsidb) a vynénu fononug mezi d¥ma
elektrony (c) s vinovymi vektoryk( -k). Prevliadne-li tato fitazliva interakce (c) nad
coulombovskou odpudivou interakci v kovovéiae, vznikne supravodivy stav.
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Zatimco ve vakuu, kde Zadné fonony nejsou, serelekipouze
elektrostaticky odpuzuji, v krystalovéince kovu se mohou i
pritahovat.

Je to podobnaifiazliva sila, ktera fisobi mezi Id’kami na rozvigné
hladirg. Kdyz se k sobpriblizi, vznikne mezi Id¢kami "stin", ktery
omezuje §eni vin kratSich vinovych délek, protoze ty nedokaz
lodi tak dolie "obchazet". V kormém disledku je mezi logmi
hustota vin nizSi a energie okolnich vin &tig ol& lodi k sok&. Staré
namanické @irucky dokonce obsahovaly zakaz vplouvani vice lodi
do pistavu za rozbaeného poasi sodasre. Fitazliva sila by totiz
mohla vziist @i priblizeni lodi natolik, ze by se navzajem rd&ily.

Obr. 7.8

Naboj supravodivych nasi (dielektrori) je tedy ve skutaosti
g = 2e ajejich hmotnosin = 2m, .
Hybnost dielektrofi je dana vyrazem

2mv =h00 - 26A. (7.90)
protoze
|WFZP:2, (7.91)

873



874
bude

_nen00  en2é _ne(n10-26\)
2m, 2m, 2m

j=ne _ =2ew

S S S

. (7.92)

nyni si zvolme v supravogingjakou uzavenou drahdr Obepinajici
virové vlakno, jiz protéka magneticky ték=BS, kdeB je
magneticka indukce v j&d aS plocha vymezenéiiwkou I".

Z rovnice ( 7.11) plyne,

hDe:[z—mEJjueA. (7.93)
ne

Pak drahovy integral tohoto kanonického momentuzsrené
kiivce bude

h(j}D@dlzh(ﬁdG:CﬁZ—mej d +2apA d = nt, (7.94)
en
r r
neboli
wczigﬁmedlzn—h:reo. (7.95)
Zer 2e

vyraz ( 7.95) se nazyva fluxoid.
Vidime, ze pro fluxoid zavedeny vztahem ( 7.95akipl

o,=". (7.96 )

Pti obéhu kolem magnetickeho virového vlakna ssinfaze vinové
funkce.
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Z kvantové mechaniky vime, Ze fyzikélpozorovatelné jevy jsou
dany pouze bilinearni kombinaci funkéea funkce k ni hermitovsky
sdruzendb" tj. kvadratem normy

Wyt =]yl (7.97)

Nyni ale vidime, Ze i samotna vinova funkceujici neklasické
vinové chovani, bude mit v netrivialni topologiizooovatelné
dusledky ekvivalentni Aharonovovu — Bohmovu jevu.
Kvantovani fluxoidu nezavisi ndikce I, pokud ji mizeme spojit
deformovat v objemu suprava@eina jinou .

Vime jiz, ze spojité transformace (homotopie) seimopologii.

V pripact magnetického toku to ovSem neplati, nekadybychom
kiivku I deformovali tak, ze by lezela v hloubge, kde existuje
magnetické pole a proudy, pak &z ®,a museli bychom vzit

v Uvahu i integréld&chto proud pres Kivku I, tj. fluxoid.

Presrt se tedy kvantuje fluxoid, nikoliv tok.

Odtud nazev fluxon pro jeho elementarni kvanturaréknyni jiz
muzeme spojit se zhmattym fotonem magnetického pole po
fazovém pechodu z vodie na supravodi

Byli jsme tedy s¥dky toho, kterak serppoklesu teploty pod jistou
kritickou hranici rozpada elektromagneticka intemka interakci
elektrickou, zprogedkovanou i nadale nehmotnym fotonem, a
interakci magnetickou, zprdastlkovanou nyni jiz zhmo#ou verzi
fotonu — fluxonem.

Stalo by tedy zaifich pokusit se nas postup obratit a polozit silataz
zda by nemohl vésti naopak ke sjednoceéktarych ze 4 nam doé
znamych interakci.

Jak jsme jiz nazridi vySe, skuténé se toto sjednoceni jiz paidla u
interakce elektromagnetické a slabé.

Grupy transformaci, kalibra ¢ni grupy

Pro lepSi pochopengkterych nize pouzivanych pojna oznaeni,
typickych pro unitarni teorie pole, bude uZiié vlozit sem kratkou
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matematickou vsuvku s nastiim popisu transformaci pomoci teorie
grup.

Grupa je takova (neprdzdna) mnoziGamezi jejimiz prvky je
definovanabinarni operace"s" piifazujici kazdym déma prvkim

a, b 0 G novy prvek

c=aeblG, (7.98)
ktery je rovrez prvkemG. Tato binarni transformace gsociativni
(@a*b)ec=ae-(be o), (7.99)
majednotkovy prvek

I0G:asi=i*a=a (7.100)

pro kazdy prvela J G, a ke kazdému prvka[J G existuje prvek
inverzni

a'lG:asa'=a'sa=i. (7.101)

NejobvyklejSim pikladem grupy je mnoZzina vSech kladnych
racionalnichtisel @ obvyklé operaci nasobenie("="."). Jestlize
binarni operaces™ je komutativni, tj.

asb=Dbea (7.102)

pro kazdé prvky, b 0 G, nazyva s& Abelova grupa Paiet prvki g
grupy G se nazyvaad grupy Jestlize je g nekotiré, ale sp&etné,
nazyva sés nekoneéna diskrétni grupa

Pokud prvky grupy tvid kontinualni mnozinuiad grupy jiz neni
pouzitelny. Zato Ize do spojité mnoziny ptvgrupy zavést dité
topologické vlastnostidefinujicivarietu pog. i metriku. Shora
zavedenou binarni operack a ¢ b, definujici grupu, Ize pak zapsat
jako funkéni vztah
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c=f(a, b). (7.103)

Jestlize vSechny tyto grupovée operace (indukupbrazeni grupys
sameé na sebe) jsepojité mnozinaG tvoii topologickou grupu
Topologicka grupa, ktera je varietou, se nazyw@va grupa.
Typickym prikladem Lieovy grupy je Eukleior prostor R. Rovrez
mnoZzina spojitych transformaci tfd_ieovu grupu. Pravgrupy
transformaci, pri nichZ se zachovavaiji &ité veliciny, hraji cilezitou
ulohu ve fyzice poli &astic.

Unitarni grupa U(N) je definovana jako grupa vSech transformaci

X7 =A% (a, =1, 2, .... N), (7.104)
ktera zachovava invarianci unitarni délky vektoru

X =X*Xq (7.105)
tj. pro transformani matici plati vztah

A* AP =1 (7.106 )

(hvézdicka* znai slozku komplexa sdruzenou). Plati-li dalSi
omezeni deA = 1, jedna se o tzunimodularni podgrupu SU(N)

grupy U(N).

Prehled grup

Mezi obvyklé symboly pro grupy pét
S,, grupa vSech permutaciprvkové mnoziny (mal! prvki).
A, jeji normalni podgrupa vSech sudych permutaci%gné

prvka pron > 1).

A,, podgrupds,, grupa vsech symetrii pravidelnéhaihelnika
(2n prvka).

nam jiz znamé aditivni komutativni grugy Z,.
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To byly grupydiskrétni (nespoijité) a v prvychech gipadech
kone&né. DalSi polozky budou grupy Lieovy:

GL, SL, O, SO, U, SU ... (7.107)

GL je grupou vSech regularnich matst, je podgrupou vSech matic
s determinantem jedn@, je grupou vSech tzv. ortogonalnich matic;
pojem ortogonalni maticeimeme definovat nejmérityimi
ekvivalentnimi zgsoby:

Matice, jejichziadky maji normu jednotkovou a jsou vzajemn
kolmé.

Matice, pro které plati vztaA™ =A ™. Jinymi slovy,AAT =1
(coz je ekvivalentni se vztahe&'A =1). (Tato vlastnost se
nejlépe hodi k &kazu uzayenosti na kompaosici a inversi).

Matice, které zachovavaji skalarni gou b(x,y) =b(Ax,Ay ).
Matice, které zachovavaiji velikost vektoru.

Koneiné, grupouSO rozumime grupu vSech ortogonalnich matic,
jejichz determinant ma hodnotu jedna.

GrupyU aSU tzv. unitarnich matic jsou analogiemi grdpm SO,
uzitecnymi v komplexnich prostorech. Pojem unitarni matae ot
definovat rkolika ekvivalentnimi zpisoby: unitarni matice
zachovavaji skalarni séim v komplexnim prostoru a dalSi
ekvivalentni podminky Ize formulovat analogicky gakySe.

Cartan ve své disertaci provedl| klasifikaci probtikompaktnich
spojitych grup a odpovidajicich algeber. (Griigamekompaktni,
pokud kazda posloupnost jejich pivbsahuje konvergentni
podposloupnost; vifpack grup matic Izeici, Ze kompaktni grupy
jsou grupy matic, jejichz prvky jsou matice serst@gmezenymi
sloZzkami a navic jsou tyto grupy uzamé jako podmnoziny
paticného vektorového prostoru.
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Elie Joseph Cartan (1859 — 1951)

V dalSim uvadime ¢ktera zakladni data o tom, jak mohou olkiecn
vypadat kompaktni grupy matic; uvedené vysledigoticka)
ozn&eni pochazeji od Cartana. Pouzité indexy oajidzv. rank
grupy, coz je (podolinjakodimenzegrupy) pojem, ktery zavedeme
podrobrji az v kapitole o Lieovych algebrach. Zhrulggeno, rank
grupy udava, kolik vzajemérkomutujicich a nezavislych kruznic
("kruznici" rozumime jednoparametrickou podgrupun)e schopni

vV grup objevit - zatimco dimense grupydsslo, které udava, do
kolikadimensionalniho euklidovského prostoru jsroleagpni danou
grupu lokal® vzajemrt jednoznan¢ a hladce zobrazit.

Rank grupy v&ech oteni VE® (tuto grupu dale zigme jakoSO(3))
je roven jedné, tzn. neexistuji&kizna ot@eni prostoru podle
neidentickych os, ktera by komutovala.

Algebra?, a ji odpovidajici grup8U (I +1) maji dimensi
(1+1)* - 1; grupa obsahuije vechapitarni unimodularni
komplexni matice rozmeru (1 +1)x(I +1), to jest matice,
sphiujici

AA =1 , detA = (7.108)
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Algebra®B, a ji odpovidajici grup&0O(2l + 1,R) maji dimensi
(21+1)l; grupa obsahuje realné matice rézm
(20 +1)x( 2 + 1) sphujici

AAT =1 |, delA = (7.109)

Algebrac;, a ji odpovidajici grup&p(2l) maji dimenzi(2l+1);
grupa obsahuje komplexni unitagyimplektické matice
rozmeéru 2 x 21, tj. matice splujici

AA" =1 , AKAT=XK (7.110)

kdeK je ngjaka regularni antisymetricka matice (antisymetxick
matice lichého roz#ru je vZzdy singularni, prota 2

Ani v tomto @gipadt n&ini potize ukazat, ze jde o grupu
(konkrétre "unitarni grupu nackesem kvaternioli'). Na rozdil
od predchozich grup s jasnou geometrickou interpreggichj
prvka, pojem symplektické grupy lze motivovat j&enéi

s alespd minimalni znalosti analytické mechaniky:

Algebra®, a odpovidajici grup80(2l, R) maji dimenzi

(21 - 1).

DalSi jsou Cartanovy waté grupy, u nichz uvadime dimensi a
pocet roznéra fundamentalni representagg ma komplexni
fundamentalni representaci a k ni sdruzenou, astaji jen
realné representace).

&g a grupake, dimenze 78, fund27/27.

¢, a grupaE,, dimenze 133, fund. 56.

¢ga grupekg, dimenze 248, fund. 248. (Fundamentalni
representace této grupy splyvarglpuzenou).

$4 a grupak,4, dimenze 52, fund. 26.

&, a grupaG,, dimenze 14, fund. 7. (Jde o grupu symetrii

Oktonioniu jakoZto algebry naik, které dostaneme jako jest
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> 7

vetsSi "gleso” (dimense osm) nez jsou kvaterniony,
nepozadujeme-li u &lesa"” asociativitu nasobeni.)

N | e
Alfréd Haar (1885 — 1933)

Nejen kompaktnimi grupami ziva je teorie grupcKali kompaktni
grupy maji nesporné&ednosti; maji "konay objem", tzn. takzvané
invariantni integrovani po grdgHaarova mira)

J o fle)au=] f(gh du=] f(hg (7.111)

lze normovat na jednotkovy integral z jednotkovekite, ocemz
nemize bytre¢i u nekompaktnich grup a coz raparuuje, Ze kazda
linearni reprezentace kompaktni grupy se da rozggisa gimy
sowet nerozlozitelnych podprosto)

GL(n, R/C)jsou vSechny regularni realné/komplexni matice

n x n; zkratka “general linear”. Realna dimenseje realném
pripack, dvojnasobna v komplexnim.

SL(n, R/C)je podgrupadch, které maji determinant roven jedné

(tzv.unimodularnich); zkratka “special linear”. Realna
dimenze jen* — 1 v redlném a dvojnasobné v komplexnim
pripack.

O(n, R/C) je grupa vSecbrtogonalnich maticA (sphujicich
A™' = A"): zkratka “orthogonal”. Dimenze jgn — 1)/2

v realném a dvojnasobna v komplexnim.
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SO(n, R/C) je prinik SL aO; z toho plyne zkratka. Dimenze je

jako uO. Pro €lesoR je grupa kompaktni a zajimgsi nez

v komplexnim pipac, kde je lepSi studovat kompaktni grupy
unitarni (viz dale); neudame-li tediledso, minime tim

SO(n, R).

Spin(n), coz je grupa teait izomorfni s SO(n), ale kazdemu
prvku grupySO(n) odpovidaji dva prvky grup$pin(n), nag.
jednotkovému prvki®O(n) prislusi prvky, které nazveme
"rotace o 0°" a "rotace o0 360°". V sekci o spgch ujasnime,
pro¢ rozezname rotaci ortod rotace o 0°.ifklad: Spin(3) je
isomorfniSU(2).

GrupaU(n) vSech ko mplexrlichmitérnl'ch maticA rozneru
nx n, sphujicich A™ =A" =AT; zkratka "unitary".
Dimense ja’.

GrupaSU(n) vSech unitarnich unimodularnich matic.
GrupaO(m, n) (a odpovidajici unimodular8O(m+ n))
realnychpseudoortogonalnichmaticA rozneru

(m+ n)x( m+ 1), spkujicich

AGAT =G (7.112)

kde G je matice nulova krotndiagonaly, na niz lezn jednotek
an minus jednotek. Vidime, z80(m, 0) = SO(m), a také
grupaSO(m, n) mé touz dimenzi jak&O(m+ n). Kupiikladu
grupaO(3, )neboliO(1, 3) je zndméd.orentzova grupa
otoceni relativistickéh@asoprostoru, fixujicMinkowského

étverec normy vektoruc®t® - x° — y°— 7 (zac si predstavte

jednotku, jakéini i teorettti fyzici). Desetiroznrna Lorentzova
grupa obohacena o libovolna posunuti nese jmérihial
relativistického princegrupa Poincaré

Mnozi se radi doddi, Zekonformni grupa obsahuje vSechny
(i nelinearni) transformace zachovavajici uhly. (Weu
dimenzich je nekor@érozmerna, zobrazeni odpovidaji
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holomorfnim funkcim komplexni proinné a pra¥ tato
skut&nost povySuje struny nad vicerozmeé objekty.)

Vaimneéme si, Ze i takova grup8O(3, 1) je nesouvisla; sklada se

ze dvou komponent s maticemias, <Oresp.a*, >0

(transformace i@vracejici budoucnost na minulost resp.
budoucnost).

Komplexni analogii nema smysl uvazovat, neby vedla ke
grupe isomorfniSO(m + n, C): maticiA Ize zastoupit podobnou

maticiB dle vztahuA =CBC™, kde maticiC ziskAme 5
nahradou -1 zg takze platiCGC' =1 a dosazenim zA
ziskameBB' =1.

Zato ma smysl| uvazovat o gup) (m, nja SU (m, n)
komplexnichpseudounitarnich matic

AGA™ =G (7.113)

Lieova algebra

Marius Sophus Lie (1842 — 1899)

Misto slozitych objekt, jakymi jsou grupysU(n) a dalSi, je mozné
zkoumat objekty jednodussi, totiZ linearni, nezajme-li se prag
o rozdily meziO(n,R) aSO(n,R). Druha z nich jesouvisla- Ize se

883



884

plynule dostat od jednoho jejiho prvku ke kterémujoému, prvni
z nich je nesouvisla - sklada se ze dvousteitdychkomponent
(zrcadlici a nezrcadlici transformace).

Definice: Linearni prostogy, na rtmz je definovana dalSi bilinearni
operaceA,B], zvanakomutator, sphujici vztahy

[AB]=-[BA]. [ABC]]+[B[CA]]+[c [AB]]=(7114)
(druhému séika Jacobiho identita) nazveme.ieovou algebrou
Nap. v Lieow algel¥e matic s komutatorem definovanym jako

[A,B] = AB —BA je splrena (krong trividlniho vztahyA,B] = -[B,A])
také Jacobiho identita.

Zkoumejme Lieovu algebru, ktefkejmeso, , jejiz prvky piSeme jako
antisymetrické matice s obvyklym komutatorem

O -¢c b O —-f e
A=l c 0 -a| , B=| f 0O -dj. (7.115)
-b a O -e d O

Oveérme podrobgji, ze

0 bd-ae cd- a
[AB]=AB-BA =|ae-bd 0  ce bf (7.116)
af —cd bf-ce O

Vzpomeneme-li si nyni na definici vektorového &au A x B, najdeme
zajimavy izomorfismus

O -c b
(abcr| ¢ 0 -alp(R®+x) - (s0,+L]). (7.117)
-b a O
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Je vidkt role dimenze ( 7.116 ) na hladkyapéh. Lze samaiejmg
mluvit i kupt. o Sestirozrérném prostoru antisymetrickych matie<4i,
ale geci jen jiz nebude izomorfi* (4 # 6). V et funkcionalni
analyzy je mozné dat doslovny smysl komutatorwdwvatic i

vektorovému satinu vektoru nabl iii s vektorem
0X 0y 0z

V= (vx,vy,vz), cemuziikamerotace vektoru, pouze vSak s pouzitim
nekoné&nédimenzionalnich prostar
Podivejme se na par daSidlikpgada Lieovych algeber a zaé¢me
premyslet o jejich vazbach na stejnojmenné Lieovypgru
gl(n,R/C) = realné/komplexni matice x n
sI(NR/IC)={A Ogl|TrA =0}
o(n,R/IC) =s0(nR/IC)={A O gl |A =-AT)
u(n)={A Ogl(C)|A =-AY}
su(n) =sl(n,C) n u(n)
spin(n) ={A O u(n) | Ak = (Ak) '} v pripads sudéhm; k je zde
n¢jaka antisymetricka regularni matinex n
so(mn) ={A O gl(m+n,R)|AG = -(AG) "}, G je diagonalni
matice obsahujici m jednotek a n minus jednotek

Véta: Uvedené linearni prostory jsou u¥ené na operaci komutovani.

Dukaz: preswdéme se, Ze plati napimplikace
A=-A", B=B"=[AB]=AB BA =-AB]". (7.118)

Pojem: Neclt G je grupa maticlnfinitesimalnim generatorem grupy
G nazveme mnozing = £(G) maticA, pro rez

exptA[tOR; OG. (7.119)
{exptAt DR}
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Poznamka:V pokrctilejSich kursech geometrie geobvykle definuje

abstraktsji jako tecny prostor keG v 1 v prostoru vSech matic: prvky
grupy, které maji infinitesimatnblizko k jednotkové matici, se daji
napsat jakod; je baze generatoru)

1+Zgi Ny (7.120)

Infinitesimalni generator grupy mat&je Lieova algebra (a
v uvacnych @ipadech pravta stejnojmenna, psana Svabachem) a ze
|ze navic dote vylozit roli komutatoru.

Dukaz pro obecnou grupu:Je teba ukazat dvzasadni ¥ci:
uzawenost na&tani a komutovani.

ABOg=A+BL[g (neni trivialni!)
ABOg=[AB]=AB-BAlg

1. Zkoumejme vyrazy typu (N» oo)

tA B A+B 1)
(expﬁ bepﬁj :£ Tt N +o—Nj ~ expt(A+B)]
(7.121)
a uwdomme si, 2({ expt(A +B)‘t DR} tedy je podgrup&,

pondvadz pro kazdé t jde exponenciala aproximovates/binou
presnosti (pomoci dostat® velkeéhoN) soltinem prvki typu

exp%, které lezi (pesre) v G a predpokladame cosi jako

uzawenost grupy v obvyklé topologii dane tiametrikou
d(A,B) = SUp; | a',- — blj | :

2. Podivejme se na vyrazy typu (N o)
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NZ
[exp% [bxp\/% Dexp_% [l exg%] =
(7.122)

:£1+%[A,B]+o£% jNZ - exdt[A B]) :

Lze tedy opt exp(t[A B]) vyjadkit s jakoukoliv fresnosti pomoci

souwinu prvki z G; pokud jet < O, sta&i vymeénit pismenaA aB
nalevo.

llustrujme si to na fiklade algebryso,: otocime-li system o maly

Uhel a kolem osyx, poté o maly uheffkolem osyy a pak zpt,
ovSsem v tomtéz gadi (nejprve ca kolemx a pak o-Fkolemy),
systém se nam atbo malinky Uhelaf (az na konvetni
znaménko) kolem osx

Souvislost algeber se stejnojmennymi grupamihbychom ukazali,

v jakém smyslu Lieovy algebry odpovidaji grupamrgtko jména,
predefinujme infinitesimalni generator grupy ma&g¢ako mnozinu
vdech moZnychA(0), kde prot O R je A(t) O G, tj. A(t) je
diferencovatelnaikvka po grug, aA(0) = 1 Ekvivalence plyne z toho,
Ze za tuto Kvku Ize vzdy zvolitA(t) = exp(tA ( O))

Tak nagiklad, Kivka A(t) po grug SO(n) matic sphujicich
A(t)A(t)' =1 po zderivovéni a dosazer¥ 0da

A(0)AT(0)+A(0AT(0=A (0+AT(Q=0 (7.123)
tj. nutnou podminku antisymetri&(0), ktera je zarovie postauijici.

B=-B' = expB = exp(—BT) = ex;éBT)_1 = [( exB)T }_l. (7.124)
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Zderivovanim kritérii pr@&lenstvi v dalSich Lieovych grupach ziskame
rovnice stejnojmennych Lieovych algebefip@maime si kup. téz
nasledujici vzorec, s nimz jsme se v péanych tvarech jiz setkali.

d

adetALzo =TrA (O . (7.125)

M¢&jme linearni prostogl(n) vSech matia x n. Frirozeny izomorfismus

do E" dava nasledujicifpdpisy pro skalarni séin dvou matic:

D(AB)=) 28, (7.126)
b(AB)=TrAB".

Z tohoto druhého vyjaeni prob(A,B) vidime rékteré vyznané
vlastnosti takto zavedeného skalarnihoésay nag. vztahy

b(A,B)=b(OA,0B)=b(AO BO), (7.127)

pro libovolnou ortogonalni mati€ plynouci z cyklénosti stopy. Tento
vztahtika, ze metrika

p(AB)=|A-B

, (7.128)

kde||A||2 =b(A,A) je invariantni w¢i grups O(n). Chapeme-li ji jako
metriku na grup O(n) O g(n), nazyva se Killingovou metrikou.

A co je Killingova forma na Lieavalgelie?
Ta je og@t, v konkrétnim pikladé o(n), dana vztahem

b(A,B)=-TrAB . (7.129)
Nezapomame, zeA' =-A plati pro vdechny O a(n).

Ukazuje se, Ze nejde o jen tak ledajaky skalamdis;ao(n) (mame
ho koneckont stale na celérg(n)), neba tento skalarni s@in nao(n)
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"respektuje navic strukturu Lieovy algebry"” veysha nasledujicich
tvrzeni (které jsou ekvivalentni):

Tvrzeni 1: Pro vSechnX 0O o(n) a vSechn#\,B O o(n) plati
b([X,A].B)+b(A [XB])=0. (7.130)

Rikame, Ze Killingova forma je antisymetrickécvoperaci komutovani
s X; uvedend rovnost se ostatmere za zaklad definice Killingovy
formy i v pfipact obecné Lieovy algebry.

Tvrzeni 2: Zobrazeni
A exp(-X)A exX o(n) - o(n) (7.131)

je izometrie pro kazd¥ 0O o(n).

Tvrzeni 1 se dokaze prostym dosazenin éa : ﬁ) | za komutator a

vyuzitim toho, zeA" =—A apod.).

Pojmy analogické grug: Lieovu algebruy nazyvamekomutativni,
pokud x,yOg: [ X, )ﬂ = 0 a takové algebra odpovida komutativni
grupe.

Centrum algebry Lieovy je (analogicky centru grupy) mnazi(g)
téch prvii sl g, zeOtOg: [s,t] =0, tj. komutuji se véemi prvky
algebry.

Lieovou podalgebrounazyvame (analogicky podgr)gpodprostory

uzaweny na komutovani. Mame dokonce analogii norméabdigpupy -
iikd se mudeal Lieovy algebry a je to podprostbtakovy, Ze

0i0K50j0g: [i,j]=1.Elementarnimiskladem idealu je centrum
algebry; jinym dilezitym pgiikladem jekomutant dané Lieovy algebry,
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COzZ je mnozina vSech prikvaru [, y], X, y O g. Ideal je to proto, ze
[, V], j] opét lezi v komutantu, nelvge tvaru komutatoru dvou pruk

Zavedené pojmy mimo jiné implikuji, Ze pokudHenormalni
podgrupou grupys, pak je£(H) idealem v£(G). Jestlize je&5 souvisla,
pak

£(z(G))=z(£(a)) . (7.132)

Pro d¥ grupyG,, G, je infinitesimalnim generatorem jejich direktniho
sowinu direktni sodet jejich infinitesimalnich generatorkde prvky
£(Gy) komutuji s prvky z£(G,), a tak jsoug(G)) idealy vL€(Gy x Gy)

£(G,xG,)=£(G,)0 £(G,) . (7.133)

Nech’ A ozna&uje jedno z klasickychlkesR, C neboH (kvaterniony) a
G je rgjaka grupa. Paknearni reprezentacigrupyG nazyvame
konenérozmerny linearni prosto nad tlesemA, na iEmz je pro
kazdy prvekg O G definovana (steghznaena) funkce, spljici

1gv =vag(g'v) = @g9)v
gv je A-linearni funkcer
gv je spojita funkcey av

Jinymi slovy, je zadan morfismus grup
6=6,:G - AutV . (7.134)

Vybereme-li bazi v&/, Ize si gedstavit, ze# nabyva hodnot GL(n,A).
V tomto gripacE mluvime omaticové reprezentaci

PiSeme-li v pipact kvaterniorii matice vlevo od/, je rozumné mit v&/
nasobeni skalarem zprava je pakpravy modul nadH). NaSgsti Ize
ale definovat i ndsobeni skalarem zleva (pruh megirdat na to, aby

platilo g(qv)=(qd)v)

890



891

gv =VvQ (7.135)

a tak Ize levy moduligvratit na pravy a naopak. Vyuzijeme toho, Ze
g9 = d g, kdeq je obvyklé sdruzeni kvaternionu

a+pi+yj+tk=a-F-y] —-& . (7.136)

Mame-li reprezentac¥; , Ize generovat sloZj8i reprezentace ve tvaru
direktniho sottu dvou §i vice) prostoti, na nichz grupadinkuje podle

g(v.,v,)=(ov., ov,) (7.137)

a podobn Ize ziskat reprezentaci ve fofrtenzoroveho (resp.
symetrizovaného resp. antisymetrizovanéhofismudvou prostar, na
ktery grupa dinkuje dle pravidla

g(v, 0v,)=(gv,0 gv,) . (7.138)

Zde nejde o nic jiného, nez jak se transformujhgpi - resp. tenzory -
s vice indexy. Ale také Ize ziskat reprezentaalu@nim prostory’
podle vzorce (zde zase jde o transformaci targpmoit s indexy
dole/nahoe)

[g(V)|w=Vvegiw. (7.139)

Strukturni zobrazeni: Nyni se podivame, péstai pracovat

s komplexnimi reprezentacemi. Reélnou represeRtilze fevést na
komplexniC", pricemZ pisobeni grupy je podleipozené formule

(v, wOR"

g(v+iw)=g(v)+ig(w) . (7.140)

Zda se, Ze se ale o cosi okradame. Jiz "malygt@rR" byl uzaven na
pusobeni grupy a my jsme ho zb§me zvetSili. Naltujeme si to tak, ze
predpokladame existensirukturniho zobrazeni j: C" - C"

(v nasledujicim vzorci jsou, w realné vektory)
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jr(v+iw) i (v-iw), (7.141)

které komutuje sisobenim grupyd( jv) =j(gv)), je antilinearni

(j(zv) =Zz0(v), j(v+w) = j(v) = +j(w)) a jeho druha mocnina je plus
minus identicky operator (v tomtd@ipack plus) (j(jv) =+ v, zkraces
j*=+1), coZ jsouii vlastnosti, definujici strukturni zobrazeni.

Naopak, mame-li komplexni reprezentaci se strukbauzobrazenin,
rekonstruujeme realnou reprezentaci rozkladem kexmpho prostoru
C" povaZzovaného z&*" na dva podprostory, odpovidajici vlastnim
¢islim 1 resp. -1 (operator, pijicij- = 1, jina vlastntisla nema).

Obdobr Ize prevést kvaternionickou reprezentatl na komplexni
C?™ kvaternionicky vektor budeme psat jake jw, kdev aw jsou
komplexni vektory.

| nyni se o cosi okradame: prostor jsme sice ngtaez\&tsili, ale
puvodni reprezentace bytd-linearni, zatimco nova je jeno@Gilinearni.
H-linearitu si zrekonstruujeme tak, Zzegegdpokladame existenci
strukturniho zobrazenv(w jsou zde komplexni vektory)

j(v+ijw)=-W+jv . (7.142)

Lehce o¥fite antilinearitu, komutovani gipobenim grupy (zobrazeni
je vlastré nasobenj - shoda pismetiste nahodna - zprava, coz
komutovalo <G diky H-linearit) a rovnosj® = -1.

Naopak Ize z§ing zrekonstruovat reprezentdd! z danéC™, ktera
pfipousti strukturni zobrazenijé = -1.

Reprezentace, ktera je direktnim &mm dvou prostdr (reprezentaci)
V, W, disponujicich strukturnimi zobrazenimi se stejnyjfn=j.>,
pripousti strukturni zobrazernj, O j,, se stejnyni’.

Tenzorovy sodin dvou reprezentad [0 W (maze jit i
o (anti)symetrisovany) se strukturnimi zobrazenimy, toleruje

strukturni zobrazenj = j,, O j,, se znakemj® =j/j..
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Ukazeme si jednoduchyiilad. GrupaSU(2) = Spin(2) ma
fundamentalni reprezentaci kvaternionickou (jdeamaic o grupu
"jednotkovych" kvaternian(s jednotkovou normou)), kterou si
predstavime jako dvousloZzkové komplexni spinveksaryA = 0,1,
majici strukturni zobrazenj%= -1. Symetrizovany tenzorovy ss,
obsahujici dvouindexové spinas)s = Ssa, bude tedy disponovat
strukturnim zobrazenimj$= +1, tedy budeme moci poZadovat
podminky realnosti (invariantningi ptisobeni grupy)

Soo =" S1 S %oDR . (7.143)

Neni setemu divit, spinos,g , ktery svazeme maximalnimi
podminkami (symetrie a uvedena samodruznost)fgenrainé totozny

s (trojroznérnym) vektorem. Proto sgsticim se spinem rovnym jedné
fika vektorove,

S =Z=Sy, S;=Xtiy, $=—(x-1iy). (7.144)

Co mozna nejstiingji vazeneéctende preswdéime (dale s timto budeme
pracovat v sekci o spinorech), ze algedsy3,R) asu(2) jsou

izomorfni, a to tak, Ze napiSeme prvky jejich @at#se vas vyzveme
k verifikaci nize napsanych komutdch relaci pro obsady matic.

V pripack struktury "algebra Lieova" pozadujeme po izomsanti ¢
zajisté i zachovani komutétoru, .

#([AB])=[2(A).0(B)] - (7.145)

Post&i zkontrolovat komutatory matic tvi@ich bazi, jako kombinace
kterych Ize prvek dané Lieovy algebry zapsat.
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00 O 0 -L
K@) —lg 0 -1 (2) — 2
S P I TR
2
0 0 1 o -1
sP=/0 00 , 0= 2 (7.146)
- =0
100 >
0 -1 0 g
s*¥={1 o of , s@= %2 | |
|
0 _
0 0 0 >
[S.s]=5. [s.9=8 [ § $= S (7.147)

Z podobnych @voda jsou izomorfni i algebrgo(1,3)asi(2,C),
sl(2,R) asu(1,1), ale takéiebaso(6) asu(4). DalSimi giklady jsou
s0(4) asu(2) O su(2) neboso(5) aspin(2 [R).

Fundamentalni reprezentace grigmyn(n) je

. jedna samodruzna o dimenZifton = 2k+1 (lichén); je realna,
je-li [(k+1)/2] sudé, jinak je kvaternionicka
dveé komplexni vzajem#isdruzené s dimenzf2pron = 2, k
liché
dvé samodruzné navzajem neekvivalentni, kazda o din®npro
n = 2k, k sudé; je-lik nasobkengtyt, jsou realné, jinak jsou
kvaternionické

Tab. 7.1
SO(n): n

Spinorové reprezentag
Dimenze kazdé
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Na tyto skuténosti mizeme sami fjjit, z definice grupySpin(n).

Spinorova grupa: Chceme ziskat Lieovu algebru izomoréwi(n), jejiz

grupa ale obsahuje (vzajetrozliSitelné) prvky "rotace o 0" a "rotace o
210", Algebraso(n) je linearnim obalem antisymetrickych matic

e, =—§ , které maji jednotku na mésfi, j) a minus jednotku naj(i), a
tak sphuji komutani relace

[elj’%]:a-jk@_du £+q £-q ;€. (7.148)

Neni €zké nahlédnout, Ze tytéz komitarelace budou mit i matids; ,
které ziskame jako

_1 _
E, —Z(EiEj EE), (7.149)

|

pokud maticeég; budou navzajem antikomutovatt@ercem kazdé z nich

bude jednotkova matice (budou tedy Diracovyrmaticemi pro
eukleidovsky prostor)

EE, +EE =29 1. (7.150)
Takové matice opravdu umime najit; budoumgmzorovymi sodiny

[n/2] Pauliho matic rozmeéru 2x 2, tedy maticemi rozanu 2H X 2H

(0 1] (0 —i] (1 OJ
c, = , c, = . , c,= . (7.151)
10 YV lioo0 0 -

Spole&n¢ s Pauliho maticemi budou i tyto jejich tenzoroeé&csny
hermitovské (ve vSech ortonormalnich bazickReloz je rejma i
antinermitovosg;; . Explicitre I1ze psat
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E,, =(c,)0"? 00,0 (12)D[BH ,

z

E, =(c,)0"Y 00,0 (12)5([3}‘] , (7.152)

E2m+1:(0 )Dm’ n:2m+1,

4

kde zn&i [X] celoucastx, 1, jednotkovou matici % 2. Zarova vidime,
Ze jsme ziskali, co jsme ¢fit protoZe pro generatosg; grupySO(n)
bylo nejmensi kladnéislot, pro které

exp(te; ) = 1 (7.153)

rovno 2t u maticE; je to 4t (tedy az rotaci oddostaneme jednotkovy
prvek grupy).

Pro lepSi nazornost si Ize operatégypredstavit jako kombinace
kreatnich b, a anihil&nichb, operatod (k=1, ... ,| proSpin(2l — 1)-
pak gehlédrgmeE, prok =1 - aSpin(21))

E, = (0y +b}),

o (7.154)
E, =i(b,-b}).
Lehce zkontrolujeme rovnost
{E,.E,} =25, . (7.155)

OperatoryE; pak fevadji bosonoveé stavy na bosonové a fermionovée
na fermionové (bosonovym minime stav, vznikig@oenim sudého
poctu operatoll na vakuum). USpin(2l — 1)jsou pak bosonové a
fermionové prostory ekvivalentni, protoze je lzesehe pevadt praw
tim "prehlédnutym™ operatoreBy, , ktery komutuje se vSerf; pro

{i,j} 0{1,2,..., 2~} atak ma grup&pin(2l — 1)jen jednu
fundamentalni reprezentaci o dimenzi.2
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Jis€ sami najdete detaily o strukturnich zobrazeniomaci nichz
urcujeme redalnost, komplexnost nebo kvaternionovgsementace
grupy Spin(n). Jde o antilinearni zobrazeni, kteréifldad prvku baze
b;b;|0) piitadi stavb;b}bib}|0) (nag. pron = 12), ve kterém jsou
obsazeny pravty hladiny, které nebyly obsazeny ve vzoru. Vidjmhe

v piipad lichého p@tu hladin - praSpin(2l) s lichyml, timto vyrobime
fermionovy stav z bosonovéltonaopakili nedostaneme strukturni
zobrazeni uvnitnaf. bosonového prostoru, ale jeikdz, Ze bosonovy
a fermionovy prostor tvwd vzajemrE komplexrg sdruzené reprezentace
(musite si wfit konzistentd znaménko).

Operator chirality je saiinem vSectE matic (u lichéhm, kde nehraje
chiralita takovou roli, neltbje jen jedna spinorova reprezentace, je
konvenci, zda vSe j@Stynasobimée,,+);

7=i"¥EE,...E, . (7.156)

Mocninu imaginarni jednotky jsme napsali proto, alyio y
hermitovské a jehotvercem byl jednotkovy operator; aby tedglm
vlastnicislaz1l.

V Lieové algel¥e, grislusné dané kompaktni Liebgrups G nyni
zavedeme skalarni s@ig, invariantni wicéi transformacim grupy.
Chceme, aby skalarni soa dvou matic algebry byl invariantniid
transformacim grupy v tzyp¥idruzené reprezentacj coz je
reprezentace, ktera jakozto prostor splyva s atgebreovou (jeji
dimenze je tedy rovna dimenzi grupy; matice z rscgneA, B, ...) a
prvek grupyG na ni @inkuje podle

G:Ab> G[A]=GAG ™. (7.157)

Zkontrolujme, 2g{GH)[A] = G| H[A] |. Invariance znamena
pozadavek, aby

OAB, OH: b(AB)=b(H[A].HB]) . (7.158)
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Pomoci invariantni integrace Ize takovy skalarnisoziskat
z libovolného (neinvariantniho) skalarniho &ow s "ustedrenim pres

grupu”
b(A,B):I s(G[A].GB]) - (7.159)
GG
Pak zjev# plati (prvni "rovna-se" je opra&me diky invarianci integrace
vici substituciGH - G)

b(H[A]’H[B])EI S(GHAH 6 'GHBH & —1):
=_[ s(GAG™,GBG)=b(AB). (7.160)

Abychomiekli néco konkrétniho o Zisobu invariantni integrace:
zapiSeme-li matidrR [0 SU(2) ve tvaru

R:L cosy Cexfia) siyOexp B) ]

-sinylexpg(-iB) coyUexp-ia) (7.161)

kde mezen, B, yjsou Zejmé z integralu nize, Ize invariantni integraci
napsat jako

72 2 2

ijw(z):ﬁjdyE“”(zy)jdaj dg . (7.162)

0 0

Co se ty¥e jednoznéanosti invariantniho skalarniho soou: Ize ho vzdy
nasobit #jakou konstantou, ale pro prosté grupy je jinalear
jednoznéné¢. Opravdu, kdybychom & dva skalarni sotiny by, b, ,
mohli bychom vzit (také invariantni) kombinaci

b=b,—Ab, (7.163)
s nejmensim moznym kladnyi pii némz vSechnyo(A, A) jsou jesE

nezaporné, ale uz prekteré nenulové\ jsou nulové. Pak by mnozina
takovych matic (s nulovou normou) t¥a ideal.

898



899

Dale zvolime torug O G, to jest maximalni podgrupu izomorfni
(Abelows) U(1) (ngkdy znaenou jakoT', kde T :g je grupa intervalu

(0,1 se gitanim "modulo jedna"). Mnohé&ty nas ujiguji o tom, Ze

prilis nezalezi na tom, ktery maximalni torus vybesedehd
nazyvejmagankem dane grupy.

Piiklad: V grups SO(21) aSO(2l + 1)Ize vybrat maximalni torus'

vSech mati¢ sl bloky na diagonale € 1, ... ,I)
COS 27— sSin

( : ™ | ZTX] (7.164)
Sin 277X, COS 2rX

(v piipact SO(2l + 1) doplnime do pravého dolniho rohu jednotku).
Podobr v grup SU(I + 1) umistime na diagonaltisla

exp( 2mx ) , (7.165)

kde Z)g =0 (aby byl jednotkovy determinant, neprostou grupgb

se zde nazabyvame). Infinitesimalnim generatorexim@niho toru je
prostor R. V nasich pikladech obsahuje matice, které maji na
diagonale bloky

0 -X
o (7150

pro @gipadSO (u SO(2I + 1) umistime do pravého dolniho rohu nulu) a
nebocisla

ix (7.167)

v piipace SU(l + 1). T je podgrupolG a invariantni skalarni séim z g
lze zUzit nat.
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Stiefelovy diagramykreslime dd-rozmgrného prostoru, kde jsou
souradnicexy, ... ,X zavedeny v souladu s timto skalarnimésoem a
kolecky (resp.ctvereky) jsou vyzngeny prvky Lieovy algebry, jimz
odpovida jednotkovy prvek ¢ilii G, to jest tzvceldtiselna n¥izka.
V naSich pikladech jsou to body, kde jsou vSechneela.

Na obrazku je celdselnou niizkou dané grupy mnozina vSech kalk
resp.ctveretkn téch typi, které jsou u ni uvedeny. Rank vyzaaych
grup je 1 nebo 2.

Obr. 7.9

U 2NNV

® 5p(2-2) §p(2 - 2) jing pohled
oe SO(5)

@ o 0O 9 G o3 BEoN Mo D
U(1) = S0(2) g
° 5
/ / e

//G:/

/

® SU(2) x U(1) ® SU(2)x SU(2) oe SO(4) e SU(3)

e U(2)=50(3)x U(1m @ SO(3)x SU(2) 28 S0(3)x SO(3) 0w SU(3)/Zs

Koreny. Zbyva vys¥tlit, co znamenaji onyfiimky na diagramech. Viip
je vtom, Ze prvkyl (zn&ime je zdd, u, ...) pasobi v gidruzené
reprezentacg (algebry celé grupy) tak, ze gaozpada na direktni

souet
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g = Dvimv0 (7.168)
i=1

piicemzZ na prostor¥, (ktery splyva €, je-li T opravdu maximalni
torus) &inkuji prvkyt trivialng¢

Ov,0V,: tvi™*=v, (7.169)

aV; jsou dvojrozrdrné prostory (je jichi, coz je - z dvodi rovnosti
dimenzi - polovina rozdilu dimenze grupy a jejiaaku,cili bude
dokazano, ze tento rozdil je sudy) generované eratiM . ,N., na nichz
pusobit podle

tM{™ =M cos( 278 ) N ; sir{ 29

tNit‘l :MiSin(Zﬂé’)+Ni coi 270') | (7.170)

kde @ jsou réjaké kombinace; (nag. X; — %), to jest gjake linearni
formy nat, a nazyvame jkoreny dané grupy.

Eduard L. Stiefel (1909 — 1978)

Vidime, Ze pokud napvymenimeM; aN; (nebo teba zngnime
znameénko u jedné z nich), bude posledni vysazendufe dale platna,
zmenime-li znaménko @ . Tedy spolu s # iikdme kden i forme -4.
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Jes¢ vyhodrgjsi mize byt komplexifikovat Lieovu algebru (dosud jsme
ji vZdy povazovali za prostor nd&l prvky byly jen realnymi
kombinacemi prvis baze, kterymi - samégjme - mohly byt i

komplexni matice) a docilit tak, Ze se nAm budestia@movat do sebe
jen jedna matic&®. =M. +iN. resp.Q; =M. —iN, misto dvouM.,N.:

tQit™ = exp( M)Qu ,

(7.171)
tQit™ = exp(- 21 )Q]

Matice Q; pak prost odpovida kéenu g a maticeQ'; korenu 4 .

Priklady: GrupaSU(2l + 1) (stejre jakoU(l + 1)) ma kdeny
8. =x —x, kder 2s0{1, 2,... ,I} ajako odpovidajici mati€,s si Ize

predstavit matici, ktera ma vSude nuly krdpozice ¢, s), kde ma
cokoli nenulového. Kazdy fife owfit, ZetQ,™ da to, co ma.

Podobr grupaSO(2l) ma kaenyx, — %, ale navic ma keny+(x, + X,
r # sa grupaSO(2l + 1) ma protiSO(2l) dalSi kdeny+ X, .

Do Stiefelovych diagraintedy zakreslime navic mnoziny hiogl

(dimenze o jednu mensi, nez je rank), v nichizkyg nabyvaji celych
hodnot. Kdeny nabyvaji celych hodnot na célkelné niizce, kde = 1.
Obecwji, prunikem soustav rovna@tanych hyperroving jsou body,

odpovidajici centru grupy.

Prenechme specialish dikazy toho, ze tzWVeylova grupa, to jest
grupa vsech vnihich automorfisra G fixujicich zvoleny maximalni
torus, obsahuje pro kazd@rvek, ktery ponechava systém hyperrovin
u; ha mist. Je-li tomu tak, musi jit o zrcadleni podle rovknimé na
dany kden (pomoci invariantniho skalarniho smw jsme ztotoznili
infinitesimalni generator toru s jeho dualem) v &jgém geometrickém
smyslu (podle invariantniho skalarniho &ow). Takové zrcadleni musi
mnozirg vSech koen prifadit tutéZ mnozinu. Vyslovme tedy definici.

Systémem k#ena v eukleidovském prostorfd nazyvame konaou
podmnozin [ E takovou, ze
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neobsahuje nulovy vektor

proaldZjecalZ prav kdyzc =+1

zrcadleni podle hyperroviny (nadroviny) kolmé narigkoli
z korem prevadiz naXz

pro vSechny dvojice keni a, fBje

_2v(a.B)
{aﬁ}—w (7.172)

celégislo.

Posledni bod jeisledkem toho, Ze zrcadlenifiemu a podle roviny
kolmé naffs ma samoizjnme tvar

bla,
¢ﬁ(a):a_%ﬁ’ (7.173)

|ze vybrat vektowr, na Emz formaf nabyva jednotky, zjistime, Ze
¢AVv) —Vv nalezi celdiselne niizce (protozepffixuje u,). Z toho dale

plyne, ze
a(v-¢,(v))=av=[¢,(a)](v) (7.174)

je celé (Uprava vychazi z toho, Z& gkalarnim sotinu je jedno, ktery
¢initel zrcadlime), coz po dosazef{\) = 1) dava uvedeny vysledek.

Bud’ jak but’, posledni bod ma silnytdledek.
Véta: Dva kaenya # £ jsou

(0) bud” kolmé

(1) nebo sviraji thel 60° nebo 120° a maji stejmoumu
(2) nebo sviraji uhel 45° nebo 135° a gomorem jE\/E
(3) nebo sviraji thel 30° nebo 150° a gomorem je\/§

Ditkaz: Ctyrnasobek kvadratu kosinu Ghluikoy seveny
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2b(a,8) (B .a)
b(a,a)b(B,5)
je mensi (diky nezavislost, 5 oste) nezityii. Je to ale satin dvou

celychc¢isel, a tak je jedno nulovéifpad 0) nebo jedno rovad.,
Moznosti pak lehce proberete.

4 coS w= (7.175)

VSechny kdeny daneho systému Ize ziskat jako &sleiné kombinace
(linearrg nezavislychprostych koireni. Potom tento systém prostych
korem Ize bul’ rozcklit na sjednoceni disjunktnich a neprazdnych
mnozin kdeni, kde dvojice ziznych podmnozin jsou vzdy kolmeé, a
takoveé nerozlozitelné systemy prostycltddai Ize znazornit pomoci
Dynkinova diagramu. Prosté kéeny v rim spojime tolikaarami, jaké
je ¢islo varianty jejich vzajemné polohy podle posledity.

V pripadech (2) a (3) je jeSslusné pkreslit na spojnici Sipku,
namienou ke kratSimu Kenu (jako pi oby¢ejném porovnavani <).
Pokud se (2) a (3) v Dynkiné\diagramu nevyskytuje, maji vSechny
koreny stejnou délku a dané algeikdmejednoduse S@rovana
(simply laced).

Jiné systémy prostych keni, nez ty s nasledujicimi Dynkinovymi
diagramy, neexistuji a spolu s tim neexistuji datésté kompaktni
grupy.

Obr. 7.10

e & BB

SR é"‘i gf 2 mﬂ@fﬂ

Dy, SO(2! |
L A O
D=0 6% : .

\\’0 o~ '  Dynkinovy diagramy /
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VSimrgte si, Ze na obrazku majékteré Dynkinovy diagramy dité
symetrie: permutactiznych kdemi dostaneme tyZ obrazek. Nebudeme
to rozebirat, ale je to spojeno s existem@ijSich automorfismi dané
algebry (vigjSi je takovy, ktery nelze zapsat jako sdruZefakym
prvkem grupyg: A — gAg™). S vrej§imi automorfismy Ize &ekavat
symetrie mezi reprezentacemi; u grup s Dynkinowgiagramy, které
maji symetrie, lze @ekavat ¥tSi paet fundamentalnich reprezentag (
napgiklad neboSU(I + 1) prol > 1 ma d¥ vzajemr komplexrg
sdruzené, symetrigarity , vymenujici pravé dva kieny Dynkinova
diagramu, WBSpin(2l) garantuje existenci dvou "vzajesnrrcadlow
sdruzenych" spinorovych reprezentaci). Grgpia(8) ma dokonce
symetriitriality : Ize u ni permutovatitkoreny a je s tim spojena
skut&nost, Ze d¥ realné spinorove reprezentace (8rda ttiznymi
chiralitami) a reprezentace vektorova maji stejdooenzi 8.

Aogny ‘I
Evgenii Borisovi¢ Dynkin (1924)

Naopak, pro kazdy z uvedenych diagfalze sestrojit Lieovu algebru a
z ni také kompaktni grupu.ekolikrat jsme jiz diskutovali (a budeme)
0 tom, zeSO(3) mé stejnou algebru jakaJ(2), ktera méa centrund ,
(plus minus jednotkova matice), zatint80(3) ma trivialni
jednoprvkové centrum. Nynitiweme izomorfnosgthto algeber ukazat
na shodnosti Dynkinovych diagramMVaximalni centrum (poloprosté,
neobsahujic(2) x ...) grupy s danou algebrou, ktera lze vyit;o
vystihuje nasledujici tabulka.
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Tab. 7.2

Tak napiklad, grupaA, = SU(l + 1) ma centruni ;.

Jako jednoduché ateni ponechavam#enai dikaz, ze neni mozné
ziskat grupyg, atd., pr@ maji vyhaté grupy dimenzi, kterou jsme
uvackli atd.

Poradime vam, aby jste si zapsaliakych sotiadnicich prosté
koreny. Napp.

o A ma prosté kienyx; —X, , Xo —Xa, ... , kde pracujeme jen
o S hyperrovinou, kd{)g =0

o Byma prosté kienyx; —Xo, ..., X_1—X, X
o C, ma prosté kienyX; —Xo, ..., X_1—X , 2X
o Dy ma prosté Kienyx; —Xo, ..., X_1—=X, X_1+X

Vahy: Koreny byly specialnimiiipady vah. Obechvahou mame na
mysli linearni formu na Cartandypodalgebe, nabyvajici celych hodnot
na cel@iselné niiZzce. ZajimawjSi jsou alevahy reprezentaceV dané
algebry. Prvky Cartanovy podalgebry navzajem kopnuatudiz
muzeme hledat jejich spaleé vlastni vektory v¥ acisla. Vaha dané
(mluvime o komplexni) reprezentace je tedy takavéng, ktera pradi
prvku Cartanovy podalgebry jeho vlastiglo prisluSejici gjakému
vlastnimu vektoru celé podalgebry. Jestlize ted$ithme kazdou vahu
tolikrat, kolikarozn&rny prostor jejich vlastnich vekioyi prislusi, bude
vah pra¥ tolik, jaka je dimenz#&/.

Koreny Ize tedy chapat jako vahiigruzené reprezentacéchto vah je
tedy tolik, kolik je dimenze dané algebry, ovSem peoto, Ze p&itame i
| (rank) nulovych vah (vlastnimi vektory jsou prv&artanovy
podalgebry), které obvykle zaiemy nepovazujeme.
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Tak napiklad grupaSO(2l) (I je rank) ma v zakladni2ozmérné
vektorové reprezentacl 2ahze ,i = 1,2, ... |.

Samodudlni n¥izky: Kdyz uz jsme dosli tak daleko,ademe si Bco
fici o vlastnostech ek (soustava diskrétnich biod prostoruR",
zpravidla celgiselné kombinace zakladnickiikovych vektoi), a to

z fyzikalniho pohledu v s@asnosti nejnainéjSiho kandidata na teorii
vSeho — heterotické struny.

Kvantova teorie bosonové struny funguje pouze edimncasoprostoru
26, kvantova teorie superstruny jen v dimenziNévic vlevojdouci a
vpravojdouci médy uza&ené struny spolu navzajem komutuji a
generatory grupy Poincaré jsou 8tywlevojdouci a vpravojdoucgisti.
Lze pak tedy vzit levy sektor z bosonové strunyawy ze superstruny.
Prebyte&nych 16 vlevojdoucich bosonovych dimenzi Ize svinu
torus; aby z bosonovych ro2ni zbyla jen vlevojdouciast, je teba,
aby celkova hybnost struny byla rovna celkovémussti (ztotoznime-
li body, které se liSi o cettselné kombinace fizkovych vektod, je
mozne, aby P objizdkni uzavené struny jsme popojeli @jakou
takovou kombinaci - to nazyvame otgaim). Aby wvibec existovaly
néjaké stavy s nenulovou celkovou hybnosti vérsnsvinutych
souradnic (coz je nutné k dobrému chovani interakeifgba, aby
dualni m#izka (vSech forem, nabyvajicich celych hodnot faqaini
miiZzce) néla s pivodni spoléné body (i ztotoZréni pavodniho
prostoru s dualem). Dokonce je dobiéqpokladat, aby splyvaly, to jest
aby bylam¥riZzka samodualni Navic se budeme zabyvat jgmdymi
samodualnimi ffizkami, kdectverec délky kazdého jejiho vektoru je
sudy.

Je matematickou pravdou, ze sudé samodudiidkgnexistu;ji jen

v prostorech o dimenzi, ktera je nasobkem osmi.tietka v osmi
rozmérech mame samodualnitizku I'gvSech celdiselnych kombinaci
korem vynaté grupygg. Témijsou §,j = 1,2, ..., 8)

tete, i#], %(iqt g...x g, (7.176)

907



908

kde v druhém tvaru keni bereme jen ty se sudymdtem plusi. Lehce
napdaitate, ze je jich celkem 112 + 128 = 240 grad8 — 8ili
dimenze minus rank. Fornwnabyvajici celych hodnot na vSec¢ktito
korenech jsou pak kombinacemchto kdeni (ortonormalni baze,
ztotoziujeme s bazi k ni dualni):

Lehce totiZz ukazete, Ze dawlnicev jsou bul’ vSechny celé nebo
vSechny polocelée. Caitselnost formy nar, :(% % —B pakiika,
Ze suma saadnicv musi byt suda, a tak jecelatiselnou linearni

kombinacie + g (v pripadt, Ze sodadnicev jsou celé), a nebo toto plati
prov —ro, ¢imz jsme ukazali, Zev lezi v I'g, neboli samodualitiig .

Samoz#ejng, Ize vybrat osm zakladnichitbkovych vektod, jejichz
celatiselnymi kombinacemi jsou vSechny ostatni,inap
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V Sestnacti rozirech najdeme kartézsky smu Mg X 'gdvou kopiil'g
a mrizkuT (g, ktera obsahuje jako podibku ka‘enovou niizku SO(32).
Jde o vSechny caltselné kombinace vektb(i,j =1, 2, ... ,16)

tete, i#], %(iqt g...x &), (7.178)

kde v druhé sadje sudy poet plugi. Dikaz samoduality probiha stéjn
jako ulga i zde je mozné vybrat 16 zakladnictizkovych vektod.
To jsou divody, pr@ promyslime teorii heterotické struny jen

Spin(32
s kalibr&ni grupou% (odpovidajici mizcel 1) nebo
2

(zajima\jSi) grupouEg x Eg (s ntizkoul'g x Ig).
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