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Symetrie
Grupy ve fyzice

Ve fyzice nasly grupy sve prvni uplétni v krystalografii, kde se
pomoci nich vyjatlji vlastnosti symetrie krystalovériaky pevnych
latek. V relativistické fyzice se poprvé grupy oblgjiz v praci
H.Poincaré, ktery ukazal, ze transformace prostariovacasovych
souradnic mezi inercialnimi vztaznymi soustavami (kteazval
Lorentzovy) tvdi (Lieovu) grupu; tato grupa obecnych Lorentzovych
transformaci (hehomogenniclégire translaci) se nazyva
Poincarého grupa Fxi dalSim rozvoji specialni a zvl&bbecneé
teorie relativity se vSak s pouzitim grugibeme setkat jen ojedile a
okrajow. Teorie grup se od konce 20. &atku 30.let z&ala vice
uplatovat v kvantové mechanicéi @nalyze viceelektronovych
konfiguraci atom a v kvantové chemii.

Grupy unitarni symetrie

Nové obzory pro aplikaci grup se od 40. a 50.lebtevrely v jaderné
fyzice @i popisu vlastnostélementarnichéastic. Velky paiet
elementarnicldastic, které byly objevenyipvysokoenergetickych
interakcich, pirozere vedl ke snaham o jejicdystematikua zavedeni
unitarizaénich schémat Predevsim, kazdému baryonu a leptonu je
piifazendbaryonovéislo B aleptonovécdislo L (¢astice +1,
antiéastice -1), které se zachovavajiysech interakcich. Byly
zjistény vyraznépodobnostiasymetrie mezi rekterymi
elementarniméasticemi, pedevsim hadrony.

Odhlédneme-li od elektrického naboje, Izengpotony a neutrony
povazovat za dva stavy (dublet) jeds@stice - nukleonu. Podobn
piony 10,70, T tvoif triplet podobnycléastic. Ri studiu samotnych
silnych interakci, které jsou nabojomezavislé, mizeme od naboje
odhlédnout. Pro popigdhto podobnosti a symetrii byla zavedena
nova veltinaizotopicky spin neboliizospin T. Nukleony maji
izospin T = 1/2, ficemz projekce izospinu T = +1/2 odpovida protonu
a T =-1/2 neutronu. Pidm se pipsal izospin T = 1, s projekcemi -
1,0,+1 prort, 7,17, V soustay interagujicich nukleaha piorii pak
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plati zakon zachovani izospinu. Pro vyga €chto symetrii vznikla
grupaSU(2) - specialni, unitarni (unimodularni) grupa v koaxsim
2-rozmerném prostoru; tato grupa je lokdlizomorfni grug rotaci
O(3) v 3-prostoru, vyjatlijici izotropii prostoru - symetriitgi
prostorovym rotacim, vedouci k zakonu zachovani srdmhybnosti.
Vyslo se z formalni analogie s algjnym spinem, kdéastice se
spinem 1/2 se vyskytuje ve dvou stavechisngtem spinu -1/2, +1/2
acastice se spinem 1 vieeth stavech s pméty spinu -1,0,+1. 1zospin
T je vektorem v mySleném (pomocnéem) "izotopickénsfo”.
Obecnt ¢astice s izospinem T seide vyskytovat v (2 T + 1) stavech
s projekcemi izospinu na vztaznou osu:

-T,(-T+2),(-T+2),.. ~1,0,L.. (T- 2(T-RL T (81)

DalSim dilezitym krokem byl objev &kterych “"podivnych"
(netekanych) vlastnosti interakci mesdd a hyperof pii jejich
sdruzené parové produkci, které vedly k zavedemppodivnosti,
popsaného kvantovygislem S ("Strange"). Pogjl bylo zavedeno
obecrjSi kvantové&islo zvanéypernaboj Y = B + S, dané satem
baryonovéhaisla B a podivnosti S. Ukazalo se, Zegiinych
interakcich se zachovava jak izospin T, tak hypgeop®. To @ivedlo

k hledani grupysU(2) x Y, popisujici roz§ené vlastnosti symetrie
hadromi. V r.1964 navrhli M.Gellman a E.Neeman pouzit miaini
Lieovu grupu, obsahuji§U(2) x Y jako podgrupu grupu unitarni
symetrie SU(3). Tato rozSena symetrie vedla k sestaveni multipletu
baryori - dekupletu (3/2), v emz vsak v té dabchyhslo jedno

misto; byl tak pedpov¥zen hyperorf, ktery byl zanedlouho skutes
objeven.

Grupa symetrii hadrdnje 4-parametricka grupa zachovani izospinu a
hypernaboje. DalSi analyza unitarni symetrie ukgzad systematiku
hadrori Ize velmi dole vys\gtlit hypotézou, ze hadrony jsou slozeny
ze suldastic - tripletu kvark. Vznikla tak kvantova chromodynamika
jakozto teorie silnych interakci - grupy symetiil), SU(2), SU(3),

..... , S5O(...), ...., Lieovy algebry, ... .

V terminologii teorie grup unitarnich symetrii lgei, zecastice jsou
reprezentacemi grupy symetrii Presrgji, komponenty baze
ireducibilni reprezentace grupy symetrie ztdtgzme
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(interpretujeme, fifazujeme) s mnozinou fyzikalnich stav
casticemi (pop jejich ecxitovanymi stavy, rezonancemi).

Lorentzova grupa

Hendrik Antoon Lorentz (1853 — 1928)

SwétobodQ je v pevié zvolené inercialni soustawurcen okamzikem
a polohovym vektorem.

Jinymi slovyieceno, s¥tobodQ je ucenityivektoremq, jehoz
kontravariantni komponenty

q“ ={ctr}, (8.2)
g.
q° = ct, (8.3)
a
q’=r @, (8.4)

je projekce vektoru nak-tou sodadnou osu.
Souradniceq” téhoz s¥tobodu v libovolné jiné inercialni stadné
sousta¥ souviseji g linearni transformaci

g’ =NAN" q +b. (8.5)
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Interval mezi déma s¥tobodyx, y je veliina, invariantni, tj. musi
platit

(=) =y)=(3-9)( ¥ - ¥)=(x ¥, (86)
kde kovariantni komponenty
X,=9,X. (8.7)

PoZadavek ( 8.6 ) je sm praw tehdy, kdyzZ realné parametry
transformace ( 8.5 ) vyhovuji podmince

g/,zv/\av/\up = gvp' ( 88 )
VSechny takovéto transformace tivBoincareho grupu
Nejprve se omezime pouze na vySeéniLorentzovy grupy, ktera

je tvarena ¢mi z uvazovanych transformaci, prézrje b, =0, tj
transformace

YGEY S (8.9)

Povsimrime si, Zze diky relaci ( 8.8 ) je posledni formuteiealentni
vztahu

X4 =AY (8.10)

Pro dalSi bude vyhodné, transformaci ( 8.9 ) zapsaaticovém tvaru
jako

X' = AX, (8.11)

kde jednosloupcova matice
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X

‘= : (8.12)
&3

a elementytvercové maticé\ jsou definovany jako

Ay =N (8.13)

kde zavorkou zliraziujeme, Ze na levé stranejde o tenzorové
indexy, ale o indexyislujici maticové elementy.
Zavedeme-li jegtctvercovou maticg jejiz elementy

9uw) = G (8.14)
muzeme podminku ( 8.8 ) vyjétv maticovém tvaru jako

ATgA =g, (8.15)
coz je ekvivalentni s

Al=gA'g. (8.16)
Porovnanim determinaihbbou stran této rovnosti dostavame
(detA) =1. (8.17)

Komponentu (0, 0) maticové rovnosti ( 8.15) l¥egsat do tvaru

(Apg) =1+ i(A(i s) (8.18)

i=1

z nehoz vidime, ze

913



914

2

(Apg) 21 (8.19)
Na zaklad formuli (8.17 ), ( 8.19 ) dzeme vSechny elementy
Lorentzovy grupy rozglit do ¢ty podmnozin:

Elementy, pro & plati

detA=1, Aypg21, (8.20)

tvori tzv. vlastni Lorentzovu grupu SO(m,n), coz je grupa vlastnich
Lorenzovych transformacim + n dimenzionalnim Minkowského
prostoru, v BmzZ ¢as jen dimenzionalni.

My budeme prozatim operovat pouzectigroznerném prostoréasu,
tj. na grug SO(3,1).

Ostatni podmnoziny jiz néedstavuji podgrupy, avsaksf)(3,1) je
obdrzime velice snadno:

Libovolny element Lorentzovy grupy, pro ktery plati

detA=-1, Ayy=7, (8.21)
resp.
detA=-1, Ayy<7, (8.22)
resp.
detA =1, Agy<-1, (8.23)

Muzeme vyjadt jako solin néjakého element®Q(3,1)
s prostorovou inver#? = A(P):

P= | (8.24)
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resp.casovou inverzi = A(T):

T= | (8.25)

PT (8.26)

Libovolny elemenB((3,1) Ize ziskat slozenim specialni Lorentzovy
transformace s poatenim sowéadnych os.

Poot@eni sotiadné soustavy o uhglkolem osy uwtené jednotkovym
vektoremn je popsano transformiai matici

A(n, @) =exp(ignM ), (8.27)
kde
000 O O 0O O OO0 O D
000 O O O Oi OO0 4 C
Ml: . ] M2: ] M3: -
OO 0O =i O 0O 0O 0O O1 0O C
OO0 0O O - [0 oo o pg
(8.28)

jsou generatory rotaci kolentiplusnych sotadnych os.
VSechna moznéa poateni sowadné soustavy t¥dgrupuSQ(3), ktera
je samozejme¢ podgrupou gruppO(3,1).
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Prechodu k sotadné soustay ktera se ¢i vychozi pohybuje
rychlostiv ve sn¢ru jednotkového vektorn, odpovida transforndai
matice

A(n,v) =exp(iunN) , (8.29)

kde parametr

|n§L (8.30)

<

u = argtg

oT<
N |-~

<

nazyvameapidita, a matice

Oi 00 OO0i O OO0
I O 0OC OO OO OO0
le , N2:- ’ N3:
O OO0 I OO Q4 OO0
0o00Q 0000 i OO
(8.31)

jsou generatory specialnich Lorenzovych transfofmpadél
prislusnych sotadnych os.

Tento pohyb budeme nazyJatost

Kompozici dvou boostpodél stejné osyipdstavuje oft boost podél
téze osy, ale transformace vznika slozenim loosliznych snérech
jiz bosostem byt nemusi, tj. vSechny mozné boosyrdzdil od
rotaci) grupu netva.

Matici odpovidajici libovolné vlastni Lorentzotransformaci lze
jednozné@ng urcit pomoci Sesti realnych parametak, ze

A(ay, ..., a5) = ex iZ(aij+q+3Nj)}. (8.32)

S((3,1) je Sestiparametrickou nekompaktni Lieovoupgru
Odpovidajici Lieova algebra je determinovana koknitai relacemi
mezi generatory ( 8.28 ), (8.31):
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:Mj’Mk:I:igjle’
(N[N, |=-ig,M, (8.33)
[N M, [=[M N, =igN, .

definujeme-li

IF=4¥=eM,, | %=+"N (8.34)
muzeme komuténi relace ( 8.33 ) zapsat jako

[I””,I p"]:i(g”ﬁ Y —g 7 +gf “-gFf ”p) . (8.35)
Zavedeme-li parametry

Wy =~ = &4 Wy =0y =38.3, (8.36)

mutzeme matici ( 8.32 ) zapsat jako
Aw) = exp(lza)aﬁl “ﬁj. (8.37)

Snadno se Izerps\wdcit, Ze transformace, pro kteca, = 0, tvai
podgrupu vilastni Lorentzovy grupy, jiz je pochopiajrupaSQ(3)
generovana generatojrozmernych rotaciR, jiz jsme se dostatee
vénovali jiz v UTU.

Odpovidajici matice maji kvazidiagonalni tvar

1 0 0 O

A(R)= (8.38)

0
0 R
0
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Porovnanim s formuli ( 8.27 ), resp. ( 8.29 ) vidjrhe natdeni o Ghel
@ kolem osyn odpovidaji parametry

ap =0, Wy :¢£jklnl ; (8.39)
resp., Zze posouvani rychlostve snéru n odpovidaji parametry
@, =un, w, =0 . (8.40)

Z formuli (8.28), ( 8.31), ( 8.34 ) nalezneme glementy matit®
maji tvar

(1) 1y =% (8.41)

kde na pravé stré&nvystupuji elementy invariantniho tenzoru@du
174, =i(g™gf - of o) . (8.42)
povSimréme si, Ze plati

| B = PO = @B W ap (8.43)

Z formuli (8.37 ) az ( 8.42) vidime, ze fiad infinitesimalnich
transformaci nabyva vztah ( 8.9 ) tvaru

X"“:Xﬂ—af)(_ (8.44)

Na zaklad komutanich relaci ( 8.35 ) snadno zjistime, Ze matice

1|W| WM 2N 2,
i (8.45)
S8l po =M N

komutuji se vSemi generato80(3,1).
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Témto velcinam jsou v libovolné ireducibilni reprezent&(3,1)
piifazeny nasobky operatoru identity.

Hodnoty €chto nasobk je mozno vyuzit ke klasifikaci ireducibilnich
reprezentaci.

Ireducibilni reprezentac®((3,1) se vSakastji specifikuji zadanim
hodnot jinych paramair

K tomu zaved’'me veltiny

1 .

Iy =5 (M, +iN,),
1 (8.46)

J'(l)EE(Ml—iNl).
Komutaini relace ( 8.33) jsou pak ekvivalentni relacim
BT L |
Iy Iy | =iewdy
_‘J(jz)"Jl((z):| :igjkl‘]l(z) ; (8.47)
IETE T -
_J(l),J(z)]_o.

Veliciny j(l), 3(2) tedy mizeme formala identifikovat jako dva

nezavislé impulsmomenty.
Ireducibilni reprezentac®((3,1) pak ukujeme zadanim velikosti

téchto impulsmomerdt
Tj. D 91" oznauje (3 + 1) (§ '+ 1) roznErnou ireducibilni
reprezentac(3,1), v niZ veking J(Zl), resp.J(zz) je pitazena

jednotkova matice vynasobena faktorgp# 1), respj (j '+ 1).
VSechny konénérozmeérné ireducibilni reprezentace obdrzime, kdyz

nechame parametjyj 'nezavisle probihat vSechny nezaporné celé a
polocelé hodnoty.

Pritom kazda z vedin Jf,, J¢, je reprezentovana hermitovskou
matici.
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Z definice ( 8.46 ) pak vidime, Ze v libovolné kon&ozmerné
reprezentaci jsouiffazeny generatbm M, matice hermitovské, ale
matice odpovidaji generaton N, se od hermitovskych liSi faktorem
Tedy s vyjimkou trivialni reprezenta@®?, adna konnérozmsrna
reprezentac€0(3,1) neni unitarni.

Jde o pimy disledek nekompaktnossi((3,1): Az na trivialni
jednoroznérnou reprezentaci jsou vSechny ireducibilni unitarn
reprezentace libovolné nekompaktni grupy nekoér@zmerné.

Z definice ( 8.46 ) dostavame

1
4

8.48
1 ( )
4

Z formule ( 8.45) pak vidime, Ze vektorova repréaee je

ireducibilni reprezentadD(%’%).

Omezime-li se v libovolné reprezentaci gri§(3,1) pouze na
operatory odpovidajici elemém z jeji podgrupysQ(3), obdrzime
reprezentaci grupgQ(3).

Z definice ( 8.46 ) dostavame pro generatory téupy vyjadeni
M=J, +J (8.49)

® “0@ -

Z komuta&nich relaci ( 8.47 ) vidime, i predstavuje celkovy
impulsmoment, obdrzeny komposici dvou nezavislych

impulsmoment 3(1), Jia-

Z pravidel o skladani impulsmomédrje pak zejme, Ze ireducibilni
reprezentac® Y1) grupySQ(3,1) pedstavuje z hlediska gruBO(3)
direktni sodet

op® (8.50)
3=

jejich ireducibilnich reprezentaci.
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Nep‘ehlédréte, Ze Zadna ireducibilni reprezentace gr8Y3) neni
v ireducibilni reprezentaci gru®Q(3,1) zastoupena vice nez jednou.

Nakonec je&t uved’me vztahy mezi maticemi odpovidajiciéstému
nataeni, resp. boostu a maticemi odpovidajicimi jedwyath druhim
inverze:

PA(n,¢)P=A(n,g),
PA(n,v)P=A(-n,v), (8.51)
TA(n,#)T=A(n.9),
TA(n,v)T=A(-n,v) (8.52)

Globalni a lokalni symetrie; Kalibra¢ni pole

Ve fyzice se upldiuji symetrie dvojiho druhu :

a) Globalni symetrie - & jiz se jedna o symetrie prostoesu
(invariace vzhledem k postim v prostoru &ase, prostorovym
rotacim, Lorentzovym transformacim a pod.), neboitini symetrie
(invariance wdéi jinym nez prostoréasovym stufim volnosti - nap
transformace izospinu).

Z pozadavku invarianceiwi globalnim symetriim plynou (podlety
Noetherové)izné zakony zachovani, magnergie a hybnosti.

b) Lokalni symetrie - invariance ci transformacim, které jsou
prostor@asov pronenne (zavisi na s¥obodu, v 8mz kalibra&ni
transformaci provadime).

Pri lokalnich (kalibr&nich) transformacich se v rovnicich pole
objevuji ugité pridavnécleny obsahujici derivace paranietr
transformace. Pozadujeme-li zachovani invarianicetakové
transformaci, jereba pro odstrami téchtocleni zavést odpovidajici
kompensujictleny, které je mozno interpretovat jak&aké pole.
Pozadavek invariance vzhledem ke kakinien (lokalnim)
transformacim tak vede Kippmnosti kompenzujicich polf* -
novych interakci.
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Zakladnim vychodiskerkalibra ¢nich teorii je theze, Ze vSechny
¢tyti zakladni interakce vifrodk jsou disledkem pozadavku
invariance teorie &i prislusnym kalibr&nim transformacim. V ramci
kalibratni teorie lze formulovat kvantovou elektrodynamikde
elektromagnetické pole se obdrzi jako kaldmigpole i pozadavku
invariance lagrangianu volného spinorového pdi@ bkalnim
transformacim faze z grupy(1)) i Einsteinovu graviténi teorii
(gravitani pole zde vznika z pozadavku invarian@éivokalnim
kalibracnim transformacim prostafasu - Poincaréova grupa).

Kalibra¢ni pole v kalibr&nich teoriich jsou primag'nehmotna”

(jejich kvanta maji nulovou klidovou hmotnost), gezadekvatni pro
pole elektromagnetické a gravitd. Fi budovani teorie napslabych
interakci v rdmci kalibrénich teorii to vSak Zjsobuje utité potize
pramenici z toho, Ze tyto interakce jsou zemtitovany
intermedialnimi bosony (WW~,Z°), které maji diky kratkému dosahu
interakce zné&ng velkou hmotnost (desitky GeV}jc Tuto potiZ se
poddilo preklenout mechanismem tzapontanniho naruseni
symetrie, coz je modifikace lagrangianuii miz sice lagrangian i
pohybové rovnice maji nadaléyodni danou symetrii, ale vlastni
nag. pohyb v centrahsymetrickém poli nemusi bytip
nesymetrickych p&gateenich podminkachibec symetricky). Toto
spontanni naruseni symetrie pakispbuje, Ze fislusné kalibrani

pole bude efektivivystupovat jako pole s nenulovou hmotnosti, aniz
by se porusSila kalibgai invariantnost.
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AV AV

Obr.8.1: Znazornéni mechanismu spontdnniho naruSeni symetrie v kalfaénich

teoriich.

a) Pro efektivni potencial tvaru jednoduché symé&é&iamy s jedinym minimem je i zakladni
stav symetricky.

b) Pro takovy tvar symetrického efektivniho potehc#akladni stav polé jiz symetrii

nema.

c) Pohyb kuléky pustné gesre po ose do sklenice s prodkautym dnem ilustrujeifpad,

kdy navzdory tomu, Ze rovnice pohybu kKidy, patatesni podminky i tvar sklenice jsou
symetrické, kongny stav tuto symetrii nema: ktka se po dopadu do metastabilni polohy ve
vyvySeném sedu dna vzdy skutéli do prohlubn st€ny - predchozi symetrie se spont&nn
narusi.

Podstata mechanismu spontanniho naruseni syneiguyba
znazorrgna na obr. 8.1. Na obr. 8.1a je znazampotencialni energie
(efektivni potencial) skalarniho pofeo hmotnostjs a vazbové
konstang A s jednoduchym (modelovym) lagrangianem

_1 2_,u_2 z_i 4
L=2(8.) -9 -70" (8.53)

Efektivni potencial
2

V(g)=Lp' —44¢4 (8.54)

ma (prog/ > 0) tvar symetrické potencialové jamy, v niz
nejvyhodrjSi energeticky stav odpovida pgli= 0. V gipad, ze
efektivni potencial by &l tvar

V(9)=-L g7 -2 4" (8.55)
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(odpovidajici pipaduz/ < 0), bude mit potencialova jama tvar podle
obr. 8.1b, takze minimM(¢) jiz nebude odpovidat sta = 0, ale
pole

¢:¢0:¢%. (8.56)

| kdyz potencialV(¢) je nadale symetrickyidi zmeéné znamenka

symbolicky fredstavujici stav pole se vzdy skutali do jednoho z
minim - obr. 8.1c).

Po naruSeni symetrie se spektrédmstic (hmotnosti excitaci) ¢ni.
V uvedeném jednoduchéniipads by se pi ¢ = 0,/ < 0 jednalo o
teorii tachyori s imaginarni hmotnosti

d?v

i (9=20)=

=-u<0 (8.57)
=0y

zatimco po naruseni symetriecbeerec hmotnosti excitaci skalarniho
pole stava kladny:

d?v

17 = 2.7, (8.58)

$=@

(4 =4,) =

Zakladni myslenk&liggsova-Kibbleova mechanismuedy spdiva v
tom, Ze do lagrangianu kalildra teorie se zavede pomocné skalarni
pole (Higgsovo pole) s takovym interam potencialem, aby doslo
ke spontannimu naruSeni symetrig¢@mz vSak lagrangian jako celek
by zistal kalibr&né invariantni. Potom se kalibfai pole budou
efektivré chovat jako pole s nenulovou hmotnosti. Kéaiwho se v
teorii objevi navic tzvHiggsovy bosony- skalarnicastice s

nenulovou klidovou hmotnosti, pochazejici z pomatnykalarnich
poli.

Ukazuje se tedy, Ze teorie vSech fundamentalntehnakci Ize
jednotre vytvaret v ramci kalibranich teorii liSicich sefpdevsim
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kalibra ¢ni grupou. Kalibratni teorie tak tvéi zaroveas vhodnou
zakladnu prssjednocovani interakci dva typy interakci s
kalibraénimi grupamiG; a G, Ize sjednotit tak, ze vytiome
kalibracni teorii s kalibrani grupouG, obsahujici grup®; x G, jako
svoji podgrupu. B konstrukci jednotnych teorii slabych, silnych a
elektromagnetickych interakci je tato zakladni ideplntna
predpokladem, Zeipd narusenim symetrie vSechny vektorové bosony
zprostedkovavajici interakce byly nehmotné. Po spontamrd@mseni
symetrie (vlivem vzniku konstantnich skalarnichipotelém
prostoru) vSakast vektorovych bosdrziska hmotnost afislusné
interakce se stanou kratkodosahovymi - symetrid niemymi typy
interakci se porusi.

a) Globalni symetrie

S kazdou symetrii vifrock se poji gktery zakon zachovani, a tento
zakon zachovani je touto symetrii definovan.

Energie je veliina, ktera se zachovava vzhledegakovému posunuti,
tj posunuti v osé

Protoze obechplati

2

o°r
mﬁz—gradV\{o(tr) (8.59)

kdeW, je potencialni energie, @i symetrii vzhledem k tokdasu
(homogenitaasu)

W, =W, (r), (8.60)
Cili
oW,
P =0, (8.61)
ot

muzeme okamzét psat
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o°r dw
Mot (8.62)
neboli
dw
maa‘t’ =-—". (8.63)

Metodou separace pr@mmych postup&dostaneme

ma—rav:—dV\{), (8.64)
ot

a tedy

mv ov = —dW. (8.65)

Integraci pak ziskame zakon zachovani celkove enkngotného bodu:

”“_"2+v\/p = konst (8.66)
2

Zakon zachovani hybnosti plati pouze tehdy, platavic symetrie
vzhledem k posunuti v prostoru, tj. posunuti v bsqg, z (izotropie
prostoru):

ow
P — 0. ( 8.67 )
or
Pak ovSem
o°r
m—- =0, 8.68
e ( )

coz po integraci da vskutku zakon zachovani hylbnost
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mv = konst (8.69)

V kvantové mechanice platfgvodni vztah mezi zachovavajicimi se
¢tyfvektory popisujicimi stavastice a stav viny, ve tvaru:

EY (w
Pl = pl & | (8.70)
py ky
P, Kk,

Zakon zachovani impulsmomentu jéem symetriemi vzhledem ke
trojrozmérnym rotacim, tj. rotacir®Q(3) v rovinachxy, xz, yz
Spincastice je veliina ucena Lorenzovou symetrii, tj. rotas((3,1)
V rovinachxt, yt, zt

Mame tak v pirodé celkem 10 globalnich symetrii.
b) Lok&lni symetrie

K tomu, aby &jaka diferencialni rovnice mohla hrat roli pohybové
rovnice v ramci kvantove teorie je nezbytné, abjedealo o rovnici
prvnihofadu véasoveé prornneé.

Tedy jestlizey (r, t) ma byt vinovou rovnici popisujici @}
reprezentaci stav jedda@sticového systému v okamzikypotom musi
vyhovovat rovnici typu

oy(r,t)
ot

i7

=Hy(r.t). (8.71)

Kde hamiltonian jizZ neobsahuje Zadn@msovou derivaci.
Protoze impuls volnéastice je integralem pohybu, musi hamiltonian
sphovat komutani relaci

[ﬂﬁ]:o. (8.72)
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Energie voln&astice je jejim impulsem jednozimg& uréena.
Tedy vinova funkcey(r) stacionarniho stavu uvazovatéstice
s impulsenp musi vyhovovat rovnicim

Py, (r)=p g, (),

. (8.73)
Hy, (r)=Ew, (),

kde

Prvni z nich vyZaduje, aby
i
W, (r)=v, eXp(%p mj, (8.75)

jestlize jsme vinovou funkay(r) popsali stav uvazovarg@stice ase
t =0, potom

G (rt) =4, (1 )exr{—%Et}wp exp{—%(p 0 - Et)] (8.76)

je reSenim rovnice ( 8.71 ) které jsme interpretoaojvinovou funkci
stavucastice waset.

Snadno sefeswdéime, ze tato vinova funkce vyhovuje Klein —
Gordono¥ rovnici.

Na zaklad principu superpozice tak dospivame kéay ZereSeni
pohybové rovnice odpovidajici jakémukoli stavu alastice musi
vyhovovat K-G rovnici ( 6.197 ).

Na druhé stra¥) derivujeme-li podl€asu ok strany rovnice ( 8.71),
zjistime, ze libovolné jejieSeni vyhovuje rovnici

Lhz%ijw(r,t):o. (8.77)
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Tedy libovolnéreSeni pohybové rovnice ( 8.71 ) bude vyhovovat K-G
rovnici, pokud pro Hamiltoiiv operator plati

H2 = -72c%A + m3c’, (8.78)

tj. pokud uvazovany hamiltoniargrstavuje druhou odmocninu
Z operatoru vystupujiciho na praveé stan

Pokud by poloh&astice pedstavovala Gplnou mnozinu
pozorovatelnych, tj. pokud by (r, t) byla jednokomponentovou
vinovou funkci, potom by tato odmocningefdstavovala nelokalni
operator.

Pokud se tedy nechceme st nelokalnimi operatory, musime
piijmout, Ze pro uvazovanatastici jeji poloha Uplnou mnozinu
pozorovatelnych netvd

V této situaci se ukazuje nesmivyhodnym pouzit formalismus
vicekomponentovych vinovych funkci.

Pody (r, t) budeme tedy v dalSim rozéimednosloupcovom-iadkovou
matici

w(rt)= (8.79)

wl(.r,t)

Ve formuli ( 8.78 ) je pak miky rozun€no, Ze na pravé strastoji
direktni sodin operatoru explicith uvedeného s jednotkovou matici.
H? je tedyctvercovan-radkova diagonalni matice, jejiz vSechny
diagonalnitleny obsahuji diferencialni operator stojici navgratrag
(8.78).

Pokud nebude hrozit nedorozémi, budeme podobné zjednodusSené
ozn&eni pouzivat i na dalSi operatory.

Z veligin, které gipadaji v Gvahu, maji rozén energie pouzenc a

cP = —incl.
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Mozna zavislost n& je pozadavkem lokality omezena na
polynomialni.

Vyraz na praveé stran 8.78 ) pedstavuje polynom druhéliadu, takze
jeho omocnina je alespgolynomentadu prvniho.

Snadno nahledneme, ze polynom prvridau VP, ktery by mohl
reprezentovat operatdt, musi mit nutd tvar

A =nel| “F |+ gMC| =iy 2 ipme, 8.80
CK jﬂi } |cZa o +f m ( )

kde elementgtvercovych matia@;, B jsou bezrozrérne konstanty
nezavislé na@, coz zarduje, ze

Lo, R |=[B.R]=C (8.81)

Samosdruzenost hamiltonianu tedy vyzaduje, abyredécea;, B byly
samosdruzené:

)
p %
)

B.

(8.82)

a.
p
z vyjadeni ( 8.80 ) dostavame

hZCZZa ak +B°mc*- Ihcz Ba, +akB) o

j k=1
(8.83)
odkud vidime, ze pozadavek ( 8.78) je gplprav tehdy, kdyz matice
Oy, B vyhovuji relacim

{a } 25”( ,
{a,.8} =0, (8.84)
B> =1.
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Pokusme se nyni zkonstruowatercoven-radkove matice vyhovujici
vsem vySe uvedenym pozadéwk

Jaka je minimalni hodnotg pro kterou Ize tyto pozadavky splnit?
Z formule ( 8.84 )vidime, ze

B=02=1, =123 (8.85)

J

a tedy vlastni hodnoty kazdé z hermitovskych mati@ mohou byt
pouzetl.

Navic, s vyuzitim invariance stopy& cyklickym permutacim faktdr
z téchto relaci dostavame

Trp=Trpo’ =Trapa,=-Trae’p=-Trp, (8.86)
a tedy musi platit

Trp=0. (8.87)
Zcela analogicky zjistime, Ze rosn

Tra, =0, j=12,%, (8.88)

Tedy paet vlastnich hodnot +1 kazdé z maticp musi byt stejny jako
pocet jejich vlastnich hodnot —1.

To je vSak mozno splnit pouze pro sudée

Snadno se tezgswdcime o linearni nezavislosti mat, .

V opanem gipadt bychom mohli nap maticif} vyjadit jako linearni
kombinaci

B:Zajaj. (8.89)
j=1

Diky ni by vSak musela platit relace
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3 3

Bzzgaj% = apo, :%Zq{s,aj}, (8.90)

=1 =1

coz ovSem neni mozné,neldwy nebyly spliny posledni 2 rovnice
(8.84).

Libovolnouctvercovou dvoiadkovou matici Ize vyjéit jako linearni
kombinacictyt linearré nezavislych matic, za kteréireme nap zvolit
jednotkovou maticll a Pauliho matice

_(O 1) _(0 —ij _(1 O]j
6, = , 6,5 , 6,5 , (8.91)
1 0 I 0 0 -

pro které plati (srov. UTU)

6,6, =0, tlg, 0 , (8.92)

]

a tedy vyhovuji komutaim relacim

[6,.6, |=2€y0, (8.93)
a antikomutanim relacim

{6,,0}=20,. (8.94)

Pauliho matice takiedstavuji trojici linearéinezavislych matic, kterée
vSechny vzajemhantikomutuji, ale kazda z nich komutuje

s jednotkovou matici.

Pron = 2 tak neexistujétverice linearg nezavislych a vzajengn
antikomutujicich matic, tj. nelze splnit pozadavek3498).
Libovolnouctvercovoudtyifadkovou matici Ize vyjéit jako linearni
kombinaci Sestnacti line&mezavislych matic, za které Ize zvolit hap
direktni sodiny vySe uvedenych matic dviadkovych.

101, ¢;U1, 10e;, o,Ug, . (8.95)

J J
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Prvni z nich pedstavuje matici jednotkovou.

Snadno nahlédneme (&tai uwdomit, ze Pauliho matice maji nulovou
stopu a kvadrat kazdé z nich je jednotkovou matkeikazda ze
zbyvajicich patnacti je hermitovska, ma nulovoypsta kvadrat roven
jednotkové matici.

Kteroukoli z mation;, f miZzeme tedy bez Ujmy na obecnosti
identifikovat s matici

sscgmz(l Oj (8.96)

0 -1)

kde kazdy element v poslednim vyrazegstavuje submatici 2 2.

Z anikomut&nich relaci ( 8.94 ) vidime, ze s touto matici korutuje
trojice matico;lJ o .

Protoze tyto matice také vSechny navzajem antikajuihizeme
identifikovat

J J G. O

J

_ (0 o, o ]
a =o,o = , ]=1,2,%, (8.97)

cozcasto zapisujeme jako

3 0O o
a=0c, o= s ol (8.98)

Matice definované formulemi ( 8.96 ), ( 9.97rggstavuji tzv. Pauliho
reprezentaci Diracovy algebry (8.84).

Explicitni konstrukci jsme ukézali, ze pna= 4 existuji matice,
vyhovuijici relacim ( 8.82 ), ( 8.84).

Samozejng, Ze také vSechny matice, které s nimi souvidegiviolnou
unitarni transformaci, budou vyhovovaize relacim, neligde o
vztahy invariantni &¢i témto transformacim.

DuleZitou skuténosti je, Ze v fipac n = 4 plati i tvrzeni opmé:
libovolnactverice matica;, B vyhovujicich relacim ( 8.82 ), ( 8.84),
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souvisi se&tverici matic definovanych formulemi ( 8.96 ), ( 8.97 )
unitarni transformaci.

Ctvetice matica;, B vyhovuijicich relacim (8.82), ( 8.84 ) existujag
tehdy, kdyzn je cel@iselnym nasobkem 4.

Kazdou takovout@tverici Ize unitarni transformacirpvést na
kvazidiagonalni tvar, vémz kazda ze submatic na diagonéle je dana
pravou stranou formule ( 8.96 ), resp. ( 8.97).

V pripact n = 4 gredstavuji vztahy (8.71), ( 8.80 ) slavribuacovu
rovnici volnécastice

oy(r,t)
ot

i7

=(<ino M +pme )y (r,t). (8.99)

Ma-li Diracova rovnice fedstavovat relativistickou pohybovou rovnici,
musi mit stejny tvar ve vSech ekvivalentnichfadaych soustavach.

Paul Adrien Maurice Dirac (1902 — 1984)

Pro tuto vlastnost se uziva ternkimvariance rovnice

Pro vySeteni splnitelnosti této podminky je vyhodné rovi{igio9 )
nejprve nasobit nesingularni mati

Muzeme ji pak napsat jako

jyu 9 __MC =
(w o hjw(q) 0, (8.100)

kde Diracovy gama-matice
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(8.101)

V terminech Diracovych matic nabyvaji pozadavky84d) tvaru
antikomut&nich relaci

{v*.v'} =20 (8.102)

A hermicita ( 8.82) je ekvivalentni vztam

0t —,,0
v (8.103)
Y=,
které, diky ( 8.102 ) dZeme zapsat téz jako
oYy =y (8.104)

Uvazujme d¥ inercialni vztazné soustavy, které spolu souviseji
Lorenzovou transformacy, tj. sodadnice, kterymi vdchto soustavach
popisujeme tentyz gtobod, spolu souviseji vztahem

q“=N,d < d=N"d". (8.105)

Jestlize gjaka fyzikalni skuténost je v néarkované soust&popsana
funkci ¢/q), potom tutéz skutmost popiSe pozorovatel v soustav
carkovaneé funkci

@' (d)=S(A)y(aq), (8.106 )
kde S(A\) je matice pifazena transformadi v n¢jakeé reprezentaci
Lorentzovy grupy.

Ekvivalence uvazovanych s@dnych soustav pak vyzaduje, aby funkce
Y a ' vyhovovaly stejné pohybové rovnici.
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Tedy Diracova rovnice fize hrat tlohu relativistické pohybové rovnice,
pokud existuj&tyiroznerna reprezentace Lorentzovy grupy, v niz je
elementu/ prifazena matic&A) takova, Ze funkce ( 8.106 ) vyhovuje
rovnici

(iy“———](/l’(q') =0, (8.107)

praw tehdy, kdyz funkce(q) je feSenim rovnice ( 8.100 ).

V takovem pipad totiz mizeme postulovat takoveé transforna
vlastnosti¢tyrtkomponentové vinové funkce, které ponechaji tvar
Diracovy rovnice nezgmén:

[iS(/\)y”S‘l(/\)%—%jw'(q’) =0, (8.108)

je shodny s ( 8.107 ), pokud

_ 0 0
S(A)y“SHA)—=¢" 8.109
(N7S* (N 3o =7 57 (8109)
Z formule ( 8.105 ) vSak vime, ze
a, :/\V”i, (8.110)
aq"” oq”

a tedy pedchazejici pozadavek je sfhprav tehdy, kdyz plati
S(A)y“S™H(A)=7v"A*, (8.111)
coz je ekvivalentni se vztahem

SHA)YS(A) =N y". (8.112)
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Kazdy element vlastni Lorentzovy grupyibeme jednozriaé zadat ve
tvaru ( 8.37 ) pomoci Sesti nezavislych paraiety; .

Ozn&ime-li, v souhlase s vzitou konvenci, matice odgday¢i
dvojnasobku generatiot “? v hledané reprezentaci ja5”, potom
Lorentzow transformaci\(«) je v této reprezentaciipazena matice

S(w) = exp(iz a)aﬂz”ﬂj . (8.113)

Vzhledem k tomu, Ze vSechny ka@né transformace izeme obdrzet
iteraci transformaci infinitesimalnich, &t@e i vySetovani
splnitelnosti podminky ( 8.112 ) omezit na ¥aly prvnihorfadu vw.

Z formuli ( 8.112), (8.113), ( 8.37 ) pak vidinZe tim se uloha
vySeteni invariance Diracova rovnicé&dl Lorenzovym transformacim
redukuje na Ulohu zjistit, zda existuji matE#, které by (do vetin
prvnihofadu va) vyhovovaly vztabim

LI T PELI N R B)
(1+4a)aﬁ>: jy (l 4a)a/3)2 j Y 2%;32(' )(W)y.

(8.114)
S vyuzitim formule ( 8.108 ) snadno zjistime, z2@dgpozadavek
muzeme vyjadt ve tvaru

[Z”ﬁ,y”]IZi(gﬁ”ya —g””yﬁ). (8.115)
Na zaklad antikomutgnich relaci ( 8.102 ) a algebraické identity
[AB,C]=A{B,C} -{AC B (8.116)

pak zjistime, Ze matice
T = 'E[yﬂ,w] (8.117)

tomuto pozadavku vyhovuiji.
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Zbyva ovSem dokazat, Ze odpovidajici matice ( 8)1skit&ne
predstavuji reprezentaci vlastni Lorenzovy grupy.

Zavedeme proto matidd ,N , které by v uvazované reprezentaéiyn
odpovidat generatdm M, N vlastni Lorentzovy grupy:

M K Elgkuzu EEZK = _I_5k|m“ O s
4 2 4 )
; (8.118)

Z formuli (8.96), (8.98), (8.101) vime, zeulao reprezentace
maticey” ma tvar

i 1 o]
Y =o,11=

0 -1)
(8.119)
_ O o
=1lc 6 — .
v 2 5 0
V této reprezentaci je tedy
- 0
M=2106=2° 7|,
2 2|0 o
| (8.120)
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(8.121)
a tedy matice ( 8.118 ) skut@ reprezentuji generatory vilastni
Lorentzovy grupy.

Z téchz relaci rové&z vidime, Ze pokud je libovolnyjednotkovy vektor,
potom

(2nM)" =(2nN )" =1. (8.122)

Tedy pootdeni kolem osy, resp. specialni Lorentzéwransformaci
podél této osy je v uvazované reprezentééapena matice

S(n,¢):exp(i¢nl\7l): ex;{i%nzj: co%+in): si% (8.123)
resp.

S(n,v):exp(iunN): ex;{i%mj: cosltg—na sinlg (8.124)
.

S(nv)= 1+¢ 1-—1 Vg , (8.125)
25 1+¢c

kde

2
g Coim :,/1—%. (8.126)

PovSimréme si, ze pro matice ( 8.120 ) plati

T:M’
T:N,

<>

(8.127)

)
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a
My ]={Ny)=0. (8.128)

Tedy nalezend reprezentace vlastni Lorentzovy gsiggyneni unitarni,
ale zato matic&A), odpovidajici libovolnému elementu této grupy
vyhovuiji relaci

v°S'(A)y° =S (A). (8.129)
Ze vztali ( 8.128 ), je vskutku evidentni, ze této reladneyuji matice
(8.123), (8.124).

Na druhé strahvime, ze libovolnou Lorentzovu transformaci Ize

obdrzet komposici dvou nateni a jedné specialni Lorentzovy
transformace, tj. libovolnou z matic ( 8.37 ibeme vyjadit ve tvaru

A(w) =N\ (n,@,)A(n,u)A(n,.8,). (8.130)

To ovSem znamena, ze také matice odpovidajictrgsformaci
v libovolné reprezentaci musi byt vyjétélna v analogickem tvaru, tj.

S(A)=9(n.¢,)  n.u) § n.8,). (8.131)

A tedy ve zkonstruované reprezentaci vyhovuje r€l&8cl29 ), nebt
(v°) =1. (8.132)
Podivejme se tedy, o jakou ze reprezentaci viastr@ntzovy grupy se

jedna.
K tomu st&i, kdyz si u¢domime, Ze matice

J(l)E%(M +|N), (8.133)
o) E%('Q' -iN)
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maji v Pauliho reprezentaci tvar

_1{ o6 o _1l(o o
Odtud je ihned vi&, ze matice
, _3(1 - _3(1 1

nejsou nasobkem matice jednotkové a nalezena ez tedy neni
ireducibilni.

Snadno se vSak@gs\wdcime, Ze je Ize absouwtasre diagonalizovat
pomoci matice

1 1
TE%@ _:J:T‘l, (8.136)
a [itom
3(0 0 3(1 0
TIZT =2 . TIAT == . 8.137
S 4(0 1) @ 4(0 o] ( )

Tedy maticemB5(«) je realizovana reprezentace

D3 o pl#9, (8.138)
Veli¢iny, které se transformuji podle této reprezentaeaazyvaji
bispinory.

Na zaklad relace ( 8.104 ) snadno zjistime, ze pokud bispg{q) je
reSenim Diracovy rovnice ( 8.100 ), potom diracovs#tyuzeny bispinor

@(a)=¢'(a)y° (8.139)

941



942

vyhovuje rovnici
.0
-2 (q)y -@(q) =0, (8.140)

kterou mizeme ekvivalenthzapsat ve tvaru

[i(—y”)T%—%C}UT (q)=0. (8.141)

Transponovanim obou stran rovnosti ( 8.102 ) destenantikomuténi
relace

{(‘Y”)T’(‘Y”)T} =2g"". (8.142)

Musi tedy existovat unitarni mati€e(zvanadSchwingerova matice,
pro kterou plati:

C(y*) c'=—y~. (8.143)

Z formule ( 8.140 ) pak okaméividime, Ze
Ye(a)=C@'(q) (8.144)
vyhovuje Diraco¥ rovnici

[(iv“)%—mﬂwc (a) =o0. (8.145)

Rikame, Ze&eSeniyc (4) je nabojo¥ sdruzené keSeniy(q).
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K tomu, abychom nalezli konkrétni vyjahi maticeC, si nejprve
povSimréme toho, Ze jiz sama moznosepisu antikomuténich relaci
(8.102) do tvaru

{(-v*).(-v)} = 20" (8.146)
zaruwtuje existenci unitarni matiog , takove, ze plati

YsY“Ys =", (8.147)
coz je totéz, jako

{57} =0. (8.148)

Z antikomut&nich relaci ( 8.102 ), jergjmé, Ze satin vSechityf
y-matic (nezavisle na padi faktofi) antikomutuje s kazdou z matft
a tedy pozadavku ( 8.147 ) istyhovuje matice

¥s =iyt = -ifﬂmv”v”v"v“ =-o'a’a’= -éfjk.ajaka' -
(8.149)

Kazda unitarni matice antikomutujici se vséhgimi y-maticemi se od

ni maze lisit jen fazovym faktorem.

V dalSim budeme pog rozuntt matici definovanou formuli ( 8.149).

Takto definovana matice je nejen unitarni, ale tadwnitovska, tj. plati

nejen

Yo =Vs (8.150)
ale rovrez

vl =7., (8.151)
a tedy
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(vs) =1. (8.152)

V Diracow reprezentaci je
0 1
= _ 8.153
Ts (1 O) ( )

Porovnanim s formuli ( 8.147 ) vidime, ze matickaj)dvého sdruzeni
je pozadavkem ( 8.143 )dena, az na libovolny fazovy faktor.
V diracow reprezentaci dostavame pro tuto matici vigdnd

C=iy%’ =ia,, (8.154)
neboli
0 0 0 1
(0 o, 0 0 -10
C=i = : (8.155)
o, O 0O 1 0 O
-1 0 0 O

Z Pauliho teorému vime, Ze pokud mattepredstavuiji jakoukoli
reprezentaci Diracovy algebry &tpm vyhovuji podminkam hermicity
vyjadienym relacemi ( 8.103 ).

Potom existuje unitarni matidetakova, ze

Y= Ay*AT (8.156)
kdey” jsou vySe uvaZované matice v Diracova reprezentaci

Z definice maticeys je Zejmé, ze fi pirechodu od Diracovy reprezentace
k jiné reprezentaci definované unitarni transforimac

v -y (8.157)

prechazi
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s — Vs =ATA'. (8.158)
Matice nabojového sdruzeni ma v této noveé reprezettar
C'=ACAT, (8.159)
tj.

C' =iy %y °AAT. (8.160)

Matice ( 8.155 ) je antisymetricka, kteradzto vlastne invariantni
vzhledem k transformaci ( 8.159 ), a tedy v libowoteprezentaci plati:

C'=-C. (8.161)

Na zaklad téeto relace se pak snadnep&dcime, ze

C@:(a)=¢(q), (8.162)

a tedy vyrok ,prvni bispinor je naboj®sdruzeny ke druhemu“ je
ekvivalentni s vyrokem ,druhy bispinor je ndbajadruzeny

K prvnimu®.

Elektricky naboj se nam tak objevuje v teorii ¢ahioz nic, jakozto
dusledek invariance kvantove vinoveé funkce vzhledebhotenzow
transformaci.

Analogicky tomu, nas Diracova rovnice informujexasgencicastic
s pol@iselnym spinem.

To vSak jedt neni zdaleka vSechno.

ZapiSme si Diracovu rovnici ve tvaru

q

(ih%ﬂhuﬂﬂ—[}mczj =0. (8.163)

O

— /—\A’-\
O

~— e e
|

O

SEEE
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KazdéreSeni rovnice
Py, (r)=py,(r) (8.164)

|ze vyjadit jako linearni kombinaaityi funkci:
: i :
%;,—(f)=U(p:J)exr{%p mj, =123, (8.165)

kdeU(p; j) je libovolnactverice lineark nezavislych jednosloupcovych
matic.
Pritom skalarni sotin

[0, ) [0 ) @ =(2m)U b1 6 )b 7). (8.168)

Kazdé nenulovéeSeni rovnice ( 8.164 ) je tedy takeé vlastni funkci
kvadratu hamiltonianu ifslunou k vlastni hodnde®.

Vlastni vektor hamiltonianu, ktery je zardvelastnim vektorem
operatoru hybnostiifslusnym k vlastni hodnép, musi spiovat
rovnici

AU(IO;IOO)eXp(I%p mj:cp(p P:p) ex;f'%p mj, (8.167)
a tedyU(p; po) musi bytreSenim algebraické rovnice

H(p)U (pi po) = caU (P ), (8.168)
kde

H(p)=calp+p mc. (8.169)

Je hermitovska matice, jejiz vlastni hodnoty jSeodsné s hledanymi
vlastnimi hodnotami hamiltonianu.
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Diky antikomutg&nim relacim, kterym vyhovuji matioe (3, dostavame
H?(p) =cPp®+mc’= E, (8.170)

srov. ( 8.73).
Nulovost stopy matia, (3 zarkuje, ze

TrH(p)=0. (8.171)

Z poslednich dvou rovnosti jiz vidime, ze vlastnimadnotami matice
H(p) jsouzE, a @itom kazda z nich je dvakrat degenerovana.
Dospivame tak k z&wu, Ze kazdy stav diracovskastice se zadanym
impulsemp je popsargtyrtkomponentovou vinovou funkci, kterou je
mozno vyjadiit jako superpozici dvou funkci

r= u(p;j) ex il | =12 :
Wy, (1) Tomyne) p(hpmj, i=1¢, (8.172)

kde jednosloupcové maticep; j) vyhovuji rovnici
H(p)u(p;j)=Eu(p;j) (8.173)

a podmince ortogonality

u (p; j)u(pii) =N(p:j)dy . (8.174)
diky niz je
(41,0 =5,56 ). (8.175)

Ze vztahu ( 8.99) vime, ze pokudye (r) je jakykoliv vlastni vektor
hamiltonianu pislusny k vlastni hodndt, potom nabojovym
sdruzenim z &ho obdrzime vektor téhoz operatotispusny k viastni
hodnot —E.
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Specieli to musi platit o bispinorech ( 8.172 ), jez majpisovat stav
diracovskésastice s impulserp.
Ctyrkomponentova funkce

RN () e | 1
(wp;j( ))C \/m p( P mj, j=1 (8.176)
kde
v(pij)=uc(p;j)=Cpu’(p;j) (8.177)

je vlastnim vektorem hamiltoniandgiglusejicim k vlastni hodnotE.
Jako takovy je nuthortogonalni ke vSem vlastnim vekiar tohoto
operatoru pdtcim ke kladnym vlastnim hodnotam.

Musi tedy platit

ng;k(r)(wp;j(r ), dt =0, (8.178)
a tedy
u'(p';k)v(p;j)d(p+p')=0, (8.179)
neboll

u'(p'sk)v(-p; i) =0. (8.180)

Z formuli ( 8.167 ), ( 8.168), vidime, Ze jednagtoova matice(p; j)
vyhovuje algebraické rovnici

H(-p)v(p;i)=-Ev(p; ). (8.181)

u(p; j), resp.v(p; j) jsou tedy vlastnimi vektory hermitovské matice
H(p), prislusejici k vlastni hodn®g, resp. E.
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Relativisticka kvantova mechanika tategpovida existenci jakéhosi
zrcadlového prejsku ¢astic, vyznaujiciho se zapornymi frekvencemi
(pohybem v inverznimiase) a opaym nabojem.

V predchazejicim jsme vitl, Ze bispinor pifazeny volné nehmotné
diracovske&sastici s danou helicitou je vlastnim vektorem megic.
Praw proto se o matioys hovai jako o operatoru chirality.

Vyjdéme z trividlniho posehu, Ze kazdy bispinor Ize zapsat ve tvaru

Y=g+, (8.182)

kde jednosloupcové matice

1
Yr = §(1+75)w ,

1

l//L 25(1_75)40 )

(8.183)

pokud jsou nenulové fedstavuiji vlastni vektory chiralityislusnée
k vlastnim hodnotam +1, resp. —1.:

Ys‘/lR = l//R d

8.184
Y5‘/l|_ = ‘l/’L . ( )

Rozklad ( 8.183) je invariantnfi libovolné vilastni Lorentzay
transformaci, tj. plati:

(r), = (). OADVLG, (8.185)
kde
(wR)/\ = S(/\)(//R )

(%)R E%(l""Ys)w/\ ’ (8.186)
W, =S(\)y .
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Obdobné vztahy plati mezi levéteymi ¢astmi bispinao.
K dikazu tvrzeni si sta uvédomit, ze

[v6, 2] =[vs.e] =0, (8.187)

tji. ze maticeys komutuji jak s operatory rotaci, tak s operatavgdti.
Na druhé strahvdak matices ay’ navzajem antikomutuji, takZzéip
prostorové inverzi si pravatva a levot@iva slozka navzajem vyéni
roli, tj.

(l//R)p :(l/lp)L ’ (8.188)
l//L)p :(¢/P R’

kde

wp570¢- (8.189)

Hermitovska maticgs ma nulovou stopu a jeji kvadrat je roven matici
jednotkové.
Diky tomu existuje reprezentace Diracovy algebalizevana maticemi

v ETyRT!, (8.190)

kdeT je takova unitarni matice, ze
1 O
= : 8.191
Vs EO _:J ( )

v takové reprezentaci maji matigg , resp.¢4 nenulové pouze horni,
resp. dolni d& komponenty, takze maji tvar

W =m, W, :(O] , (8.192)
0 X
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kde¢ ay jsou dvodadkoveé matice.
Tomuto pozadavku vyhovuje napnatice ( 8.136 ), kterouimeme
napsat téz jako

T:ﬁ(yng):&(yOwS), (8.193)

Odpovidajici reprezentace Diracovy algebry se naezkiralni, nebol
Weylova
Matice ( 8.190 ) v ni maji tvar

()
A7)

Generatory rotaci, resp. boostu ( 8.118 ) pak mtgto reprezentaci tvar

(8.194)

(8.195)

Ve Weylow reprezentaci se tedy horni, resp. dolni komponenty

bispinoru transformuji jade(O’%) , resp. D(%'O) :

Tato skuténost je gitom nezavisla na tom, jakou realizaci Diracovy
algebry vyuzivame.

Proto je vyhodné v terminech Weylovy reprezentagadit Diracovu
rovnici ( 8.100 ):

(i0,v* —x)w(a)=0, (8.196)

kde « je reciprok&d hodnota Comptonovy vinové délky.
Vynasobime-li ji maticis , vidime, ze je ekvivalentni s rovnici
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(0,7 —«)vsw(a) =0. (8.197)
Se‘tenim a odé&enim poslednich dvou rovnic dostavame vztahy

i0,v“ws(a)=xw, (qa),

_ (8.198)
|aﬂyﬂ‘//|_ (q) - KQUR(Q) ,

které v chiralni reprezentadtqalstavuji soustavu rovnic

i(0,+ 0 = :

(2, +Do)o(a) = xx(a) (8199)

(0, +06)x(a) =xe(q)

pro dvoukomponentové spinogy X.

Nepehlédrme, Ze vazbu mezimito dwma rovnicemi
zprostedkovava pouze parameirtakze v pipact nehmotn&astice se
tato soustava rozpada nasdwezavisl@Veylovy rovnice

(0, +0s)e(q)=0,

8.200
(8, +0a)z(q) =0 (8:200)
Kazda z nich je invariantnii¢i vlastni Lorentzow grups.
Pti prostorové inverzi si vSak navzajem w§tmji tlohu.
Pokud tedy od pohybové rovnice pozadujeme invaripmgze Vici
vlastni Lorentzo¥ gruge, potom kazda z rovnic ( 8.200 )ize byt sama
o sol& kandidatem na pohybovou rovnici piéstici s nulovou hmotou a
spinem 1/2.
O odpovidajictastici se pak hovbjako oweylovskécastici.
Zdurazréme, Ze zatimco k popisu stagliracovsk&astice patebujeme
¢tyrtkomponentové vinové funkce, vipad weylovskécastice
vystatime s dvoukomponentovymi.
Snadno totiz nahlédneme, Ze polovina ze vSecli stavkterych se
mutze nalézatastice diracovska, je pro weylovskéastici zakdzanych.
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Zatimco helicita diracovsk#&astice nize nabyvat hodnatl/2,

v pripad ¢astice weylovské je to kdupouze +1/2, nebo -1/2 .
Neni bez zajimavosti, ze sam H. Weyl, ktery swoyjinici publikoval
roku 1929, ji jako kandidata na pohybovou rovnevihl, prae

z divodu, Ze nevyhovovala pozadavku pravo-levé symetrie

Jeji fyzikalni vyznam tak mohl byt docamaz tehdy, kdyz v polovén
padesatych let experimentalni data agrokazala, ze pravo-leva
symetrie je v firodé obecr narusena. Zedkteré Firodni zakony
nejsou symetrickeigi prostorové inverzi.

Ukazme si nyni invarianci Diracovy rovnice vzhledkmnitarnim
transformacim, konkré#ji vzhledem ke grupU(1).

Témto transformacim odpovid&giateni vinové funkce

W - e (8.201)

Pri této transformaci tedy nahrazujemievpdni vinovou funkciy,
piretatenou vinovou funkciy’ pro kterou plati:

W' =ye. (8.202)
Snadno sefeswdéime, ze pro kvadrat normy pak plati

(W) - wewe =(py). (8.203)
Vuci této transformaci je Diracova rovnice safea invariantni
(ndsobime konstantou), st&jgpako kterakoli jina pohybova rovnice
kvantové mechaniky.

Podivejme se ale jak se situaceimmjestlize bude parametrobecr
funkci mista &asu, tj.

a=a(rt). (8.204)
V tomto gipact hovaime o lokalni symetrid(1), ozn&ované jako
U(l)loc .

Snadno o@t nahlédneme, zZ&daustota pravégbodobnosti seiptéto
transformaci
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Y =ye (8.205)
opct zachovava:
W) - e e = (yly). (8.206)

VInova funkcey/’ jiz neniteSenim fivodni Diracovy rovnice, nelso
kalibraéni transformacé(1),,. zavisi na prostot@sovych sotadnicich.
uhodneme, ze abychom zachovali kakimianvarianci Diracovy
rovnice vzhledem k symetfi(1),., budeme do ni musetigat dalsi 4
kompenzuijici pole.

Provedeme-li zasmu parcialnich derivaci za derivace kovariantni,
predpisem

9,-D,=0,+—A, (8.207)

da se ukazat, ze Diracova rovni@gstane kalibréné invariantni
vzhledem k transformacitd(1),. praw tehdy, pokudd, jsou
komponentytyipotencialu.

Onim hledanym kompenzujicim polem je pole elektrpnedicke, jak si
podrobrji ukazeme ihned v nasledujici kapitole.

SymetrieU (1), podle ¥ty Noetherove bude souviset§akym dalSim
zakonem zachovani.

V tomto @ipack se jedna o zakon zachovani elektrického naboje.
Pro diracovskouwastici v elektromagnetickém poli tak dospivame k
rovnici

(iv*D, -« )w(a) =0. (8.208)

Snadno se lzerps\wedcit, ze pro kazdéeseniy (q) této rovnice
vyhovujectyirproud

i“(a)=cp(a)y“w(a) (8.209)
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rovnici kontinuity
0,j(q)=0. (8.210)

U

Pauliho rovnice

ih%gﬁ(q):[(cﬁ—eA(q))m+ﬁ mé+ ¢( Qﬂw( d, (8.211)

kde
¢=A, (8.212)

pii Pauliho reprezentaci Diracovy algebmegstavuje soustavu rovnic

5 ®(@)=[ (e -ea(d)x(q +(me+ g( Yo ( b
2 x(a) =[ (cP-ea(d) B g+ (- mé+ g( H)|x( h

(8.213)
pro dvoukomponentoveé funkee, x, tvorici horni, resp. dolni
komponenty bispinorg.

V obecném fipact predstavujey néjakou superpozici stacionarnich
stawi diracovské&astice.

V nerelativistickém fipadt budou k této superpozictippivat vyrazgji
pouze ty stavy, jejichz energie ma hodnotu blizk@mergii klidove, a
tedy bude

.. 0
|ha)((q):mc2)((q) . (8.214)
Pro nepiliS silna pole bude

(-me+ & (9)x( 9=- mex( ¥. (8.215)
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z druhé rovnice ( 8.213) v tomtéipadt dostavame

X(Q):ﬁ(cﬁ—eﬁ\(a))cdﬂcj. (8.216)

V této aproximaci se pak formule ( 8.213 ) redukngerovnici

9 1[( - i
|ha¢(q):{%{(P—%A(q)jﬁs} +ep( g+ mé}d)( q.(8.217)
Na zaklad relaci ( 8.92 ) dostavame

- e " (s e, ) @
HP—EA(q)jc} —(P EA(q)j —CB(q)Es, (8.218)

a tedy rovnici ( 8.218 ) fizeme pepsat do tvaru

ih%cb(q) :{i(ﬁ’-EA(Q)T -uB(q)6+ep( g+ mé}q’( q,

C

(8.219)
kde

U=— (8.220)
2mc

je magneticky moment diracovskastice.

Vidime, Ze je orientovan ve, resp. protigmjejiho spinu v zavislosti na
tom, zda je nabita kladn¢i zaporre.”
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Elektromagneticka interakce

Pasobeni | vybérové (naQe # 0)

Dosah nekone€ny

Symetrie | U(1)c

IM ¢éastice| y - foton

Pasobeni interakce:Elektromagneticka interakce ygherova
interakce Pisobi jen na&éastice s nenulovym elektrickym
nabojem.

Dosah interakce:Nekoneény, existuji radidni ¢leny s
intenzitou pole ¥/ tj. s intenzitou energie rf/ které neubyvaji
ani v nekonenu. Tyto ¢leny odpovidaji elektromagnetickym
vinam.

Symetrie interakce: Kazda ze zakladnich interakci podléha
urcité symetrii, ktera je pro ni typicka. Pro elektragmetickou
interakci jde o symetrii,ipkteré se rovnice kvantové teorie pole
neznéni, nahradime-li vinovou funkci jinou vinovou
funkci,vynasobenou komplexni jednotkou. Jde tedy o

transformaciy - wexpia(t x.y.z)|. Z matematického

hlediska se jedna o pogeni vinové funkce, nebolienitarni
transformaci, gednimparametrem (Ghlema), ktery mize byt v
kazdém bod casoprostorutizny (zavisi nd, X, y, z - takovéto
transformace nazyvantekalni). Matematici proto tuto
transformaci oznauji U(1),q.. Jejim gimym disledkem je
existence a zachovani elektrického nabojkdy se proto
zkracert hovai o kvantové teorii elektromagnetického pole jako
0 U(1),oc teorii.

Intermedialni ¢astice Symetrie je popsana jednim volnym
parametrem (Uhlem ateni«), kterému odpovida jedina
intermedialnicastice - foton. Foton ma nulovou klidovou
hmotnost. Plyne to z relaci neéitosti mezi energii vyslané
intermedialnitasticemc a dobou, po kterou itte byt mimo
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objekt. Ma-li mit interakce nekotiey dosah, musi mit
intermedialnicastice nulovou hmotnost.

Trocha historie

To, ze jevy elektrické a magnetické maji spoteu podstatupbjevili
ve svych experimentech a teoretickych pracich MitRaraday,
Andre Marie Amper, Hans Christian Orsted, Heinititdrtz,
Guglielmo Marconi. Zavrseningghto praci byldeorie
elektromagnetického poleformulovana Jamesem Clercem
Maxwellem a Heinrichem Hertzem. DneSni podoba Mdbowégch
rovnic pochazi od Olivera Heavisidea. Maxwell spganozpoznal, ze
s\Wtlo je pricné elektromagnetické wni. Mezi tiznymi
souadnicovymi systémy se Maxwellovy rovnice transfojinmomoci
Lorentzovy transformace. Pr&wdliSnost transfornéich vlastnosti
Maxwellovych rovnic od rovnic newtonovskeé mechanilegla ve
svych disledcich ke vzniku specialni teorie relativity.

Hans Christian @rsted (1777 — 1851)

v~ s

které vyuzivame k popisu makroskopickychtjeselhavaji i popisu
mikroswta. Byl teba novy, kvantovyipstup k popisu je, ktery
vyuziva nekomutujicich objektTo je nutné, usdomime-li si, Ze
napiklad sam akt eni neni komutativni gzné vysledky
dosadhneme, z&ime-li v mikroswté nejprve rychlost a poté polohu
castice, nebo provedeme-liéheni v obraceném padi. U zrodu
kvantové teorie stali Max Planck, Albert Einsteinywin Schrodinger,
Werner Heisenberg, Louis de Broglie, Wolfgang Pavhx Born a
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mnozi dalSi. Prvni verze kvantovych teorii (Schmgérova rovnice,
Heisenbergova maticova mechanika) byly nerelatckist K
relativistické kvantové teoriiigspeli zejména Klein, Gordon (Klein-
Gordonova rovnice pré&astice s nulovym spinem) a Paul Adrien
Maurice Dirac (Diracova rovnice pt@astice s poléiselnym spinem).
Praw Diracova rovnice, jako rovnice vhodna pro popis elektronu,
znamenala dalSi zvrat v elektromagnetické teoaijdjim zaklad
predpowdél Dirac existenci pozitronu, prvni atéistice. Na zaklad
Diracovy rovnice byla vybudovana kvantova elektinoaipika. Za jeji
tvorbu ziskali Richard Philips Feynman, Julian Siclg&r a Sin-Itiro
Tomonaga Nobelovu cenu v roce 1965.

Tvurci kvantove elektrodynamiky

\

ullan Seymour Schwinger (1918 — 1994)

Freeman John Dyson (1923) Shin'ichiro Tomonaga (1906 — 1979)

Doplnime-li do Diracovy rovnice symettil(1),,. objevi se firozenou
cestou v rovnici pro elektron dalSi pole - elektemymeticke pole.
Praw dophovani symetrii do rovnic se dnes stalo zakladnim
zpasobem tvorby novych fyzikalnich zakinthovaime o tzv.
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kalibracnich teoriich teoriich postavenych na transfoniach
symetriich fyzikalnich zakar). Prvni takto vytvéenou teorii byla
kvantova teorie elektromagnetického poléP.A.M. Dirac, Richard
Phillips Feynman). Komplikovany aparat kvantové&igdby!
zjednoduSen do grafickych zkratek, které dnes zn@mdenazvem
Feynmanovy diagramy. Podle kvantove teorie pole je
elektromagnetické pole kvantovano, zakladnim kvarjeefoton,
ktery sodasre tvori vyménnoucastici zprostedkujici
elektromagnetickou interakci. Elektricky naboj {;&n pritomnosti
par elektron-pozitron ve vakuu. Dostaneme-li se k ietaiu na velmi
malé vzdalenosti, jeho naboj roste. Pozorovanytetdk naboj je
stirtny naboj, skutény naboj nazyvame holy naboj elektronu.
Zakladni konstanta interakce (elektricky naboj)iaki ve skut@nosti
konstantni, ale imi se v zavislosti na energ@istic ¢im
energetttéjSi castice, tim blize elektronu se mohaibpzit).

Feynmanovy diagramy

Feynmanovy diagramy jsou zastupné graficke zkrptkyjednotlive
¢leny rozvoje rovnic kvantove teorie elektromagrietito pole do
rady. Kazdéemu diagramu odpovida konkrétni matematugkaz a
pro sestavovani diagranplati jednoducha pravidla.

Zakladnim diagramem
elektromagnetické interakce
je diagram s jednou

elektronovd VT ,
\\E linie _~" elektronovou linii (libovolné
inie
S wrehol generace), jednou fotonovou
tanoud S linii a jednim vrcholem.
nrng Tento diagram rizeme

’ libovolné spojit deformovat

a skladame zatno
elektromagnetickede.

VesSkeré&sastice se ve

elektron Feynmanovych diagramech
pazlron pohybujidoprava Sipky na
D liniich neznamenaji pohyb,

ale rozliSuji meztéasticemi a
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anticasticemi. Sipka doprava
znamen&astici (zde
elektron) a Sipka doleva
antiastici (zde pozitron).

N pmemmee——- -1

' L
— D
f;‘ll______. _____ JFH

Do interakni oblasti mohou
vchazet libovolné&astice.
Napravo vylétavajéastice po
interakci. Najdeme-li jakykoli
zpiusob pospojovaniastic
Feynmanovymi diagramy,
nalezli jsme jeden mozny
kanal reakce.

Zakladni diagram elektromagnetické interakce lterpretovat Sesti

zpasoby:

4 —

- e -

%, It
L
A

&
o
1, o

e T
o

emise fotonu| absorpce fotony emise fotonu| absorpce fotony

elektronem elektronem pozitronem pozitronem
~_ o
SN AL, .-‘u.i
_,d—F‘rf/ Hﬂ‘—m

anihilace paru
elektron pozitron elektron pozitron

kreace paru

Typické elektromagnetickeé procesy

Pacet vrchoti diagramu odpovida padi v odpovidajicfack a

amplituda pravé&podobnosti &t s kazdym dalSim vrcholem klesa v
pomeru, ktery nazyvame&onstanta jemné struktury
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e’ 1
a= = :
4re,nc 137

(8.221)

Jedirg linie s volnymi konci jsou skut@écastice, které lze
registrovat v nasSichifstrojich. Linie, které zdnaji a koii ve vrcholu
odpovidaji tzv. virtualnindasticim, které nesfliji Heisenbergovy
relace neufitosti. Tytoc¢astice nikdy nerizeme registrovat v
pristrojich (nemaji volné konce linii), jde rédgad o intermedialni
¢astice. Uvd'me rekteré jednoduche Feynmanovy diagramy:

e+éd »>e+é

~ e (elektron pozitronovy
rozptyl)
f_ . Dva zakladni kanaly

e reakce v druhéradu
) Feynmanovych diagrain
"3 " | Odpovidajici pispsvek k
A —g | Weinnemu ptifezu reakce

spcaital v roce 1936
Bhabha bez pomoci FD.

e +y — e +y (elektron-

~ foton)
WF‘W/' Comptoriv rozptyl

g Dva z&kladni kanaly
reakce v druhérfadu

e, i .
’ ”:%E Feynmanovych diagraim
é’f Ly
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B~ v Anomalni magneticky
moment elektronu.

@ Vakuovy diagram.

ww@um Diagram polarizace vakua.

— b Diagram vlastni hmotnosi
%55 elektronu.

e+te—»e+te
(Coulomhiv zakon)
Dva z&kladni kanaly
reakce, jde o

g 8 diagramy druhého
fadu se déma
vrcholy. Modra
8,— e, oblast je ¢erna
skiinka" - oblast
interakce. Bzn¢ se
v diagramech
neoznéuje. Pozdji
uvidime kvantové
opravy ke
Coulombovu
zakonu od slabé
interakce.

By
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etu—e+u
(elektron-mion)
Existuje jediny

®F— 7 diagram 2radu.
?/ Odpovidajici
prispivek k
p u¢innému piirezu

reakce spdéital v
roce 1932 Moller
bez FD.

Predpoxdi nerelativistické kvantové teorie jsou v nedgyx dobrém
souladu s experimentem ve vSeéfpadech, kdy se jedna o stavy,

v nichz klidové energiéastic dominuji nad vSemi ostatninfigpevky

k celkové hodndtenergie.

Navic, v gchto gipadech bylo mozno malé odchylkiedpowdi teorie
od velice pesnych experimentalnich ddigsat na vrub zanedbavanych
relativistickych korekeci.

Tento nazor byl nejen deédfyzikalnt motivovan, ale vyznanin
podpden zejména skutaosti, ze jiz zaptieni odpovidajicich oprav

v nejnizSimradu vedlo vesis k podstatnému zlepSeni souhlasu
piedpodi s experimentalnimi daty.

Bylo proto Firozené ¢ekavat, ze dalsiho zlepSeni bude dosazeno, kdyz
se pod# problem adekvathformulovat v ramci relativistickeé kvantové
mechaniky.

Naradé konkrétnich probléfhzejména z oblasti spektroskopie se
ukazalo, ze totodekavani bylo plé opravrené pokud jde o jevy
dominované klidovou energitiglusnychcastic.

Je takka nemyslitelné, Zze by Slo o pouhou nahodu.

Mame proto dvody predpokladat, ze relativisticka kvantova mechanika
adekvatg popisuje velké mnozstvi stranek fyzikalniheétav

Na druhé strahje Zejmé, ze kvantova mechanika niete poskytnout
ramec pro adekvatni popis uplwSech stranek fyzikalni reality, a to
zcela nezavisle na tom, zda se jedna o teoriiak&eti neni plre vnitiné
konzistentni z hledisk&sté matematického.
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V tomto gipack totiz neni podstatné to, Ze jde o teorii kvantq\wadabrz
ze jde o mechaniku, tj. o teorii, v niz je systé@mdem uéen zadanim
poctu a druli ¢astic, které tento systém o

Jinymi slovyie¢eno, mechanika jefedstavuje teorii, ktera npousti
zadné procesy ipnichz by dochazelo ke zmam pd@tu a druti ¢astic,
a to ani vlivem vgjjSich poli, ani v dsledku interakce mezi jednotlivymi
casticemi systému samotného.

Ve skuté€nosti vSak v firodk negeberné mnozstvi prétakovychto
proces probiha.

Vzdy pri tom jde o procesy, v nichz dochazi keém@m energie
jednotlivychcastic tak velkym, Ze jsou srovnatelné s klidovoargn
n¢kterécastice, tj. procesy probihaji daleko od nerelaiiskgho rezimu.
Je dolde si gipomenout, Ze relativistické kvantova mechanikanana
zasadni problémy prévehdy, kdyz se ji pokusime aplikovat na vySe
nazn&eneé oblasti.

Z vySe popsanychiagtodd, je vSak fakt, Ze relativisticka kvantova
mechanika festava byt vninh¢ konzistentni pr&vv téchto oblastech,
MOoZno povazovat za jeji klad.

Signalizuje totiz, Zeifigdstavuje aproximacifaké bohatsi teorie.
Teorie fyzikalniho systému, jehoz stavy budou obsahiizné p@ty
¢astic a pitom v procesech dominovanych nerelativistickymmem
bude dynamika stavu se zadanymitggednotlivych druli ¢astic jen
malo ovliviovana faktem, ze se systéniza nachazet ve stavech

S jinymi paity ¢i a druhycastic.

Jestlize vySe zméma bohatSi teorie ma byt teorii kvantovou, potom
nazn&ena situace fre nastat , kdyz stavy s pévradanym pétem
jednotlivych druli ¢astic jsou zobrazovany elementjakého
podprostoruH , Hilbertova prostortH pritazeného zmimému

systému.

Pokud je dynamika celého systému determinovanaltuanidinemH
potom kvanto¥ mechanicka aproximace popisu dynamiky soustavy
vySe zmignychcastic bude izjm¢ determinovanadjakym efektivnim
hamiltonianemH -, pro ktery plati

H, =PH.P, (8.222)
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kde P je projekni operator na podprostéfp.

Uspsch kvantové mechaniky pak signalizuje, Ze pro tteey

@) OH,, které odpovidaji stém dominovanym nerelativistickym
rezimem jeSeni pohybové rovnice

e ) =Rl )

(8.223)
‘w(to» =|y)
je prakticky ekvivalentni g2Senim rovnice
L) =Felw ),
dt (8.224)

‘w(to» =|y).

Zatimco v pipad® mechaniky je otdzka, zda unioge formulovat
vyroky v terminech opirajicich se o pojetastice” tendr trivialni (je ex
definitione konstruovana tak, aby popisovala chdvaastic), v obecném
pripadt tomu tak ani z daleka neni.

K tomu, abychom mohli v rAmcgjaké teorie adekva#popsat situaci,
kdy v bézném jazyce mluvime o individual&astici, je #ejm¢ nezbytné,
aby fyzikalni systém popisovany takovouto teoriihinoyt ve stavech,
které takovét@astici odpovidaji.

To m.j. znamena, Ze spektrum celkového impulsueages systému
musi obsahovat takové hodnd, Ze

P,P* = nt, (8.225)

kdem je hmota zmi&nécastice.

Z predchoziho vime, Ze v kvantové teorii operator ocathm impulsu a
energie libovolného systému jelba identifikovat s operatory
reprezentujicimi generatory prostéagovych translaci.

V kvantové teorii tedy otazka existence jedmiicovych stal n¢jakého
systému intima souvisi s otdzkou reprezentace griqmncaréna
Hilbertow prostoru tohoto systému.
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Ve skut€nosti jde jen o jeden z aspéWldlicové role, kterou tato grupa
hraje v relativistické kvantoveé teorii.

Praw z tohoto hlediska se nynémujme grug Poincarépornskud
podrobrgji.

Poincaréova grupa

Jules Henri Poincaré (1854 — 1912)

Rekneme, Ze nova stadna soustava vznikla z vychozi transiEei)
pokud je vici ni v klidu, jeji sodadné osy jsou paralelni s vychozimi,
pouze poatek je posunut do mistyal-a jejicasova Skala je posunuta
dopredu o hodnotu &y).

Jestlize sotadnice s¥tobodu maji ve vychozi soustakiodnotux”,

potom z hlediska nové stadné soustavy maji siadnice téhoz
swtobodu hodnotu

X#=x'+d. (8.226)
Je Zejmeé, ze d¥ po solks provedené translaceégqustavuji opt translaci

a [pitom vysledek je nezavisly na faali, v jakém byly zmime dw
translace provedeny.
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Niels Henrik Abel (1802 — 1829)

VSechny mozné takovéto translacertfwyrparametrickou abelovskou
grupu (grupu translaci v Minkowského prostoru)iZiglementy jsou
jednozna&né urgeny hodnotami paraméte” tak, ze

T(a)T(b)=T(a+ . (8.227)

V kazdé reprezentaci této grupy lze tedy operﬁk(n) prifazeny
elementul(a) zapsat ve tvaru

~

U(a) :exp(iaﬂIS”), (8.228)

kde operétoryS” reprezentujici generatory této grupy vsechny
navzajem komutuji

[ﬁﬂ,ﬁw]:o. (8.229)
Translace izeme ovSem skladat také s Lorentzovymi transformace
Jestlize nova soustava vznikne transforn@(ei(wy1)), aa)) z vychozi
tak, Ze nejprve provedeme vlastni Lorentzovu ti@msciA(wa) a po

ni translacil(ag), potom hodnoty sdadnic téhoz sstobodu v nové a
vychozi soustayspolu souvisi vztahem

X4 = AH (a@)x/ ) . (8.230)
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Prejdeme-li z této soustavy &tpdo dalsi, transformaG(A(wy2), a2),
potom v takto vzniklé soust&vbude mit uvazovany &iwbod sodadnice

o)1,

=N (@) A0 (@) + ey |+ gy = (8.231)
=N (@ )+ oty
kde
N (ay) =N (@) A% (@) (8.232)
oredstavuje oft viastni Lorentzovu transformaci a
Bl =N (ad) 8+ 4y (8.233)

Jinymi slovyie¢eno, do posledni soustavy jsme molidjft také pimo
ze soustavy vychozi provedenim nejprve vlastni hizevy
transformace\(wy; ), nasledované translatfa; »).

Tedy vSechny takovéto transformaceif\grupu a nasobeni mezi jejimi
elementyG(A(w), a) je determinovano relaci

S(A(wy).3a) S (@) 20) = AA(@s)A(@)) Al@;) 3+ 2y)

(8.234)
Tato desetiparametricka Lieova grupa se nazyvacoovu grupo.
Vzhledem k tomu, Ze libovolny element Poincaréomypyg mizeme
vyjadrit ve tvaru

G(A(w),a)=G(1,8 A(w),0), (8.235)

bude takeé v kazdé reprezentaci platit analogickgitvmezi
odpovidajicimi operatory
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(8.236)

U(wa)=U(a)U(w).
Pritom vime, Ze operatoryfgazené translacim(a), resp. vlastnim
Lorentzovym transformacimi(«) musi mit tvar ( 8.228 ), resp.

U(w) = exp(i—zwwl\h“”j, (8.237)

kde operatoryP*, M* odpovidaji generatdm tichto transformaci, a
tedy musi vyhovovat komutaim relacim ( 8.229 ), resp.

[M™ M7 |=i(g"M ¥ - g 7+ gfI “ - gl #)  (8.238)
definované pravou stranou formule ( 8.236 ) vyh@iuglacim
(viz. (8.231)—-(8.234))

0(“{1,2)’3(1.3):0(“{3’3(2)0(“%;’%)

| tehdy, kdyz se nejedna o pouhé skladani dvostaan nebo skladani

dvou vlastnich Lorentzovych transformaci.
K tomu, aby tomu tak bylo, musi byt evidefisplrény jeSt relace mezi

operatoryP*a M* , odpovidajici zakaim skladani translaci
s vlastnimi Lorentzovymi transformacemi, tj. muapi platit

(8.239)

U(w,0)U(La)U(-w,0=U(1A(w)a). (8.240)
Zderivovanim této relace peo= 0 dostaneme
U(w)P“U™ (@)= A ()P =N () P, (8.241)
a tedy do vetiin prvnihofadu vw

(1+i§waﬁ|\7|“ﬂjﬁﬂ(1—i—2waﬁl\7| ”ﬁ):ﬁ”+w"vl'3”, (8.242)
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§.

i
—w

> 6| M7 P | = 0, 9P (8.243)

S vyuzitim toho, ZeM* =M * a

0,
0 =0,,04, = 0,59, » (8.244)

oo

odtud dostavame
M~ P? |=i(g"¥P* - g#P"). (8.245)
W B =i )

Snadno se lzefps\edcit, Ze tyto komutani relace, spolu sitve
nalezenymi ( 8.229 ), ( 8.238 ):

[IS",IAD"]=O, (8.246)
[M 3y pa] :i(gﬂoM vo _g,UMA vo gvm“ po _ g"ﬁ/lA ﬂp) . (8.247)

jiz zaji'uji, ze operatory ( 8.236 ) vyhovuji relacim ( 833ro
vSechny elementy Poincaréovy grupy.

Libovolné operatonyP?a M* vyhovuijici komutanim relacim ( 8.245 )
— (8.247) realizuji reprezentaci Poincareovy latge

Zavedeme-li (srov. definice ( 8.34 )) operatory

H=P°, (8.248)
J. s%gk,ml\h m (8.249)
K, =M, (8.250)

muzeme vySe uvedené koméd relace definujici Poincaréovu algebru
ekvivalentrg vyjadkit ve tvaru
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:ﬁj,“k]:[fv, “H]:[B,F—l]:o, (8.251)
3030 =K K =g (8.252)
3P |=ig, P, (8.253)
3K, =i K, (8.254)
K, P |=-igH (8.255)
:R,H“]:—iﬁ . (8.256)

Libovolny vyraz utvéeny z generatdrgrupy, ktery se vSemi generatory
komutuje, musi byt v kazdé ireducibilni reprezentaalizovan gjakym
nasobkem operatoru identity.

Takové vyrazy se nazyvaiasimirovymi operatory.

Prostor libovolné ireducibilni reprezentace grugly fredstavuje
charakteristicky podprostor kazdeho Casimirova @jpeu [Fislusny

k né¢jaké jeho vlastni hodnaét

Hendrik Brug Gerhard Casimir (1909 — 2000)

Diky tomu Ize ireducibilni reprezentace jednaawaaz na ekvivalenci)
urcit zadanim odpovidajicich vlastnich hodnot vSedanislych
Casimirovych operatdr

V pripact Poincaréovy grupy jsme jiz nalezli, Ze generatoagslaci se
vaci vlastnim Lorentzovym transformacim chovaiji jaktgivektor, tj. ze
pro re plati relace ( 8.241).
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Zcela analogicky zjistime, Ze generatory vlastmentzovy grupy se
transformuji jako komponenty antisymetrického tenzruhéhaadu,
tj. plati

~

U (0)M™U (@) =A* (W) A, (@M . (8.257)

Pomoci nich mzeme kBznym zgisobem (nasobenim, kontrakci)
konstruovat dalSi tenzorove vehy.
Tak nap. okamzit vidime, Ze pro operator

P?=P P (8.258 )
plati
|U(w).P?*|=0 (8.259)

a diky komutanim relacim ( 8.246 ) také

[U(a),P*|=0. (8.260)

Tedy P’ predstavuje Casimiv operator Poincaréovy grupy.
DefinujmePauli-Lubanského vektor

~

WH = —%EWWM P (8.261)

Takto definované operatory #pii relaci

~ ~

U (@) WA (w) = A, (W)W, (8.262)

tji. chovaji se uci vlastnim Lorentzovym transformacim jako
komponentytyivektoru, ale také komutuji se vSemi generatory
translaci:
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[Wﬂ,ﬁV]:o. (8.263)
Odtud pak okamztvidime, ze také operator

NP
Wo=W W# (8.264)
je Casimirovym operatorem Poincareovy grupy.

Pro dalSi je uziigné si vSimnout, Zze komponenty Pauli-Lubanského
vektoru lze téz zapsat ve tvaru

Wo=p3
W =A3-[BxK ] (6:269)

Podle teorie relativity jsou vSechny $adné soustavy, které spolu
souviseji ®jakou transformaci péti do Poincaréovy grupy,
navzajem ekvivalentni.

Tedy jestlize gjakému fyzikalnimu systémuipadime ve vybrané
sousta¥ Hilbertiv prostorH , potom tentyz Hilbefiv prostor Ize
priradit tomuto systému v kazdeé soustakterou z ni obdrzime
jakoukoliv transformacG(A\(w), a) O P.

Jestlize z hlediska vychozi soustavy je systénvaritpopsaném
vektorem|¢) O H , potom z hlediska transformované soustavy je ve

stavu, ktery lze popsat vektorem
@Y= U(wa)|@)OH . (8.266)
Pfitom bez Gjmy na obecnostittbeme pozadovat, aby

OperatorU (w,a) musi byt unitarni linearni, anebo antilinearni.

W'

=l - (8.267)
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Protoze spojitou z&imou hodnot paraméiize transformaciG(A(«w), a)
prevést v transformaci identickou, tj. transform@gi, a), nemize

operatorU (w,a) byt antilinearnim.
OperatoryU (w,a) musi respektovat zakon skladani uvazovanych

transformaci.
Pokud by staim byly prirazeny vektory, plynula by odtud podminka

~

0(99)0( ) =0(g.a) (8.268)

kde jsme pro zjednoduseni ozitia

~

U(g(n):o(“{j)’%)) : (8.269)

Jinymi slovyreteno, v takovémtoifpact by operatoryU(g) musely

realizovat unitarni reprezentaci Poincaréovy gm@yHilbertow
prostoruH .

Skute&nost, ze sta¥m nejsou pirazeny vektory, ale paprsky, vede
k tomu, ze dsledky zakona skladani transformaci jsou slabsi.
Musi platit pouze relace

0(915)0( gy ) =exp| ¢ g5.2y) |0( .) - (8.270)

kde ¢(g(z), g(l)) je realna funkce naztsanych parameir tj. operatory

U(g) musf tvdit projektivni reprezentaci grupy.

Ukazuje se, Ze vifpac Poincaréovy grupy se ve skéesti stai
omezit na vySébvani jejich reprezentaci, pokud pod pojmem
Jeprezentace” zahrneme i reprezentace dvdjzéa

Uvedené vysledkyiedstavuji specialniffpad mnohem obeéj
platnych zawru, které hraji élezitou roli i v mnoha dalSich oblastech.

Zde je pouze sttne shrneme: Jestlize unitarni operatang),

definované na HilbertavprostoruH tvori projektivni reprezentady-
parametrické Lieovy grup€s, potom tyto operatory Ize zapsat jako
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U(g(a))=ex iZaaf(aJ , (8.271)

kde a, jsou realné parametry)q, jsou samosdruzene operatory.

Z pozadavku, aby vztah ( 8.270 ) platil pro— O (tj. v blizkosti
jednotkoveho elementu gru®), nalezneme, Ze tyto operatory musi
vyhovovat komuténim relacim

[ X0 X, ] :iZN:c;tX +iC (8.272)
c=1

kde C;, jsou strukturni konstanty grugiy a
C,=-C. (8.273)

jsou realn&isla, ktera musi vyhovovat relacim

N

Z(Cichd+CEdCca+ CCy)=0, abdLl., N (8274)

da™’c
c=1

Pro poslednéleny na prave stra&rkomutanich relaci ( 8.272) (které je
samozejne treba chapat jakor{slusné nasobky operatoru identity) se
uziva nazvicentralni naboje.

Jsou to tedy pouze centralni naboje, které v gkdhotkového elementu
grupy G determinuji odliSnost operaforealizujicich projektivni
reprezentaci téze grupy.

Nékdy ovSem mize jit o odliSnost zcela nepodstatnotedpokladejme,
Ze na prostorud existuje i unitarni reprezentace grupytj. existuji

unitarni operatoryJ (g), pro které plati

0(9)9( %) =0(g) - (8.275)
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Pritom vime, Ze je Ize vyjat ve tvaru
N
U(g(a))=exp i aaf(aJ , (8.276)
(9(a)) Z

kde operatoryX . vyhovuji komutanim relacim

N
XX, =1y CiX .. (8.277)
[*Xo]=1),
definujeme-li
X, =X +&, (8.278)

kde & jsou libovolna pevéizvolena realndisla, potom, snadno
zjistime, Ze tyto operatory vyhovuji komaém relacim ( 8.272),
V nichz

N
Coo=") Cafe (8.279)
b szl: b
a operatory ( 8.271) vyhovuiji relacim ( 8.270/)nichz
N
B9 9)= D _[@(2) +a,()-as(1.3] &, . (8.280)
a=1

Konstanty ( 8.279 ) pochopitéivyhovuji rovnicim ( 8.274 ).
Dulezit¢jSi vSak je, ze pro mnohé grupy zadna jeseni &chto rovnic

neexistuji, tj. neexistuji proéreadné pravé projektivni reprezentace (ij.

takové, které nelze pouhou transformaci ( 8.27@necatoll zmenit
VvV reprezentaci). Lze dokazat, ze tak tomu je npjervSechny
poloprosté grupy, ale také rfapro grupu Poincaré.
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Z uvedeného jeiejmé, Ze pokud se nejedna o pravou projektivni
reprezentaci, potom v okoli jednotkového elemeatodliSnost
projektivni reprezentace od reprezentace naprastalii.

To vSak wibec neznamena, Ze by to muselo platit i tehdy, linédli se
z okoli jednotkového elementu.

Tak tomu obechje jedirg u grup jednodusSe souvislych.

Na druhé strahvsSak vime, Ze ke kazaé-nasobg souvislé grup G
existuje praw jedna univerzalni pokryvaci gru@, tj. grupa, ktera je
jednoduSe souvisla &fmm mize byt homomorféizobrazena né.
Kazda z reprezentaci grudy je bul’ reprezentaci grup@, nebo jeji
vicezn&nou (aZzm-znanou) reprezentaci.

Odtud vidime, ze vySe uvedeny vyrok o tom, ze tojai
reprezentace, pokud nejsou pravymi projektivnimesérivialre lisi od
reprezentaci, je obegplatnym, pokud pod termin reprezentace
zahrneme v fipact vicenasob& souvislych grup i reprezentace
vicezn&née.

Pripomaime, ze jak grupa rotaci kirozmérném Eukleido¥ prostoru
SQ(3), tak vlastni Lorentzova grupa $&yirozmerném Minkowskeho
prostoruS(Q(3,1), jsou grupami dvojnasobsouvislymi.

Odpovidajici univerzalni pokryvaci grupuéehto gipadech tvéi grupa
SU(2), respSL(2,C).

Na bazi Hilbertova prostortl libovolné unitarni ireducibilni
reprezentace Poincaréovy grupyizame utvéit z vektort | p,é’>, pro

které plati

P“|p,&) = p*| p.é),

(8.281)
p, P =p,

kde £ je parametr, kteryisluje réjakou ortogonalni bazi v kazdém
charakteristickém podprostoru spigch vlastnich vektdroperatoru
P~

Z formule ( 8.228 ) pak vidime, Ze pokud jde o @pery reprezentujici
translace, je jejich{sobeni na uvedenou bazi @&mnrivialni:

U(a)| p,5>:exp(ip“ap)| ps) . (8.282)
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Na druhé strahv pripack vlastnich Lorentzovych transformaci
z formule ( 8.241 ) vime, ze

0(@)P*|p.&) =N, (-0) P U(a)| p.€) . (8.283)
tj.

p'U(w) p.é) =N, (-a)P'U(w)| p&) . (8.284)
coZ je totéZ jako

P“O(@)|p.&) =N, (@) P U(@)| p&) - (8.285)

Jinymi slovy, vektorJ (w)

p,é) pati do charakteristického podprostoru
operétorulfﬂ‘ prislusného k vlastnim hodnotam

p“ =N, () p", (8.286)
a tedy ho musi byt mozno vyjéijako linearni kombinaci

U(w)

p,é) =Z A (@ p)|A(@) pé) - (8.287)

Odtud vidime, ze do Hilbertova prostoru kterékqewre zvolené
ireducibilni reprezentace mohou nélezet vektmy), | p',&') jeding

tehdy, existuje-li vlastni Lorentzova transformadey) takova, ze plati
relace ( 8.286).

Diky tomu mizeme vSechny unitarni ireducibilni reprezentace
Poincaréovy grupy roztlt podle Sestiitid ¢tyrvektor invariantnich
vaci vlastnim Lorentzovym transformacim, tak jak jsoiedeny

v nasledujici tabulce.
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Tab. 8.1

Cislo tidy|  Vlastnostityivektori |4-vektork”| Mala grupa

pP'=0,p’=0-p=0] {00} SQ(3,1)

puP'=MEM >0 p”>0| {M.0} SoE)

p.p“=0,p°>0 {1,0,0,1} | SO(2) O T(2)

P P'=M M>0« p°>0| {-M,0} SQ(3)

p.p"=0,p°>0 {-1,0,0,1} | SO(2) O T(2)

PP =M*<0 {0,0,0M} SQ(2,1)

kdeT(2) je grupou translaci v rowin

Pritom kazdy vektop” ze zadané&sidy Ize ziskat vhodnou vlastni
Lorentzovou transformaci z libovolného jiného veutteze tidy.

Speciel® ho tedy nizeme obdrzet transformaci ,standardniho vektoru®
k¥, specifikovaného pro kazdotidu v gredposlednim sloupci tabulky.
Tato Lorentzova transformace ovSem neni zadanioueg” urcena

jednoznéne.
Okamzit nag. vidime, ze pokud je
p* =N*, (a)) k', (8.288)

potom ugité také plati

p’ =N (@)K, (8.289)
kde
N(@) =N\ p) AN w) A\ (k) (8.290)
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a(d;k), resp.A(af; p) je libovolna transformacejivi niz je
ctytvektork, resp p invariantni, tj. plati

N (i K) K = K-

8.291
N, (o5p) P = ( )
Snadno nahlédneme, Zze mnozina vSech vlastnich tzorgrch
transformaci, &¢i nimz je invariantni jakykoliv pevhvybrany
ctytvektorp, tvori podgrupu. Wigner ji nazvahalou grupou W(p).
Neni snad nutno Zdaziovat, Ze do malé podgrupy dvaiznych
ctyrvektort paki rizné transformace.
Podstatné vsak je, Ze pro vSeclitytvektory patici do tézeiidy jsou
odpovidajici malé grupy navzajem izomorfni, feqstavuji pouzeizné
realizace téze grupy.
O kterou grupu se jedna, je uvedeno v posledninopsidabulky 7.1.
Pi pevre zvoleném standardnim vektoru dafidyt mizeme z mnoziny
vSech transformadi(a), které spiuji relaci ( 8.288 ), evidentn
n¢jakym predpisem vybrat transformaci jedinou.
Pro tuto transformaci, ktera je jiz zadanityivektorup urcena
jednoznéng, budeme uzivat symbolu(p).
Zdurazréme jest jednou, Ze to, kterou konkrétni Lorentzovu
transformaci symbdl (p) predstavuje zalezi nejen paale také na vySe
zmingnem Fedpisu.
Nezavisle na jeho vodbovSem vzdy plati

L“, (p) k" = p. (8.292)
Diive zmirgné vektory bazéd budeme nyni identifikovat s
[p.&)=N(p)U(L (D) KE) . (8.293)

kdeN (p) je normaliz&ni konstanta, kterou budeme specifikovat
pozcji, a U (L ( p)) je operator, ktery v uvazované reprezentaci
odpovida vyse uvedené transformiafp).
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Relaci ( 8.287 ) pak frizeme pro libovolnou vlastni Lorentzovu
transformaci zapsat ve tvaru

(8.294)
kde
W (A, p)=L"(Ap)AL( p) . (8.295)
Ale

[(w(ap)] K =[L*(ap)]" [L(R], K=
=[L(ap)]" A% =[L(AR)] (AP’ =K,

(8.296)

odkud vidime, ze transforma®é(A, p) je elementem malé grupy
ctyfvektoruk, a tedy

O(W (A, p))|k,&) Z k&Y (8.297)

kde D,, (W) jsou elementy unitarni mati€(W) pritazené

transformacW v n¢jaké ireducibilni reprezentaci malé gruypk).
Dosazenim do pravé strany formule ( 8.294 ) dostéva

U(A)p.&)=N( p)z Dre (W (A, P)O(L(AD) pE)=
Zfo )l p.&).

(8.298)
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k tomu, abychom nalezli vSechny unitarni ireduaibieprezentace
Poincaréovy grupy st abychom nalezli tyto reprezentace pro malou
grupu odpovidajici kazdé ze Setitl ¢tyrvektorii specifikovanych v
tabulce 7.1.

Pro nas jsou ovSenildzité pouze reprezentace realizovatelné

Vv prostorech, které lze identifikovat s Hilbertouymnostory fyzikalnich
systéni, tj. operatoryP”, reprezentujici generatory translaci, musi
sowasre hrat i tlohu operatdrcelkovehaityrimpulsu této soustavy.
Ctyfimpulsp” = 0 je evident# invariantni Wi vdem vlastnim
Lorentzovym transformaci, tj. jeho malou grupoglepaSQ(3,1).
Vzhledem k tomu, Ze jde o grupu nekompaktni, gdinou
kon&néroznernou unitarni ireducibilni reprezentaci je trivialn
jednoroznérna reprezentacdipazujici kazdému elementu jednotku.
Jiz tento prostinky fakt ma zavazngstedek: Stav s nulovym
ctyfimpulsem pedstavuje vakuum.

Z uvedeneého vypliva, ze zadna relativisticky inaatni kvantova teorie
nemize @ipustit kon€ny stup& degenerace vakua.

Vakuum tak musi byt hiinedegenerované, nebo je stujEho
degenerace nekotry.

Ctytvektor&asového charakteru s kladnou nulovou komponeritou, t
ctytvektorp, pro ktery plati

p,p =nt, gd= E>0, (8.299)

muzeme identifikovat sétyfimpulseméastice s klidovou hmotom > O.
Standardnétyivektor

k* ={m@} (8.300)

je evidentg invariantni wici vSem prostorovym rotacim, kdeztacv
boostu invariantni neni.

Odpovidajici malou grupou tedy je grup@(3), tj. transformace

( 8.295) v tomto fipadt predstavuje rotaci.

Budeme ji nazyvatVignerovou rotaci.

Je Zejmé, Ze pro operator ( 8.258 ) plati
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P?|k,&) = n?| k&) . (8.301)

Z formuli ( 8.265 ), ( 8.300) vidime, Ze v naSetipact je

W°[k,&) =0, (8.302)
W]k, &) =mi| k&), (8.303)
a tedy

W2[k, &) = -n? j( j+1)

k,&) , (8.304)

kdej je celé nebo polocelé nezapotigo,odpovidajici spinu
uvazovan&astice.
Vzhledem k tomu, z&*, W? jsou Casimirovy operatoryfigtanou

formule (8.301), (8.304 ) v platnosti i tehdyyk v nich provedeme
zanenu

k&) = | p.&) . (8.305)

V pripact uvazovanértdy ¢tyrimpulsi mazeme tedy kazdou
ireducibilni reprezentaci charakterizovat zadanimjide realnych
parametii m, j, z nichZ prvni je kladny a druhyezlstavuje &aké celé
nebo polocelé nezaporiisio.

Z relace (8.303) vidime, Ze ke, &) Ize zvolit tak, aby fedstavovaly

vlastni vektor operétorf] [$, kdesje libovolny pevi zvoleny
jednotkovy vektor. Paramefrv uvazované reprezentaci tedy probiha
2] + 1 hodnot, za kteréiweme zvolit{ =, ... ,].

Nebude-lireceno jinak, budeme volit konvenci, kgy e; .

Potom

J,|k,&) =¢&|k,&), (8.306)
J.|k & =a*(j,&)|k. D), (8.307)
kde
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a¥(j.6)=J(i7&)(i £&+1) (8.308)

PovSimriEme si také toho, Ze rovnost ( 8.306 ) Ize s vyadefinice
( 8.293) ekvivalentaivyjadit ve tvaru

~

O(L(PWU (L (p)| pé)= ] pé) - (8.309)

Tedy ket| p,&) predstavuje vlastni vektor operétdf\AS(L ( p))
prislusny k vlastni hodnéimé, kde

W#(L(p))=U L (P)W U L (P)=L ( p)]vﬁ'NA v, (8.310)
pokudR = A(n, ¢) predstavuje libovolné nateni, potom

0(R) =exp(ign LJ) (8.311)

a z formuli ( 8.306 ) az ( 8.308 ) dostavame

k&)=

7

U(R)

&) ke ex{n D) k) =Y ol (R) k)
oy

(8.312)
kde sz’f) (R) jsou elementy ortogonalni matib&’(R) prirazené rotadr
Vv 2] + 1 rozmérné reprezentaci grudyQ(3).

K tomu, abychom skute¢ poznali pravou stranu formule ( 8.298 ), .
abychom dokotili konstrukci diskutované ireducibilni reprezergac
musime jest specifikovat normalizani konstantuN(p) a transformaci

L (p), vystupujici v definici ( 8.295 ) Wignerovy ro@ad/ (A, p).

V obou gipadech to do zrtaé miry gfedstavuje pjeti urcité konvence.
Vénujme se nejprve otazce volby normatizekonstanty.

Pfi ni musime respektovat skatest, ze konstruovana reprezentace ma
byt unitarni, a tedy operatoryifazené jejim generaton musi byt
samosdruzené.
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O vlastnich vektorech samosdruzenych opetd®opak vime, Ze vedle
rovnice

p.&)=p| p.&) (8.313)
musi vyhovovat i podmince
kdef(p) je rejakd, zatim blize nespecifikovana nenulova funkce.

Pripomaime, ze odpovidajici relace uzemosti v prostoru uvazovaneé
reprezentace ma potom tvar

p.&Y=f(p)d.2B(p-p') , (8.314)

d3p j
2Ef ( p) &=

E(pél=1. (8.315)

Z formule ( 8.298 ) ptom dostavame
(A)lP.¢)=

(P 5| ()
Z(D§’2 )) DY (W)(Ap,&"

(8.316)

Apg'),

a tedy diky unitarit operétoi U(A) a maticD?(W) musf platit

1 1
>(P.¢ p.&) =———(AP.£[ADS) (8.317)
IN(p) IN(AD)

kde jsme vyuzili toho, ze diky relaci ( 8.314 ) leai faktor na pravé
strargé formule ( 8.316 ) vymizi pro vSechgd# &’.
Porovnanim s formuli ( 8.314 ) vidime, ze vyraz
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f(p) (8.318)

musi byt invariantni&i vlastnim Lorentzovym transformacim, né€bo
velicina ZEOJ(p - p') vaci témto transformacim invariantni je.

To je jedina podminka, kterou je nutno spinit.

Mezi negastji uzivané volby pat

N(p)= f(p)=1, (8.319)
nebo
N(p)= p) f(p)=—m. (8.320)

Ok¢ maji své vyhody a nevyhody, proto se ani jednielza nebudeme
vyhybat.

Abychom jass odliSili, kdy mame kterou na mysli, budeme kety
definované pravou stranou formule ( 8.293 ) ¢pwat nadale
symbolem p,f} pri volbe ( 8.319 ), kdezto vijpad: volby ( 8.320 )

budeme pro tyto veliny uZivat symbolyp,¢).

Pokud jde o transformati(p), opét se nejastji setkavame se dwma
zpasoby jeji volby:

L(p)=A(-V,v), (8.321)
kde

=P
ves (8.322)

tj. L(p) je Cisty boost.
V tomto gipack se vel€ina odpovidajici operatoru
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W*(L (p))

(8.323)

nazyvakovariantni spin.

Druhym zmisobem volby je boost ve $nu —e; nasledovany pootenim
0 Uhelg kolem téze osy a takovym naémim kolem osy x e; , které
prevede s e; do snéru impulsup , tj.

L(p)=R(p)B(u), (8.324)

kde

R(p) =exp{id[M, sing -M , siig]} exp-igM ;)= (8.325)
= exp(-igM ) exf{-iM ,) |

kde @, & jsou sférické Ghly vektorp a

B(u) =exp{-iuN,} , (8.326)

kdeu je rapidita odpovidajici velikosti rychlosti ( 3), .

coshu = 1 : sinbu=——— . (8.327)
1-v? 1- Vv

Pritom plati

JP

TP =ene) (8.328)

tj. v uvazovanéemippad® predstavuji ketj p,£> vlastni vektory helicita.

Pokud v dal§im budeme chtitizdznit, Ze se nam jedna p&w tuto
volbu L (p), budeme k ozrigni parametrf uzivat symbolu .
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Vzhledem k tomu, Zeffpoustime i dvojznéné reprezentace, nemusi byt
ket|p,&) ve skuténosti uten jednoznéns ani po zadanii (p).

Odstranit tuto zbyvajici nejednozmast vSak néini zadné potize.
Napr. ve zde uvazovanentipad budeme pod operatorem vystupujicim
ve formuli ( 8.293 ) vzdy rozuéh

U(L(p))=R(p)B(u), (8.329)
kde

R (p) = exp(-igd.) exd-193,) =

:exp[iﬁ[j1 sing -3, co¢]} exprig,) (8.330)
B(u)= exp{—iuk 3}
a piitom 9 00 (0, 7, & 0 (0, 2. (8.331)

Ctyfvektor s¥telného charakteru s kladnou nultou komponentou, tj
ctytvektorp, pro ktery plati

p,p*=0, P=E>0, (8.332)

muzeme identifikovat sétyfimpulsem¢astice s nulovou klidovou
hmotou.
Standardnétyivektork:

k*={1,0,0,} (8.333)

je evident® invariantni Wi libovolnému pootéeni kolem osyes, t].
odpovidajici mala grup8((2) tvorenou vSemi moznymi rotacemi
R(€s, 9). | o

Vuci zadnym jinymcistym poot@enimctyirimpuls ( 8.333 ) invariantni
neni.

V sowasné soustay ktera se i vychozi posouva rychlosiv, ma
ctyivektork komponenty
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k' = y(1- wcosd)
= y{cos )
k' =k,

kde jsme uzili standardni zkratku

o L
1-wA

J je uhel svirany rychlost s osouwe; a

=K',
ki =k'—k/W,
k, =k —Wcos?

Z pozadavku

k'®=1

dostavame

cos? = ﬂ )
W

Naslednym poot&enim kolem osy

e, x W
sing

0 Uhel

0 =7+ 23 mod 27 ,
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pripadré doplréenim dalSim poot&enim o libovolny thep 1 (0, 27
kolem osye; pirejdou

K" K- (8.341)

Snadno nahlédneme, Ze Zadna jina nezégapsana kombinace boostu
a natéeni neniize nechat standardétyivektor ( 8.333 ) nezimen.
Odtud je jiz Zejmé, Zze mala grupa je v uvazovanéipgac grupou
tiiparametrickou.

Kazdy jeji element bychom mohli jednozna urcit nag. zadanim
velikosti a polarniho uhlu rychlostt, doplrenym zadanim vyse
uvedeného uhlyg .

Ve skuté€nosti je vSak vyhodi)Si proveést tuto parametrizaci piud
jinak.

Libovolny element malé grupy Ize jednoZn&urcit zadanim paramaeir
a, B, ¢ tak, ze

Ala,B.¢)=S(a.8)R(e,.¢8) , (8.342)
kde

R(e, ¢)=exp(igM,) , (8.343)
S(a,B)=exp i(aA+pB)] . '

a

AN =M, (8.344)
B=N,+M,.

V libovolné unitarni reprezentaci Poincaréovy griggy odpovidajici
operator nizeme vyjadit ve tvaru

O(A(a,B.8))= exp[i(aA +,8I§)} exigd,) | (8.345)
kde samosdruzené operatory
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>
i
oY

1_‘32’

A . (8.346)
B=K,+J,

vyhovuji komut&nim relacim

AB|=0,

J,A|=iB, (8.347)
J,,B|=-iA.

Z prvni z nich okamzétvidime, Ze v uvazovanéntipact lze kety k,é’}
vystupujici ve formuli ( 8.293) zvolit tak, abyegalstavovaly spotmeé
vlastni vektory operétﬁr,&, B.

Na druhé strahvsak z poslednich dvou komuitach relaci plyne

~

exp(i¢33)A exp(—iqﬁs):,& co® —-B sip

exp(i¢d,)B ex{-i¢d,) = A sip+B cop (8.348)

a tedy jestlize kefk,&) =

operatot A, B prislusnym k vlastnim hodnotaay resp.b, tj. vyhovuje
rovnicim

K, a, b,A> je spolénym vlastnim vektorem

P“|k,a,bA)= K|k abd),
Alk,abA)=dkahbd), (8.349)
Blk,abA)=Hkah),

potom pro ket

[k, d,1,4) = exe{ - igJ,) k. a.b ) (8.350)
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plati

P“|k,d,B,A) = K| k &, bA) ,

Alk,d,B,1)=d| k & bA) , (8.351)
: A)=1B| k & bA),

kde

a = acosp — bsinp (8.352)

b' = asing + bcosp

Odtud vidime, ze pokud v prostoru uvazovane remtaze Poincaréovy
grupy existuje vlastni vekta@tytimpulsu gFislusny k vlastni hodnek”,
ktery je sodasre spol&nym vlastnim vektorem samosdruzenych

operatod A,B prislusnym k vlastnim hodnotamresp.b, potom

v ném existuje také vektor, ktery je vlastnim vektoré&gtimpulsu
paticim k téZe vlastni hodnbk”, a gitom je spolénym vlastnim

vektoremA, B prislusnym k vlastnim hodnotaah, b’, definovanym

formuli ( 8.352 ), v nizp miaze mit libovolnou hodnotu z intervalu
(0, 279. V dalSim se omezime pouze rigppda =b = 0 a nazveme

kA)=

>. (8.353)
Odpovidajici reprezentace malée grdp(2) je jednorozmirna a
parametd mizeme identifikovat s vlastni hodnotou operatdsutj. ket
|k, A) vyhovuije rovnici

Jy|k,A) =]k, A) . (8.354)

Z formule ( 8.346 ) navic vidime, ze prg plati relace
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R,k 2)=3,[kA).

. R (8.355)
K, |k, Ay == ,|kA).

Odtud, s vyuzitim ( 8.265 ), jiz snadno zjistime ténto ket vyhovuje
také rovnicim

WOk, A) =W ?|k,A) =1
Wk, A) =W ?|k,A)=0.

)
(8.356)

Tedy ket|k,A) je také spolknym vlastnim vektorem vSechyt
komponent Pauli-Lubanského vektoru, a to takovyen, z

W#[k,A) = Ak*| k,A) (8.357)
a tedy také
W W k,/]>:[(v§/°)2 - (W 3)2}|k,/]>: 0. (8.358)

Uvazovanaiida ireducibilnich reprezentaci je tak charaktesduama
nulovymi vlastnimi hodnotami obou Casimirovych digeri P?, W?2.
Vlastni hodnoty operé\ton.?h3 mohou v prostoru libovolné unitarni
reprezentace Poincaréovy grupy nabyvat pouze celgbb polocelych
hodnot, a tedy parametr vystupuijici v kett*k,A} mutize byt roven

kterémukoliv z celych nebo polocelyéhsel.
Z formule ( 8.342) vidime, ze v diskutovanéiippct Ize matici
W (A, p), definovanou formuli ( 8.295 ), vyjéitljako

W (A, p)=S(a(A, p.B(A, B)R(e,8(A, 1), (8.359)

a tedy odpovidajici operator vystupujici na levarstrovnosti ( 8.297 )
ma tvar
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O(W(A, p)) = exp[ i[a(A P)A+B(A ,p)é}} ex;{ ip(A p)jg]
(8.360)
a diky relacim (8.354 ), ( 8.355) je v uvazovdnyeprezentacich

~

O(w (A, p))|kA)=exdi[a(a,p)A+5(A p)B]I O
explig(A.p)J ]|k/1 )= exfiAg(A p))k4)=

ZDM p))|k,A"),

(8.361)
g.

D,, (W(A,p))=3,, exp(idg(A .p)) . (8.362)

ted y v diskutovanéemifpad transformani zakon ( 8.298 ) nabyva
tvaru

NN((Apg) exp(iAg (A p)) ) (8.363)

0A| p.A)=
Pokud jde o normalizai konstantWN (p), je situace naprosto stejna jako
ve diive uvazovanemifpac castice s nenulovou hmotou.

Pokud jde o transformacti(p), zvolime ji tak, aby co nejvice odpovidala
vySe popsané vollB v pripack ¢astice s nenulovou hmotou: nejprve
provedeme takovy boost rychlosti eyy abyctyivektor ugeny ve

vychozi soustavkomponentamk”={1, 0, 0, }, m&l v nové soustay
komponenty{ p°, 0, 0,p}, nasledovany pootenim o Ghelp kolem téZe
osy a potom provedeme takové riaioi kolem osyp x e; ,aby
odpovidajici vyslednytivektor n&l pozadovanyp meél poZzadovany sgr

p. Presrgji feceno, v daldim pod operétorelﬁ(L ( p)) budeme rozust

U(L(p))=R(p)B(u) . (8.364)
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R(p) = exp(-igd;) exi{-igd,) (8.365)
a
B Eexp(—iu F<3) | (8.366 )

kde £ (0. 79, ¢ 00, 27) jsou sférické uhly vektorp au je rapidita
odpovidajici vySe zmimé rychlosti:

tanhu = w= |p|2_1 (8.367)
|p| +1
g,
2
coshu = ! :|p£|+|1
1-w zp (8.368)
sinhu = hd :|p| _1.
1-w?  2|p|

Ponechavameétendi jako jednoduché cveni, aby na zakladelace
( 8.310) dokazal, ze pro kety

|p.A) = N( p)exp(~igd;) exd~igd,) exp-iuK ;)| k 2)  (8.369)

plati
WO P
?| p,/1>:TP| pA)=A|pA), (8.370)

a tedy kety vystupuijici ve formuli ( 363 daalstavuji vlastni stavy
helicity.
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Zavedeme nyni operatory

(8.371)

piifazené inverzim.
Tyto operatory musi v libovolné unitarni reprezentarentzovy grupy
splhovat relace

PU(A(n.g))P*=U(A(ng)) (8.372)

TU(A(n,v)) T =U0(A(-n,v)). (8.373)

Snadno nahlédneme, ze take skladatdsové a prostorové inverze
transformacemi Poincaréovy grupy obdrzimeétgpupu.

Uvazime-li, ze posunuti stadné soustavy a nasledovanéasovou
(prostorovou) inverzi je ekvivalentntasovou (prostorovou) inverzi
nasledovanou posunutimadqo -a) a Zetasové @’ nasledované
prostorovou {asovou) inverzi je ekvivalentni prostoro¢agove)
inverzi nasledovan&sovym posunutim & (o -a°), vidime, Ze

v libovolné unitarni reprezentaci této grupy musvia platit

P exr(i I5°ao) Pl= ex()i I5°ao)

ﬁex;(—ilsa) P= ex(j I5a) , (8:374)

'T'exp(ilsoao Ti= ex;(—i I5°ao) (8.375)
375

)
'T'exp(—i I5a) T!= exp(—i I5a) .
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V pripack infinitesimalnich vlastnich Lorentzovych transf@oha
translaci nizeme pozadavky (8.372) az ( 8.375) viffadterminech
generatok Poincaréovy grupy jako

PP =i]

PIKP'=-K |

. ) (8.376)
PIPP =P,

PIHP=iH |

TiJT=iJ,

TIKT? ==K ,

A (8.377)
TiPT* =P,

TiIHT™ =iH .

Z poslednich z relaci ( 8.376 ), ( 8.377 )ijejme, ze operator
prostorové inverz&® musi byt linearnim, kdezto operatasoveé inverze
T musi byt antilinearnim.

Tedy relace (8.376), ( 8.377 ) mezi operatoryaepntujicimi inverze a

operatory reprezentujicimi generatory Poincaréaupylze
ekvivalentrg zapsat ve tvaru komutaich a antikomutaich relaci

REGECEL]

T3]={TP ={TK}=[TH]=0. (8.379)

0 (8.378)

Kety k,é’> vyhovujici rovnici ( 8.306 ) iedstavuji spokené vlastni
vektory operétcir{I:I ,33,|5} prislusné k vlastnim hodnotanwf &, O}.

Z komuta&nich relaci ( 8.378 ) okamgividime, Ze totéz je pravdou o
ketu P|k.&), a tedy musf platit

Plk.&)=n"" k&) , (8.380)
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kdevnitini parita uvazované€astice musi spbvat podminku

plynouci z unitarity operétoﬁ?.

K tomu, abychom mohli nalézt vyjéehi pro ketP p,f}, musime
nejprve specifikovat transformalc(p), nebo pesrEji operator
U(L ( p)) vystupujici v definici ( 8.293).

V pripack baze p,é’), tvorené vlastnimi vektoryéti slozky

kovariantniho spinu, tj. kdyz je

|p,&) = N( p)exp(~iwK)[ké) , (8.382)

kdeu je rapidita odpovidajici velikosti rychlosti ( 3), tj. definovana
vztahy ( 8.327 ), dostavame z antikontuiagh relaci ( 8.378 )

P[p.&)= N( p) exd iwv (K ) Bk &)= PP pé) . (8.383)

Pri volbé ( 8.319 ), stejtjako @i volbe (8.320) je spléna podminka
N(p)=N(Pp , (8.384)
¢imz se relace ( 8.383) zjednodusi na

Plp.&)=n'"|Pp.é) . (8.385)
V pripad baze tvéené vlastnimi vektory helicity, tj. kdyz

)= p.A)= N( PR(p)exp(-iK )| k) | (8.386)
kde
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R(p) :exp(—i¢j3) ex;{—iﬂjz) , (8.387)

piicemz sférické uhly vektorp lezi v intervalech? [0, 7 ¢L1(0, 273,
z relaci ( 8.378 ) dostavame

P|p.A)=N( p)R(p) ex.c(iuZS)“Fpm

) ) (8.388)
=n'® (p)R(ﬁ)exp(iuK3)|k,A>

Vzpomeneme-li si, ze
(kA'|exp{=imd, )|k ~A) =3, (97", (8.389)
kdej je velikost spinu uvazovard@stice, vidime, ze
[k, A)=(-1)"" exe{irdd, )|k ~A) . (8.390)
Na druhé strahz komutgnich relaci
13K, |=igK, (8.391)
vime, ze
exp(—iajz)K3 exp(—iajz) =K 5 CO® +K , Sior (8.392)
a tedy
exp(iukg) exp(izﬁz) = ex;éizﬂz) ex(riuKA 3) , (8.393)

coZz nam umaiuje relaci ( 8.388 )igpsat do tvaru
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Plp.A) =" (-0 N(p)R(p) ext{ ird, ) exp—iuKk ;)| k =1) .
(8.394)
Uvazime-li, ze sférickymi uhly sénu —p jsoud’'= 19, ¢'= ¢ xm,

kde horni znaménko plati pgp<sra dolni prog =77, vidime, ze

~

ﬁ(—ﬁ)zexp(—i(;biﬂ)%) exp(—i(ﬂ—ﬂ)jz) , (8.395)

a tedy

~

R‘l(—ﬁ)ﬁ(ﬁ)exp(iﬂjz) = exp(—i (ﬁ—ﬂ)jz) ex;é—i (¢ n)jg)x

I
©
X

S
i
%
|
SL

N
©
X

P
I+,
21

(8.396)
kde jsme vyuZili toho, Ze diky komutai relaci
13,,3,]=13, (8.397)
je
exp(#i7d;) ext{iad,) = expiad,) expsi ) . (8.398)

Diky vztahu ( 8.396 ) Ize relaci ( 8.394 ) ekvival® vyjadit ve tvaru

Plp.A) =" (-9 N(p)R(
=" (-1)"” Ill\l((Ppp))

-p) ext{-iK ;) exfx i )|k <1) =

exp(Fi7)|Pp ~A) ,

(8.399)
ktery se pi splnéni rovnosti ( 8.384 ) zjednodusi na
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Pl p.A)y=n" (-2 exdzim)|Pp -A) . (8.400)

Praw nalezené vysledky dokazuiji, ze unitarni ireduniliéprezentaci
Poincaréovy grupy realizovanou v Hilberégwrostoru stal jakékoliv

¢astice s nenulovou hmotou Ize vzdy doplinit opeextoP, sphujicim
vSechny podminky kladené na operator reprezenfujésitorovou
inverzi.

Pro nehmotnéastice to vsak jiz obeémozné neni.

St&i si uwdomit, Ze z relaci ( 8.378 ) plane

ﬁJﬁEP:—JEPi:, (8.401)

a proto @isobenim operatoru prostoroveé inverze na libovolagtwmi
vektor helicity obdrzime ajp vlastni vektor helicity, ktery vSakiglusi
k opané vilastni hodnét

Z predchoziho vsak vime, ze yvipad: libovolné ireducibilni
reprezentace Poincaréovy grupy realizované na Hdteprostoru
nehmotn&astice nabyva helicita jedinou hodnaitu

K tomu, aby bylo mozno na Hilbertdyprostoru nehmotné&astice
definovat operator prostorové inverze, musi &ra neprezentace
Poincaréovy grupyiedstavovat direktni s¢at alespa dvou
ireducibilnich reprezentaci, z nichz jedna odpovielcit A a ta druha
helicit¢ —A .

Je Zejmé, ze pro jeden pe¥nybrany impulgp mizeme vzdy
pozadovat, aby platilo

Plp.A)=¢|Pp,-4) (8.402)

kde { jecislo s jednotkovou absolutni hodnotou.

Konkrétni volba je oft otazkou pouhé konvence.

Provedeme ji tak, aby byla co nejpod@nvolle, prijaté ucastice

s nenulovou hmotou.

PovsSimriEme si proto, ze prtv # 0 z formuli ( 8.380 ), ( 8.390 ) plyne
relace
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Y|k,A) =7t (-1)"

K,~A) (8.403)

kdej je spin uvazovanéastice a operator

~ ~

Y = exp(—iﬂjz) F (8.404)

reprezentuje zrcadleni v rovifie;,es}.

Pod spinem nehmotrédstice definitoricky rozumime absolutni hodnotu
jeji helicity.

Proto v gipact M = 0 budeme pozadovat

Y|k,A) =7 k-4) pro A=C. (8.405)

Zopakovanim postupu, jenz nasved| k formuli ( 8.400 ), pak jiz
snhadno zjistime, Ze pro libovolny impydge @i A= 0

Pl p.A) =" exdim)|Pp 1), (8.406)

kde horni, resp. dolni znaménko plati, kdyz Ghsheru p je mensi,
resp. ¥tSi nebo rovemnt.
Z relaci ( 8.379) vidime, Ze k&tk,&) je spolénym vlastnim vektorem

tychz operatar prislusnym k vlastnim hodnotam —¢, 0}, a tedy
musi byt

T k,—¢) (8.407)

k.§) =4,

kde|{:| = 1.
V dasledku antilinearity operatorti vsak totacislo zavisi naf .
Aplikaci operatorul na ol¢ strany rovnosti ( 8.307 ) dostavame

-(3,%13,) Tk &) =at (j,&) T

KE£TD) (8.408)
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g.

a9 (j,=6) ¢k~ 7D =-a"(j &) {pulk ~6FD,  (8.409)
a tedy
Cesn ==(s (8.410)
neba’
a?(j,-&)=a(j.¢) . (8.411)

Obecné&eSeni relaci ( 8.410 )imeme vyjadit ve tvaru
Z,=n'"(-1)"", (8.412)

tj. rovnost ( 8.407 ) ugesnit jako

Tk, &) =7 (-1 |k,=¢) | (8.413)
kde
‘/7“)‘ =1 (8.414)

K tomu, abychom mohli vyj4it ket | p,£), musime nejprve
specifikovat operatot) (L ( p)) vystupuijici v definici ( 8.293).
V pripad baze p,£>, tvorené vlastnimi vektoryeti slozky
kovariantniho spinu z relace ( 8.373) vime, Ze

'T'exp(—iuv K ) T!= exp(—iuv K ) , (8.415)

diky ¢emuz po aplikaci operétor'ﬁ na ol strany rovnosti ( 8.382)
dostavame
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T|p,&) = N p)exp( iwuk)ﬂ k&)=

| A 8.416
=n"(-1)* N"( p) exp(iuT/ [K )| k~¢) ( )

a tedy
T p.8) = (1) (—q)i~¢ ND( p) Pp,—&). 8.417
|p<(> 7 ( ) N(Pp)| P 5> ( )

Pti volbé normaliz&nich konstant realnych a vyhovujicich pozadavku
(8.384) serelace (8.417 ) zjednoduSi na

T|p,&) =n" (-1 |Pp,-¢) . (8.418)
V pripac baze tvéené vlastnimi vektory helicity, tj. kdyz

|p.4) = N( p)R(p)exp(-itK )| kA) | (8.419)
vyuzijeme toho, Ze na zakkatormuli ( 8.390 ), (8.413) vime, Ze

exp(-i7d, [k A)=(-9""|k 1)

. _ (8.420)
TlkA) =" (=1)" k,=2),

a tedy

Tlk,A) =" (-1)" exird, ) |k A) (8.421)

a ze diky relacim ( 8.373) plati nejen vztah (8.} ale také
TR(p)=R(p)T. (8.422)
Aplikaci operétoru'f' na olg strany rovnosti ( 8.419 ) tak dostavame
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T p,A)= NY( p)li(r))exp( |u23) T k)=
=" (—1)2j N( p)FAQ(r))exp(luIZS) exp( iz 2)| kA)=
:/7(T)(_1)2j ND( p)li(f))exp( IITAZ) exp(—iuks)| k 41> =
:,7(T)(_1)21 I:'(I(:)E))|Pp/l> ,

(8.423)
kde jsme k obdrzeni posledni rovnosti vyuzili viisle ( 8.396 ).

Pri obvyklych normalizacich, kdy j&"( p) = N(Pp), se nalezeny
transforméni zakon zjednodusSi na

TIp,A)Y =7 (-1)* exp(zi)|Pp A) . (8.424)

V pripack ¢astice s nulovou hmotou z relaci ( 8.252 ), ( 8.2§38.379)
snadno zjistime, Ze kat| p,A), kde|p,A) je spoléenskym vlastnim

vektorem operatdr P a helicity gislusSnym k vlastnim hodnotapf a
A, predstavuje oft vliastni vektor zmignych operatar prislusny k #mz
vlastnim hodnotam.

Tedy jis€ mizeme pro vybrany impuls pozadovat, aby platilo

exp(—iﬂjz)cl']p,/]>:ZA|p/1> . (8.425)

V zajmu co nejuzsSi analogie &k diskutovanym fipademcastice
s nenulovou hmotou pouzijeme konvenci

exp(-i7d,) Tp A) =7 (-9"[p 1) . (8.426)

Zopakovanim krok, jez nas fivedli k formuli ( 8.424 ), pak obdrzime
hledany transformimi zakon ve tvaru

TIpA)Y =7 ()" exd£im)|Pp A) . (8.427)
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VSimnéme si, Ze operat@asoveé inverze je mozno, na rozdil od
operatoru inverze prostorové, definovat na Hilb&forostoru
nehmotn&astice s nulovou helicitou i tehdy, jedna-li serogbor
prislusny ireducibilni reprezentaci Poincaréovy grupyasova inverze
nevyzaduje, aby pro nehmotndastici, kterd nmize byt ve stavu

s helicitouA, nutre existovaly také stavy s helicitoul -

Ze vztahu ( 8.418 ) dostavame

P*|p&)=(r") (-0 |Pp-£)=(-9" | p) . (8.428)

Podobr ze vztahu ( 8.427 ) giplédnutim k antilinear# operétoru'f'
obdrzime

7/ o) :(O(T))D(_l)” exp(Fim) TPp A) =

(8.429)
24

=exp(z2m)|p A)=(-3"[p 2) ,
kde jsme k obdrzeni prdstini rovnosti vyuzili faktu, Zze pokud druh&
komponenta impulsp je kladna, tj. odpovidajici uhel< 77, potom
druha komponenta impulsyp4e zaporna, tj. odpovidajici uhgb ra
naopak.
Kvadrat operatordasove inverze je pr&astice s celym spinem roven
operatory identity, kdezto pkstice se spinem polocelym se aglisi
znameénkem.

Jiz v ramci kvantoveé elektrodynamiky jsme poznak, uzit&nym
nastrojem pro popis soustav nerozliSitelnyaktic Fedstavuji kreéni a
anihilacni operatory.

Definujme proto nyni anihitai operatonya™ ( p,¢) tak, ze
a(pé)0)=0. (8.430)

Operatory jim sdruzen&@dstavuji operatory kréai:
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a'(p,€)0)=|p.é) . (8.431)
Pritom jsou splgny bud” komuta&ni, nebo antikomutai relace

(& (pe).a(p.e)] =[a(pe)d(BE)] =0

[ (p.6). (9.8)] = 261 D0(p- ) (8.432)

z nichZ posledni zatuje, Ze kety p,&) dané vztahem ( 8.431) spii
normaliz&ni podminku

(P,

Déale budeme pozadovat, aby platila rovnost

p.&)=2Ef( P 0(p-p’) - (8.433)

Ploy=Al0)=3]0=R|9=0 8434
PlO=T0=[0,
a téz relace

N(p)

U(A,a)a" (p,&)UT(A,8) =

(8.435)

D o) (W(a )& (ap.E).
=]

diky nimz kety| p,&) uréené vztahem ( 8.431 ) budou vyhovovat
transform&nimu zakonu

U(A,a)| p,&) = (( ))exp(laApZ W(A,p))|ApE) .

Dale budou spkny relace

(8.436)
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Plp.é)= ,\TI ((Ppg)ﬂ(PWPpﬂ 1 (8.437)
lp.)=(-) " & ELE))”(TWPD,-S ’ .
pokud

P (p.) = ((Ppg)”(P)é+ () (8.438)
Ta (p.&)TH =" (-9 Nzgf,)) & (Pp.~¢) .

Porovnanim vedin prvnihoradu va, ve formuli ( 8.435) pra\ = 1
dostavame

[PrE(pg)|= pE(pg), (8.439)

tj. operatora’ ( p,&) hraje Glohu posunovaciho operatoru, zvedajiciho

vlastni hodnotu operétonél 0 /p? +m® a posunujiciho vlastni hodnotu
operétorul5 op.

tento operator Ize tedy vskutku interpretovat jakerator rodictastici,
ktera ma hmotun a impulsp.

Patinaje formuli ( 8.313 ) jsme vSechny vztahy uslade tvaru platném
pii libovolné volkE funkciN (p), f (p), omezené pouze pozadavkem
invariance poréru f (p)/ N (p)° vici Lorentzovym transformacim.

V dalSim jiz budeme pracovat v duchtivé zavedené konvence:
Symboly|p,¢), & (p.£), ... budeme rezervovat k ozfeni tchto
velicin pri volbé N (p) =f(p) = 1, kdezto tytéz vealiny pri volbé
f(p):%, N( p):\/% budeme oznmvat|p,§), & (p.é), ... , 4.
misto relaci ( 1659 ) — ( 8.438 ) bude nyni platit
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(p.é| p.¢") = 2E0,.0(p-p') (8.440)

(8.441)

(8.442)
+ T 1_ (P)at+
Pai(p.¢) P =na (Pre) (8.443)
Té.+(p f)T_l:”(T) ~1 ] c('\a+(Pp _E)
respektive
(p.€|p'.&") = 03(p-p) (8.444)
|87 (p.€).a (p.&)] =& (pd).a(pe)] =0
. et (8.445)
(& (p.€).&(p.¢)] =0,.3(p-P)
A+ 1 (Pt (=
P? (p£)Pr=na( pf) (8.446)
Ta'(p.6) T =n"(-)"" & (-p~¢)
0(A,8)" (p.6) U (A,8) = | 2PL exfianp)
| E (8.447)
D> D (W(A.p))a" (Ap.€).
&=]
kde AP jsme oznaili ttivektor s komponentami
(AP)* =A%, p* =A* p' + AN E. (8.448)
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Definujme nyni ket

|p1!£1;p21§(2; apN !£N> = a+ (p1151) a+ ( pzsgz) D Da-+ ( pN sEN)| q

(8.449)
Diky formulim ( 8.439 ) a ( 8.434 ) vime, ze sen@a spolény vlastni
vektor operatar P aH prislusny k vlastnim hodnotam odpovidajicim
celkovému impulsu a energii soustd\gastic, z nichz kazda ma hmotu
m, a @tom jedna z nich ma impuls, jinap,, jinapy .
Navic, z formuli ( 8.447 ), ( 8.434 ) vidime, Ze&kpd je systém
z hlediska nasi soustavy ve stavu popsaneém ke8efid9 ), potom
z hlediska soustavy, ktera z ni vznikne Poincaréoansformaci, je ve
stavu popsaném ketem

0(A,a)|p1,£1;p2,£2;... Puln) = ﬁ w/@ exp(iaAp(k))[

j

2(W(A, p))|ABLEGAD, Eoe AT L)

| Q
Py —
~ =

(8.450)
tj. vektor ( 8.449 ) se transformuje jako direldnitin vektofi
odpovidajicich fislusnym jedngasticovym stafim.

Podobg z formuli ( 8.446 ) diky platnosti relaci ( 8.4Bdbdrzime

Blpy D, ot P £) (1) Py £P, e P £

(8.451)
resp.

T N
T|p1’£1;p2,52;...;pN,fN>:(,7(T)) ]
N

|:I_l (_1)j_5|_p1’_£1;_p2’_£2;--- Py ’_EN> .

k=1

(8.452)
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Nalezené vysledky ukazuiji, Ze kepy,&;p,.&,i ... Py &) 12€

bezesporé interpretovat jako vektory popisujilinerozlisitelnych
¢astic, z nichz jedna ma impuyss a teti slozku kovariantniho spind,
jind impulsp, a feti slozku kovariantniho spinf; , ... , a ffitom se
jedna o bosony nebo fermiony, v zavislosti na teda, ve formulich

( 8.445) plati komutai ¢i antikomut&ni relace.

Jestlize pislusSn&iastice nema zadné dalSi stémolnosti, potom
Hilbertav prostor diskutovaného fyzikalniho systémtizeme ztotoznit
S prostorem, jehoz baze je teaa kety (8.449 ) pid =0, ... ,c0.

Takto zkonstruovany Hilbeilv prostorf budeme nazyvdockovym
prostorem. Libovolny element®) 0 3¢ miZzeme vyjadit ve tvaru
rozvoje

9)=|0)+ [a'p, Y 6 (P& )P+

1 3. 43 —
+ﬁj-d pld pzz Cz(plafyp 2!52)|p 11511p 2!E>+”' -

{1 152

— . i d3 1"'d3 N &0 PN NP P
NZ;N]' o pfgz%(p Pyl Py €y

(8.453)
kde komplexni funkce, (p,,&,,-.. Py €y ) jSou invariantni, resp. énf

znaménko i zamsnd (pj & ) 2 (p.&) pro libovolnou dvojici # k,

kdej, k=1, ... ,N, v zavislosti na tom, zda ve formuli ( 8.445 )tpla
komutani, ¢i antikomut&ni relace.
Z komuta&nich relaci ( 8.445 ) snadno plyne vztah

(p,&) & (B.6)- & (H €4)| 0=

<O|é‘(pN,£N)---é_
= JNN.ZO_&&J(pl _p’il) Jchﬁ’N a_(pN P, ) ’
P

(8.454)
kde suma probiha‘es vSechny permutace
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1 .. N
(. | j (8.455)

|1 cee IN

Diky nému pro koeficienty rozvoje ( 8.453 ) obdrzime vyraz
1
cy (Puéyee ,pN,fN):m@l,{l,... Py Enl®) (8.456)

po jehoz dosazeni do tohoto rozvoje obdrzime relzaenosti

o 1
1= ;Wjd?’pl d3pN{;2|p1’£1,... P ,5N><p1,fl,... P £N| .

(8.457)
v nizN — ty ¢len na pravé strg&meni néim jinym, nez proje&nim
operatorem dd — ¢asticového podprostoru, tj. do prostdiu-
¢asticovych stal studovaného systému.
Pomoci této relace m.j. ihned dostaneme gadkvadratu normy
vektoru ( 8.453) ve tvaru

o] =(e]@) jd i @B 3 [6 (P )

(8.458)
V pripact antikomut&nich relaci ( 8.445 ) obdrzime misto ( 8.454 )
vztah

<0|é_(pN’€zN)"'é‘_(p1 9(1) (Fjlfl) (ﬁv EN)

=S D603 0(P. P
P

kde & je parita permutace.

Formule ( 8.456 ) — ( 8.458 ) vSakstanou v platnosti bez jakékoli
zmeny.

Praw nalezené vysledky ndm dovoluji interpretovat kawpl funkci

Cy (pl,£1,... Py ,g‘N) jako amplitudu hustoty pragdodobnosti nalezeni

0
¢ 9(Pn-p,),
(8.459)

v
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praws N ¢astic ve stavu uvazovaného systému popsaném vekidre

z nichz jedna bude miteti komponentu kovariantniho spinu rovfila
impulsp, , N-t4 teti komponentu kovariantniho spigyimpulspy .
Definujeme-li

N(&) Ejd3pé+(p,f) 5 (p.é) . (8.450)

potom na zaklatiformule ( 8.445 ), nezavisle na tom, zda v ni wysfi
komutani ¢i antikomut&ni relace, snadno zjistime, Ze tento operator
vyhovuje komutanim relacim

~

[N(£).8" (p.€) | =08 (p.£) , (8.461)

diky nimz ho nizeme interpretovat jako operatorcpncastic s teti
sloZzkou kovariantniho spinu rovndu
Z formule ( 8.460 ) pak vidime, Ze operator

N(p.£)=a"(p.€)a (p.£) (8.462)

hraje v impulsovém prostoru Ulohu operatoru huspatifu ¢astic s teti
slozkou kovariantniho spinu rovndu

Ze samotné konstrukce Fockova prostoru plyne hodiny operétof:
na tomto prostoru definovany, |ze vyfégpomoci kreanich a
anihilaénich operatar ve tvaru

ﬁ:ii'[&pl... d3pde3p'l... dp’,

N=0 N'=0

DD PP PP i) 0 (8.463)

&6 & &,

@ (py,&y) - & (pydy )& (Fdy) - T (H.4)

kde Fy n jsou komplexni funkceifslusnych prorénnych.
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V tomto tvaru vyjagené operatory celkové energie a impulsu
neinteragujicicltastic mizeme zapsat jako

H :jd3pz Ea" (p,&)a (p.<) =jd3pz EN(p.¢) ,
p=[apy pa (p&)a (né)= [Py PN(pe)

Diky (anti)komut&nim relacim ( 8.445 ) operatory vystupujici na
pravych stranach poslednich dvou formuli vyhovojinkitatnim relacim
(8.439).

Pro zobecéni nazngené konstrukce pro popis systemu, jenz g2am
vyskytovat ve stavech odpovidajicich libovolnémitpmejitiznéjSich
druhi ¢astic, z nichz ékteré mohou byt bosony a jiné fermionycsta
kdyz kazdému druh&astic giradime vlastni kr&ai anihilatni
operatory tak, ze pokuﬁ(p,f,n) je anihil&ni operator odpovidajici

n-tému druhwastic, potom plati

(8.464 )

a(p,f;n)|0>=0 (8.465)
a relace

[é(pfn),é(p',f'in')] [ a(péin).a (P d)l: (8.466)
[a(p.&in).a(p.&n)] =3,.0,0(p-1),

Vv nichz se jedna o atikomutatory pouze tehdy, dkzasticen, tak
casticen’ je fermionem.

1ZZn| nnh"dpl.dp jd3p1

2 oo &0 e ;...;p(n:“),ffNN)‘_
an_ gl

N

(8.467)
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kde N udava poet druhii ¢astic a

&l ehipi? el ) =

ar(p?,ehy). o () a0 e (A2 659w () & N0

(8.468)
PovSimr@me si, Ze operator
N(&,n) depa (p,¢,n)a (p.&.n) (8.469)
vyhovuje komutanim relacim
[N(&n).8" (p.&'11) |= 8,40 a (.. (8.470)

diky nimz ho nizeme interpretovat jako operatorcpocastic druhun
s treti slozkou kovariantniho spinu rovnéu

Operatory celkové energie a impulsu neinteraguji€astic pak
muzeme vyjadit jako

A = J‘deZEpn (p.& M) (P&, 1)
p= jd pZZpa p.&ma (pén),

kde

(8.471)

E(p,n)=/p’+n¥ (8.472)

am, je hmotacastice druhun .
VySe zavedeny Fodk prostor jsme konstruovali tak, Ze namexistuje

unitarni reprezentace Poincaréovy grupy realizovaneééboryﬂ (A,a),
které vedle pozadavku
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U(A,a)|0)=]0) (8.473)

vyhovuiji relacim

0(A,a)a" (p.&r) U (A, 2) = (Ag)o exe{ia p)

j(“) ](n)
o) ol (w(a,p))a (apen).
&=

(8.474)

p°=E=\p°+ny . (8.475)

PovSimréme si, ze na obou stranackhto relaci vystupuji kréai
operatory odpovidajici té2astici, ale protizné hodnoty kinematickych
promgnnych.

Fyzikalrg to odrazi skutnost, ze pozorovatelé uzivajiézne soadneé
soustavy vidi tytéZastice, ale hodnoty jejich impils spinovych
charakteristik zavisi na tom, v jaké soustgpou utovany.

Podobr je tomu i u operatdrreprezentujicich prostorovou, resp.
¢asovou inverzi, které vedle pozadavku

PIO=T0=|9 (8.476)
vyhovuji relacim

Pa" (p,&.n) P =n"a (-p¢ n)
( (8.477)

-'I‘-é+ (p’£’n) :I-—l :,7(T) _1)1'(”)_4‘ 3 (—p,—f,n) .

Na diskutovaném prostoru vSak mohou existovatriesgntace dalSich
grup € &)realizované unitarnimi operatoty(g), jejichz vlastnosti
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jsou v jistém smyslu ogaé: nemdni kinematické charakteristildastic,
ale mohou mezi sebou michékzné druhyastic.
V dalSim se zagfime na ty zdchto operatar, pro které plati

U(g)|0)=|0) (8.478)
a [itom
U(g)a*(p.&.n) U (g Zu “(p.&.1) (8.479)

kdeU,,(g) ptedstavuji elementy unitarnich maticg)l(kterymi je
realizovana &aka reprezentace uvazované gripy

Z hlediska &chto transformaci hraji kinematické prémnée naprosto
pasivni roli, tj. tyto transformace neodrazeji zadiastnosti
prostor@asu.

Proto se o nich obvykle mluvi jako o transformaainkirnich symetrii.
Formalré se to odrazi v tom, Ze vSechny operatoryimich symetrii
komutuji s operatory reprezentujicimi Poincaréonupg, tj.

10(9).0(A,q)|=0, (8.480)
coz m.j. vyzaduje, aby platilo

~ ~ ~ ~

[U(9).H |=[U(g).d]=0. (8.481)

Pokud® je 7 - parametrickou Lieovou grupou, potom kazdy jeji

element je jednoznané urten hodnotouy realnych parameir
(al, ..,a, Ea) a operatoryJ(g), resp. maticaJ (g) mozno vyjadit
ve tvaru

U(g(a))=0(a) :exp{igaaka} , (8.482)

1018



1019

resp.

U(g(a))=U(a) :eprliZ:aata} , (8.483)

kde samosdruzené operétOA(X I hermitovske matice, realizuji
reprezentaci generatogrupy &, tj. reprezentaci odpovidajici Lieovy
algebry, a tedy vyhovuji komutaim relacim

— A ~ . N c ~

_xa,xb]_uczl:c X
N

.ta’tb]ZICZ:l:C attc’

kde C°,, jsou strukturni konstanty grups.

Porovnanim vediin prvnihotadu va na obou stranach formuli ( 8.479),
resp. ( 8.478 ) nalezneme, Ze plati kortuitaelace

(8.484)

[)A<a,éf(p,f,n)]:Z(ta)n,né+(p,f,n) , a=1...n (8.485)

a [itom
X,|0)=0, a=1..1. (8.486)
Z komutani relace ( 8.481 ) navic vidime, Zze musi platit

[ka,lﬂzo. (8.487)

tj. operétory)?a predstavuji integraly pohybtastic.
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Ve specialnim fipact, kdyz maticet ., odpovidajici skterému
z generatar je diagonalni, tj. kdyz (pro &itou hodnotua) je

(ta)n = GuOitn (8.488)
operator
Q=X, (8.489)

sphuje komuténi relace
Q& (p.&n)|=qa (pé.n) (8.490)

z nichz okamzit vidime, ze ket ( 468) je jeho vlastnim vektorem
takovym, ze

~

Q

p, & ipl 0,7 ) ) =
N (8.491)
= ng|pf,&¥. . pl,e0ipi3 &2 plY &)

1
j=1

Diky tomu miZzemeQ interpretovat jako operator odpovidajici
n¢jakému kvantovému naboiji, jako je elektricky naleptonoveislo,
baryonové&islo, projekce izospinuj jakékoliv jiné aditivni kvantové
¢islo.

Cislo g, pak udava hodnotu naboje gréstici druhun.

PovSimriEme si, Ze tento operator Ize vyfdgpomoci kreanich a
anihilanich operatar jako

Q=Y aN(n), (8.492)

kde
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N(n)EZN(f,n):Zjdspéf(p,f, V& (p.&.n (8.493)

je operator pétu ¢astic druhun,

Vratme se vSak jeSizpatky k formuli ( 8.479).

Je Zejmé, z&tastic je mozno vzdydislovat tak, aby postugrvytvérely
skupiny takove, ze zadna z uvazovanych transformeaciajem
nemich&astice nalezejici daiznych skupin.

Matice U(Q) pak maji kvazidiagonalni tvar, ¥mz kazdé z&hto

skupin odpovida jedna submatice na diagonale.

Uvazime-li, ze relaci ( 8.481 ) Ize splnit jediehdy, kdyz se mezi
sebou mohou michat pouzecstice, které maji stejné hmoty a stejné
spiny (aby maticovy elementd,,,(g) mohl byt nenulovy, je nezbytné,
aby hmota i spigasticen” mély stejné hodnoty, jako éasticen),
vyvstava pirozere otdzka, zda vySe zminé submaticedbec mohou
byt vice nez jednorozémé.

Demonstrujme na nejprve na jednom konkrétniipgulu, Ze to skudeé
mozné je.

V ramci relativistické kvantové teorie dochazimeékeru, ze ke kazdé
¢asticin musi existovat jeji antasticen, ktera ma stejnou hmotu a spin
jako ¢asticen, ale opanou hodnotu vSech kvantovych nahoj

Proto hraje dlezitou roli diskrétni symetrie nazyvana nabojovym
sdruzenim, ktera je na Fockoprostoru realizovana unitarnim

operatorentC, takovym, ze

C|0)=|0) (8.494)
a
Ca (p,&,n)Ct =09 (p,&,n), (8.495)

kde /7r(]c) je nabojova paritéasticen, pro kterou plati

n© =pld =41 (8.496)
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Odtud vidime, Ze operator nabojového sdruférpiaﬁ mezi uvazované
operatory vninich symetriiU(g), neba pro rgj plati

~

C?2=1, (8.497)

a tedy pedstavuje spolu s operatorem identity reprezegiagysS, .
Ocislujeme-li druhycéastic tak, ze meziastici a ji odpovidajici
anticastici nefiguruje zadny jiny drutastic, potom odpovidajici matice
U(g) ma kvazidiagonalni tvar, wmz kazd&astici a jeji antiastici
odpovida jedna submatice.

Kazda z &chto submatic spoe¢ s odpovidajici jednotkovou matici
predstavuje oft reprezentaci grup$; .

Tato reprezentace je jednoraama (a tedy ireducibilni), resp.
dvouroznérna (a tedy ireducibilni) v zavislosti na tom, zateslusna
¢astice jegi neni identicka se svoji andstici.

Nabojové sdruzeni takgdstavuje diskrétni transformaci \tnitch
symetrii uvazovaného typu, ktera hraje v relativkst kvantove teorii a
jejich aplikacich velmi vyznamnou roli.

Nazna&ena konstrukce vSak dovoluje bez probiémalézt i celodadu
dalSich operatdrvnitinich symetrii, tvéicich reprezentace také
Lieovych grup.

Napr. jestlize ve formuli ( 8.479 ) vezmeriKg) = U(a;n), kde matice
napravo je diagonalni a vSechny jeji diagonalnnelety jsou
jednotkové, az ne-ty, ktery je dan vyrazem exja).

Potom odpovidajici operétoty(a;n), v nichZn je pevig zvolenéislo

a parametor nabyva vSech moznych realnych hodnotyitveprezentaci

grupyU(d).
Totéz je evidenthpravdou i o operatorech obdrzenych cobysouice

operatod U(a;n), z nichz vechny odpovidajf téZe hodnat ale
raznym hodnotanmm.

Podobg, jestlize ve formuli (8.479 ) j&J)(g) =U(e;n# 1), kde
U(u; n# ﬁ) je kvazidiagonalni matice, se submaticemi na diatg

odpovidajicimi vzdy jednomu druldastice a jeji antastici, které jsou
vSechny rovny jednotkové matici, s vyjimkou jediné.
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Ta odpovida ékterému (pevé zvolenému) druhdastic € n), které
nejsou identické se svymi agdisticemi.
Tuto submatici definujeme vyrazem

explia[s) . (8.498)

Snadno seipswdiime, Ze odpovidajici operatoty(a;n# ), u nichz

druh¢asticen # n je pevre zvoleny a kazdy z trojice paramietr,, a-,
a5 probiha vSechny mozné realné hodnotyiitweprezentaci grupy
SU(2).

Také sotiny vice operatdr U(a;n# ), z nichZ v8echny odpovidaj

témuza, ale iznymn# N opst tvori reprezentacsU(2).

Lze atekavat, Ze pouze ty z vySe uvedenych reprezentapy § (1),
resp.SU(2), u nichz jsou &které generatory shodné s operatory
odpovidajicimi dynamickym pro¥nnym, které se hlizachovavaji
(nag. elektricky naboj), nebo je jejich zachovani jéabs naruseno
(baryonové&islo, leptonove&islo, projekce izospinu, podivnostiab,
krdsa, pravda, ...), mohou byt fyzikdlmajimave.

Formalré pak Ize dokonce na vSechny drufégstic patici do téze
skupiny pohlizet jako né&astici jedinou, ktera seime nalézat viiznych
stavech z hlediskagfakych vnitnich stupt volnosti. Transformace
vnitinich symetrii pak odpovidaji transformacim v prastdchto
vnitinich stu@t volnosti.

To nam umoiuje prakticky beze zbytku zopakovat Gvahy, ktengégs
drive provedli pi konstrukci reprezentaci grig(1) aSU(2), vychazeje
z rovnosti hmotastice a antastice.

Pouze rozrér submatic nachazejicich se na diagoHlg bude nyni
dan pd@tem druli ¢astic paticich do jednotlivych skupin (jgtem
nezavislych vninich staw odpovidajici zobecmé castice).

Protoze do &kterych skupin mohou pitti vice nez 2 druhyastic,
muzeme tak dosjt k nejitiznéjSim reprezentacim, a to i dalSich nez
drive zmirgnych grup (nap SU(3)).

VétSina z takto ziskanych operétdd (g) bude opt fyzikalng malo
zajimava.
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Zato ty z nich, které odpovidaji vinim symetriim interagujicicéastic,
tj. komutuji s operétorerhl( nebo alespds jeho podstatnotasti

(nap. v piipade SU(3) symetrie s praytou casti H , ktera popisuje

silné interakce, ale nekomutuje s t@sti H(I), ktera odpovida
interakcim slabim a elektromagnetickym), poskwejice Einny
nastroj pro fyzikalni analyzu.

V dalSim budeme pozadovat, aliyspusna vnitni symetrie, kterou
dosud formulujeme v terminech transfotmi@h vlastnosti kreémich a
anihilacnich operatat, byla rovréz vnitini symetrii odpovidajicich poli.
Nastava to tehdy, kdyz se kteé operatory antastic transformuiji
stejre, jako kre&ni operatoryastic.

Oznaime-li 8" (h, H) kreani operatokasticeh patici do multipletuH,
potom relace ( 8.479 ) znamena, ze pro kazdy nhedtpplati

0(g)a (h H)U' (g Zuhh g H) & (H, H) , (8.499)

kdeU(g,H) jsou zadané matice realizujici unitarni repreaeamd(¢;H)

grupy &.
Sdruzenim obou stran této rovnosti dostaneme odppei
transform&ni zakon pro anihikéni operatory:

U(g)a (h,H)U'(g Zu (H, H) . (8.500)

Odtud vidime, Ze aritisticeh k ¢asticimh z multipletuH tvor
multiplet H a pro jejich kreéni operatory plati

U(g)a (ﬁ ) (g):ZUHh(g,I_—I)é+(T’1,_H), (8.501)

]3

kde
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T

U"(g; H) :{[U(g; H)T} . (8.502)

U(g: H)

Tento poznatek se obvykle formuluje jako teoréntigastice se
transformuji kontragradientf

Pripomaime, ze pokud matidd(g) tvori reprezentadd(&) grupy &,

T
potom také matice) (g), resp.{[U(g)} 1} realizuji reprezentaci

D (&), resp.D (&) téZe grupy.
Ptitom se oD (&), resp.D (&) hovai jako o reprezentaci sdruzené,
resp. kontragradientni.

3) Slaba jaderna interakce

Trocha historie

Slaba interakce byla poprvé poznanarezpadu neutronu. Od té
doby bylo pozorovano mnoho rozgathstic ovladanych slabou
interakci. Jde o rozpady s relattwelmi dlouhymi polgasy (odtud
nazev slaba interakce) od ™G do rkolika tydni. Interakce psobi
na zn&né mnozstvéastic (na vSechny leptony a kvarky a sarepm
castice z kvari slozené). Nejisobi na intermedialriastice.

V roce 1956 byly pozorovany slabé rozpadyriezori, které
nezachovavaly pravolevou symetrii. Tento zavaziy lhgl overen
laboratornim experimentenmpsozpadem kobaltt’Co v roce 1957
(experiment navrhli T. D. Lee a C. N. Yang a prdadtb Chien-
Shiung Wu z Kolumbijské university). Tak bylo poprgimo
detekovano naruseni P symetrie (pravo-levé symgtoistoru). V
roce 1964 (James W. Cronin, Val L. Fitch) byly par@ny rozpady
levotativého K°. mezonu na piony” ax’, které sice malo, ale'gce
jen narusuji i CP symetrii (kombinovanou symetarity P a
nabojového sdruzeni C). VesSkere tyto experimengranaly prvni
poznavani zakanslabé interakce.
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Prvni poznani slabé interakce

NI Y

Tsung-Dao Lee (1926) Chien-Shiung Wu (1912-1997)

James Watson Cronin (1931) Val Logsdon Fitch (1923)

V padesatych letech byly navrzeny prvni teorie &lalbberakce, které
postupr vedly k vybudovani teorie zalozené $d(2) symetrii. Roku
1954 publikovali Chen Ning Yang a Robert Mitléinek o mozném
zobecrni kvantoveé elektrodynamiky ve snaze popsat krom
elektromagnetické interakce i elektroslabou. Tatoie ma lokalni
kalibracni symetrii izospinovych transformaci p&gSU(2). Tento
zobecrny druh kalibr&nich transformaci je dnes znam pod ndzvem
Yangova—Millsova kalibréni symetrie a jejich teorii éka
Yangova—Millsova kvantova teorie pole. V této tewyistupuje pole
analogické elektromagnetickému, ale jeho kvanta f{gatiznych
druhi a navic mezi nimi{ssobi sily uéené kalibrani symetrii.
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Chen Ning Yang (1922) Robert Laurence Mills (192# 1999) Gerardus 't Hooft (1946)

Od paateenich navrli Yanga a Millse setizni Sptkovi fyzici sve
doby pokousSeli konstruovat pro tuto teorii poruchoezvoj a
renormalizovat ji. Techniky rozvinuté pro zachazeRalibrani
invarianci kvantové elektrodynamiky si vSak nedathaporadit se
zobecrnou kalibr&ni invarianci Yangovy—Millsovy teorie. Teprve
roku 1971 se Gerardu van't Hoffovi v ramci dizeet@od vedeni
Martina Veltmana poddo dokazat, Zze Yangovy—Millsovy teorie
renormalizovatelné jsou a tedy principiebmoziuji ve svém
poruchovém rozvoji bezrozpafwvypcaiitat ¢leny libovolnéharadu.
Teorie slabé interakce se nazywantova flavourdynamikakratku
maQFD (Quantum Flavour Dynamics). Jde tedy o teorii @eshou
na symetrii @in¢ pri slabé interakci, symetr$U(2).

Kvantova flavourdynamika

Pri slabé interakci dochazi k vyame intermedialnich vektorovych
bosoris W*, W, Z°. Tyto &astice teoreticky fedpowdsli S.

Weinberg, A. Salam a S. L. Glashow,ikigou autory jednotné teorie
elektromagnetickeé a slabé interaketektroslabé interakgeZa tuto
praci obdrzeli Nobelovu cenu v roce 19¢%stice objevil v Cernu C.
Rubbia na felomu roku 1983 a 1984. Za jejich objev obdrzel
Nobelovu cenu spolu s konstruktérentizeni S. van der Meerem v
roce 1984.

Symetrie interakce: Interakce slaba nerozpozna od sédbsice
stejného barevného naboje. Mafad elektron a elektronové neutrino
se (¥ slabé interakci jevi jako jedingastice. Stejaitak kvarkd a
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kvarku a i ostatni dvojice. Samigme pii jinych interakcich

(napriklad elektromagnetické) Ize tyto dvojice snadnbsmd Symetrii
nazyvamesU(2), coz je anglicka zkratka pro Special Unitary - v
matematice je popsana komplexnimi maticemi 2x8Hazuji mezi
sebou dv¥ ¢astice nerozliSitelnérpslabé interakci). Tyto matice jsou
unitarni (Unitary) s determinantem rovnym jednég@al). Unitarni
matice jsou matice, které se nenm preklopime-li je kolem

diagonaly a komplexnsdruzime. V matematice reprezentuji unitarni
matice d¥ tridy operaci: rotace (det = +1) a zrcadleni (det)= -

Slaba jaderna interakce od sebe nerozliSuje ng&léduojice \vani
¢astic:

)G oo
@ @ @ (8.504)

které tak tvoi SU(2) izodublety z hlediska nového kvantovétisla
(naboje) zvanéhwouné.

Transformac&U(2) se realizuji s pomoci komplexnich unitarnich
unimodularnich maticgsobicich na vinové funkagstic izodubletu
(ozn&me si je pro nazornost b):

(0'11 Ulzj(‘/laj_ (8.505)
O, O\

Tim dostavame v teorii celkem 8 volnych paratinetr
Z pozadavku unitarity

c'o=1 (8.506)
dostavame celkem 4 vazby a z pozadavku unimodylarit

deto = 1 (8.507)
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dalSi jednu vazbu.

V teorii tak zbyvaji pouhé 3 volné parametry, ktedpovidaji tem
vektorovym polim a jim odpovidajicim bogon.

Tyto vektorové bosony oztiaieme W, W, Z°.

Zakladni informace

‘ Pasobeni  vybérove, naQ,, # O (leptony a kvarky

Dosah koneny, 10" m

Symetrie SU(2)

| IM &astice IM vektorové bosony W W, Z°

Piasobeni interakce:Slaba interakce jeykérova interakce
Pisobi jen na&astice s nenulovym nabojem slabé interaRge
ktery souvisi s tmi (flavour). Vini maji leptony a kvarky. Vzdy
jedna generacgastic tvdici jeden izodublet z hlediskding
(nagiklad elektron se svym neutrinem) ma stejny barendyo;.
Rozeznavame tedy barevny naboj elektronovy, mionovy
tauonovy, a barevny naboj kvarld au, kvarki sac a kvarkit a
b (celkem 6 barevnych naligj

Dosah interakce:Kone’ny, interakce slaba ma kratky dosah,
cca 10"* m. S tim je spojena nenulova hmotnost intermeftiiln
gastic interakce (Wmaji hmotnost 80 GeV &Zn& hmotnost 91
GeV).

Feynmanovy diagramy

Zakladni diagramy se skladaji z lepton@vkvarkove linie, vrcholu a
linie intermedialniastice W, W nebo Z°. Na rozdil od
elektromagnetické interakce mame diagramy dvou.tiovni je
podobny jako v elektromagnetické interakeastice 2 neodnasi
zadny elektricky naboj (hovme o tzv.neutralnich tocich Céastice
kvarkovéci leptonové linie pokréuje za vrcholem.
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Jin& situace ale nastane, je-li intermediééstici W+ nebo W-. Tyto
¢astice pinasi doci odndasi z vrcholu elektricky naboj. Z hlediska
slabé interakce jde sicei@al o jednwastici SU(2) symetrie), ale z
hlediska elektromagnetické interakce se héastice izodubletu
(dvojiceastic se stejnym slabym nabojem) stava délnaopak

nﬂbj afk) ~alb) hia) -atb) bia) -
“mww”§ T "“w,f
i !

——————

70 Wt BV

Vhodnou deformacithto ti zakladnich diagratnjiz v prvnimiadu
dostavame zrimé mnozstvi moznosti. Povsitite si, Ze z hlediska
slabé interakce se elektron a jeho neutrino (nefaokid au) chovaji
v nabitych tocich jako jedin&astice. V nasledujicich diagramech je
jencast z mnoha moznosti diagramrvnihoradu:
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Typicke slabé procesy
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Coulomhiv zakon

Druhy kanal reakce je

oprava k
elektrodynamice

14

T g ,
zpisobena slabou
B T - s
~— interakci. Elektron s
FL elektronem interaguiji
— také. slab pomoci
' ° séastice 2.
W Rozpad mionu
W_-._“f/r-—'e_ u_—)e +yg+vu
“
M‘*-;n
. Beta rozpad
P
S—— neutronu.
S e nNop +e +7
\\‘_‘_‘_ _

Slaby rozpad\
hyperonu.
A—p +e +7

Rozpadr™ az
mezori; Pozorovan v
produktech interakce
kosmického z&eni s
hornimi vrstvami
atmosféry. Vede na
e, e, u,u a
elektronova a
mionova neutrina.
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Objev&astic W'
CERN (1983). Proton
:>~g~u;+<: i antiprotonovy svazek
5 et (1) Kazdy svazek
energii 270 GeV.
Nabité proudy.

Objev &astice 2.

N CERN (1984).
AL 20 Zatizeni LEP,

N neutralni toky. Oba

objevy: Carlo Rubbia,

Simon van der Meer.

4) Silné interakce

Mlady americky fyzik Murray Gell-Mann si gatkem 60. let
minulého stoleti vSiml, Ze updrvSechny fermiony, kterych jiz v té
dobké bylo znamo pes 200 druf, by Slo popsat s pomoci pouhych
dvou kvantovycltisel (nabaj), které nazvaliné (flavour) abarva
(color). Gell-Mann zjistil, Ze kdyby kro&6 leptonovych uni
existovalo je&t dalSich 6 vuni hadronovych, daly by se vSechny
hadrony poskladat z pouhych 6 elementardagtic, které nazval
kvarky (tento nazev byl s notnou davkou recespat z literarniho
dila Jamese Joyce).

Murray Gell-Mann (1929) Yuval Ne'eman (1925 2006) George Zweig (1937)
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Aby mohlo uvnit jediného hadronu existovat i vicero kvatkze
viineé, musel Gell-Mann postulovat existenci nového keaého
naboje zvaného barva. K poskladani vSech mezdvarka mu
staila teoreticky jedina barva a jeji antibarva (cpl@vsak

k sestaveni vSech baryiopoteboval 3 ézné barvy, jejichz
vzajemnym s&enim vznikaly bezbarvé baryony. Tyto barvy byly
tudiz nazvany klasicky R,G,B (red, green, blug)n&/kvarki ziskaly
exoticka jmenad — down,u — up,s — strange¢ — charmp — beautyt
— truth.

Nasledr se objevily ivahy zda dokonce i leptony a kvarky b
nemohly byt slozeny z pouhych 8 dijleS€ elementargSichcastic
nazvanyclpreony (viz UTU).

Na zaklad obsahlého experimentalniho materialu, ziskaného
prevazrie v 50. a 60. letechiphledani novych elementarni¢hstic,
byly vypozorovany vyrazngymetrie ve vlastnostech elementanich
¢astic, ktere v r.1964 vyustily zformulovankwarkového modelu
hadrorii. Hlavni obtiz kvarkové hypothézy vsak gkv v tom, Ze
zadné voln&astice s vlastnostmi kvaiknebyly dlouho nikdy
pozorovany. Kvarky by tedy musely byt v nukleongelmi silné
vazany.

Koncem 60. let byl kvarkovy model dopodpa vysledky
experiment s rozptylem vysokoenergetickych elektiiara
nukleonech (hluboce nepruzny rozptyl) ukazujicialio) zZe f
takovém "tvrdém ogglovani" se nukleon nechova jako kompaktni
castice, ale jako shlulkekolika (i) vicemers volnych rozptylovych
center - tzvpartoni. Fritom kvantov&iisla partoi (naboj, spin,
izospin) odpovidala hodnotantekavanym u kvark Primému
ztotozreni kvarki a partoii vSak branil rozpor: na jedné stésse (¥
experimentech partony v nukleonech chovaly jakm&pha druhé
strart kvarky jsou tak sil&avazany, ze je nelze z nuklgoavolnit.
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Kvantova chromodynamika

Kenneth Gedes Wilon David JonathanrGss Frank Anthony Wilczek
(1936) (1941) (1951)

Hugh David Politzer (1949) Sidney Riclid Coleman (1937 — 2007)

Vyrazného pokroku v chapani vlastnosti silné irkeeabylo dosazeno
v 70. letech, kdy byla zformulovana a rozvinuta taxantova
chromodynamika (QCD,tecky chromos = barva) jako teorie silné
interakce. Tato teorie je vybudovana podobnyiisppem jako
kvantova elektrodynamika (QED), avSak je zalozema n
neabelovskych kalibtaich symetriich fyzikalé& souvisejicich s
barvou kvarki. Vyznanou vilastnosti QCD jasymptoticka volnost
efektivni vazbova konstanta vzajemnélisgbeni mezi kvarky se
blizi nule @ zmenSovani vzdalenosti, ale prudce roste sgavanim
vzdalenosti. Asymptotick&a volnost umnge @irozere pochopit
zdanliw neslgitelné vlastnosti kvark jakozto partoi: kvarky na
malych vzdalenostech uvhiiukleori témef neinteraguiji, zatimco z
hlediska ¥tSich vzdalenosti jsou vazany velmi 8il® asymptotickou
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volnosti tak &sre souvisi hypotézdokonalého"uvéznéni" kvark i,
podle niz kvarky nemohou existovat jako votiddtice (nekoniané
velka energie poebna na uvokni), ale pouze vazané v hadronech.
Silna jaderna interakce neni schopna vzageroalisSit kvarky téze
barvy.

Symetrie interakce: Kvarky jsou fermiony, proto by se néin
nachazet podle Pauliho vylovaciho principu ve stejném kvantovém
stavu. Tomu zdanl&/odporuje jiz existence neutrondd{), kde jsou
dva kvarkyd v ttmze stavu. asticiQ " (ss9$ jsou dokoncert kvarky
sve stejném stavu. Tento problémiesi zavedenim dalSi kvantové
vlastnosti, ktera odliSuje jednotlivé kvarkyastici -barvy. Kazdy
kvark se v pirock musi vyskytovat veréch navzajemiznych
provedenich (barvach), na které je citliva siln@nakce. V
matematice tuto symetrii oz@igemeSU(3) symetrie (barevna
symetrie) a je na ni postavena teorie silné interekU(3) je anglicka
zkratka pro Special Unitary - symetrie je popsamalexnimi
maticemi, které fevadi mezi sebouitbarevné naboje silné interakce.
Tyto matice jsou unitarni (Unitary) s determinantevinym jedné
(Special). Unitarni matice jsou matice, které semmi, preklopime-
i je kolem diagonaly a komplexrsdruzime. V matematice
reprezentuji unitarni matice &ittidy operaci: rotace (det = +1)

a zrcadleni (det = -1).

Mame-Ili tedy napp matici, kde jednotlivé prvky ozfaji viné a jejich
indexy oznduji barvy, pak zatimco slaba interakce permutagtice
v kazdém jednom sloupci, silna interakce naopaknpasjecastice

v fadcich a elektromagneticka zZ@stice na diagonalach.

(dR % bﬁj. (8.508)

Uz G g

(Libovolnou zandnou jednotlivych prvl v fadcich ( 8.508 ) dojdeme
k obecr jinému usptadani, které je vSak z hlediska silné interakce
nerozeznatelné odipodniho — dava stale celkbbezbarvou
permutaci).

Vzajemré permutovatelné kvarky pro silnou interakci tedgitv

SU(3) izotriplety z hlediska nového kvantovétisla (naboje)
zvanehdoarva.
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Transformac&U(3) se realizuji s pomoci komplexnich unitarnich
unimodularnich maticigsobicich na vinoveé funka&&stic izotripletu
(ozna&me si je pro nazornost b, ¢):

A A A\,
A Aym Au|| W |- (8.509)

A31 /]32 A 33 wc

¢imz dostavame v teorii celkem 18 volnych parametr
Z pozadavku unitarity

A=1 (8.510)

dostavame celkem 9 vazebnich podminek a z pozadavku
unimodularity

deth = 1 (8.511)

dalSi jednu vazbu.

V teorii tak zbyva 8 volnych paramétikteré odpovidaji osmi
skalarnim polim a jimifsluSejicim bosaim.

Tyto skalarni bosony se nazyvgjuony a oznguji g s @islusnym
barevnym indexem.

Silna interakce mezi kvarky je tedy v QCD zpredkovana
vektorovym kalibranim polem, jehoz kvanta s nulovou klidovou
hmotnosti -gluony, zde hraji podobnou ulohu jako fotony v QED. Na
rozdil od kvantové elektrodynamiky maji gluorbatevny" naboj a
interaguji samy se sebou (mohou se navzajem "eatiiov disledku
této nelinearity ma vakuum v QCD slozitou strukf{undast v oblasti
"infracervenych" (nizkoenergetickych) vakuovych fluktuaci.
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Zakladni informace

“ Pisobeni vybérové, naQ, # 0 (kvarky, gluony)

“ Dosah konesny, 10 m

‘ Symetrie  SU(3) ‘

‘ IM castice 8 gluom

Piasobeni interakce:Silna interakce jeylkerova interakce

Pasobi jen na&astice s nenulovym nabojem silné interage

tzv. barevnym nabojem (chromos). Barvu maji kvaalgiuony.
Rozeznavameitbarvy. Vysledny st je bezbarvy.

Do;ssah interakce:Koneny, interakce silna ma kratky dosah, cca
107 m

Trocha historie

Hideki Yukawa (1907-1981)

Siln& interakce je v gadi teti interakci popisovanou kvantovou teorii
pole. Jde o interakci, ktera drzi pohroradkleony v atomovém

jadre a sodasre i kvarky tvaici jednotlivé nukleony. Prvni
jednoduchou teorii silné interakce vytitddideki Yukawa v roce

1934.

Z dosahu interakce vypital hmotnost intermedialniatastic a
usoudil, Zze f silné interakci si neutrony a protony v fadnezi sebou
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vymeénuji mezony. Dnes vime, Ze jde o podobnou situak Vv
elektromagnetické interakci. Interaguji-li mezi salilva bodové
naboje, vynsiuji si fotony a sila ubyva jakort! Elektromagneticka
interakce nMiZe ovliviovat ale i sloZjSi komplexy, by jsou navenek
neutralni - jde o dipol-dipblovou interakci, dipgdradrupdlovou
interakci, atd., ve kterych silové&gobeni ubyva s vysSi mocninou
(tzv. Van der Waalsovy sily). U silné interakdegstavuje zakladni
uroveail vymena gluori mezi kvarky tvéicimi ¢astici (napiklad
neutron nebo proton). Vzajemna interakce neutrgmo®nem je
potom na urovni vzajemné interakc#sich komplex.

Kvarky se skladaji doastic tak, aby vysledek byl bezbarvy. Prvni
moznosti je kombinace kvark-antikvark (iigpad cervena-
anticervena). To jsou pro nas jiz znamé mezony. Druhomnwosti je
slozeni &i kvarki riznych zakladnich barev, které dohromady daji
bilou - jde o baryony.

Jde o vybrovou interakci, kteraysobi jen n&astice slozené z
kvarka, tj. na hadrony (mezony a baryony). V okoli kvauytvare)i
gluony €zké ,gluonové kozichy", které jsou hmejsi nez samotné
kvarky. Nagfiklad d kvark ma hmotnost 4 MeV a jeho gluonovy
kozich cca 300 MeV. Na rozdil od ostatnich intefag&ou v silné
interakci samy intermedial@astice nositeli barevného naboje
(barvy). To nezname u elektromagnetické interafaten jako
intermedialnicastice elektromagnetické interakce sam @& swnese
elektricky naboj. Disledkem tohoto faktu je tzv. antistiri barevného
naboje.Cim blize kvarku se nachazime, tim je jeho barevaijop
mensi. Proto kvarky na velmi malych vzdalenostesmhteraguji a sila
interakce roste se &sujici se vzdalenosti kvarKtzv. asymptoticka
svoboda kvark na malych vzdalenostech). Proto se kvarky
nevyskytuji nikdy o samet V patateEnich fazich vyvoje Vesmiru
byla pimérna vzdalenost mezasticemi mensi nez 10m a kvarky
netvaily mezony a baryony a vypbvaly Vesmir jako volnéastice —
kvark-gluonové plazma Teprve kdyz Vesmir expanzi zisk&tsi
rozmery, zataly vznikat hadrony.
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Feynmanovy diagramy

Stejre jako u elektromagnetické interakce je zakladniagthmem
linie interagujicicastice (kvarku) s intermedialddstici (gluonem)
vychazejici z vrcholu. U silné interakce je ale mézsilna interakce
gluoni samotnych (maji barevny naboj), je tedy moznamghuo
gluonova interakce z druhého diagramu.

g g
F

Podobg jako v elektromagnetické interakci je mozné, aicl kvark
vyslal a chytil intermedialniastici (zde gluon), nebo aby se letici
castice (zde gluon) roz%ila na parkastice - antiastice (zde kvark
antikvark). Navic je u silné interakce mozné, abyesici kvark nebo
gluon znenily na péar gluon.

q
— gg}—rm
q a Qw
g g

U diagrani silné interakce nebyva zvykem zakreslovat vSechny
vyslané a chycené gluony. Jakidktad uvel’me diagram rozpadu
mezonu na dva mezony a silny rozgadticeA™ .
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Rozpad mezonu na
dva mezony.
Podobr jako se dval
kousky rozdleného
magnetu chovaji
zase jako magnety,
tak se rozdeny
mezon chova jako
dva mezony.
Samotny kvark
nelze z mezonu
vytrhnout.

A++—) p+ + 7Z'+
Silny rozpadA
baryonu na proton g
pion. Doba zivota\
baryonu je méhjak
\: R 10°°s. Takové

** @)% | castice nazyvame
rezonance. Silne
rozpady jsou velmi
rychlé.

Déleni mezonu je podobné&ldni magnetu na a@wasti. Nikdy
neziskame samotny kvark, ale po rédedi ziskame ofi dvoijici
mezorii. Cary mezi kvarky pedstavuji silokivky gluonového pole.
Prostor mezi kvarky se nazygéionova nit

L———>
_e

e

— .
— — ;
:é q;ztzﬁ:j[ i ii‘%ﬁ
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A na za¥r jeSt jeden trochu slozijsi diagram. Jde o silnou srazku
dvou urychlenych protanp” + p" —» A+ K" + p":

Porovnani s elektromagnetickou interakci

Zakladni odliSnosti je to, Zze intermediatastice silné interakce maji
barevny naboj (u elektromagnetické interakce naméstony
elektricky naboj). Odsud plynou zakladni rozdily.
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Volné letici elektron vysila fotony, které salicha elektron
pozitronové pary. Bsledkem je, ze kolem leticiho elektronu je oblak
virtualnich elektron pozitronovych parkteré efektivi stininaboj
elektronu. B vysokych energiich sgéastice dostavaji blize elektronu a
pocituji vySSi elektricky naboj nez 2t8i vzdalenosti. U leticiho
kvarku je situace jina. Vytvékolem sebe krogoblaku kvark
antikvarkovych par mohutnygluonovy kozichTyto gluony jsou
nositeli barevného naboje, proto dochaankistireni kvarku.Cim

blize se ke kvarku dostaneme, tim mensi barevngj ialdeme
pocitovat. Vzdalené kvarky velmi sinnteraguji a nelze je proto od
sebe odtrhnout.

Obr. 8.2

—
Q.
w

SILNA (KVARKY)

1%

10’15

162

i

HO =
=

e x|
2107 <
S T
o <
=
" -
R =

3 8
A -
/ SLABA

’\ 5
0 Yo
Wy
107
10 . . .
10-22 10—1? .}0-12 10-7 R;VZDALENOST vm

Prabéh velikosti (,sily**) interakci v zavislosti na vzdalenosti. Silna interakce mezi

) x P et , . 3 . v i 5 . ’
hadrony prudce klesa pfi vzdalenosti R > 107" m. Pisobeni této interakce mezi kvarky ma
viak jiny charakter (pferuSovana ¢ara).
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Foton nenese
elektricky naboj.

Gluon nese barevny nabo.

Elektricky nabité
castice jsoistirené
elektron
pozitronovymi pary.

Kvarky jsouantistirené svymi
gluonovymi koZichy.

Potencial interakce je
v celém pibehu

Potencial interakce je na malych
vzdalenostech Coulombicky,

Coulombicky. na velkych se chova jako
4 potencial homogenniho pole.
;/;Eh‘ T
|IIIIII .
Nejjednodussi Nejjednodussi silné pole (dvojice
elektrické pole kvark antikvark - mezon):
(bodovy naboj):
2t a——4)
<@ j ,
<IN Tésre u kvarlki je pole podobné
Y

Coulombickému. Ve &tSich
vzdalenostech je homogenni a
Vytvéri tzv. gluonovou strunu

Tenzor poleF,, =

OA - O.A,

Tenzor poleF,, =0,A, - 6,A, + ¢
(AA, -AA)

Navic je zde nekomutujici
nelinearnitlen predstavujici
interakci gluonu s gluonem.

Abelova (komutujici)
U(1)c teorie.

Neabelova (nekomutujici) SU(3)
teorie.
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Jety - stopy po hadronizovanych kvarcich

Za velmi vysokych energiiiptvrdych a hluboce nepruznych srazkach
elektrorii s protony vznik&ada sekundarnialastic, které vylétaji
neizotropné v jakychsi smirovanych "vytryscich" jetech. Detailni
analyza Uhlového rozteni a energi€astic v jetech ukazala
nasledujici mechanismus interakce, ktery |ze #iizdio dvou etap:
Béhem 1.etapy vysokoenergeticky elektr@nipterakci s protonem
predacast své kinetické energie jednomu z kvaikery se po tomto
rozptylu po uéitou kratickou dobu pohybuje prakticky vain
(asymptoticka volnost) uvrtiprotonu; podob#i zbytek protonu
tvoreny d¥ma zbyvajicimi kvarky. Nedojde vSak k uveéir kvarki z
protonu. Jakmile vzdalenost mezi vigdym kvarkem a zbytkem
protonu gesahne zhruba 1fm (=10m), nastava 2. etapa: sily mezi
nimi zatnou prudce ndistat a v kvark-gluonovém poli dojde k
produkci kvarki a antikvarki, které se zformuji do mesbra baryor

- dojde k tzv. hadronizaci kvark-gluonového plasmatd.
Vysledkem je vyzéeni dvou uhlo¥ kolimovanych sprsekastic -

jetu, které vylétaji fiblizn¢ ve snérech letu kvarku a zbytku protonu
Vv prvni etag. Tyto jety jsou vilaststopami po kvarcich Tento
mechanismus je zjednodugermazorgn na obrazku 8.3 a 8.4.

Obr. 8.3

Fozptyleny
eleltron

Dopadajici
elektron

"kineticky excitovany"
proton
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Obr. 8.4

Q; '_-

Napjatd gluonovd pruzina

Trijetovy pfipad

¢

-
Kvarkovy posilovaé svald Silovou proudy kvarki ve sméru pivoedni
vazhu mezi kvarky miuZeme pfirornat napnuté struny, spojené opél  kousky®
k velmi silnym pruiindm. Kdyz lezi struny (vpravo). Nékdy se kousek

posilovac svali volné na stole, miizeme gluonové struny .utrhne” a venikne
jeho drzadly snadno pohybovat. Teprve dalsi sprika cdstic (vlevo).

kdyz pruziny pofddné natihneme, Tyto sprky = kvarka a gluoni dostaly
cifime odpor. § kvarky je to podobné - jméno jety" a brzy se staly viznam-
cim jsou od sebe ddl, tim silnéjsi je nym ndstrofem ke shoumdni jinak
Jejich vazba. Jestlize pruzina ziskd nevidifelnyjch kvarkit ueniti svdZejicich
velké mnoZstvi energie a natdhne se se cdstic, Specifické kombinace jett
aZ za urcitou hranici, mize prasknout a dal§ich &dstic fsou pozndvacimi

a z uvolnéného napéli vaniknou dva znaky inerakei novijch édstic.
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Obr. 8.5: poitacové vytvoireny model kvark — gluonového plazmatu

V kvantové chromodynamice se vyskytuje problém samni
kombinace nabojové symetrie a parity v teorii kvatktery seresi
zavedeningastic zvanyclaxiony.

Axiony Uzce souvisi s narusenim CP symetrié¢ikope. Jde

o narusSeni symetrie fyzikalnickjd, pokud zaminime fyzikalni
zarizeni za jeho zrcadlovy obraz (P symetrie) a vSgc¢hatice za
anticastice (C symetrie). NaruSeni CP symetrie bylo pmzmo i
rozpadu kao# jiz v roce 1964 J. Croninem a V. Fitchem. Slo

o naruSeni CP symetri¢iglabé interakci a od té doby bylo
pozorovano mnohokrat. Standardni model ovS&sdpgovida, ze by
naruseni CP symetriedn byt pozorovatelné ifpsilné interakci.

V tomto sektoru vSak nikdy potvrzeno nebylo. V ra&¥7 navrhli
Roberto Peccei a Helen Quinn ze Stanfordské untyaravy druh
fyzikalni symetrie, ktera vystiuje negativni vysledek pokiis

s naruSenim CP symetrie v silné interakci. S tgytoetrii je spojena
existencgastice, kterou dnes nazyvame axion.
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Roberto D. Peccei (1942) Helen Rhoda Quinn (1943)

Axion by mgl mit nulovy spin a interagovat krangravita&ni
interakce jen slabou interakci. Jeho hmotnost baduje na pblizne
107 eV. Velké mnoZstvi axian(tzv. reliktnich axiof) melo vznikat
tésre po Velkem tesku. Jejich zachyceni by znamenalo f&ri/
nového okna do minulosti naSeho vesmiru. Axionyleynely

vznikat i v nitru h¥zd @i rozptylu vysoce energetickych fotibma
nabityché¢asticich (tzv. Primakaw jev).

Evgenii Maximovi¢ Primakov (1929)

Axiony jsou zhavymi kandidaty na zahadidéstice temné hmoty,
ktera tvdi 23% hmoty a energie ve vesmiru. Axiony jSou Késih
magnetickém polB, schopny dvoufotonove interakce, kteraza byt
popsana déma typy hustoty Lagrangeovy funkce (v jednotkéaehl)

L, =g @ (E*-B?), (8.512)
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L,=g ® (E-B), (8.513)

% '
Bﬂ—}r

V obou gipadech vystupuje axionové patelinearre (jde o jeden
axion) a elektromagnetické pole kvadraticky (jddva fotony).
Vazebna konstanta interakce je a&taa symboleng. V prvnim

pripad je elektromagnetick&ast €°-B?) skalarni a pol@ proto

musi byt také skalarni (vysledna Lagrangeova fumkasi byt
skalarni, jinak by chovani poli zaviselo na woHlodadnicového
systému). Takovy axion interaguje s fotony, jejipatarizace je

kolma k externimu magnetickému pBl. V druhém typu interakce je
elektromagnetickdast interakcé&-B pseudoskalarni a proto musi byt
axionoveé pole také pseudoskalarni. Axion v tonifpak interaguje

s fotony, jejichz polarizace je rovngina s externim magnetickym
polemB,. Mozny je samadzjng i inverzni proces, ve kterém se foton
v pritomnosti silného magnetického poliepeni pomoci virtualniho

fotonu na axion:
“}f S
"}"*
B %

0

o
—-

Axiony pravdpodobr vznikaly v obdobi kratce po Velkérresku
(tzv. reliktni axiony). Dnes by jejich nejblizSindmjem n¢lo byt
nitro Slunce, kde s&st vysoce energetickych fotopii rozptylu na
elektrickych nabojich (Primakdv jev) prengnuje na axiony. Jejich
pocet by nEl byt roven pdétu slun€nich neutrin. Axiony by také
mohly vznikat z fotofi v extrémnich magnetickych polich v okoli
neutronovych hézd. Existujerada experimeiit hledajicich reliktni,
sluneni i dalSi axiony. Prvni ze slufi@ch experimerit BFRT byl
provadn v Brookhavenské narodni labort@xiony hledaji dale
experimenty NOMAD, SOLAR, COSME. K nejvyznagsim
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experimenim sokasné doby pétCAST, PVLAS, FLASH. DalSi
experiment se od roku 1998igravuje v LLNL.

Experiment CAST (Cern Axion Solar Telescope)

Velmi zajimavy projekt na sledovani slénéh axiorf je umistn od
roku 2003 v CERNu. Jde o dalekohled, ktery ¥ wsilném
magnetickem poli konvertovat axiony z nitra Slunegfotony RTG
zareni. \etSina dalekohledu vznikla z nepebnych dik jinych
experimeni. Jako magnet byl vyuZit jiZ negebny prototyp magnetu
pro LHC. Je dlouhy 10 méira dosahuje magnetické indukce 9 T. Pro
detekci vznikajicich RTG fotdnslouzi ti detektory cast detekni
soustavy byla fvodre postavena pro vesmirny RTG dalekohled
ABRIXAS. Dalekohled je umigh na kolejnici, ktera umditije pohyb
ve vodorovném simu = 40°, nakladéni ve vysSce je mozné jen

v rozsahu £ 8°. Z tohotdodu mize dalekohled pozorovat Slunce jen
pii vychodu a poté azipzapadu Slunce. Celkova pozorovaci doba je
tii hodiny deng. Po zbytel¢asu se @i RTG pozadi. Dosud nebyl
detekovan zadnyipbytek RTG z#eni oproti pozadi (v daéhkdy je
dalekohled nanién na Slunce). Detektor doposud hledal axiony do
hmotnosti 0,02 eV. V s@asné dob byla citlivost dalekohledu

vyrazré zvysSena, magnet byl vypin héliem o nizké tepldt(1,8 K)

a dalekohled by s detekovat axiony az do hmotnosti 0,8 e\&i®hi

v nove konfiguraci budou probihat po cely rok 20D mozne, ze
axiony nejsou detekovany proto, Ze ve sturiin nitru je k jejich
vytvoreni potebna vyssSi energie fotdnnez je k dispozici, anebo
proto, Ze jsou Vv nitru Sluncejakymi procesy ot pohlcovany.
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Obr. 8.6: CAST — CERN Axion Solar Telescope.

Experiment PVLAS (Polarization of Vacuum with LASer)

PVLAS je zatim bezkonkuréné nejznangjSim experimentem diky
pozitivni detekci stéeni roviny polarizovaného &tla ve vakuu. Jde
o italsky experiment umi&ty v Narodni laboratov Legnaru, ktera je
soutasti INFN (Istituto Nazionale di Fisica Nucleard)experimentu
bylo pouzito linear# polarizované sstlo o vinové délce 1 064 nm
generovane laserem. &elny puls prochazel metrovym magnetem
o indukci 5 T, cely prostor byl chlazen kapalnyntidré@ na 2,6 K. Za
pomoci rezonatoru byla drahagfia untle prodlouzena. E. Zavattini
se spolupracovniky z 44 00Qiphodi s\tla zjistili, ze s¥tlo ziskalo
slak® eliptickou polarizaci a vektor polarizace set8tra jeden
prachod (tedy na metrové vzdalenosti) o Ghel (3,9500,0 % rad.

. ——

Emilio Zavattini (1927 — 2007)
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NejprirozergjSim vyswtlenim je, ze séast fotordi s polarizaci
rovnokEznou s externim polemd, v siiném magnetickém poli
premenila na axiony nebo jim podobréstice a tim doslo ke steni
polariz&ni roviny. Situace odpovida interakci s Lagrangeofumkci

L, acastice zodpaddné za stéeni roviny polarizace by &y byt
pseudoskalary odnasejici nadliytye moment hybnosti. Zda jde
skut&n¢ o axiony nebo jinéastice musi ukazat az dalSi experimenty.
Predpovidana hmotnost pseudoskalérje v rozmezi 1+1,5 meV a
vazebni konstantgvychazi v rozmezi (1,7+5)x10GeV ™.

Obr. 8.7: PVLAS: Nalevo celkovy pohled na experimen napravo je Zulova ¥z o vysce
7 metri, ve které je umisén kryostat (chladici za‘izeni) a v horni¢asti optick& lavice.

Experiment FLASH (Free-electron LASer in Hamburg)

Experiment FLASH fipravuji v DESY v gmeckém Hamburgu.
MysSlenka experimentu je velmi prosta &lanby o\&fit nezavisle
anomalii nétenou v experimentu PVLAS ast fotori z vykonného
laditelného laseru na volnych elektronech bude kaovana v silném
magnetickém poli na axiony. Tyto axiony snadno ¢oqj
nepfihlednou pekazkou (interaguji jen slap Za sénou budou (ot

v silném magnetickém polikhteré axiony peménény zpet na fotony
a svazek laser¢ast&éne obnoven. Zdanli& by tak ntéla cast sétla
projit nepiihlednou deskou.

1051



1052

@ @
‘-r* ‘T*
By By

V experimentu se @@ta s laserem na volnych elektronech labdeato
DESY, ktery je laditelny od 10 eV (EUV obor) po 260 (mekke
RTG). Za magnety bude pouzito 12 elektrickych dipgth magnei,
kazdy ma indukci 2,24 T a délku 1,029 m. Sest miignede
umis€no pred grekazkou (zajisti konverzi sila na axiony) a Sest za
prekazkou (zajisti zginou konverzi axiot na fotony). Laser spolu

S magnety se ovSem nevejde do labdfdd&SY a proto je
experiment stain pred budovou. Se zprovoamm se poita do konce
roku 2006 a pokud bude axion objeven, jeho detpifidkum by n¢l
probihat na podzim 2007. Adtgovazuji experiment za natolik
dulezity, ze fivodni nazev VUV-FEL (Vacuum Ultraviolet Free-
Electron Laser) byl 16. 4. 2006 2né¢n na FLASH (Free-electron
LASer in Hamburg). Pokud bude existence akipotvrzena, bude to
znamenat veliky krok kupdu v chapani vakua.

Obr. 8.8: Experiment FLASH bude postaven ped vchodem do budovy DESY.

Projekt ADMX

Axionovy experiment v LLNL zap&l v roce 1995. Obdoknjako
ostatni experimenty vyuziva faktu, ze v silném nsdighém poli by
se axiony nily konvertovat na fotony, vifpadt zaizeni ADMX
(Axion Dark Matter eXperiment) na mikrovinné fotany
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Experimentalni zazeni se sklada ze supravodivého magnetu

o indukci 8 T, ktery ma hmotnost 6 tun. Magnetg@inuty na

vnéjsku medi potazeného ocelového vélce. V nitru tohoto vidce
rezonakini dutina s déma ladicimi tgemi, kterymi Ize pohybovat
krokovymi motory a minit sledovanou frekvenci. Slaby signal axion
konvertovanych na fotony poté prochazi zesiteva.

krokowé motaory

“'m
R T

|
|
.

komory paro
kapalné helium

Zesilovac,
chlazeni

r

tuner

360 cm

rezonanténi dutina

ladici tyée

supravodivy magnet

Obr. 8.9: Schéma axionového detektoru.

Magnet

Magnet je supravodiva civka skladajici se z 37n6bo-titanovych
zavith. Pramér jadra je 60 cm a délka magnetu 100 cm. Vlastni
indukénost magnetu je 534 H. Pole v ose magnetu dosabdjeoty
7,92 T, celkova energie magnetického pgohé 15 MJ. Zatim nej&tsi
uloZzené magnetické energie bylo dosazeno v Oxfwtiuments fed
péti lety (27 MJ).
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Rezonaréni dutina

Rezonamni dutinu tvd@i metr dlouhy valec kruhovéhotezu

o praméru 50 cm. Je vyroben z oceli a oplatovasdmUvnitt jsou

dvé pohyblivé ladici t¢e. Elektrickeé pole v dutihje sledovano
sondou spojenou s ultranizkoSumovou elektronikodory se hledaji
pomalym skenovanim dutiny nap frekvertnim rozsahem gménym
ladicimi ty¢emi. Kovove ladici tye zvySi rezonaimi frekvenci
dutiny, pokud jsou posunuty snem k centru dutiny. Naopak
dielektrické tge posunuté do centra dutiny frekvenci snizi.

Wle

Obr. 8.10: Vlevo: pohled shora na rezona#ni dutinu, jejiz pramér je 50 cm a vyska 1 m.
Vnitiek dutiny je potaZzen nédi a obsahuje d¥ ladici ty¢e. Vpravo: osazovani horniasti
detektoru.

Prijimacd

UltranizkoSumovy fijimac je jadrem celého experimentu. Nédpvy
signal z mikrovinné dutiny jefjveden do rezonatoru, ktery ho
pievede na magneticky tok detekovatelny SQUID elekiau.
Extremre tiché zesilovée byly vyrobeny v NRAO v polovih90. let.
Prijimac konvertuje mikrovinny signal vi&ie pasma 50 kHz kolem
rezonakini frekvence dutiny nejprve na signal s centrakekyenci

35 kHz. Elektronika poté nalezne spektrum sign@ledovane 50 kHz
pasmo v okoli rezon&ni frekvence je rozileno na 400 kanal

o Sice 125 Hz na kazdeé sti@arPaizeno je 10 000 takovych spekter
pro kazdou rezon&ni frekvenci, zpiimérovano a ulozeno na
harddisk spolu s dalSimi experimentalnimi datyekava se, ze
vlastni axionovy signal by ghvytvotit pik ve spektru Sirokyies 6
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kanali. Dominantnim signalem je sanfepre tepelny Sum
rezonakini dutiny a pijimaci elektroniky.

magneticke pole
supravodic
pfedmagneti- piedmagneti-
Zatni proud zatni proud
Josephsoniy
5poj

jedna perioda y
Ergsgﬁigéaﬁéem g a= IMEny napéti neustale
magnetickeho P Dvy3Uji magneticky tok
toku o jedno kvantum

Obr. 8.11: SQUID (Superconducting QUantum Interference Device)

Zatizeni konstruované v LLNL je v tuto chvili nejoidjSim

zarizenim na sité pro detekci axiot NejoptimistttéjSi predpovdi
hovai 0 moznosti detekovat az stovku axiara sekundu. Pozitivni
detekce axioh by znamenala velky pokrok v pochopeni temné hmoty
a pispéla vyznamnou rérou k porozunni stavby vesmiru jako celku.

Projekt ALPS

DalSim pra¥ probihajicim experimentem je projekt ALPS
realizovany v smeckém DESY u Hamburgu. Zdrojemeta je zde
laser na volnych elektronech, ktery se/@dné jmenoval FEL (Free
Electron Laser) a pozfl FLASH (Free electron LASer in Hamburg).
Swétlo je vedeno fes Sest silnych magrietkde by mal&ast néla
konvertovat na axiony. V cess\wtla bude nepihledna stna a za ni
dalSi Sestice magnetPokud skutén¢ swtlo zkonvertuje na axiony,
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projdou axiony sihou a za ni bude v magnetickém poli jejich mala
cast ot konvertovana na stlo. Samo swtlo s€nou neprojde a tak
by pozitivni detekce s#la za stnou byla nezavislym néjmym
potvrzenim existence axibnExperiment by @& byt po mnoha
pratazich a pejmenovavani zprovozn pod nazvem ALPS (Axion
Like Particle Search).

Obr. 8.12 Jeden z dipdlovych magnét pouZzitych v experimentu ALPS.
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