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PREDMLUVA

Teoreticka mechanika vychazi ze zobecnénych zkusenosti ¢loveka, z toho, jak vnimame
sveét kolem sebe v naSich meétitkach — v tzv. makrosvéte. Snazime-li se zékony teoretické
mechaniky aplikovat na télesa malych rozmért (atomy, ¢astice) — tzv. mikrosvét, nebudou jiz
ptedpovédi ve shod€ s experimentem. V mikrosvété plati jiné zakony. Naptiklad samotny akt
méfeni mize ovlivnit objekty mikrosvéta. Chceme-li urcit polohu fotbalového mice,
zachytime okem fotony odrazené od mice a informaci zpracujeme. Chceme-li urcit polohu
elektronu, odraZzeny foton, z kterého na polohu usuzujeme, udéli elektronu nezanedbatelny
impuls a zméni jeho stav. Asi nejvétsi rozdil mezi jevy v makrosvété a mikrosveté souvisi
s komutativnosti. V makrosvété jsme si zvykli na to, Ze jevy, které pozorujeme, jsou
komutativni — nezalezi na potadi. Je jedno, zda nejprve provedeme méteni 4 a poté méieni B
nebo naopak. Zkratka 4B = BA. V mikrosvété tomu tak ale neni. Akt méfeni ovliviiuje stav
objektii a zalezi na tom, které méteni provedeme jako prvni. To je také hlavnim diivodem
selhani teoretické mechaniky pfi popisu mikrosvéta. Teoretickd mechanika je zalozena na
komutujicich matematickych objektech. Jedinou nekomutujici strukturou jsou Poissonovy
zavorky, a to navic jesté pomocnou.

Prvni jevy v mikrosvété, které byly v piikrém rozporu s teoretickou mechanikou, byly
objeveny na pocatku 20. stoleti. Jejich analyza vedla ke zrodu kvantové teorie — jedné ze
Zakladni rovnice a vztahy zlstavaji shodné s teoretickou mechanikou, plati vSak pro zcela
jiné objekty. Napiiklad Lieova algebra Poissonovych zavorek je aplikovana na jisté operatory
predstavujici dynamické proménné. Piedpovédi dnesni kvantové teorie se shoduji s experi-
mentem na mnoho platnych cifer.

Uved’'me nyni zékladni rozdily svéta malych rozmért — mikrosvéta — oproti situacim, na

které jsme zvykli z naseho okoli — makrosveéta:

1) diskrétni hladiny nékterych dynamickych proménnych (napiiklad energie, moment
hybnosti ...) — v dané situaci mizeme naméfit jen urcité hodnoty u sledované
veli¢iny a zadné jiné. V makrosvéte jsou meéiené hodnoty spojité.

2) dualismus vin a castic — objekty mikrosvéta se mohou chovat jako viny 1 jako
Castice.

3) nekomutativnost aktu méieni — pti méieni hodnot dvou dynamickych proménnych
(naptiklad polohy a rychlosti) mize vysledek zalezet na potadi provedeni méfeni.
Akt méfeni totiz ovliviiuje stav systému, po méfeni se systém obecné nachdzi
v jiném stavu nez pred métenim.

4) relace neurcitosti — zvySeni presnosti meéfeni jedné dynamické proménné
v ne¢kterych piipadech snizi presnost méteni jiné dynamické promeénné. Tato métfeni
se navzajem ovliviiyji a jsou nekomutativni.

5) nedeterminismus kvantové teorie — dva experimenty pfipravené za stejnych
podminek mohou dopadnout rtizné. Pfi provedeni mnoha pokusi zjistime, Ze
vysledky maji pravdépodobnostni charakter. Jsme tedy schopni pfedpoveédét jen to,
s jakou pravdépodobnosti naméfime ten ¢i onen mozny jev, nikoli ktery jev
konkrétn€ nastane.

Fyzika se tak dostala pied ulohu vytvoftit takovou teorii, kterd by souhlasila s experimenty
v mikrosvété a v makrosvété prechazela v klasickou teoretickou mechaniku. Konstrukei
kvantové teorie se budeme zabyvat v této Casti sylabu. Aktudlni verzi sylabu naleznete na
serveru www.aldebaran.cz v sekci Studium.

Petr Kulhanek


www.aldebaran.cz�

OBSAH

2. KVANTOVA TEORIE

2.1 VZNIK A VYVOJ KVANTOVE TEORIE
2.2 (M) OPERATORY V KVANTOVE TEORII

2.2.1 UNITARNI PROSTORY (PROSTORY SE SKALARNIM SOUCINEM)

2.2.2 OPERATORY

2.2.3 PROJEKCNI OPERATORY
2.2.4 ROZVOJ PRVKU DO BAZE
2.2.5 SPEKTRALNI TEORIE

2.3 ZAKLADNI PRINCIPY KVANTOVE TEORIE

2.3.1 ZAKLADNI AXIOMY A DEFINICE

2.3.2 KOMPATIBILITA MERENI A HEISENBERGOVY RELACE
2.3.3 VLASTNI STAVY ENERGIE, SCHRODINGEROVA ROVNICE

2.4 HARMONICKY OSCILATOR

2.4.1 RESENI POMOCI VLNOVE MECHANIKY (SCHRODINGER)
2.4.2 RESENI BEZ VOLBY REPREZENTACE (DIRAC)

2.4.3 RESENI POMOCI MATICOVE MECHANIKY (HEISENBERG)

2.5 SFERICKY SYMETRICKY POTENCIAL

2.5.1 MOMENT HYBNOSTI

2.5.2 RESEN{ V X REPREZENTACI, KULOVE FUNKCE

2.5.3 JEDNODUCHE SYSTEMY: OSCILATOR, VODIK, JAMA

2.6 CASOVY VYVOJ

2.6.1 EVOLUCNI OPERATOR

2.6.2 CASOVA SCHRODINGEROVA ROVNICE

2.6.3 OSCILACE NEUTRIN

2.6.4 DVOUSTERBINOVY EXPERIMENT

2.6.5 EHRENFESTOVY TEOREMY, VIRIALOVY TEOREM

2.7 RELATIVISTICKA KVANTOVA TEORIE, SPIN

2.7.1 PROSTOROVA ROTACE A LORENTZOVA TRANSFORMACE
2.7.2 SPIN

2.7.3 KLEINOVA-GORDONOVA ROVNICE

2.7.4 DIRACOVA ROVNICE

2.7.5 POZITRON, C SYMETRIE

2.7.6 ELEKTRON A JEHO POLE, U(1) SYMETRIE

2.8 SOUSTAVA STEJNYCH CASTIC

2.8.1 OPERATOR VYMENY DVOU CASTIC

2.8.2 BOSONY A FERMIONY, PAULIHO PRINCIP
2.8.3 DRUHE KVANTOVANT{

2.8.4 UKAZKA DRUHEHO KVANTOVANI PRO KLEINOVO-GORDONOVO POLE

PRILOHA — ZOBECNENE FUNKCE

P1. DIRACOVA DISTRIBUCE
P2. KONVOLUCE
P3. GREENUV OPERATOR A GREENOVA FUNKCE

12
17
19
21

26
26
30
33

36
36
40
43

45
47
50
52

54
54
56
57
58
59

62
62
63
65
69
79
81

85
85
86
87
&9

92

92
94
95






Kvantova teorie Vznik a vyvoj

2. KVANTOVA TEORIE
2.1 VZNIK A VYVOJ KVANTOVE TEORIE

Shriime nyni zékladni experimentalni fakta, ktera vedla ke zrodu kvantové teorie:

Zareni absolutné ¢erného télesa: dll/dw

V absolutné Cerném télese (Ize za né
povazovat naptiklad kazdou hvézdu) je
vrovnovaze latka a zafeni pii néjaké
konkrétni teplot¢ 7. Sledujeme-li
vyzafovani absolutné¢ cerného télesa,
zjistime, ze na ruznych frekvencich
vyzafuje s riznou intenzitou. Experi- , , , ,
mentalné¢ pozorovany prubéh energie IR uv )
vyzarené na jednotkovou frekvenci je na obrazku. Teoretické vypocty kiivky zafeni absolutné
cern¢ho télesa, které provadéli Rayleigh, Jeans a Wien, vedly k odliSnym zéavislostem. Bud’
divergovaly v infracervené (IR) nebo v ultrafialové (UV) oblasti spektra. Spravnou formuli
uhodl az Max Planck v srpnu 1900 tim, ze zkousSel porovnévat rizné funkce s naméfenymi
udaji. Jeho vysledek znél: dI/dw ~ w3 exp[— const w /T ]. Za dal$i dva mésice odvodil Planck
tuto zavislost 1 teoreticky za pfedpokladu, Ze energie svétla o urcité frekvenci w se neméni
spojité, ale je celistvym ndsobkem zékladniho energetického kvanta

E =ho; h=105x10""Js . (2.1)

Veli¢ina % se nazyva redukovana Planckova konstanta. Planck ptivodné pouzil ptedpoklad
o kvantovani energie pro zjednoduSeni matematickych vypocti. Pozdéji se ukézalo, Ze
energie elektromagnetického zafeni urcité frekvence je skuteCné kvantovana, tj. jeji
pozorované hodnoty nejsou spojité, ale meéni se skokem o zakladni energetické kvantum %@ .

Fotoelektricky jev (fotoefekt):

zéreni elektron  Pfi dopadu svétla (elektromagnetického zareni) na povrch kovu
muze byt z kovu vytrzen elektron, ktery opusti povrch kovu.
K uvoliiovani elektronti z kovu dochézi pii frekvencich svétla
vysSich nez prahova frekvence wy, ktera je pro dany kov
charakteristicka. Mame-li k dispozici svétlo s frekvenci nizsi nez

kov prahovou, emise elektronil nenastane, byt bychom pouzili svétlo
se sebevetsi intenzitou. Tento experiment je v rozporu s predstavou o svétle jako
elektromagnetickém vinéni. K fotoefektu by mélo dochazet pti kazdé frekvenci a dostate¢nou
energii k emisi by mélo jit ziskat zvySenim intenzity dopadajiciho svétla.

Reseni podal A. Einstein v roce 1905. Elektromagnetické vInéni se chova pii fotoefektu jako
Castice. Tyto Castice nazval forony. Energie jednoho fotonu zafeni o frekvenci w je prave
energie jednoho energetického kvanta (2.1). Vysvétleni fotoelektrického jevu je nyni velice
jednoduché. Na povrchu kovu dochazi ke srdzce fotonu s elektronem. Aby foton vyrazil
elektron, musi mit vyssi energii nez je vazbova energie elektronu v kovu: 7w>E;. Prahova

frekvence zfejmé je w, = E; /i . Celkova energeticka bilance

1
ho = Ei + —me02
2

se nazyva Einsteinova rovnice pro fotoefekt. Energie dopadlého fotonu se spotfebuje na
vytrzeni elektronu z kovu a na kinetickou energii vylétavajiciho elektronu.
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Elektromagnetické vInéni tedy mlZeme povazovat za soubor fotond. Proto i pfi zareni
absolutn¢ cCerného télesa se méni energie zafeni o dané frekvenci skokem — tento skok
predstavuje priristek nebo ubytek jednoho fotonu.

Comptontyv jev

A. H. Compton v roce 1923 zjistil, Ze rentgenové paprsky odrazené od povrchu grafitu méni
svoji vinovou délku. Podle klasickych ptedstav by viny mély rozkmitat povrchové elektrony
aty generovat vlnu se stejnou frekvenci. Vysvétleni: Fotony se opét chovaji jako Castice,
srazeji se s elektrony a pii srazce ztraci Cast energie, a proto meéni svou vinovou délku.

Ohyb elektronii:

Fotoelektricky jev ukazal, Ze vinéni se mlize chovat v uréitych Ipl?t(v:et .
situacich jako Castice. Naopak, n¢kdy se Castice chovaji jako ew

viny. Napftiklad svazek elektronli prochdzejici Stérbinou nebo
dvoustérbinou po dopadu na stinitko vytvofi typicky ohybovy

obrazec. Nemiizeme piedem fici, kam ktery elektron dopadne, elektrony
ale pfi  velkém mnozstvi elektroni mizeme urit ——»
pravdépodobnosti dopadu do konkrétniho mista na stinitku.

Vznikly ohybovy obrazec je tedy typickym statistickym

jevem.

Dnes jsou vlnové vlastnosti elektronti vyuzivany napiiklad $térbina
v elektronovych mikroskopech. Elektrony maji vyrazné kratsi

vlnovou délku nez viditelné svétlo a proto je rozliSovaci schopnost elektronového mikroskopu
podstatné vyssi nez optického. Poprvé byly vlnové vlastnosti elektronu pozorovany
C. J. Davissonem a L. H. Germerem v roce 1927. Zkoumali odraz elektronii od povrchu niklu.
Po vyzihéani niklu doSlo k rekrystalizaci a odrazené elektrony zaCaly vykazovat na presnych
velkych krystalech ohybovy obrazec.

stinitko

Poznamka: Castice popisujeme ¢tvefici velicin (E, p). Definice energie E a hybnosti p souvisi se
symetriemi pfi posunuti v ase a v prostoru (teorém Noetherové). VInéni popisujeme ¢tvefici veli€in
(w, k). Uhlova frekvence w je definovana jako zména faze vinéni s Gasem w = O /0t a vinovy vektor
k je zména faze vinéni s prostorovymi soufadnicemi k = 0@ /0Ox. Pfi periodickém d&ji s konstantni
periodou 7 v éase a A v prostoru (vinova délka) Ize psat w =27/T, k=2m/A . Louis de Broglie
vyslovil hypotézu, Ze objekty mikrosvéta se chovaiji jako viny i jako €astice (dualismus vin a ¢astic).

Prevodni vztah ma tvar:
F=lho, p = hk . (2.2)

Casto nas zajima vinova délka vinéni odpovidajiciho konkrétni &astici, napfiklad elektronu
v elektronovém mikroskopu. Ze vztahu (2.2) mame mv = 27 h//”t a tedy

27 h

mu

A= (2.3)

Existence atomu:

Podle klasického planetarniho modelu atomu obihaji zaporné
nabité elektrony kolem kladné nabité¢ho jadra tak, jako ve
Slune¢ni soustavé obihaji planety kolem Slunce. Odstfediva
sila je vyrovnéna pfitazlivou Coulombovou silou.

Mezi gravitatnimi a elektromagnetickymi jevy je ale
podstatny rozdil. Z Maxwellovy teorie elektromagnetického
pole plyne, ze kazdd nabitd Castice, ktera se pohybuje se
zrychlenim, vyzafuje elektromagnetické vinéni a ztraci tak

6
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energii. Pf1 kruhovém pohybu elektronu kolem jadra se méni smér rychlosti, zrychleni dv/d¢
je nenulové (mifi do centra atomu, jde o dostfedivé zrychleni) a elektron ztraci energii
zafenim. Pohybuje se po spirédle, az dopadne na jadro atomu. Tento proces trva napiiklad pro
vodik 10-11's, Podle klasické teorie by tedy za velice kratkou dobu nemély zadné atomy
existovat!! Na tento paradox upozornil poprvé dansky fyzik Niels Bohr.

Niels Bohr vytvofil tzv. Bohriiv model atomu na zaklad¢ tii umélych postulatd, které ptidal ke
klasickeé teorii:

1) elektrony se pohybuji jen po tzv. stacionarnich drahach — tj. po takovych drahach, ve
kterych je odpovidajici de Broglieho vinova délka ze vztahu (2.3) ,,namotana“ na obéznou
dréhu tj. obvod drahy je n-ndsobkem vinové délky.

_27Z'h

mu

2rr, = nd A

Tato draha neni mozna Tato draha je mozna

Index n Cisluje mozné stavy elektronu v atomu (r, mozny polomér drahy, v, rychlost na
n-t¢ draze, E,, odpovidajici energie) podle poc¢tu vinovych délek elektronu na jeho ob&zné
draze.

2) na staciondrni draze elektron nezafi.

3) pti preskoku elektronu mezi dvéma stacionarnimi hladinami dojde k vyzafeni fotonu
o energii odpovidajici rozdilu energii téchto hladin.

Tento jednoduchy Bohriiv model atomu neni feSenim vysSe uvedeného paradoxu, jde spiSe
o postulovani nebo konstatovani experimentalné zndmych skute¢nosti. Navic je tento model
aplikovatelny jen na nejjednodussi atomy s jedinym elektronem v obalu (H, He"). Tento
model ale poprvé spravné urcil hladiny energie elektronu v atomu vodiku a vysvétlil spektrum
atomu vodiku.

Heisenbergovy relace neurditosti:

Pii méfeni polohy a hybnosti objektu mikrosvéta budou nepiesnosti méfeni Ax, Ap splitovat
relaci (pies k se nescita)

Ax, Ap, 2 2 ; k=123 . (2.4)
Cim ptesndji uréime polohu objektu, tim méné piesné uréime jeho hybnost a naopak.
Samotny akt méfeni ovliviiuje nas objekt, ale relace (2.4) je splnéna i tehdy, neprovedeme-li
méteni viibec. Jde o principidlni hranici danou piirodou, za kterou nelze nahlédnout.
Naptiklad obycejny ohyb svétla na Stérbiné Ize chépat jako diisledek relaci neurcitosti pro
fotony. Priichod fotoni $térbinou neni nic jiného nez pokus o urceni jejich polohy y
s presnosti Ay (velikost §térbiny). Fotony, které prosly stérbinou, urCit€¢ mély v okamziku
prichodu soufadnici y rovnou soufadnici y $térbiny. Zmensime-li $itku $térbiny Ay, zvysSime
pfesnost méteni y; podle relaci (2.4) se ale zvySi nepiesnost Ap, urCeni odpovidajici
komponenty hybnosti. Vysledkem je znamy ohybovy jev — fotony za Stérbinou vyletuji
s danou pravdépodobnosti do rliznych sméri se stfedni kvadratickou fluktuaci hybnosti Ap,
danou Heisenbergovymi relacemi neurcitosti.
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| | Sa

Vycet experimentalnich fakti, které jsme uvedli vySe, neni zdaleka uplny. VSechny ale
ptispély ke zrodu kvantové teorie, popisujici pro nas nezvykly svét atomil a elementarnich
Castic. Podejme nyni struény piehled jejtho vyvoje. V roce 1925 formuloval Werner
Heisenberg ve svych 25 letech maticovou mechaniku — kazdé dynamické proménné ptiradil
¢tvercovou matici (zpravidla nekonecnou), jejiz vlastni Cisla byly métitelné hodnoty ptislusné
veli¢iny. Slo o teorii pramenici z vynikajici intuice, na zékladé které bylo mozné urdit
napiiklad energeticka spektra rtiznych atomi (nejen vodiku).

- d

V roce 1926 Erwin Schrodinger formuloval vinovou kvantovou mechaniku. Re$enim
rovnice

2

A w = Ey (2.5)
2m

pro vinovou funkci  bylo op€t mozné urcit hodnoty energie £ pro objekt v potencialnim poli
V(x, y, z). Ob¢ konstrukce — Heisenbergova i Schrodingerova — poskytovaly shodné vysledky.
Spise nez o ucelenou teorii $lo v té dobé o navod, jak urcit energetické spektrum.

Obecnou konstrukci kvantové teorie na Hilbertovych prostorech proved] P. A. M. Dirac.
Ukazalo se, ze Heisenbergova a Schrodingerova mechanika se li§i jen jinou volbou
prislusného Hilbertova prostoru.

Az doposud byla budovana nerelativistickd kvantova teorie. Zobecnéni na relativisticky
ptipad provedli Klein a Gordon pro spin c¢astice s =0 a Dirac pro spin ¢astice s=1/2
(Kleinova-Gordonova rovnice, Diracova rovnice). S relativistickou kvantovou teorii byla
objasnéna podstata spinu, Dirac pfedpoveédél existenci pozitronu, ale predevsim byl postaven
zaklad pro vybudovani kvantové elektrodynamiky (Dirac — 1949). Odsud byl jiz jen kriicek ke
vzniku kvantové teorie elektromagnetického pole (Dirac, Feynman), ve které¢ dochazi i ke
kvantovani samotného elektromagnetického pole (tzv. druhé kvantovani). Vysledky kvantové
teorie pole I1ze prehledné zapisovat pomoci tzv. Feynmanovych diagrama.

Na zékladé riznych symetrii v ptirodé se od 60. let bouflivé vyviji kalibracni teorie,
naptiklad Weinbergova-Salamova teorie elektroslabé interakce, kterd sjednocuje teoreticky
pohled na interakci elektromagnetickou a slabou, rozviji se kvantovd chromodynamika —
teorie silné interakce, teorie GUT sjednocujici elektroslabou a silnou interakci a probihaji
intenzivni pokusy o formulaci Einsteinovych-Diracovych rovnic supersymetrickych teorii
SUSY pokousejicich se o jednotny popis vSech ¢tyt interakei. Lidstvo stdle vice poznava svét
elementarnich ¢astic a jeho zékonitosti.

Nasledujici kapitolu budeme vénovat matematice, kterou je tfeba znat pro pochopeni
kvantové teorie. Vlastni stavbou kvantové teorie se budeme zabyvat az v kapitole 2.3
a nasledujicich.
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2.2 (M) OPERATORY V KVANTOVE TEORII

V této kapitole se budeme zabyvat nejdilezitéjsi matematikou potiebnou v kvantové teorii.
Veskeré uvahy jsou z diivodu jednoduchosti provedeny pro ptipad, kdy vlastni ¢isla operatorii
jsou navzajem riznd a tvoii spoc¢etnou mnozinu. Obecnéjsi piipady vicendsobnych vlastnich
Cisel a spojitého spektra jsou kratce diskutovany v zavéru kapitoly.

2.2.1 Unitarni prostory (prostory se skalarnim souc¢inem)

V kapitole 1.4.1 jsme rozsitili pojem vektoru na obecnéjsi objekty nez jsou usporddané trojice
a zavedli linedrni vektorovy prostor. Pozorné€ si znovu tuto pasaz prectéte! Nyni analogicky
roz§ifime pojem skalarniho soucinu pro rizné linearni vektorové prostory. Budeme diisledné
pouzivat Diracovu symboliku, ve které jsou prvky linearnich vektorovych prostorti znaceny
symboly |f >,| x>, |a > askalarni souciny <f|g>,<x|y>,<a|b>, atd.

®3  prostor realnych trojic

> = (1./2./3) lg> = (£1,82.83)
<f|lg>= fig1 + /28 + 1383 = 18k skalarni soucin
Norma vektoru (velikost) se definuje vztahem

pro R3

£ = J<f|f> - et 2.6)

Pro realné trojice znazornéné jako usecky opatiené Sipkami je norma vektoru rovna délce
usecky a plati <f|g> = ||f||-]||g]||-cosa, kde a je uhel sevieny obéma vektory. Z tohoto

vztahu plyne okamzité Schwartzovo lemma:
|<flg>| < [If-llgll - (2.7)

Vysledkem operace skalarniho souéinu je &islo, v piipadé linearniho vektorového prostoru ®3
redlné Cislo, v obecném piipadé¢ bude vyhodné uvazovat i o Cisle komplexnim. Norma
vektoru (velikost) musi ale vzdy byt nezaporné realné ¢islo.

RN prostor redlnych N-tic
|f>:(fla---afN) > |g>:(glaagN) ; fl,glER,

N
<flg>= fig1++fven = 2 k& = Jr&k
k=1

V platnosti zlstavaji definice normy 1 Schwartzovo lemma.

C¢N  prostor komplexnich N-tic
|f>:(fl""’fN) > ‘g>:(gla""gN) 5 f[,g[EC,
* % N * *
<flg>= figi++/NgN = 2 /8 = fx8&k
k=1

Skalarni soucin definujeme v jednom z argumentti komplexné sdruzeny (dohodou v levém).
Pro komplexni ¢islo z = a + i b je velikost (norma) ¢isla dana vztahem

*
|z]=v="=
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Pravé proto, aby pro komplexni ¢isla zistalo v platnosti, ze norma vektoru je odmocnina
skalarniho soucinu vektoru se sebou samym, je v definici skaldrniho soucinu komplexni
sdruzeni v jednom =z argumentii. Pii vySe uvedené definici skaldrniho sou¢inu bude
vysledkem sice komplexni Cislo, ale norma vektoru ziistane readlna nezaporna:

A=) =R A St = R+ 2 0.

Op¢t plati Schwartzovo lemma.

12 prostor komplexnich posloupnosti (N-tice s N — o)
’f>= {fl’ tees fna } = {fl};il ’|g>= {gl}ﬁl 5 fl » 81 € ¢,

<flg>=fig + =+ fugs + = D fr& = [r & -
k=1

Takto definovany skalarni sou¢in ma smysl jen pro konvergentni posloupnosti. Do prostoru
[2 miizeme zahrnout jen takové prvky |f >, pro které je || f || < «, tj. pozadujeme

Sfife <o pro ¥V [f>el?
k=1
Potom je

I<flg> =1 frgr| < Nfll-llgll <o pro V [f>,|g>el® |
k=1

nebot’ Schwartzovo lemma plati i v ptipadé nekonecnych posloupnosti.

£2 (— o0, 0) prostor komplexnich funkei realné proménné

Pii dal$im zobecnéni prostoru /2 si miizeme index k piedstavit spojity. Misto k budeme psat
X : fx. Vyraz f; neni ale nic jiného nez komplexni funkce realné proménné (spojitého indexu),
kterou je zvykem zapisovat ve tvaru f'(x) , tj.

f>=fr=f(), [g>=g,=g(x), ; xeR, f,g¢€C,
+ 00
<flg>= | /T (x)gx)dx
— 00
Analogicky jako v /2 je tfeba do prostoru £2 zahrnout jen prvky s || f || <o , tj.
+ o0
[ F @) f(x)de <o  pro YV f(x)er?
— 00
Potom je
+00
<flg>| = | [ / ()g@dx| < |If||-]lg]l <o pro ¥V [f>|g>e [’
— 0

a skalarni sou¢in ma smysl. Schwartzovo lemma plati i pro integraly. £2 se nékdy nazyva
prostor funkci integrovatelnych s kvadratem. Lze ho definovat i pro jiny defini¢ni obor nez
(= 0 , ), potom piSeme £2 (M), kde M je defini¢ni obor funkci £ (x) € £2 (M).

Nyni mizeme pftistoupit k obecné definici prostort se skalarnim souc¢inem.

10
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UNITARNI PROSTOR (prostor se skalarnim soudinem) — unitdrnim prostorem nazveme

linearni vektorovy prostor 7/(s operaci +: 9 x ¥/— 1 a operaci - : ( x ¥—> 1), na
kterém je definovéana dalsi operace
< | > VxV > C

(tzv. skalarni soucin) s vlastnostmi
) <f|lg+h> = <f|g>+<f|h>,
2) <flag> = a<f|g>,

3) <g|f>:<f|g>* (:><af|g>:a*<f|g>),
4) <f|f>=>20 ; <f|f>=0 = [f>=0
Poznamky:

1) Pfidanim operace [, ] z linearniho vektorového prostoru ziskame Lieovu algebru, pfidanim
operace < | > ziskame unitarni prostor.

2) Prvni dvé operace v definici znamenaji linearitu v pravém argumentu. Z tfeti operace plyne
antilinearita v levém argumentu (aditivnost + vytknuti komplexné sdruzené konstanty).

3) Symbolika zapisu pochazi od P. A. M. Diraca. Nazyva se také braketova symbolika nebo
brakety (z anglického bracket = zavorka).

<|> Lbracket”
<| Lbra“ (Ize matematicky definovat, dual, nazna¢ena operace skalarniho soucinu)
| > Jket” (vektor z 1)

4)  Pro komplexni N-tice Ize interpretovat | f > jako sloupcovou matici, < f | jako transponovanou
komplexné sdruzenou matici:

S
> =] i <= (A - )
I
Potom je skalarni sougin
81
* k . *
TR i I
EN

definovan za pomoci maticového nasobeni. Pro jiné prostory nez n-tice neni pro nase ucely
tfeba jednotlivé ¢asti skalarniho souginu < f | g > néjak interpretovat.

+00
5) Pro £*Ize chapat <f| = J‘f*(x) .-+ dx jako naznacenou operaci skalarniho souéinu. Je
—00

jen tfeba doplnit patfi¢nou funkci, na kterou operace plsobi. Podobna situace je u derivovani,
napiSeme-li jen d/dx.

Paprsek — necht’ v je unitarni prostor, |f > jeho nenulovy prvek. Paprskem natazenym na

|f > nazveme mnozinu prvka {|g>; |[g>=a|f>; a € C\{0}, [f>,|g>ev}.

>

Hilbertitv prostor — Uplny unitarni prostor (hranice prostoru je jeho soucasti).
Separabilni Hilbertitv prostor — Hilbertlv prostor se spocetnou bazi.

11
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2.2.2 Operatory

Operatorem rozumime zobrazeni

A

A: ¥Vo>9

které prvku | f > prostoru ¥/ pfifazuje prvek | g > tohoto prostoru:

b

A|f>:|g>

V platnosti zistdva bézné nazvoslovi pouzivané pro zobrazeni (vzor, obraz, definicni obor,
obor hodnot, ...).

Priklad 1: ® Operatorem na ® miize byt libovolna matice 3x3, naptiklad

1 00 1
A=[001|; |[f>=[2] =
01 1 1
1 0 0)(1 1
Af>={0 0 1]]2|=|1]=]g>, obecnd

01 1)1 3
A 10 0)(A f
Aif>=100 1| fAl=] £

0 1 1){f3 f2+ /3

Priklad 2: £ 2 (- o0, o)
5= L ;0 |[f>=xe™ =
dx

A d _ _
DIf >=—|xe ¥ |=(1-x)e * = >
| dx(" J=-ne =g

Jednotkovy operdtor: 1/f > = |f > . Pro n-tice je jednotkovym operatorem diagonalni matice
s jednotkami na diagonéle (jednotkova matice) — ovéite!

Kvadrat operdtoru: Druhou mocninu operatoru mizeme definovat, je-li obor funk¢nich
hodnot operatoru podmnozinou jeho defini¢niho oboru, potom
A’|f> = A(A|f>) .

Pfiklad 3: Operator derivace

N d o e

D = If>=e =

N2 =i i -’ _i _ —x? — (_ 2\ . —x°
D|f>_dx(dxe J_dx( 2xe )—(2+4x )e

Mocnina operdtoru: Analogicky definujeme indukci obecnou mocninu operatoru
A”|f> = A(A”’1|f>) .

Funkce operatoru: Necht’ f(x) je analytické funkce s Taylorovym rozvojem

f) = Dt

k=0

12
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Potom miizeme definovat funkci operatoru
A 0 A k
f(A) = D A" . (2.8)
k=0

Ptipomeiime si zde rozvoje nékterych dalezitych funkci:

1
=l x4t A A xt

1—x ’
T=l+x+ i - x + x! +
e T T :
inx = x3+x5 x7+x9+
B TR T TR ’
. X2 . 4 6 . 8
COSY=1"r " "ol 8l :

hx = +x3+x5+x7+x9+
X=X 3 Ty T T g ’

2 4 6 8
ha=l+2 45 4% 4%
¢ I T

. : A 0
Priklad 4: Na prostoru C 2 je zaddn maticovy operator A = ( .

_lj . UrcCete exp(A ).
1 0

A=A, AT=1 .,  a=12
Nyni jiz snadno nalezneme hledanou funkci matice:
. . A2 A’ A*
R T TR
1 1 1 p I 1 1 -
:(1+2I+4!+6!+---j1+[1+3I+5!+7!+---)A=
=c + s =
ishl chl

Takto ziskaji smysl napiiklad 1 vyrazy typu sin(d/dx ) a podobné. Pozd¢ji se nau¢ime funkci
operatoru nalézt pomoci spektralniho rozvoje operatoru. Jde o efektivnéjsi zpiisob nez je
Taylortiv rozvoj.

Inverzni operdtor: Inversnim operatorem k A nazveme takovy operator Al ze

AAT-ATA-]

13
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K danému operatoru A muze byt nalezeni inversniho operatoru znaéné obtizné, nékdy
inversni operator neexistuje vibec.

SdruZeny operdtor: Sdruzenym operatorem k A nazveme takovy operator AT , 7€
<f|Ag> = <A7Lf|g>

Pusobeni operatoru A v pravé stran¢ skalarniho soucinu dopadne stejné jako pusobeni

k nému sdruzeného operatoru v levé ¢asti skalarniho sou¢inu. Sdruzeny operator k A nemusi
vzdy existovat.

Priklad 5:

Skuteéné

L)1 2i) (1 0) s
o -iJlo i) lo 1)
A|g>:( 1 2%)_[81J: gl‘."2igzj’

0 1)\g 18,
el Yk,
21 -1) (/> —2if1-1/;

A * * g1+2ig2 * .k .k
<f|Ag>:(f1 fz)'( ig ]=f1g1+21f1g2+1f2g2,
2

A * L% % g % L% L%
<ATf\g>=<f1 21 fy +1f2)'( }=f1g1+21f1g2+1f2g2-

1
82

Poznamka: Nalézt sdruzeny operator pro matice je velmi snadné, puvodni matici staci komplexné

sdruzit a transponovat (pfeklopit kolem diagonaly), t;. AT = (A*)T .

Uved'me nyni velmi uZzitecné vztahy pro vypocet inversniho a sdruzené¢ho operatoru pro
soucin dvou operatort:

(AB)'=B'A"! | (2.9)
(AB)"=BTAT. (2.10)
Jejich dikaz je trividlni pfimo z definice inversniho a sdruZeného operatoru:
(A é)_l .AB=1 / B zprava
(A é)_l .A=B" / A7 zprava

(AB)'=B'A"!
Analogicky postupujeme i pro sdruzeny operator:

<(AB)f|g>=<f|ABg>=<A'f|Bg>=<B'ATf|g>

14
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Komutativita operdtorii: Pro operatory je obecné AB = BA. Rikime, Ze operatory
nekomutuji. Miru nekomutativnosti mizeme posoudit za pomoci tzv. komutatoru

[A,B|l=AB-BA. (2.11)

Je li komutator operétorﬁ A, B nuIOV}'/, operétory komutuji je-li rizny od nuly nekomutuji

vvvvvv

(dokazte!)
) [AB]=-[BA] ,
2) [A+B,C]=[AC]+[BC] ,
3) [a-AB]= a-[A B] ,
4) [A[B.C]]+[B,[C.A]]+[C,[AB]] =
To jsou ale pravé defini¢ni vlastnosti Lieovy algebry (1.22) az (1.25). Komutatory tvoii

Lieovu algebru na prostoru operatord.

Priklad 6: Mé&jme na £2 dva operatory: D- d/dx a X = x , naptiklad na prvek |x5 > pusobi
takto

A d
D|x5>:d—x5:5x4 , X|x5>=x-xS:x6
X

Urceme jejich komutator
A e A d
[D,X]|f>=(DX-XD) |f>= (—x x—)f(x)— (xf(x)) xaf(x)z

=f(x)+xf(x)—xf(x)zf(x):|f> =
[DX]|f>=[f>= proV |[f>e? =
[D,X] = 1

Podobné mtzeme urcéovat i dal$i komutaéni relace.

V celém tomto textu se budeme zabyvat linedrnimi operdtory, tj. operatory s linearni
odezvou: A(a|f>+ flg>)=aA|f>+ fA|g>. VSechny dosud uvedené operatory byly

linearni.

V kvantové teorii se setkdme piedevSim se dvéma druhy linearnich operatord - operatory
unitarnimi a operatory Hermitovymi. Uved'me nyni definice téchto operatora.

UNITARN{ OPERATORY
Definice: unitarni operator zachovava skalarni soucin, tj.
[f>—>U|f>, |[g>>U|g> = <f|lg>=<Uf|Ug> . (2.12)
Skalarni soucin se pied a po plisobeni unitarniho operatoru nezmeéni.
Véta: Pro unitarni operatory je sdruZeny a inversni operator totozny, tj.
ufr=0". (2.13)
Dukaz: Z definice sdruzeného operatoru vime, ze

<LAJf|l:Jg>:<LAJTLAJf|g>.

15
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Pro zachovani skaldrniho soucinu (definice unitdrniho operatoru) je nutné, aby
ufo=1,
to ale podle definice inversniho operatoru pravé znamena, ze U =0"!
Pfiklad 7: operator U=e¢' na prostoru £2 je unitarni
f>=fx) ., Uf>=c™ f(),
lg>=g(x) , Ulg>=¢e"g(),
<Uf|Ug>= j(eix f(x)) e g(x)dv = [ £ (x)e! g(x)dx =
= [/ () gy =<1|g>

HERMITOVY OPERATORY
Definice: Hermitliv operator plisobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné, tj.
<Af|g>=<f|Ag> . (2.14)
Véta: Pro Hermitiv operator je sdruzeny operator roven pivodnimu, je samosdruzeny:
AT=A. (2.15)

Dukaz: Plyne okamzité z definice sdruzeného operatoru.

Poznamka: V pfesné matematice se definice samosdruzeného a Hermitova operatoru nepatrné [isi
pozadavky na defini¢éni obor, pro nase uCely nebudeme samosdruzené a Hermitovy operatory
rozliSovat. Vzhledem k tomu, Ze Hermitlv operator plisobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné,
Casto se pise

<Af|g>:<f|Ag>:<f|A|g>

Centralni pozice A naznaduje, Ze podle vlastniho uvaZeni miiZeme operatorem zapUsobit vlevo &i
vpravo. Tato struktura se nékdy nazyva sendvic.

e B . d . . ,
Pfiklad 8: operator B = i na prostoru £ 2 (— oo, o) je hermitovsky
X

0

<Bf|g>= j(iddxf(x)j g(x)dx = —i j

— 00 —00

df ( )g(x) ” p.pirtes

=i o], +i jf (1) 78 g = jf (x )( 480 )j = <f|Bg>

Vyraz v hranaté zavorce je nulovy, nebot funkce z L2 (-, ) jsou integrovatelné
s kvadratem na (— oo, ) a proto musi byt

lim f(x)= lim g(x)=0 proV f,ge’

x— =t xX—>tow

Samotny operator derivace D = d/dx hermitovsky neni, pfi provedeni integrace per partes by

se zaménilo znaménko a <Df |g>=—<f|Dg>.

16
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2.2.3 Projekcni operatory

Cilem této kapitoly bude naucit se nachazet projekce vektorit do predem zadaného
paprsku. Jde o ulohu, kterd méa prvofady vyznam nejen pro kvantovou teorii. Rozvoje do
ruznych typt fad (naptiklad Fourierova fada) nejsou nic jiného nez hledani projekci zadané
funkce do vektort n¢jaké baze, které reprezentuji paprsek v prostoru.

Z celého paprsku staci vzit jediny vektor, ktery paprsek zcela popise. Vybereme tento
Lreprezentativni  vektor jednotkovy, tj. tak, aby <ala>=]1, tj.|la||=1. Snadno
piedstavitelnd je situace v ®2. Na obrazku vidime jednotkovy vektor|a >, ktery representuje
paprsek a vektory |f >,| g >,|h >, které do tohoto paprsku budeme promitat.

Y | £>

1

A
Pl h> a>
A ! | > A
Plg> i | P|f> paprsek
[h >N\

Projekce libovolného vektoru |f> ma velikost |[f||-cosa a smér |a>/||a]|.
Znaménko funkce cos ve velikosti projekce urcuje, zda promitany vektor miii ve sméru |a >
nebo ve sméru opacném. Projekci Ize napsat jako soucin jeji velikosti a sméru:

<alf> |a> <a|f> <al|f>
: : = la>= ———|
all-[[£]] llall — [fafl-[la]] <ala>

Pif> = |[f]-cosa o0 = ||f]|

|a>
lafl

Pov§imnéte si, Ze pii upravach vyrazi v Diracové symbolice mizeme libovolné
stéhovat Cisla (normy vektora a skalarni souciny). Vyraz pro projekci se sklada z koeficientu,
ktery urcuje velikost projekce a vektoru |a >. ZapiSeme-li formaln¢ koeficient az za vektor,

ziskdme operatorovy tvar:

<alf> Ja><al|f>

Pif>=|a> =
<ala> <ala>

. OznaCme

|la><a|

P -
<ala>

(2.16)
Tento vyraz se nazyva projekénim operatorem. Sdm o sobé vyznam nemad, jde

o naznacenou operaci skalarniho souc¢inu, ktera musi byt vykonana. Teprve zaptisobenim P
na néjaky vektor |f > dostaneme smysluplny vyraz — projekci vektoru danou koeficientem
<a|f>/<ala> a smérem vektoru |a>. Situace je podobna operatoru d/dx, také jde jen
o naznacenou derivaci, ktera musi byt vykonana na konkrétni funkci. Bude-li vektor |a >, do
kterého promitame jednotkovy, vyrazy se jesté zjednodusi:

P =|a><a| , 2.17)

f’|f> = |a><a|f>

Koeficient projekce je <a|f > a smérje |a>.
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Priklad 9:
Naleznéte projekei vektoru |f > do vektorii |[a> a |b >. Vektory jsou dany takto:

oo () e

Nejprve nalezneme projekéni operatory:

( ) 11
ol 1l Dy
1
1 +1 -1
P, = |<bb>|<bb>| E+1J+l ( J ) [leJ ) (_52 _1@

. 3 >
Nyni snadno nalezneme hledané projekce: ||

; 12 12) (1 2
SANTTINED
A 12 -1/2) (1 -1
e - (s )= ()

Vyuzijme nyni tohoto ptikladu a vyzkousejte
si, ze plati jednoduché a uzitecné relace.
Vypocty jsou natolik snadné, ze zde uvedu

jen vysledky: 2
I BI-B,; B/-P,
2 BB, . P -B,
5 B 4B, - i

Prvni relace znamena, Ze projek¢ni operatory jsou hermitovské. Pro matice je vyznam
jednoduchy: Matice se po pieklopeni kolem hlavni diagonaly a nésledném komplexnim
sdruzeni nezméni. Druhd relace ma také velmi jednoduchy vyznam: Projekce dvakrat
provedena po sobé (kvadrat operdtoru) je shodnd s projekci provedenou jednou. Obé
vlastnosti jsou pro projekéni operatory charakteristické a vétSinou se povazuji za definici
projekéniho operatoru:

Definice: Projekénim operdtorem nazveme takovy linearni operator, ktery je hermitovsky
a plati P2 = P.

Poznamka: Snadno Ize ukazat, Ze obé vlastnosti jsou spinény pro definici (2.16), napfiklad pro
druhou vlastnost:

P2 _ la><a| |a><a| |a><ala><a| |a><a| _ p

<ala> <ala> <ala><ala> <ala>

V prostfednim vyrazu jsme zkratili skalarni soucin v Citateli (uprostfed) s jednim ze skalarnich soucint
ve jmenovateli. Jde o prosta komplexni €isla, ktera Ize vytknout pfed vyrazy a kratit.

18



Kvantova teorie Operatory

Vyznam treti relace je také snadno pochopitelny: Vektory |a> a |b >jsou navzdjem kolmé

a vroving tvofi ortogonalni bazi (bazi sloZzenou z kolmych vektorti). Projekce do téchto
vektorl nejsou ni¢im jinym nez rozkladem piivodniho vektoru do této baze. Zkuste si obé
projekce secist. Dostanete ptivodni vektor. Prav€ matematickym vyjadienim faktu, ze soucet
vSech projekci d& piivodni vektor je tieti relace:

f’a+f’b=:l = f’a|f>+|€’b|f>=|f>

Neékdy se této relaci tikd relace uplnosti. Pokud je dana baze uplna (nechybi v ni zadny
vektor), potom je soucet vSech projekénich operatori roven jednotkovému operatoru. To
znamena, ze soucet vSech projekci libovolného vektoru da plivodni vektor.

2.2.4 Rozvoj prvku do baze

M¢gjme v unitdrnim prostoru spocetnou bazi (maximalni mnozinu linearné nezavislych
vektord) {| e, >}. Vhodnou line4rni kombinaci jednotlivych prvkii mizeme vzdy zajistit, aby
prvky baze byly navzijem kolmé a mély jednotkovou velikost. Takové prvky budeme
oznacovat jen pofadovym cCislem: |k >. Baze slozend z vektor |k > ma dvé zakladni

vlastnosti:
<k|l>:5kl 5 (218)
Sik><k] =1 . (2.19)
k

Vlastnost (2.18) je vyjadienim ortonormality. Skalarni sou¢in dvou rtznych vektort je
nulovy (jsou navzajem kolmé) a dvou stejnych je roven jedné (vektory baze maji jednotkovou
velikost). Vlastnost (2.19) je relaci uplnosti baze. Soucet vSech projekénich operatort da
jednotkovy operator, tj. soucet vSech projekci libovolného vektoru da pivodni vektor.
V relaci tuplnosti je mozné vynechat sumaci a vyuzit Einsteinovu sumacni konvenci.
V piipadé neseparabilnich prostori s nespocetnou bazi maji ob¢ relace tvar:

<x|ly>=06(—-x) , (2.20)
flx><xjar =1 . (2.21)

Na pravé strané relace ortonormality je misto Kroneckerova symbolu Diracova 0 distribuce
a v relaci uplnosti je misto sumace projek¢nich operatora integrace.

Rozvoj prvku do baze je v Diracové symbolice mimotadné jednoduchy. Staci ptred
prvek vsunout relaci aplnosti v podobé jednotkového operatoru:

£> = > = Slh><k|f>=Yelk> , co=<klf> . (222
k k

Koeficienty rozvoje jsou dany skaldrnim sou¢inem rozvijené¢ho vektoru s prvkem baze.

Priklad 10: Fourierova fada

Uvazujme prostor £(0,27) periodickych funkei integrovatelnych s kvadratem. Diky
pozadavku f(0) = f(27) tvofi v tomto prostoru uplnou bazi soustava funkci (viz elementarni
ucebnice z matematiky nebo latka z prvnich semestri):

| fi>=e™ | k=0,+1,%2, ..

Tyto funkce jsou sice navzdjem kolmé, ale nejsou jednotkové:
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2 2
L . 0 I#k
<fk |ﬁ > = Ie—lkxellx dx — jel(l—k)x dx — prO — 277:5k[
0 0 2r prol=k

Nulovost skaldrniho sou€inu pro /# k plyne z periodi¢nosti trigonometrickych funkci na
intervalu <0, 2z7>. Vydélime-li prvky béaze jejich velikosti, ziskame ortonormalni bazi

s= Lo koo 442,

2z

pro kterou plati relace ortonormality (2.18) a relace Uplnosti (2.19). Rozvoj libovolné funkce
z naseho prostoru je potom

1f> =D ¢ lk> cp=<k|f>
k

neboli

f(x) = TRfydxe

2
1 o 1 7
—ch e , Cp =—— J-e
\ 27[ k \ 27[ 0
coz jsou znamé vztahy pro Fourierovu fadu. Nezapomente, ze skalarni soucin je v levém

argumentu komplexné sdruzeny, proto je v koeficientu ¢, minus.

Reprezentace

V dané bazi mizeme snadno piepsat operatorovou rovnici A|f >=|g>. Vlozime pied
vektor jednotkovy operéator.
A1 [f>=|g> =

SAl><l|f>=|g> /<k| zleva =
[

S <klAll><I|f>=<k|g> . (2.23)
1
Ziskany vyraz neni ale nic jiného nez maticové nasobeni
An A (A (e Ao A, =<k|All>,
Anl Ann . fn ) gn , ’f>_)fn5<n‘f>,

g>—>g,=<n|g>,

neboli

DAufi=gr - (2.24)
[

Jestlize operatoru pfifadime ¢tvercovou matici A — A;; =< k|A|l > a vektoru sloupcovou
matici |f >— f; =<I|f >, mlZeme s operatorovymi vyrazy zachazet jako s obycejnym
nasobenim matic. Hovofime o tom, Ze jsme zvolili reprezentaci dan¢ho prostoru. Ve
skutecnosti nejde o nic jiného nez o volbu konkrétni baze. Mé-li baze nekonecny spocetny
pocet Clend, budou vektorim odpovidat posloupnosti a operatorim nekone¢né matice.
Vidime, Ze v libovolném separabilnim Hilbertové prostoru existuje jednoznacné zobrazeni

prvkG na prostor posloupnosti /% (izomorfismus). V ptipad€ neseparabilnich prostorii
s nespocetnou bazi ziskame obdobnou relaci:
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[<xlAly><ylf>dy=<x|g> | (2.25)
coz neni nic jiného nez integralni transformace.
[A4Gnf) dv=gx) ;

A, y)=<x|Aly> ,  f(y) =<ylf> , gk =<x|g>

s jadrem A(x, y). Veliciny x, y hraji ulohu spojitého indexu.

(2.26)

Piechod mezi bazemi
Mame-li k dispozici dvé sady bazovych vektora {|k>} a {| k' >}, bude mezi koeficienty
rozvoju platit jednoduchy vztah, ktery opét odvodime jen vlozenim relace Gplnosti:

fi = <k'|f>=><klk><k|f>=YSufi » Spp=<klk>
) k k

Matice S se nazyva matice piechodu.

2.2.5 Spektralni teorie

V teorii operatort patii k zakladnim tlohdm nalézt sméry, ve kterych se piisobeni daného
operatoru projevuje jako komplexni natahovani:

Af>=Af> ; JleC . (2.27)

Vektor |f> se nazyva viastnim vektorem (charakteristickym vektorem) operatoru A

a koeficient natahovani A viastnim cislem (charakteristickym ¢islem). Napiiklad u tenzoru
setrvacnosti lezi vlastni vektory ve sméru os, ve kterych téleso pfi rotaci nehazi. U linearnich
operatorti je i kazdy néasobek vlastniho vektoru vlastnim vektorem se stejnym vlastnim
Cislem. Jde tedy o cely paprsek v Hilbertové prostoru, neboli viastni smér. Takovych
vlastnich smért a ¢isel mlze existovat u linedrnich operatora celd fada, jejich maximalni
pocet je roven dimenzi prostoru (poctu prvki baze). U separabilnich prostort mizeme tedy
ulohu nalezeni vlastnich ¢isel a vektord formulovat rovnicemi:

Alf,>=A,f,> ; k=12,...; A,eC . (2.28)

Mnozina vSech vlastnich cisel {1;,...,4,,...} se nazyva spektrum operatoru A.

Nalezneme-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, miizeme relativné¢ snadno fesit
rovnice obsahujici tento operator. Pomoci vlastnich Cisel a vektorti lze naptiklad fesit
soustavy obycejnych linearnich diferencialnich rovnic (viz kapitola 1.5 prvni ¢asti sylabu).

Véta: Hermitovsky operdtor ma realné vlastni ¢isla a vlastni vektory dvou riznych vlastnich

¢isel jsou navzajem kolmé.

Dukaz: Pii vypoctu skalarniho soucinu vyuzijeme hermitovosti a ponechame operator nejprve
pusobit v pravé Casti skalarniho soucinu a poté v levé. Vysledek musi byt stejny:

<fk |/1k fk >=ﬂ“k <fk ’fk >

<f, |Af, > = = Ap=d = A eR.

<Afk|fk >=ﬂ:<fk|fk>

Vlastni ¢isla jsou tedy realna. V druh¢ Casti budeme postupovat obdobné. Pro vlastni ¢islo
z levé Casti skalarniho soucinu vyuzijeme prvni ¢asti diikazu:
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n <fk|/11fl>:/ll<fk|fl>
<fk|Afl>: A *
U
ﬂ’l<fk’fl>=ﬂ’k <fk|fl>
U
(A=A )<f|f;>=0
U
<f, |f;>=0prok #!

Véta: Vlastni Cisla unitarniho operatoru lezi na komplexni jednotkové kruznici a vlastni
vektory dvou riznych vlastnich ¢isel jsou navzdjem kolmé.

Dukaz: Pii diikkazu vyjdeme s definice unitdrniho operatoru:
<f, |f; >:<flfk |L]fk >:i*klk <f, |f; >
Porovnanim prvniho a posledniho vyrazu je ziejmé, Ze
A =1 = |1 |=L

Zbyva dokazat kolmost vektort. K tomu budeme potfebovat pomocnou vétu (lemma),
ktera tik4, ze inverzni unitarni operator ma vlastni ¢isla 1/4;.

~ 1 - ~ - * 1
k

Z porovnani prvniho a posledniho vyrazu plyne

A 1

07 £ ) =—|f).

08I
Nyni jiz budeme postupovat analogicky jako v pfipadé hermitovského operatoru. V levé
¢asti skalarniho soucinu vyuzijeme opét prvni casti dikazu:

<fk |/1[ fl >:2’l <fk |fl >

1

*

k

<fk|0fl> =

<0_1fk|fl>= <fk|fl>=ﬂ’k<fk|fl>

U
)‘l <fk |fl >:ﬁ“k <fk |fl >
U
(A=A )<t [f;>=0
U
<f, |f;>=0prok =l
Poznamky:
1. Realné vlastni hodnoty hermitovskych operatorli budou v kvantové teorii vyuZity jako mozné

vysledky méfeni dynamické proménné, které odpovida operator A . Ani kolmost vlastnich vektor(
neni bez uzitku. Vhodny hermitovsky operator nam muze v podobé svych vlastnich vektort
sporodit” vyhodnou ortonormalni bazi v Hilbertové prostoru.

2. Unitarni operatory se v kvantové teorii vyuzZivaji k popisu €asového vyvoje stavu objektu.
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Pfiklad 11: Urceme vlastni ¢isla a vektory matice A z piikladu 4:

St
poane < (UYE) - (I

Rovnice ma netrividlni feSeni jen pokud je determinant roven nule. Z této podminky plynou
dvé mozné hodnoty vlastniho ¢isla 4. Pro kazdou z nich potom jiz snadno ué¢ime piislusny
vlastni vektor. Pozor! Podminka pro determinant ¢ini rovnice pro slozky vlastniho vektoru
zavislé. To je ale v poradku, feSeni rovnic musi mit jeden volny parametr, tak aby
ptedstavovalo cely paprsek v prostoru. K vlastnim vektorim mizeme najit normované vlastni
vektory a ptislusné projekéni operatory. Vysledek je:

1 { 't +1 B 1 (+1 P 1< (1 +1
=-1, >=cC , >=— , = >< = — . .
! ! +1 2+ ! 20-i 1

dy=+1, |f - 251 - P, =|25<2|= b
=+ R >=cC R >=— . = >< = — X
2 2 +1 J2 1 2 2l+i 1

Povsimnéte si, ze matice A byla hermitovskd (matice pieklopena kolem diagonaly
a komplexn¢ sdruzend je shodna s ptivodni matici). Proto ma redlna vlastni Cisla a vlastni
vektory tvofi ortonormalni soustavu:

<1ljI>=<2|2>=1 , <1|2>=<2|1>=0

Tato soustava vektort je Uplnd, tvoii bazi v prostoru komplexnich dvojic:

|1><1|+|2><2|:I51+I52:1

Véta o spektralnim rozvoji: Necht’ A je linearni operator s mnozinou vlastnich vektort, ktera
tvoti uplnou ortonormalni bazi v Hilbertové prostoru. Potom miizeme pro analytickou funkci
operatoru definovanou Taylorovym rozvojem (2.8) psat

FA) = D fOAIk><k| =3 f(A)P - (2.29)
k k
Dukaz: Nejprve si pov§imnéme pusobeni mocnin operatoru na vlastni vektory:
Alf, >=1, |f, >,
A2 £, >=A,A (T, >=A2|f, >,

A [, >=A"f, >,
U
S E>=D e, A" [f, > = D e, Ap > = f(A)|f; >
n n

V dalsi fazi dikazu budeme funkci operatoru pusobit jiz na obecny vektor. Provedeme ale
jeho rozklad do baze slozené z vlastnich vektord, kde ptisobeni zndme z posledni rovnosti:

S E> = Y f(A) k><k|f> = f(Ap)lk><k|f>
0 k k

To je ale pfesné rovnost, kterou jsme chtéli dokazat. Vynechame-li ve vyrazech libovolny
vektor | f >, na ktery operatory piisobi, dostavame vétu o spektralnim rozvoji.
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Poznamky:

1) Ma-li operator vicenasobné vlastni Cislo stupné& N, neni to na zavadu. Vlastni vektory
k vicenasobnému vlastnimu &islu tvofi cely podprostor ®@ dimenze N a lze zvolit N nezavislych
kolmych vlastnich vektor(i odpovidajicich tomuto vicenasobnému ¢islu.

2) Je-li prostor neseparabilni, bude za nékterych dalSich pfedpokladl mozné vétu o spektralnim
rozvoji modifikovat do tvaru:

SA) = [f(2)]x><x]|dx

3) Pro vyjadfeni funkce operatoru je ¢asto mnohem jednodussi pouzit misto Taylorova rozvoje vétu
o spektralnim rozvoji. Pfislusnéa fada probiha jen pfes vlastni €isla operatoru.

4) Zname-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, mizeme snadno napsat jeho libovolnou
funkci a FeSit tak rovnice, ve kterych se tato funkce operatoru vyskytuje. Specialné inverzni
operator je dan formuli

A 1 1 =«
A7 =S —fk><k|=> —P;.
P k Ak
Vidime, Ze pro jeho existenci je kromé predpokladl véty nutna nenulovost vSech vlastnich Cisel.

" 0 -1 A
PFiklad 12: Na prostoru ¢ je zaddn maticovy operator A = ( . Oj . UrcCete exp(A).
i

Tento piiklad jsme jiz feSili pomoci Taylorova rozvoje jako ptiklad 4. Z ptikladu 11 zndme
vlastni Cisla, vektory i projekéni operatory tohoto maticového operatoru. Z véty o spektralnim
rozvoji miizeme proto napsat:

A A A 1 +i 1 -1 chl -—ishl
eh = e’llP1+e'12P2=e_ll _ vt d ‘ =
2\ -1 1 2\+1 1 ishl chl

Na rozdil od Taylorova rozvoje ma fada nyni jen dva ¢leny.

Pfiklad 13: Naleznéte Casovy vyvoj prubéhu teploty tyce délky L, jejiz oba konce jsou

udrZovany na nulové teploté. Pocatecni teplota tyce je dana funkei 7j(x).

Ukolem je najit feSeni rovnice teplotni difuze
or  &°T

— =K
ot 0 x?

, T=T(tx)

s pocatecnimi a okrajovymi podminkami
T(ty,x)=Ty(x) |, T7t,0)=T(t,L)=0

Pteformulujme nyni tlohu do Diracovy symboliky. Zaved'me nejprve Hilbertlv prostor

9 = {f(x): Fel?(0,L) A f(0)=f(L)= 0}.
Jde o prostor funkci definovanych na intervalu <0, L>, periodickych a integrovatelnych
s kvadratem. Okrajovd podminka pivodni rovnice je pfesunuta do definice prostoru. Kdyby
byly okrajové hodnoty na obou stranidch rtzné, mohli bychom teplotni funkci zrcadlové
rozsifit (tim bychom ziskali stejnou hodnotu teploty na obou koncich tyce). Jestlize by
hodnota teploty ty¢e na obou koncich byla nenulova, mizeme posunout pocatek teplotni
stupnice. Vzhledem k derivacim v rovnici teplotni diflize to na tvar rovnice nema vliv.
Pozadavek nulové teploty na obou koncich tyée tedy neni na ijmu obecnosti feseni. Uloha
ma nyni tvar:
2
dAr>__ Air> . |Tsew . A=-9_ (2.30)
dt dic?
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Z ptikladu 8 vime, ze operator B = e hermitovsky (mé redlna vlastni Cisla a kolmou
X

soustavu vlastnich vektort). Proto i kvadrat tohoto operatoru A= B? je hermitovsky.

Znaménko minus zde neni podstatné, jen zajisti nezaporna vlastni ¢isla operatoru A . ReSeni
ulohy mizeme formaln¢ napsat okamzité (!!) :

|T(1)> = <A | 7)) > . (2.31)
Skute¢né: dosadime-li poCatecni Cas, da feSeni pocatecni podminku. Derivujeme-li feseni
podle Casu, zjistime, Ze feSeni (2.31) spliuje vychozi rovnici (2.30):
jt | T(t)>= jte"“‘(f‘fo) IT(ty) > =—x Ae AU | T(1)> =k A|T(1) >
Jediny problém je, ze v nalezeném fteSeni (2.31) vystupuje funkce operatoru A. Abychom ji

mohli uréit, musime znat spektrum a vlastni vektory operatoru A na prostoru #. Resme tedy
nejprve ulohu

Alf>=Alf> ., |f>en =
f"+Af=0, fO)=7(L)=0
Reseni této obyéejné linearni diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami je:
2,2
gk:”k , | fr >=csin k—”x , |k>:\/zsin k—ﬁx , k=12,...
12 L L L

Vlastni ¢isla jsou redlna (A je hermitovsky operator), vlastni vektory jsou navzdjem kolmé
a tvofi pfirozenou bazi v H. Napsat feSeni (2.31) je nyni jiZ jen jednoduchou aplikaci véty
o spektralnim rozvoji:
~ 0 _ _ [e0] _@(t_zo)
17() > =R | 7(1) > =3 e T ks k| Tt) > =Y epe P k>
k=1 k=1

|k>5\/%sin(k7ﬂx] , c, =<k|T(ty) >

Reseni miizeme samoziejmé zapsat i standardné, bez pouziti Diracovy symboliky:

272
Tk K L
2 & T W) (kg 2% . (kr
T(t,x) = ||= D cpe r sin| —x| ; Cr == jsm —x |Ty(x) dx
L3 L L L
= 0
Pro t =ty mame Fourierovu fadu pro pocatecni podminku. Pro ¢ # ¢y nejde o nic jiného nez
orozvoj do jednotlivych Fourierovych modi. Kazdd Fourierova komponenta ubyva
exponencialné s casem.

Vidime, Ze véta o spektralnim rozvoji ndm mize byt uzitecnd i pfi feSeni parcidlnich
diferencialnich rovnic.
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2.3 ZAKLADNI PRINCIPY KVANTOVE TEORIE

Jak uZ vime, klasickd mechanika selhala pfi popisu d€jii mikrosvéta zejména proto, ze
je postavena na komutujicich objektech. V mikrosvéte déje ale nekomutuji. Zakladnim cilem
bude tedy misto dynamickych proménnych pouzivat nekomutujici objekty (operatory)
a nalézt vztah mez operatory a realnymi meétitelnymi veli¢inami.

2.3.1 Zakladni axiomy a definice

I. Redefinice stavu

p V klasické mechanice je stav Castice uren polohou a hybnosti.
Vzhledem k tomu, ze v mikrosvéte nelze soucasné tyto veliiny
mefit a méfeni jedné ovlivni méfeni druhé, je nutné pojem stavu
definovat novym zplUsobem. Fazové trajektorie jiz nelze
v mikrosvéteé popsat kiivkami. Vnimame je s pfesnosti danou

+ relacemi neurditosti AxAp > /2 . MiZeme si predstavit, ze faizovou

trajektorii vidime jako rozmazanou &aru srozliSenim danym &tvereCkem o plose 7/2
(sledujeme-li jednu soufadnici a ji odpovidajici zobecnénou hybnost).

Kompatibilita: Rekneme, Ze dvé dynamické proménné jsou kompatibilni, jestlize mérenti jedné
veliciny neovlivni méreni veliciny druhé. Ptikladem kompatibilnich proménnych jsou (x, y),
ptikladem nekompatibilnich proménnych jsou (x, p,). Kompatibilita je symetricka vlastnost,
ale neni transitivni.

(AkompB) = (Bkomp4d) ,
(Akomp B)A(BkompC) =% (4kompC) .
Piiklad 14: (x komp y) A (y komp p,) % (x komp p,).

Uplnd mnofina pozorovatelnych (UMP): Maximdlni nezavislda mnoZina vzdjemné
kompatibilnich dynamickych proménnych. Jakékoli dal$i dynamicka proménnd uZ s nimi neni
kompatibilni. Naptiklad v nerelativistické teorii jsou nejznaméjsi UMP (x, y, 2), (Px, Py» P-)
apro centralni pole jeste¢ energie, kvadrat momentu hybnosti a jeho jedna komponenta
(E, L?, L3). Soutasnd lze tedy zméfit viechny tfi soufadnice nebo viechny tfi slozky hybnosti.
Nelze jiz ale soucasn¢ zméfit vSechny tii slozZky momentu hybnosti.

Stav systému: Rekneme, Ze zndme stav systému, zname-li vysledek méreni nékteré UMP.
Stavem tedy nazveme jen to, co lze ve skutenosti soucasné zméfit.

Zakladnim rysem nové teorie musi byt nekomutujici objekty — operatory. Misto
dynamickych proménnych z klasické mechaniky (soufadnice, hybnost, energie, moment
hybnosti,...) budeme pouzivat operatory (operator souradnice, hybnosti, ...). Nekomutativnost
téchto operatorti bude vyjadfovat nekomutativnost aktu méfeni dynamickych proménnych
v mikrosvété. Veli¢iny naméfené piistrojem v mikrosvété jsou realna cisla, nékdy spojita
(poloha castice), nekdy diskrétni (napiiklad jednotlivé hladiny energie elektronu vazaného
v atomu). Jak ziskat z operdtoru dynamické proménné sadu redlnych cisel spojitého nebo
diskrétniho charakteru? Takovou sadou je prave spektrum hermitovskych operatort.
Dynamickym proménnym budeme tedy prirazovat hermitovské operatory.

Kazdy operator ptsobi na prvky néjakého Hilbertova prostoru #. Musime se tedy ptat,
jaky vyznam bude v nasi teorii mit sdm Hilbertiiv prostor a také prvky, na které operatory
pusobi. Pozdé&ji uvidime, Ze ptili§ nezalezi na volbé Hilbertova prostoru. Podstatné jsou spise
vztahy mezi dynamickymi proménnymi, nyni operatory. Kvantovd mechanika zaloZzend na
prostoru £? funkei integrovatelnych s kvadratem je znama Schrodingerova vinova mechanika
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vedouci na Schrédingerovu rovnici a vinové funkce. Kvantova teorie zaloZena na prostoru /°
posloupnosti scitatelnych s kvadratem je Heisenbergova maticovd mechanika. Ob¢ teorie se
na prvni pohled zdaji naprosto odliSné. Piesto vlastni ¢isla operatori v obou teoriich jsou
stejnad a ob¢ teorie tak davaji stejné predpovedi. Hilbertlv prostor se vSemi svymi prvky
a s operatory, které na prvky pusobi, koresponduje s vlastnostmi celého systému z klasické
mechaniky. Misto systému budeme proto v kvantové teorii hovorit o Hilbertové prostoru
daného systemu (naptiklad HilbertGv prostor elektronu).

Zbyva rozlustit posledni hadanku — k ¢emu jsou prvky Hilbertova prostoru? Jiz v uvodu
jsme si fekli, Ze v mikrosvété sam akt méfeni ovlivni stav systému. Pfed méfenim je systém
v jiném stavu nez po méfeni. Akt méfeni dynamické proménné zastupuje v kvantové teorii
hermitovsky operator této proménné. Plsobenim tohoto operatoru na prvek prostoru
dostavame jiny prvek tohoto prostoru. A to je ptesné to, co hledame. Prvky (vektory) prostoru
tedy predstavuji stav systému. Akt métfeni je plisobeni piislusného operatoru na stav (prvek
prostoru) a novy stav je prvek, ktery vznikl plisobenim operatoru.

Vlastni ¢islo operatoru prezentuje namétenou hodnotu a vypovida tak o stavu systému.
Vime uZz, Ze nasobky kazdého vlastniho vektoru jsou opét vlastnim vektorem. V # tedy
existuje k danému vlastnimu ¢islu cely vlastni smér (paprsek). Stavu systému proto musi
odpovidat cely paprsek v %, nikoli jen jeden jediny vektor. Pfichazime tak ke tfem zakladnim
axiomum kvantové teorie:

m systému prifadime Hilbertiv prostor H systtm — H
m stavu systému prifadime paprsek |y > v H stav - |y>
m dynamické proménné piifadime hermitovsky operator A na 7 A - A

S linearitou budované teorie se poji velmi dulezity princip:
m Princip superpozice: Necht |p>eH a |y >eH reprezentuji dva rizné stavy
systému. Potom je kazdy vektor aj|¢ > + ap|y > je také fyzikalné realizovatelny

stav.
Bez tohoto pozadavku by nebylo mozné vybudovat linearni teorii.

Il. MéFeni v kvantové teorii

Akt méfeni dynamické proménné 4 v néjakém stavu znamena aplikaci operatoru A této

dynamické proménné na dany stav |y >. Operatorem A a stavem |y > musi tedy byt zcela
jednozna¢né dano, co je a co neni mozné na systému naméfit. Odpovéd na tuto otazku
poskytuji tzv. interpretacni postulaty:
m Postulat A. M¢time-li dynamickou proménnou A4, mohu na systému naméfit jen
n¢kterou zvlastnich hodnot {a;} operatoru A této dynamické proménné:
m Postulat B. Pozorovani dynamické proménné 4 na systému, ktery byl ptfipraven ve
vlastnim stavu | j > operatoru A, vede zcela jisté k naméteni vlastni hodnoty a;.

m Postulat C. Je-li systém pfipraven v obecném stavu |y > € # ', vede opakované méteni
veli¢iny 4 k riznym vysledkiim a;. Stfedni hodnota téchto opakovanych méfeni bude

rovna <1//\A|l//>.
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Poznamky:

1) Opakovana méfeni si nemusime predstavovat tak, ze bychom na stejném systému opakovali
neustale tatdz méfeni. V praxi by to nebylo proveditelné. Tézko mizeme na jednom jediném
elektronu zopakovat néjaké méreni. Musime mit pfipraveno velké mnozstvi systému ve stejném
stavu (napfiklad svazek elektron(i) a opakovat méfeni na rliznych elektronech (systémech).

2) Vyraz pro stfedni hodnotu je nejjednodussim moznym vyrazem slozenym z operatoru A a stavu
| w >, ktery da jako vysledek reainé &islo. Stfedni hodnotu byva zvykem oznacovat <A> nebo

A.

3) Automaticky prfedpokladame, Ze stavové vektory jsou normovany k jedné. Neni-li stavovy vektor
normovan, musime vyraz pro stfedni hodnotu vydélit jedté kvadratem normy stavového vektoru:

_<v|Aly>

<yly>
4) Vyraz pro stfedni hodnotu rozepsany v prostoru £3(®>) da:

Jv' 0 Apx) dx
[FACIZOTE

< A>

<A>=

5) Jsou-li vdechny systémy pfipraveny ve vlastnim stavu | j > operatoru A, da stfedni hodnota
dana postulatem C samoziejmé pfislusnou vlastni hodnotu podle postulatu B a vSechna méreni
daji v tomto vyjimecném pfipadé stejny vysledek (pfes j se nescita):

<jlAlj> a;<jlj>_

<A>= — — =a;
<jlj> <jlj>

lll. Statisticka interpretace stavového vektoru
Rozvineme-li stavovy vektor do ortonormalni spo¢etné baze | n > nebo nespocetné baze | x >

|l//>:Z|n><n|w>=Zl//n|n>, resp. |w>:'[|x><x|w>dx:'[w(x)|x>dx,

nazyvame koeficienty rozvoje y,,, respektive y/(x), amplitudou pravdépodobnosti, Ze systém
nalezneme ve stavu |n >, respektive |x >. K tomu nés opraviuje fakt, Ze jde o projekce

stavového vektoru do patiicného prvku béaze. Z ortonormality bdze a normovanosti stavu
k jedné okamzité plyne

Y waw, =1, resp. [v wode =1

a vyrazy

%k *
Wy, =W,W,, Tesp. w(x) =y (x)y(x)
proto chapeme jako pravdépodobnost realizace stavu |7 > resp. hustotu pravdépodobnosti
nalezeni systému ve stavu | x >. Pravdépodobnosti jsou automaticky normalizovany k jedné.

IV. Princip korespondence

Poslednim ze zakladnich principti kvantové teorie je princip korespondence. Vymezuje, které
¢asti z teoretické mechaniky je mozné prevzit v kvantové teorii.

m Princip korespondence pro zakladni relace. Zéakladni relace mezi dynamickymi
proménnymi v teoretické mechanice a ptislusnymi operatory v kvantové mechanice se
mohou liSit jen poradim operatort.

m Princip korespondence pro algebru Poissonovych zavorek. Struktura Poissonovych
zévorek v teoretické mechanice je identicka se strukturou komutéatorti v kvantové teorii:
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A—>A
BB = {4B=C - [AB]=kC
C—)é

Prvni ¢ast principu korespondence plati pro jednoduché relace mezi dynamickymi
proménnymi, které neobsahuji derivace. Naptiklad definice Hamiltonovy funkce v potenci-
alnim poli V'

2 2 2
+ p5 +

o= P )
ptejde v definici Hamiltonova operatoru

L BLRPT

H= —F—+VX)Y,2) . (2.32)
2m
Vyraz pro potencialni energii je typickou funkci operatoru, kterou jsme probirali v kapitole
0 operatorech Pro vyrazy typu A = xp nelze kvantovy analog jednoznacné urcit. Mize jim

byt bud’ A=XP nebo A=PX. Operatory nekomutuji, a proto zalezi na jejich potadi.

Spravna varianta z obou moznych musi byt vybrana na zékladé experimentu. Stejné tak
muzeme zriznych Lagrangeovych funkci téhoz systému obdrzet razné kvantové teorie
a spravnou variantu je tfeba op¢t vybrat na zdklad¢ experimentu.

Druhé ¢ast principu korespondence se tykd Poissonovych zavorek — vyrazi, které

v klasické mechanice obsahuji derivace dynamickych proménnych. Poissonovym zavorkam

v kvantové teorii odpovidaji komutdtory dynamickych proménnych. Nelze vSak polozit

rovnost mezi komutacni relaci a Poissonovou zavorkou. Diivody jsou hned dva:

1) rozmérovy: Poissonova zavorka obsahuje derivace, které do vyraz vnaseji fyzikalni
rozmeér, komutatory nikoli = je tfeba pouzit rozmérovy prevodni koeficient k.

2) principialni: Dynamickym proménnym v kvantové teorii miizeme piifazovat jen
hermitovské operatory (maji redlna vlastni Cisla, ktera interpretujeme jako naméiitelné
hodnoty). Jsou-li operatory odpovidajici 4 a B hermitovské, musi byt operator
odpovidajici C také hermitovsky. To lze opét zajistit pomoci konstanty £.

Urc¢eme nyni podminku na konstantu £, ktera plyne z pozadavku hermitovosti operatori:

[A,B] = kC
AB-BA = C /!
B'AT-ATBT = x"¢" /07=0
BA-AB =k'C
—[AB] = k"C

Porovname-li pocate¢ny a koncovy vyraz, musi platit £* =—k. To ale spliuji jen ryze
imaginarni ¢isla. Pfevodni konstanta tedy musi mit tvar:
k=ih. (2.33)

Konstanta 7 je né&jaké realné Cislo a je jedinou fundamentalni konstantou kvantové teorie.
Tato konstanta se bude vyskytovat ve vSech piedpovédich kvantové teorie (napiiklad
v energetickém spektru elektronu vazaného v atomech, ve vztazich pro zéafeni absolutné
cern¢ho télesa, v Heisenbergovych relacich neurcitosti, atd.). Jeji hodnotu je mozné zméfit
experimentalné na zéklad¢ téchto predpovédi a je rovna:

7 = 1.0545887x10* Js . (2.34)
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Princip korespondence pro Poissonovy zdvorky miizeme strucné zapsat jako
1 A A
{4,B} — 0 [A.B] . (2.35)

Tim jsme zakoncili pfehled zakladnich principti kvantové teorie. Jelikoz jde o zakladni
neodvoditelné principy, na kterych teorii stavime, bylo by mozné jen stroze vypsat axiomy,
postulaty a principy oznacené v této kapitole ctvereCkem. Doplitujici texty se snazi jen
poukdzat na to, Ze pravé tato volba zdkladnich axioml je pfirozena a povede k cili.
O spravnosti zakladnich principi v8ak mohou rozhodnout jedin€¢ experimenty ovéfujici
vypovédi z téchto principt plynouci.

2.3.2 Kompatibilita méreni a Heisenbergovy relace

Rozhodnout o tom, zda se méfeni dvou dynamickych proménnych ovliviiuji ¢i nikoli, je
jednoduché. Stac¢i znat komutétor operatora téchto proménnych. Je-li tento komutator nulovy,

je AB=BA a mé&feni se neovliviiyji. Zakladni komutatory pro soufadnice a hybnosti

muizeme odvodit z principu korespondence, ostatni uz pak z vlastnosti komutatort. Pro
Poissonovy zadvorky mezi souradnicemi a hybnostmi plati (1.55):

xb={pepi}=0 . Axp}=90y
Tomu odpovidaji podle principu korespondence komutacni relace:
[X,, X,1=[P,, P1=0,[X,, P]=in 15, . (2.36)

Z nich je zfejmé, Ze soucasné lze u objektu zméfit vSechny tii soufadnice nebo hybnosti. Také
se vzajemn¢ neovlivni méfeni napiiklad soufadnice x a hybnosti p,. Jedina méreni, ktera se
vzdjemné oviliviuji a u kterych zdlezi na poradi meéreni (nenulovy komutator) je mereni
zobecnéné souradnice a ji prislusné zobecnéné hybnosti.

Rovnice (2.36) jsou zdkladnimi komuta¢nimi relacemi v kvantové teorii. Bylo by samoziejmé

vvvvvvvvv

odvozovat je ze zdkladnich relaci (2.36) a vlastnosti Lieovy algebry komutatort. Tim se
oprostime od klasické mechaniky a nemusime se kni pfi kazdé komutacni relaci vracet.
Kvantova mechanika zacind ,,Zit vlastnim Zivotem®. To, co ptebrala z klasické mechaniky
prostiednictvim principu korespondence, jsou jen relace (2.36).

Odvod’'me nyni komuta¢ni relaci mezi prvni a druhou komponentou momentu hybnosti:
[L1.Ly]=[X,P; — X3Py, X3P, —X,Py] =
=[XP3, X3P, ]— [X,Ps. X,P3] - [ X3Py, X3Py 1 +[ X3Py, X,Ps ] =
=X, [P;. X3P ]+ [Xy, X3P, Py — X, [Py X/Py] ~[X, , X ,P Py -
X3 [Py X3P, 1 [X3. X3P, 1Py + X; [Py, X\Ps ]+ [ X5, X,P;]P, =
= X, X; [Py P 1+ X, [P X5 1Py + X5 [X5 P IPs +[X,, X5 PPy
=X, X, [P3,Py]— X, [Py, X, IP; — X, [X,,P31P; —[X,, X, ]P;P; -
— X3 X5 [Py, P 1 - X5 [Py, X5 1P, — X5 [X5,P 1P, —[X;5, X5 ]PP, +
+X3X1 [I52,I53]+X3 [ﬁzaxl]l% +5(1 [)A(3,|53]FA’2 +[X3,X1]ﬁ3f’2 =
=0 - X, [X3,P;]P,+0+0-0-0-0-0-0-0-0-0+0+0+X,[X5,P;]P, +0=
=—inX, 1P, +in X, 1P, =ih(X,P, - X, P,) =iAL;
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Je jasné, Ze postup je velmi zdlouhavy, ale pfimocary. Hledanou komutacni relaci
postupné ,,rozméliiujeme* podle pravidel Lieovy algebry az na elementdrni relace mezi
soufadnicemi a hybnostmi. Prakticky vSechny symbolicky orientované programy ¢i
programovaci jazyky bez problémi tuto tlohu feSi za nds a obsahuji baliky pro vypocet
komutacnich relaci.

Analogickym postupem muzeme nalézt komutaéni relace pro ostatni komponenty
momentu hybnosti. Neni to ale nutné, staci je ziskat cyklickou zdménou soutradnicovych os.
Kompletni komutaéni relace pro moment hybnosti potom jsou:

[I:l’l:2]:ih|:3 5
IL,,Ly]=inLl, | (2.37)
[I:3,I:1]:ihl:2

Vysledkem je, Ze soucasné neni mozné¢ zmeéfit zddné dvé komponenty momentu
hybnosti. Méfeni kazdé komponenty ovlivni méteni kterékoli jiné komponenty. Zaved'me
operator kvadratu velikosti momentu hybnosti

L2=L3+L3 +L5 . (2.38)

Stejnym postupem jako diive dopocteme komutac¢ni relace kvadritu momentu

s jednotlivymi komponentami. Tentokrate pii ,,rozmélnovani* komutacni relace postaci dostat

se jen krelacim (2.37) pro moment hybnosti. Jejich vysledek uz zname. Po vypoctu
dostaneme:

2.L,]=0 , k=123 . (2.39)

Neni tedy mozné soucasné¢ zméfit dvé rizné komponenty momentu hybnosti. Vzdy je
ale mozné zméfit kvadrat velikosti momentu hybnosti a jednu z jeho libovolnych komponent,
zpravidla se pouziva tfeti komponenta. Ze zatim provedenych uvah je ziejmé, ze soucasne
muZzeme méfit dynamické proménné {x, y, z} nebo {p, p,, p-} nebo {L?, Ls}. V kapitole 2.5
uvidime, Ze v ptipad¢ sféricky symetrického potencidlu je s posledni mnozinou kompatibilni
jesté energie. Jde o zékladni ti Giplné mnozZiny pozorovatelnych (UMP) pro nerelativistickou
castici.

Nalezli jsme tedy jednoduchy postup, pomoci kter¢ho zjistime, které veli¢iny lze
souCasn¢ meéfit a které ne. Postaci nalézt komutator odpovidajicich operator. Tento postup
nam ale umozni odpovéd’ typu ano/ne. V pftipad¢, Zze dynamické proménné spolu soucasné
méfit nelze, se musime ptat, jak moc narusi akt méfeni jedné proménné akt méfeni proménné
druhé. Na tuto otazku odpovidaji Heisenbergovy relace neurcitosti, které si nyni odvodime.

Predtim si uved'me piehled zdkladnich statistickych pojmi a jejich operatorovych
analogii v kvantové teorii:

statistika kvantova teorie
a sttedni hodnota | g =<y/| A ly > sttedni hodnota
Aa=a-a odchylka AA=A-71 operator odchylky
Aa=0 VztahproE <1//|AA|1/>:O VztahproE
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<y|AA’ [y >=
_ . 2
(Aa)2 =a’-a’ variance =<y |A’|y>-— vztah pro (Aa)
. (variance)
—<y|Aly>?

— [ _, |strednikvadr. ~ stfedni kvadr.
Aay, =\(Aa) =\a’ - @’ odchylka Aa,, :\/< wIAA® [y > odchylka

Zkuste si dokazat oba dva statistické vztahy v klasické statistice 1 v kvantové teorii.
V obou piipadech staci jen dosadit z ptisluSnych definic.

Nyni jiz mizeme pfistoupit k odvozeni relaci neurcitosti. Predpokladejme, ze mame
dvé nekompatibilni proménné:

4B —> AB ; [A,B]=C
Naleznéme stfedni kvadratické chyby métent:
2 2 AN 2 ~ 2 D A A " "
(Aay, )* (Aby, ) =<y [(AR) |y ><y [ (AB)? |y > = <AAy |AAy >< ABy |ABy >=
i B A - , (3)
=[[AAy ||” -[|ABy ||” = [< AAy |ABy >" =|<y | AAAB|y >7 =
1, 7o o | P , 4
=|<1//\E(AAAB+ABAA) + 5(AAAB—ABAA)|://>] =
1 o 1 . , *9)
=|5<WI[AA,AB]+II//> + 5<WI[AA,AB]_IW>I 2

1 ~on 9 *6) A A 5 1 A )
2|5<W|[AA,AB]_|1//>I = |5<WI[A,B]|1//>I =|§<'//|C|W>|

Po odmocnéni dostdvame konecny tvar Heisenbergovych relaci:

Aay, Aby, > é|<y/|é|y/>| . (2.40)

* Poznamky k odvozeni:
(1) vyuziti hermitovosti operator(;
(2) Schwartzovo lemma (2.7);
(3) rozdéleni na symetrickou a antisymetrickou ¢ast;
(4) oznaleni symetrické Casti jako antikomutator a antisymetrické jako komutétor;
(5) symetricka Cast je pozitivné definitni operator (nezaporné stiedni hodnoty);

(6) jednotkovy operator v definici AA komutuje s ¢imkoli.

Znéame-li vysledek komutacni relace operatort ptislusicich dvéma dynamickym proménnym,
muzeme z Heisenbergovych relaci urcit miru ovlivnéni jednoho meétfeni druhym. Toto
vzajemné ovlivnéni vysledkli méteni zavisi na stavu, ve kterém je systém piipraven. Jen jsou-
li obé dynamické proménné ve vztahu zobecnénd souradnice — zobecnéna hybnost, nezavisi
vzajemné ovlivnéni na stavu systému:

XPI=inl = avap = JlewlAlysd = Dcwlysl = 5
To je nejzndmé;jsi tvar relaci neurcitosti

AxAp > g . (2.41)
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Jde o prvni konkrétni méfitelny vysledek zndmi budované teorie, ktery obsahuje jedinou
konstantu teorie — Planckovu konstantu.

Poznamka: Operatory kinetické a potencialni energie zpravidla vzajemné nekomutuji. To ma za
nasledek, ze neni souCasné presné zjistitelna kineticka i potencialni energie a ¢astice se mize (na
rozdil od klasické fyziky) ,pfehoupnout® pfes potencialovou bariéru (tzv. tunelovy jev).

2.3.3 Vlastni stavy energie, Schrodingerova rovnice

V minulé kapitole jsme se naucili rozhodnout, které dynamické proménné 1ze spolecné
meéfit a které ne. Pomoci Heisenbergovych relaci neurcitosti jsme schopni i kvalitativné
postihnout miru naruSeni jednoho méfeni métenim druhym. Nyni se budeme vénovat druhé
zakladni Uloze kvantové mechaniky: Nalézt spektrum operatoru energie — hodnoty energie,
které je mozné na systému naméfit. Ulohu miizeme zformulovat napiiklad takto:

Hin>=E, |n> , (2.42)
- |§2 2 Af +P? +|€’z A A A
H= —+rX) = —>——4+vXY,2) , (2.43)
2m 2m
(XX =[PP ]=0 . [XeB]=indey (2.44)

Budeme hledat vlastni hodnoty operatoru energie (Hamiltonova operatoru) ze vztahu (2.42).
Tato rovnice pro vlastni hodnoty Hamiltonova operatoru se nazyva Schrodingerova rovnice.
Operator energie (Hamiltonliv operator) je dan vztahem (2.43). Zakladni operatory, ze
kterych je sloZzen Hamiltoniiv operator, podléhaji komutacnim relacim (2.36), resp. (2.44).
Nezalezi pfili§ na tom, jaky Hilbertiv prostor zvolime. V pfisti kapitole uvidime feSeni
harmonického oscilatoru v riznych prostorech #, vzdy dostaneme stejné spektrum
Hamiltonova operatoru. Na daném prostoru je nejpodstatnéjsi zvolit Hermitovy operatory
zobecnénych soufadnic a hybnosti tak, aby spliiovaly komutacni relace(2.44).

v . ron s v qe . ) , . ,

Ukazme si nyni prepis Schrodingerovy rovnice v prostoru £(®) funkci integrovatelnych

s kvadratem na celém prostoru ®”. Nejjednodussim operatorem na tomto prostoru je operator
nasobeni soufadnici. Tento operator stotoZnime s operatorem soufadnice:

Y A

X=x ; ?:y ; Z=z . (2.45)
Nyni zbyva nalézt hermitovské operatory pro hybnost tak, aby spliovaly komutacni relace
(2.44). V ptikladu 6 jsme si ukazali, Ze operator derivace a operator nasobeni soufadnici
spliuji v jedné dimenzi komutacni relaci [ﬁ,X] = :l, neboli [X,ﬁ] = -1. Je zfejmé, Ze
operator P= —ihd/dx spliuje relaci [)A(,ﬁ] =il av jedné dimenzi plni ulohu operatoru
hybnosti. Sdm operator derivace neni hermitovsky, ale operator derivace vyndsobeny ryze
imaginarni konstantou jiz hermitovsky je (viz piiklad 8). Aby ve tfech dimenzich operator
hybnosti spliioval komutacni relace (2.44) a platila volba (2.45) pro operator soufadnice, musi
operator hybnosti mit tvar

B—-inl . B =-inl ; PB=-ir" | neboli (2.46)
: 0x 7 0y 0z

P=—inV . (2.47)

Schrédingerova rovnice (2.42) s operatorem energie (2.43), volbou prostoru H= £A(R)
a operatory (2.45) a (2.46) vede potom na slavnou Schrédingerovu rovnici v x reprezentaci:
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{—ﬁA + V(x)} v,(X) = E,y,(x) . (2.48)
2m

Reseni této rovnice pro konkrétni potencial V poskytne spektrum operatoru energie {E,}
jakoZto mnozinu moznych méftitelnych hodnot energie.

Poznamka 1: ReSeni rovnice (2.48) Ize nalézt pro kazdou hodnotu energie. Ne vzdy je vSak toto
feSeni z prostoru Lz(qf). Je proto vzdy tfeba vybrat z moznych feSeni jen ta, ktera jsou integrovatelna
s kvadratem, tj. donekonec¢na ubyvaji dostate¢né rychle, aby zajistila integrovatelnost.

Poznamka 2: Existuje jednoduchy zpusob, jak odhadnout typ spektra pro dany potencial. MUze-li se
v klasické mechanice ¢astice vzdalit do nekonecna, je spektrum operatoru energie spojité. Nemuze-li
se ani v jednom sméru vzdalit do nekonecéna je spektrum operatoru energie diskrétni.

X

Pfipomenme, Ze v klasické mechanice se €astice mize pohybovat tam, kde je jeji celkova energie

vétsi nez potencidlni. To plyne ze vztahu E = mv2/2 + V(x) . Jde vlastné o podminku nezapornosti
kinetické energie. V nakreslené situaci je pro £ < V) spektrum energie diskrétni, pro £ > V) spojité.

Pfiklad 15:
11V 2 |V 3 |V 4 |V
4 Vo "
N — Y —
1 1 I
X X X X
5|y 0 6|V 7|y 8|y
r
r r r

1D potencialy; xe(—o0,+x)

1. Symetricka pravouhla jama. Diskrétni spektrum pro E <V, spojité pro E> V. Pro
nekone¢nou jamu (¥, — o) je spektrum jen diskrétni.

2. Bariéra. Spojité spektrum.

Nesymetricka pravouhlad jama. Diskrétni spektrum pro E < V), spojité pro E > V.

4. Harmonicky oscilator. Diskrétni spektrum.

[98)
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3D potencialy; » > 0
5. Sféricka jama. Diskrétni spektrum pro E < Vj, spojité pro E > V. V podobném potencidlu
se pohybuje naptiklad neutron v atomovém jadre.

6. Coulombova bariera (sféricka jama kombinovana s Coulombovym odpuzovanim).
Diskrétni spektrum pro E <V, spojité pro E > V. Nenulovd pravdépodobnost priniku
bariérou, tunelovy jev (operator kinetické a potencidlni energie nekomutuje).
V podobném potencialu se pohybuje proton nebo ¢ ¢astice v atomovém jadie.

7. Coulombiv pritazlivy potencial. Diskrétni spektrum pro E <0, spojité pro E>0.
V podobném potencidlu se pohybuje elektron v atomarnim obalu. Stavy se zapornou
energii jsou vazané stavy, stavy s kladnou energii jsou volné (elektron neni vazan
k atomovému jadru).

8. Sféricky harmonicky oscilator. Diskrétni stavy energie. Systém je pii vychyleni do
kteréhokoli sméru vracen do po&atku podle predpisu V(r) = 1/2 k.

Celda kapitola 2.4 bude vénovana feSeni Schrédingerovy rovnice pro vlastni hodnoty
operatoru energie na prikladu harmonického oscilatoru. Harmonicky oscilator je velice
dilezitym systémem. Jedna se o parabolické piiblizeni k jakékoli potencialni energii
s minimem a mnoho systémi lze povazovat za harmonicky oscilator alespoil v prvnim
pfiblizeni. Nakonec i samo elektromagnetické pole je soustavou fotoni — elementarnich
harmonickych osciladtor. Mohli jsme jisté zvolit ptiklad jednodussi — pravothlou jamu ¢i
bariéru. V téchto ptikladech je potencidlni energie po c¢astech konstantni a feSeni
Schrédingerovy rovnice je viceméné trividlni. Jen je tieba jednotlivé ¢asti feSeni v mistech
zmény predpisu potencidlni energie spravné navazat. Tyto elementarni tlohy jsou feSeny
v kazdé iivodni ucebnici zakladniho kursu fyziky a zvidavy Ctenaf si je tam jisté najde.
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2.4 HARMONICKY OSCILATOR

Na ptikladu harmonického oscilatoru si ukaZzeme typické feSeni tlohy pro vlastni hodnoty
operatoru energie. NaSe tlloha je

|:||n>:En|n> ,

~ A2 ~

LR (2.49)
2m 2

[%p|=ini

Jde o problém vlastnich hodnot Hamiltonova operatoru s konkrétnim pribéhem
potencialni energie a zadanymi zdkladnimi komutacnimi relacemi mezi operatorem polohy
a hybnosti.

V kapitole 2.4.1 ulohu vyfesime v ramci klasické Schrédingerovy vinové mechaniky.
Za Hilbertlv prostor zvolime prostor L£(R), volba operatori (2.45) a (2.46) povede na
diferencialni rovnici (2.48) v jedné dimenzi. ReSeni této rovnice se provadi rozvojem do
nekonednych fad, které je tieba ,,ofiznout* tak, aby feSeni bylo zprostoru L*(R), tj.
integrovatelné s kvadratem. Odsud ziskdme spektrum operatoru energie.

V kapitole 2.4.2 si ukdZzeme feSeni ulohy (2.49) bez volby reprezentace. Nebudeme
vibec volit konkrétni podobu Hilbertova prostoru. Reseni nalezneme jen z formulace tlohy
(2.49). Uvidime tak, Ze konkrétni volba Hilbertova prostoru neni podstatnd. Pfi tomto
ptfistupu si zavedeme kreani a anihilatni operatory, které svym plisobenim posouvaji
energetické hladiny o jednu vyse ¢i nize. Tyto operatory jsou v kvantové teorii velmi
uzite¢né, a proto se snimi seznadmime jiz nyni u jednoduchého piikladu harmonickych
oscilaci.

V kapitole 2.4.3 si ukaZeme feSeni tGlohy (2.49) na prostoru /? nekone&nych
posloupnosti s€itatelnych s kvadratem (tzv. Heisenbergova maticova mechanika). Operatory
zde budou nekone¢né matice. Moznd se vam zdd obtiznd uloha najit vlastni disla
nekone¢nych matic. Problém ale neni tak slozity. Jestlize za vektory baze zvolime vlastni
vektory ptisluSného operatoru, bude matice odpovidajici tomuto operatoru diagonalni. Vlastni
¢isla diagonalnich matic se hledaji snadno ... . Jsou to pravé prvky na diagonale.

Ttfemi riznymi zpusoby tak uvidite feSeni jednoho a téhoZz problému. V kvantové teorii
jde totiz o vnitini strukturu teorie, nikoli o konkrétni reprezentaci, ve které vypocet
provadime.

2.4.1 Reseni pomoci vinové mechaniky (Schrédinger)

Hamiltonova funkce jednodimenziondlniho harmonického oscilatoru je dana souctem
kinetické a potencialni energie (1.44)

2

Hep) =L Lmary (2.50)
2m 2
Hamiltonliv operator je v prostoru L (—o0, +00) potom dan jednoduchou relaci
2 2
H:—h—d—2+lma)2x2 . (2.51)
2mdx” 2

Odpovidajici Schrédingerova rovnice pro vlastni funkei y/(x) z prostoru £7(—oo, +00) mé tvar
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B d> 1 5,
———— +—mo°x" | y(x)= Ey(x) (2.52)
2m g2 2

Jde o obycejnou linearni diferencidlni rovnici druhého tadu s nelinearnim koeficientem
unulté¢ derivace. Standardni tvar této rovnice (s jednotkovym koeficientem u nejvyssi
derivace) je:

2 2.2
2mE
‘;‘2”{:2 —mhg’) xz}//=0. (2.53)
X

Rovnici budeme fesit ve ¢tyfech krocich:

1. substituce ve vnitini (nezavislé) proménné

V nezavislé proménné budeme volit takovou substituci, kterd ,,zbezrozmérni“ rovnici.
Presunime koeficienty tak, aby byly symetrické u proménné x

2
dy _mo ., 2E, (2.54)
mao d 2 h ha)
—dx
h
a proved’'me substituci
g= "2y (2.55)
h
po které Schrodingerova rovnice ziska bezrozmérny tvar
2
d—‘/z’—gzz//mw:o . oa=2E (2.56)
dé ho

2. substituce ve vnéjsi (zavislé) proménné
V zéavislé proménné budeme volit takovou substituci, které zohledni chovéani vlnové funkce

pro & — to0. Pro velka & miZzeme zanedbat posledni ¢len v rovnici (2.56) a ptiblizné plati
d*y
dé?
(feSeni stac¢i dosadit do pivodni rovnice a zanedbat ¢leny s niz§imi mocninami §). Kladné
z nalezenych feSeni evidentn& neni z prostoru £7, integral z kvadratu pies cely prostor by byl

&>t = Ey =0 = wzeifz/z

nekone¢ny. VInova funkce se tedy pro velka £ musi chovat jako exp[—¢&? / 2]. To nas piivadi
k substituci pro zavislou proménnou

22
w(&)=e2u), (2.57)

po jejimz provedeni dostaneme rovnici
u"=2u"+(A-Du=0 . (2.58)

Derivace se automaticky rozumi podle nové proménné &. V principu by z matematického
hlediska bylo v potadku fici ,,v rovnici (2.53) provedeme substituce (2.55) a (2.57), vysledna
rovnice je (2.58)“. V bodech 1 a 2 jsme si jen ukézali, jaké pohnutky nas k témto substitucim
vedou, protoze postup je obdobny i u jinych prubéht potencialu.

3. rozvoj reSeni do mocninné rady

Reseni rovnice (2.58) budeme hledat ve tvaru mocninné fady
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w(@) = cp &

k=0

Snadno nalezneme prvni a druhou derivaci
u'(§) = ikck SN UEE ik(k —l)c, EF2
k=0 k=0
Vyrazy pro u a jeji derivace dosadime do rovnice (2.58):
Zk(k e, £572 Z2kck &y (A 1)ch -
Jednotlivé ¢leny upravime tak, aby mocniny & byly stejné (v prvnim ¢lenu polozime k2 = [):
[_ZZU +D(+ e, & zzz ¢ &+ (A 1)26.1 _
%’rvni dva Cleny prvniho souctu jsou nulové, a proto mizeme spodni hranici posunout na
=0:
S0+ +2)er, — QI41-2)c )" =
1=0

Ma-li byt polynomialni vyraz identicky nulovy pro kazdou hodnotu &, musi byt nulové
vSechny koeficienty, tj. vyrazy v hranaté zavorce. Ziskavame tak rekurentni relaci pro
koeficienty ¢;nasi fady:
2I1+1-2)
Crin = ¢
(+D({+2)
Budeme-li znat koeficienty ¢y a ¢;, budeme znat celé feSeni, protoze z rekurentni relace
muzeme spocitat

(2.59)

C, = Cy,Cy5Cs -
¢ = C3,C5,Cqs ...

Koeficienty ¢ a ¢ tak hraji roli dvou integracnich konstant feseni diferencidlni rovnice (2.58)
druhého fadu. Suda ¢ast fady se pocita z c¢ a lichd z ¢;.

4. ofiznuti Fady

Nalezené feseni je ve tvaru nekoneéné mocninné fady. Resi sice ptivodni rovnici, ale neni
z prostoru £7. Aby bylo feseni z £* (integrovatelné s kvadratem), musi byt fada koneéna, tedy
polynomidlni. Prakticky to znamena, ze koeficienty fady musi byt od urcitého / =n nulové.
V rekurentni relaci (2.59) bude ¢itatel pro toto / = n nulovy a veskeré odvozené koeficienty ¢;
s [ > n nulové. Vidime, Ze nebude moZné takto ,,ofiznout™ soucasné sudé i liché ¢leny fady.
Proto jsou mozna jen suda (cy # 0, ¢; = 0) nebo jen licha feSeni (co = 0, ¢; # 0) predstavujici
sudy nebo lichy polynom stupné n. Podminka ofiznuti (nulovost Citatele) v (2.59) je
2n +1—A4 =0 a plyne z ni po vyjadieni A spektrum energie harmonického oscilatoru:

E, :(n+1/2) ho . (2.60)

Poznamky:

n \ V /

1) Nezapominejte, Ze energie E (vlastni hodnota operatoru H) E, -- 9hw/2
je po celou dobu vypoltu schovana v bezrozmérné E / Thw/2
konstanté (vlastnim &islu) A. 3 \ /_" w

2) Sama Schrdédingerova rovnice ma feSeni pro kazdou E, ---- Shw/2
hodnotu energie. Tato Ffedeni ale nejsou integrovatelna E \Tj/_____ 3hw/2
s kvadratem, az vybér integrovatelnych funkci (ofiznuti 1 '
fady) vede k diskrétnimu spektru operatoru energie (jen pro Ey ——>"- hw/2

X
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nékteré vybrané hodnoty energie ubyva feSeni v oo dostatec¢né rychle, aby bylo integrovatelné
s kvadratem). Tato situace je typicka pro spojité pribé&hy potencialni energie s minimem.

Zakladni hladina energie E,=%w/2 je nenulova! Ani pfi nulové absolutni teploté neni
harmonicky oscilator v klidu a vykonava tzv. nulové kmity (napfiklad oscilace krystalové mfize).

Spektrum operatoru energie je ekvidistantni, rozdil dvou libovolnych sousednich energetickych
hladin je AE=FE,  —E, =ho: To je pravé znamy Planckiv vztah z pogatku stoleti. Energie
jakychkoli kmitd se nemuaze ménit spojité, ale po skocich (energetickych kvantech)

AE = hao . (2.61)

Zde se také nachazi jedna z prvnich moznosti experimentalniho uréeni Planckovy konstanty
méfenim energetickych kvant (napfiklad pfi fotoelektrickém jevu: vyrazeni elektroni z povrchu
kovu kvanty energie elektromagnetického zafeni — fotony). Zatim byla Planckova konstanta
jedinym neuréenym parametrem zakladnich postulat( kvantové teorie.

Polynomialni feSeni pro funkci u se nazyvaji Hermitovy polynomy a oznacujeme je H,(&). Pro
dané n nejprve uréime bezrozmérné vlastni &islo 4,

L 25, _20+12)he
" ho ho

a zrekurentni formule (2.59) uréime pomoci ¢y nebo c¢; (podle toho zda jde o sudy &i lichy
polynom) ostatni koeficienty rozvoje. Pro ¢y # 0, ¢, = 0 nebo ¢y = 0, ¢4 # 0 se nalezené polynomy
nazyvaji Hermitovy. Prvnich nékolik Hermitovych polynom vychazi:

Ho(@)=cq , Hy(&)=c (& -2/387)
Hi(&)=c & Hy(@)=co(1-4E% +4/38%)
Hy(@@)=co(1-2&%) . Hs(&)=c|(£-4/38° +4/15¢7)

Koeficienty ¢y a ¢; jsme volili rovny jedné. Stupen polynomu n udava sou€asné pocet nulovych
bodl polynomu (pocet priseciku s osou &).

Hermitovy polynomy se prakticky snadno pocitaji nenormované z rekurentni formule

Hy1(8)=26H,(8)—2nH,_1(5).
Pro prvni polynomy vychazi:

2n+1

Ho($)=1 , H3 (&) =86 -12¢
Hy(§) =25 , Hy(&) =164 - 48 % +12,
Hy(E)=4E2 -2 | Hs(&) =328 1603 + 1208
Normovaci koeficienty (i s exponencialni vahou exp[—&z]) jsou dany vztahem
1

a, = —————— .

Celkové feSeni spektralniho problému je
E, = (’”%j ho,  In>=w@=a,H e T =012, (262

Vlastni funkce ,, (&) tvofi pfirozeny tplny ortonormalni systém na prostoru LZ(—oo, +0), ktery pro
& — +oo ,dosti rychle” ubyva k nule.

Hustota pravdépodobnosti, Ze ¢astice kmitajici s energii E,, (oscilator ve stavu |n>) se nachazi
v poloze x (resp. bezrozmérné poloze &), je dana vyrazem w, =y, . Pro nékolik prvnich stavd

je vykreslena na obrazku. Pravdépodobnost ma oscilujici charakter a existuje mald nenulova
pravdépodobnost vyskytu oscilatoru i za klasickymi body obratu. Tento obraz nastava pro
systémy s nizkou teplotou a je zcela odliSny od klasického FeSeni. Pro velké energie (vysoka n)
by se méla kfivka bliZit klasické pravdépodobnosti vyskytu oscilatoru (1.49). Vidime vSak, Ze
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oscilace jsou sice velmi husté, ale existuje znaéné mnozstvi bodu, ve kterych je kvantova
pravdépodobnost nulova. Nic takového vSak u makroskopickych systémd neméfime. Pro¢? To je
dano rozliSovaci schopnosti makroskopickych pfistrojii. Zadny pfistroj nebude méfit polohu
s takovou presnosti, aby registroval jednotliva minima pravdépodobnosti u vysokych
energetickych stavll. Pristroj ve skute¢nosti uréuje polohu s kone¢nou presnosti, do které se
vejde Ffada minim a registruje jen stfedni hodnotu hustoty pravdépodobnosti. A tou je pravé
klasicka kfivka.
i w

w w

Wilas Wilas Welas

1
I
: "
)

—A A —A A —A A

2.4.2 Reseni bez volby reprezentace (Dirac)

Ulohu (2.49) budeme nyni feSit obecnd. Hamiltontv operator nejprve prepiseme do
bezrozmérného tvaru:

~, .
AKP) = Lmose B, B _moge

2 2m ho 2h 2mho
Ptevedeni do bezrozmérného tvaru naprosto neni nutné, veskeré dalsi uvahy by bylo mozné
provadeét 1 s rozmérovym hamiltonianem a vSechny nasledujici vztahy by se liSily o konstantu
hw , kterou jsme hamiltonian vydé€lili. Divodem je to, Ze vztahy ziskané z bezrozmérného
hamiltonianu jsou ponékud ndzornéjsi. Pro komutujici Cisla je mozné soucet kvadrati
,odmocnit“ pomoci vztahu a’ +b*> =(a+ib)-(a—ib). U nekomutujicich objektl neni
situace tak jednoduchd. Zaved'me operatory:

a= M2x vi B, a="x_il—L B . (e
2h 2mhw 2h 2mhw

Oba tyto operatory jsou pro kvantovou teorii velmi dalezité. Nazyvaji se anihilacni a kreacni
operatory (smysl tohoto ndzvu uvidime za chvili). Kreacni a anihila¢ni operétory, jako jedny
zmala v kvantové teorii, nejsou hermitovské a nepiisobi tedy v obou castech skaldrniho
soucinu stejné. Plati pro né nékteré dulezité relace, naptiklad:

P> | (2.63)

..~ H 1
1 ata=—-——,
M hao 2
@ aa-H.1
ho 2
- fi R R
3 X= |—|(a" +a),
) 2ma)( )

(2.65)

4 P=i mh“’(é*—é),
(5) _I:I,é}:—ha)é,

© [Ha"|=+noa

(7) _é,éﬁ] - 1.
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Dtkaz vSech relaci je trividlni. Staci jen dosadit z definice krea¢nich a anihilacnich operatort
a’, a (2.64) a vyuzit zakladni komutaéni relace [X,P]=i%1. Relace (1) a (2) jsou
zobecnénim relace a’ +b° =(a+ib)-(a—ib) pro nekomutujici objekty a predstavuji
formalni odmocnéni hamiltonidnu. Krea¢ni a anihila¢ni operatory jsou linedrni kombinaci
operatoru soufadnice a operatoru hybnosti. Proto je mozné naopak operator soufadnice
a hybnosti vyjadfit jako linearni kombinaci krea¢nich a anihilacnich operatorti — viz relace (3)
a (4). Zname-li kreaCni a anthilacni operator, mizeme zrelaci (1) az (4) zpétné
zrekonstruovat hamiltonidn, operator souiadnice a operator hybnosti. Komutac¢ni relace (5) az
(7) vyjadtuji zékladni vlastnosti kreacnich a anihila¢nich operatorii: Uvidime, Ze relace (5)
znamend, ze anihilani operator posouva stavy systému o energetickou hladinu z#@ doll a
relace (6) znamena, Ze kreaCni operator posouva stav o energetickou hladinu %@ vzhiru.
Relace (7) je potom vzdjemnou relaci mezi anihilatnim a krea¢nim operatorem.

V nasledujici vété dokdzeme, Ze operator @* je kreaénim operatorem, tj. posouva energetické
stavy o jednotku vzhtiru (kreuje, vytvari energetické kvantum).

Véta:
Necht H|n>=E, |n>.Potom a* [n>~|n+1>.
Dukaz:

. © . . . ) . A
Ha'|n>=(@ H+hwa")|n>=@"E, +hwa")|n>=(E, + hw)a" |n>

U
Ha' |n>=(E, + hw)a'|n>
U
a'|n>~|n+l>.

Zcela analogicky mlzeme zrelace (5) ukézat, Ze pro anihilaéni operator plati
a|n>~|n-1>. Zavedeme-li normovaci konstanty (pozadujeme, aby vSechny stavy byly
normovany k jedné, tj. ortonormalni bazi z vlastnich vektorii operatoru energie), miZzeme
posouvani v energetickém spektru provadéné krea¢nim a anihilaénim operatorem jednoduse
zapsat jako

A+

a

ln>=a |n+l>

. ) (2.66)
ajn>=aqa,|n-1>
Normovaci konstanty a urime pozdéji. Nyni nase Gsili zaméfime na nalezeni spektra
Hamiltonova operatoru pro harmonicky oscilator.

Hamiltonliv operator je souctem kvadrati dvou Hermitovych operatori a je proto
pozitivné definitni, tj. jeho vlastni ¢isla jsou nezapornd. Kreacni a anihilacni operatory
posouvaji ve spektru energie o konstantni hodnotu (energetické kvantum). Musi tedy
existovat stav s nejniz§i moznou energii, kterd je nezaporna. Tento stav nazyvame zdkladni
stav a oznacujeme ho |0>. Zapusobime-li na zakladni stav anihilacnim operatorem, musime

cvwr

energii). Pro zakladni stav tedy plati:
HI0>=E,|0> ; aj0>=0

Naleznéme kvadrat velikosti posledni relace (skalarni soucin prvku se sebou samym):
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o (2.65.1) 1
<0latal0>=0 = <0|—-=0>=0 =
hw 2
~ . E
L<0|H|0>—l<0|1|0>=0 = £o 1 <0[0> = =
ho 2 ho 2
LI P S 12
ho 2 2

Zname-li hodnotu zakladniho energetického stavu, miizeme dal$i hodnoty energii ziskat
pusobenim kreacniho operatoru, ten posouva v energii o konstantu #® , je tedy jasné, ze

En:E0+nha)=(n+%jha); n=0,1,2,....

Spektrum harmonického oscilatoru jsme ziskali jen z vlastnosti Hamiltonova operatoru, resp.
jen z formulace tlohy (2.49). Nikde jsme nevolili konkrétni reprezentaci, konkrétni Hilbertav
prostor. Krea¢ni a anihila¢ni operétory, se kterymi jsme se zde poprvé setkali, maji znacny
vyznam v kvantové teorii pole, kde pomoci podobnych operatorti kreujeme a anihilujeme
jednotlivé castice pritomné v systému. Zde u harmonického osciladtoru jen kreujeme ci
anihilujeme energetické kvantum a tim se dostdvame o jednu hladinu vyse nebo nize. Aby
naSe odvozeni bylo uplné, uré¢ime na zdvér normovaci konstanty ve vyrazu (2.66). Vytvoime
nejprve kvadrat normy obou relaci:

. n 2
a'|n>=al|n+l> <n|aa+|n>=‘a; <n+l|n+1> (2.65.1,2)
= =

ajn>=a,[n-1> <n|é+é|n>:‘a;

2
<n-l|n-1>

A

2
<n+ljn+1>

H 1 NE E, 1 .
<n|— +—|n>=‘an <n+l|n+1> + = <”|”>=‘0!n
ho 2 2

ho
' E 1 2
<n|i —l|n>: ‘ a, 2<n—1|n—1> (—" - —J<”|”>=‘an‘ <n-l1{n-1>
ho 2 " hiw 2

Z pozadavku normovanosti vlastnich vektorti operatoru energie k jedné mame:

‘atzz:(ﬂ + lj:((’i—i_l/ﬂ + lJ:n+1

ho 2 ho 2

jof = (e - 1) (siDr0 1),
ho 2 ho 2

Fazovy faktor pfi odmocnovani komplexniho ¢isla neni podstatny (jednotkovou velikost
vektoru neovlivni). Vysledné plsobeni krea¢niho a anihilaéniho operatoru (2.66)
1 s normovaci konstantou tedy je:

a'|n>=+n+l|n+l1>

. (2.67)
ajn> = \/;|n—l>
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Tento vysledek si milZzete snadno zapamatovat: Pod odmocninou je vzdy potadové Cislo
vys§iho energetického stavu zobou stran rovnice. Zajimavé vlastnosti ma jeSté jeden
operator:

A
A A

N=a"a . (2.68)

Zapusobme s timto operatorem na n-ty energeticky stav:
. o (267)
Nrn>=a"ajn> = x/;a+|n—1>:x/;\/;|n>=n|n>

Vlastnim ¢islem tohoto operatoru je pocet kvant ptfitomnych v daném energetickém stavu.
V kvantové teorii pole ma tento operator vyznam operatoru poctu castic.

2.4.3 Reseni pomoci maticové mechaniky (Heisenberg)

Resme nyni jesté jednou ulohu (2.49) o harmonickém oscilatoru na prostoru nekoneénych
posloupnosti /% séitatelnych s kvadratem. Na prostoru n-tic jsou operatory matice nxn. Na
prostoru nekone¢nych posloupnosti (n — o) budou operatory nekone¢né rozmérné matice.
Ukol tedy je: najit nekone¢né rozmérné matice X, P, H, které vyhovuji tloze (2.49). Tyto
matice nemusime hledat ,na zelené louce®. Stim co vime o krea¢nich a anihila¢nich
operatorech je snadno zkonstruujeme. Tyto matice najdeme v energetické reprezentaci, to
znamena, ze urcime maticové elementy operatort X, IS,I:I v bazi vytvotené z vlastnich

vektori Hamiltonova operatoru. VSechny tfi operatory umime zkonstruovat pomoci krea¢nich
a anihilac¢nich operatori podle relace (2.65). A ptlisobeni krea¢nich a anihila¢nich operatort
na zvolenou bazi také zname — viz relace (2.67). Konstrukce elementli pfisluSnych matic je
tedy viceméné trivialni zalezitosti:

) 2.65 [ 1 R R (2.67)
X, =<k|X|l> = <k|(a++a)|z> =
2m @

= L Ji+l<k l+1>+«/7<k [-1>)=
| |

2mo

h
- /% (V141684 1 #1684 1), k=012,

N (2.65) . . (2.67)
Py =<k|P|l> = i/mzw<k|(a+—a)|l> =

i /_m’;“’ (\/l+1<k]l+1>—\/7<k\l—1>)=
iR (T g TG n). k=012

. (2.69) 1 (2.67)
Hy =<k[H|l> = hw<k|(a+a+EJ|l> = -

"':(”%jhw Sy, ki=012....
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Napi$me si tyto matice:

h_a) 0 0
2
37;@ 0
H = 0 S5ho
2

Oveéite si, ze skutecné [X,P] =il a H=P?*2m + mw’X*/2 podle pozadavka ulohy (2.49).

Ze znalosti matic X a P jsme jiz mohli Hamiltonovu matici urcit ptimo z této relace. Posledni
co zbyva je nalézt vlastni ¢isla matice H. Tato tloha je mimotadné jednoducha. U diagonalni
matice jsou vlastni Cisla pravé prvky na diagonale. Pokud tento fakt nevite, vypocet je
jednoduchy:

Hin>=E|n> = H-1E)|n>=0 = det (H-1E) =0 =

(5ol - o

Op¢t tedy mame vztah (2.60) pro spektrum harmonického oscilatoru.
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2.5 SFERICKY SYMETRICKY POTENCIAL

Stéricky symetrickym (centralnim) nazyvadme potencial, ktery | I/

zavisi jen na vzdalenosti od urcitého centralniho bodu. Pro )
popis pohybu téles v sféricky symetrickém potencialu je velmi
vyhodny sféricky soufadnicovy systém. Mezi nejznamé;jsi
sférické potencidly patii sféricky harmonicky oscilator,
sférickd jama a Coulombiv potencidl. Sféricky oscilator si
muzete predstavit jako télisko v pocatku soutadnic, od kterého r
vedou pruziny na vSechny strany. Kdykoli ho vychylime, bude
pusobit vratnd sila smérem do centra. Prib¢h potencialni
energie je kvadraticky. Sférickd jama pfiblizné odpovida (3)
potencialu, ktery pocituje neutron zachyceny v atomovém
jadie. Jaderné sily na hranici jamy (r=a) jsou znacné
(v idealizaci (2.69) dokonce nekonecné) a v jinych oblastech velmi slabé. Coulombiv
potencial se uplatni naptiklad ve vodikovém atomu, kdy osamoceny elektron podléha
pusobeni jediného protonu v atomovém jadie. Nezapominejte, ze r € (0, o). Pribéhy téchto
znamych potenciald jsou:

(1) V() = %krz :
0 r<a
(2) Vir) = , (2.69)
VO r=a
G =21
drey r r

V klasické mechanice bude popsan systém Lagrangeovou funkci, zobecnénymi hybnostmi
a energii a Hamiltonovou funkci ve sférickém soufadnicovém systému takto:

L =lm7>2+ lmrzsinzﬁ (Z)z + lmrzﬁ'z— Vr),

2 2 2
p, = mr,
Py = mr? sin29¢ ,
pg = mr’o (2.70)
E = lml?2 + lmrzsinzﬁ gb2 + lmrzﬁ'2 + V(r) ,

2 2 2

2 2 2 2 2

=2 Po_, Py L V) = 2oy =+ V() .

2m  2mr?  2mr*sin’6 2m  2mr
Jiz v klasické mechanice jsme si ukazali, ze zobecnéné hybnosti odpovidajici thlovym
proménnym jsou komponenty momentu hybnosti. Druha ¢ast Hamiltonovy funkce odpovida
rotacnim stupnum volnosti a lze ji zapsat pomoci vektoru momentu hybnosti L. vzhledem
k ose z, od které je odvozen sféricky soufadnicovy systém.

Z ptedchoziho jiz vime, Ze jednotlivé komponenty momentu hybnosti nejsou soucasné
meéfitelné a nekomutuji spolu (2.37). Souc€asné ale mizeme méfit kvadrat momentu hybnosti
(2.38) a libovolnou zjeho komponent (2.39). U sféricky symetrického problému budeme
preferovat tfeti osu a tfeti komponentu. Osa zma preferované postaveni pii budovani
sférického soufadnicového systému, ve skutecnosti je vSak lhostejné, kterou z komponent
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momentu hybnosti zvolime do Uplné mnoZziny pozorovatelnych. Je-li v systému piitomno
vngj$i magnetické pole, volime zpravidla soufadnicovy systém tak, aby tfeti osa mifila ve
sméru tohoto pole, osa z je potom soucasné¢ smérem vnéj$iho magnetického pole.

Je-li systém sféricky symetricky, potom s operatory > a I:3 jesté komutuje Hamiltontiv
operator H. To je vidét jiz z klasického rozpisu (2.70). Vime totiz, Ze zobecnéné soutadnice
nekomutuji jediné se svymi zobecnénymi hybnostmi. V komutatoru [ ,I:I] mohou tedy byt

jediné nenulové ¢&leny s thlovou &4sti hamiltonidnu, tou je ale pravé nasobek L°. Operator

sdm se sebou komutuje, takze vysledek mtze byt jediné nulovy. Podobné komutator [IA_3 ,I:I]

muze mit jediné nenulové ¢asti s thlovou ¢asti hamiltonidnu, tj. ~ [IA.3 ,IA_2 ]. Tento komutator
je ale opét nulovy podle(2.39).

Nalezli jsme tak trojici nezavislych komutujicich operatorti, kterd tvoii tplnou mnozinu
pozorovatelnych u nerelativistického sféricky symetrického problému (v relativistické tloze
k t€émto proménnym jesté piibude spin):

[C,L,]1=[CHl=[L,HI=0 . (2.71)

U soustavy nezavislych vzdjemné komutujicich operatort je mozné hledat spolecné
vlastni vektory ke vSem operatorim. U sféricky symetrického problému budeme tedy feSit
soustavu tfi rovnic pro vlastni vektory

I:Hv,l,m> = E |vim>
L2 (wlm> = A, |vlm> (2.72)
|:3 \v,,m> = p, |v,l,m>

Index v ¢isluje energetické stavy, index / stavy kvadratu momentu hybnosti a index m
stavy projekce momentu hybnosti do libovolné osy (zvolili jsme tfeti). Vlastni ¢isla jsme
oznacili E, A, u. Tuto soustavu je tieba fesit soucasné. Co by se stalo, kdybychom napiiklad
fesili jen rovnici pro energii? Nalezena vlastni Cisla E, by samoziejmé byla v poradku, ale ke
kazdému vlastnimu Cislu (kazdé¢ hodnoté energie) by existovalo vice nezavislych vlastnich
rovnici). Tomuto typu spektra fikdme degenerované spektrum. Znamend to jen to, Ze
k danému vlastnimu ¢islu existuje vice vlastnich vektort. Odlisili bychom je od sebe az
pomoci dalSich operatort, které¢ komutuji s operatorem, jehoz spektrum pravé hledame.

V nasledujicich dvou kapitolach se budeme zabyvat momentem hybnosti, tedy druhou
atieti rovnici v (2.72). ReSeni pro moment hybnosti je stejné pro vsechny pribéhy
potencidlni energie. V kapitole 2.5.1 nalezneme feSeni bez pouziti konkrétni reprezentace
a v kapitole 2.5.2 naznacime, jak by se pii feSeni postupovalo v x reprezentaci. Prvni rovnici
v (2.72) se budeme zabyvat v kapitole 2.5.3. ReSeni pro energii (energetické spektrum) jiz
samoziejm¢ zavisi na priabchu potencidlni energie a je jiné naptiklad pro vodik a jiné pro
sféricky oscilator. Navic feSeni pro energii zavisi na ¢islech / a m. To je logické: moment
hybnosti souvisi s rotaénimi stavy systému a ty k energii pfispivaji. Vidime to konec konct
1 v hamiltonianu (2.70), kde je pravé rotacni Cast energie vyjadiena ptes kvadrat momentu
hybnosti.
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2.5.1 Moment hybnosti

Zakladnimi komuta¢nimi relacemi pro moment hybnosti jsou vztahy (2.37) a (2.39):
[L,,L,]=inL; + cyklickézamény,
[L2,L;]=0
Zaved’'me nyni tzv. posuvné operatory
L, =L, +il, . (2.73)

Tyto operatory budou mit podobny vyznam jako kreacni a anihila¢ni operatory u energie
harmonického oscilatoru. Budou nés totiz posouvat ve spektru momentu hybnosti. NapiSme
ptehledné jejich dilezité vlastnosti (vSechny lze snadno odvodit z definice posuvnych
operatori a z komutacnich relaci momentu hybnosti):

M L=(L+L ),
R 1/~ -
@ L=_(L-L )
(3) L =L_,
4 L L =L-L +nL,,

(2.74)
6) LL=C-01 -nL,,

© |L L ]=2hf_3,
M [L.L ]

(8) _llz,ﬁi}:o .
Zname-li posuvné operatory, muzeme zrelaci (1), (2) a (6) zrekonstruovat cely moment
hybnosti. Ulohu, kterou budeme nyni fesit, 1ze zformulovat takto:
L Au>=AlAu> |
Lyl Ap> = p| Aope>

Dokazme nejprve, Ze posuvné operatory posouvaji vlastni vektory ve tieti komponenté
momentu hybnosti o Planckovu konstantu:

Lemma 1: I:J_r|/1,y>~ | A, uth>

Dikaz: Oznacme |y > = IA_i | A, 1t > . Aplikujme operatory |:3 a L2 na tento vektor:
(2.74.7)

Lyjw>=LL | Au> = (LLy+al )| Au>=u+th)l,|Au>=u+h)|y>,
R A (2.74.8) . . R
L2y>=LL,|Au> = LA u>=AL, |Au>=2|y>.

Vidime, Ze posuvné operatory L, posouvaji ve spektru operatoru L; o konstantu +7%. Ve

spektru operatoru L2 nedélaji posuvné operatory nic. L, tedy méni jen hodnotu projekce
momentu hybnosti do zvolené osy.
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Lemma 2: Pfi daném 4 je spektrum operatoru |:3 omezené, tj. eXistuje MUmin @ Lmax -
Dukaz: V relacich

L[, p>= A | Ay >,

(C+B) 14 u>=(C-5) (A u>=A-pu") |4 u>

jsou operatory na levych stranach pozitivné definitni. Proto musi platitA >0, A - ,u2 >0.
Ziejmé tedy musi byt ,u2 <A A A20,aproto ue<—J/A4 44 > a existuje Umin @ Umax-

Nyni jiz spektrum momentu hybnosti odvodime standardnim zptisobem. Podobné jako
u harmonického oscilatoru zaptisobime posuvnym operatorem na prvni (resp. posledni stav).
Vysledek ptasobeni musi byt nulovy, protoze dalsi stav jiz neexistuje:

L+|ﬂ'a:umax>:0 A L—|ﬂ“numin>:()
vytvoime kvadrat normy téchto vektora:
<A lhmax [L_Ly [ A tiax > =0 A <A pigin L LA gy >=0
Souciny operatort vyjadiime z (2.64.4) a (2.64.5).
"2 2 1 "2 12 1
<A bmax L7 = L3 =AL3 | A phax > =0 A <A, i |1 —L5 + L3 | A, priy >=0
Po zapiisobeni operatori mame:

(A= 1y — tinax™) || Ao by 1P =0 A (A= thmin + tinin?) || A thogin |I* = 0

vynulovanim koeficientll u obou relaci dostavame:

2 2
A= Hmax + /umaxh AN A= Hmin — /urninh >
neboli
A= Hmax (;Umax + h) AN A= Hmin (/Umin - h) . (*)

Posuvné operdtory posouvaji ve spektru tieti komponenty momentu hybnosti o Planckovu
konstantu, proto musi také soucasné platit:

H = Hnin» :umin"'ho /umin+2hv ﬂmin+3ha .-+ Hmax _ha Hmax -

zaved'me bezrozmérné ¢islo m = /% . Potom

M= My, My +1 My +2, M +3, oo, Mgy — 1, My

Lemma 3: Oznacime-li mpyax = [, potom je mpin = — 1.
Dukaz: Z relaci (*) snadno zjistime, Ze

Z(l"'l) = Mpin (mmin _1) = mrznin ~Mmin _Z(l"'l) =0 =

_laJledig+y m__li(1+2l)_{1+l

m

min 7 min ” ]
Prvni feseni je ve sporu s piedpokladem, druhé dokazuje uvedené tvrzeni.

Cislo m tedy mize nabyvat celkem 2/+1 riznych hodnot zmnoZiny
me{—-1,—1+1,—-1+2,...,1—1,1}. PoCet hodnot 2/+1 musi byt nezdporné celé ¢islo a proto
samo ¢islo / miiZze nabyvat jen poloc¢iselnych hodnot
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le{O,;,1,;,2,;,...}.Vlastniéislo i:,umax(umax+h):lh(lh+h):h21(l+1).
Zavér: Vysledky celého odvozeni mizeme zformulovat takto:

2 _ 2 Ly3,3 :

I: [l,m> = [(I+)h"|l,m> 16{0,2,1,22,2,...} ;

Ly |,m> = mh|lLm> me{-1L, -1+, -1+2,...,1-1,1} ; (2.75)

Poznamky k feseni: (velmi dulezité, ¢téte pozornéji nez samo fesenilll)

1) Cislo / &isluje velikost momentu hybnosti a nazyva se vedlejsi kvantové &islo (hlavni kvantové

&islo &isluje energii). Cislo m &isluje projekci momentu hybnosti do libovolné osy. Vzhledem
k tomu, Ze nabita rotujici ¢astice ma nenulovy magneticky moment, a toto &islo bylo poprvé
zavedeno pro elektron v atomarnim obalu vodiku, nazyva se magnetické kvantové ¢islo.

2) Mozné hodnoty velikosti momentu hybnosti a jeho projekce do tfeti osy jsou:

ILl=I(+D)h , 1=0123,..;

(2.76)
Ly=mh m=—1,—-1+1,...,1

3) Polo¢iseliné hodnoty, které jsme odvodili pro &islo / jsou skute¢né také mozné. Realizuji se
uspinu, jehoz operdtor ma stejnou komutaéni strukturu jako moment hybnosti.
V Schrodingerovské X reprezentaci (nasledujici kapitola) tyto hodnoty nedostaneme. Volba
reprezentace zde znamena ztratu ¢asti feseni. To, Zze pologiselné hodnoty / jsou jiz soucasti
komutacnich relaci (2.37) bylo objeveno az relativné& pozdé (v roce 1968 Kaufmannem) postupem
podobnym nasemu odvozeni.

4) Zvysledku (2.76), respektive (2.75) plyne skuteény vyznam Planckovy konstanty. Jedna se
o elementarni kvantum momentu hybnosti. Pfi méfeni momentu hybnosti budeme vzdy méfit
projekci momentu do urcité osy, dané mérficim zafizenim. Tato L
projekce je vzdy nasobkem Planckovy konstanty.

5) Vidime, ze stavy s konkrétnim vedlej$im kvantovym &islem / jsou
degenerovany — existuje vice vlastnich vektor( |/, m>, které
pfislusi stejnému kvantovému &islu /. Tyto vektory se od sebe lisi B
kvantovym G&islem m a jejich pocCet je 2/+1 (tzv. stuperi
degenerace, ktery oznacujeme #).

6) Historicky byly oznagovany kvantové stavy velikosti momentu

hybnosti elektronu v obalu atomu vodiku pismeny s, p, d, f podle 0
nasledujici tabulky:

[=0 s stav m=0 #=1 "
[=1 p stav m=-1,0,1 #=3
[=2 d stav m=-2,-10,1,2 #=15

[=3  fstav m=-3,-2,-1,0,1,23 #=7 -2h

7) Vztah pro velikost kvadratu momentu hybnosti Ize dostat také jako
aritmeticky primér véech moznych hodnot. Napfiklad pro / =2 jsou mozné hodnoty projekci Ly,

L, nebo L. rovny —2h1, -1, 0, A, 271. Primérna hodnota kvadratu je proto dana vztahem
<I1? >:<L§ >+<L§ >+<L§ >:3<L§ >:3(4h2+h2+0+h2+4h2)/5:6h2.
Velikost |L| = J6r presné podle vztahu (2.76).

8) Neni obtizné napocitat maticové elementy </,m'|Lj |l,m > operatoru momentu hybnosti ve

vlastni reprezentaci pomoci posuvnych operatord podobné jako u harmonického oscilatoru
v kapitole (2.4.3). Pro /=0 mGze byt m i m' jen 0 a proto jde o jediny prvek. Tato matice ptisobi

49



Kvantova teorie Sféricky potencial

na skalarni veliginy, hovofime o skalarni reprezentaci. Pro [ = 1/2 mGze nabyvat m i m' hodnot
-1/2 a +1/2. Jde o matice 2x2 plsobici na uspofadané dvojice, které nazyvame spinory. Jedna
se otzv. spinorovou reprezentaci. Pro [ =1 mQze nabyvat m i m' hodnot —1, 0 a +1. Jde
0 matice 3x3 pusobici na usporadané trojice, které nazyvame vektory. Jedna se o tzv. vektorovou
reprezentaci. VSimnéte si, Ze matice L; jsou diagonalni s vlastnimi Cisly na diagonéle.

Spinorova reprezentace (/= 1/2)

LI:E[ 0 +1j; L2=E( 0 —1} L3=E(+1 0]. 2.77)
2{+1 0 2{+1 O 200 -1
Vektorova reprezentace (/= 1)
010 0 -1 0 +1 0
Li=n|1 0 1; L,=al1 0 —if; Ly=n| 0 0 Of. (2.78)
010 0 1 O 0 0 -1

Matice pro / = 1/2 se nazyvaiji Pauliho matice (bez nasobicich koeficient).

Znamé tvrzeni Bohrova modelu, Ze na obvod drahy elektronu v atomarnim obalu musi pfipadnout
celistvy nasobek vinovych délek, je mozné s pomoci vztahu (2.3) pfepsat takto:

27h
mu

nA=2rr, = n =2rr, = mv,r, = nh

n

a nejde tedy o nic jiného nez o kvantovani projekce momentu hybnosti.

2.5.2 Reseni v x reprezentaci, kulové funkce

V x reprezentaci budeme problém sférického potencialu fesit ve sférickych soutradnicich (jsou
nejbliz§i symetrii potencialni energie). Je tieba fesit soustavu rovnic (2.72), ktera bude mit
nyni tvar:

Hy (r,.4,.0)=E,w(r,4,0),
L2y (r,4,0) =4, y(r,4,6), (2.79)
|:3l//(l”,¢, 0) =Hn l//(l", ¢’ 0) .

Operatory zapsané ve sférickych soufadnicich maji tvar:

2 "2 2 2
SR R P N A
om 21 2m 2mr? 7
I:z = - thg(p,
|:3 = - 1hi;
o
! (2 (2.80)
A = Ar+r—2 Agy=A, P
Ar = : i”zi,
P or  or
2
Agy = _1 i(sin@ijJr ! 6_
sin@ 00 00)  sin®0 d¢?

Kinetickd energie v Hamiltonové operatoru vede v Schrédingerové rovnici na ¢len
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2 2 2

h h h 1
——A=——U, +4, +A4, |]=——| A, +—A .

2m 2m( o Y Z) Zm( " 2 ij

V kartézskych soufadnicich se Laplacetv operator §t€pi na soucet druhych derivaci podle
jednotlivych os, tomu odpovida rozklad kinetické energie na slozky T, 7, a T.. Ve sférickych
soutadnicich se Laplaceiiv operator déli na radialni a thlovou c¢ast, tomu odpovida rozklad
kinetické energie na radidlni a tthlovou c¢ast. Pravé uhlova cast kinetické energie je rotacni
energie spojena s momentem hybnosti a proto kvadratu momentu hybnosti odpovida thlova
¢ast Laplaceova operatoru.

Hledané feseni w(r,¢,0) samoziejmé zavisi na kvantovych &islech v, I, m. Reseni budeme
hledat v separovaném tvaru

y(r,g.0) = f(r)g(@)h(O) . (2.81)

Nejdiive feSme posledni z rovnic (2.67):

—ih%f@g(«p)h(m:umf(r)g((p)h(e) -

. d .
R T g((ﬂ)=ceXP{1”—m¢}-
do h

Nalezené feSeni musi byt periodické v thlu ¢:
g(0)=g2r) =  u,=mh; m=0, 1, £2, ...

V x reprezentaci jsme opét odvodili kvantovani projekce momentu hybnosti. Projekce
momentu hybnosti miiZze nabyvat jen celistvych nasobkii Planckovy konstanty. Polociselna
feSeni nelze v x reprezentaci nalézt. Pfrechodem ke konkrétni reprezentaci ptichdzime o ¢ast
feSeni. Hledané feSeni ma nyni tvar:

w(r, (p,9)=f(r)ﬁei’"¢’ nO);  m=0,%1,%2,... (2.82)

Konstantu ¢ jsme zvolili tak, aby nalezené feSeni bylo normovano k jedné. Jako dalsi krok
dosadime toto feSeni do druhé rovnice (2.80) a budeme ji fesit

2 . .
—n? ,1 i(siné’i] L O | ime hO) = 2™ h©O) =
sind 060 00 sin® @ 8(02

2 A
E i(siné?ﬂ] +| 2=+ ZLin=o.
sind do do sin®@  #?
Vysledkem je obycejnd diferencidlni rovnice pro funkci 4(0), kterd se fesi standardnimi
matematickymi postupy ptesahujicimi rdmec tohoto sylabu. Vysledkem jsou polynomidlni

funkce v cos 0 a sin 0, které se nazyvaji ptidruzené Legendreovy polynomy P;,(cos 6) a jsou
definované vztahem

b

Pro m = 0 se tyto polynomy nazyvaji Legendreovy polynomy. Pfislu$né vlastni ¢islo je

Py, (x) = 2=l 1=0,1,2,...; |m|<l; m=0,+1, ... (2.83)

A= I(I+1)h? (2.84)

Cela uhlova cast feSeni se nazyva kulova funkce a oznacuje se

51



Kvantova teorie Sféricky potencial

Yo (9,0) = ﬁ ¢ B, (cos0). (2.85)

Celkové feseni druhych dvou rovnic soustavy (2.79) tedy je

T

W (r.0.0) = () Vi (9.60) = % £() €™ P (cosO)

Ap=10+Dh%; 1=0,1,2,... (2.86).
Uy =mhy, ; m=0, £1, ...; |m|<1

Odvozené kvantovani momentu hybnosti je az na absenci polociselnych hodnot shodné se
vztahy odvozenymi jinou cestou v predchozi kapitole. Pro radialni funkci f{r) lze feSeni ziskat
z prvni rovnice (2.79). Toto feSeni zavisi na tvaru potencialni energie. Pro nékteré zakladni
tvary potencialni energie bude feSeni diskutovano v pfisti kapitole. Na zavér uved’'me
ptiklady nékterych kulovych funkei:

YOO—L; YIO—,/%COSH Y”__‘/g?;; 05ing; Y= ‘/% e ¥ sing;
15 ot .
(l 3cos? 0); Y, = . cos@sind ;

2.5.3 Jednoduché systémy: oscilator, vodik, jama
Nyni zbyva ftesit prvni z rovnic (2.79) — rovnici pro energii. Tato rovnice nam poskytne
energetické spektrum a radialni ¢ast celého feseni (7, ¢, 0). Jak energetické spektrum, tak
radidlni ¢ast mohou zaviset na kvantovych cislech / a m z ptedchoziho feSeni a budou zavislé
na konkrétnim tvaru potencialni energie V(7).
V posledni rovnici (2.79) zname pilisobeni rotacni ¢asti kinetické energie Hamiltonova
operatoru na celkovou vlnovou funkci. To je dano plisobenim kvadratu momentu hybnosti
podle druhé z rovnic (2.79). Zname jiz i vlastni ¢islo A; podle vztahu (2.84). Po zaptsobeni
rotacni ¢asti zkratime uhlové ¢asti g(¢) a h(0) na obou stranach rovnice a ziskdme rovnici pro
radialni ¢ast feSeni:
n?1d , h 1(z+1)
1 — A+ ———= 4 V(") | [, (N =E f,, (1) . (2.87)

2m 2 dr dV 2mr?

PovS§imnéte si, Ze v rovnici vystupuje vedlejsi kvantové Cislo / a energetické spektrum proto
nezavisi jen na radidlnim cisle v, které Cisluje energii, ale 1 na vedlej$im kvantovém cisle /.
ReSeni rovnice (2.87) se provadi standardnimi metodami (rozvoj do fady, hledani
asymptotického chovani, ofiznuti nekonecné ftady). Uvedeme vysledky vypocth pro
potencialni energii sférického harmonického oscilatoru, prostorové jamy a Coulombiv
potencial (2.69).

Harmonicky oscilator

Pro potencidlni energii harmonického oscilatoru vychazi energetické spektrum
V(r)= % mo’r? = E,; =Qv+I1+3/2) ho = (n+3/2)ho. (2.88)
Nejmensi mozna hodnota energie (nulové kmity) je 3/2 hw . Radidlni kvantové &islo v Eisluje

poradi radialnich stavil a zpravidla také pocet priaseciki radidlniho feSeni s osou x. VétSinou
se zavadi tzv. hlavni kvantové Cislo n, které skute¢né Cisluje stavy energie:
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n=2v+l; n=0,1,2,... , [=0,1..n. (2.89)

Spektrum oscilatoru je degenerované (ke kazdé hodnoté energie piislusi vice stavil, kazdé n
1ze slozit z vice kombinaci v a /). Snadno ur¢ime stupen degenerace, uvédomime-li si, Ze ke
kazdému vedlejSimu kvantovému ¢islu existuje 2/ + 1 hodnot magnetickych ¢isel m:

nl/2 n/2
=20 +1= > 2(n-2v)+1= 22n—4v+1=w2(”+2). (2.90)
[ v=0 v=0

Radu (2.90) jsme seletli jako aritmetickou fadu. Kazda energeticka slupka n obsahuje
(n+ 1)(n+ 2)/2 stava.

Coulombicky potencial

Pro Coulombickou potencialni energii vychazi energetické spektrum

2 2
vy =421 _ 7 =  Ey=-—i e =TT 01
drgy r r 2 (v+1+1) 2hn
Hlavni kvantové ¢islo n Cislujici stavy energie jsme zavedli vztahem
n=v+Il+1 n=12,... , [=0,1...n-1. (2.92)
Stupeini degenerace bude
n-1 n—1
#,=>20+1= > 2(n-v-)+1= Y 2n-2v-1=n>. (2.93)
[ v=0 v=0

Jde-li o atom vodiku, mize mit kazdy elektron jeSté dva spinové stupné volnosti m,==+1/2
a celkovy pocet stavii v jedné energetické slupce je proto 2n°. Tyto stavy se lisi hodnotou
kvantovych cisel /, m, m.

Kvantova jama

Sféricka konec¢na kvantova jama s potencidlem

0 r<a
Vr) = (2.94)
VO r=>a

nema analytické feSeni. Problém Ize fesit jen numericky nebo graficky.
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2.6 CASOVY VYVOJ

Prozatim jsme se v kvantové teorii zabyvali stacionadrnimi stavy, tj. stavy systému, které se
v Case nevyviji. Skute¢né kvantové stavy jsou linedrnimi kombinacemi stacionarnich stavi
(prvki baze) a koeficienty téchto kombinaci se méni s Casem. Prechod stavu z jednoho ¢asu
do ¢asu pozdé¢jsiho provadi tzv. evolucni operdtor (operator asového vyvoje).

2.6.1 Evoluéni operator

Evoluéni operator prevadi znamy stav Case # na stav, do kterého se vyvine v Case ¢:
lw(®)>=U(1) |w(ty) >. (2.95)

Evolu¢ni operator musi spliiovat nékteré podminky a pozadavky:
1) poéateéni podminka: vyvoj z pocatecniho ¢asu do pocatecniho ¢asu neméni stav

U(t.t0) =1 .

2) semigrupova podminka: vyvoj ze stavu #; do t, dopadne stejné, je-li proveden naraz nebo
pfes mezicas f:

tl —> fz = tl -t > l2
ly(ty) >=U(t,0)|w() > < |w(t)>=U(y,0) U@ n)|w(ty) >
Porovnanim obou postupt ziskame semigrupovou podminku
U, U@n)=U@,n) .

3) unitarita: ¢asovy vyvoj neméni normovani stavu:

(W |w (o) =(w®|w®),
<V/0|W0> :<‘//0 u'o ‘/’0> s
u'u=1.

4) inverze: inverzni evolucni operator ma obracené poradi argumentd. Odvodime ze semigru-
pové podminky:
|

0¢,n=0(t) U(tg.)=1 =
Ult9.0) = U(t,tg) .

5) spojitost: samovolny vyvoj stavu (bez aktu méteni), ktery popisuje evolucni operator, musi
byt spojity:

<(p| Ut t) |1,y(t0)> je spojité pro Vi, a V |(p> eN .
Nyni odvodime zakladni rovnici pro evolu¢ni operator. Vyjdeme z definice stiedni hodnoty

dynamické proménné (viz tabulka v kapitole 2.3.2) a tuto stfedni hodnotu budeme derivovat
podle casu:

da d ,  x d dOt 2o s dU
= (| Alw) = {yo [0TAOly ) = (o |~ - AU+ UTA= ]y ).

dt  dt dt
Jinou moZznosti je pfimo zavést operator casové derivace dynamické proménné vztahem
da A ny A A
E:@/ Aly)=(yo|U"AU|y).

Porovnanim obou postupti ziskame rovnici
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A= =U'AU, (*)

ve které za casovou derivaci operatoru dynamické proménné dosadime casovy vyvoj
dynamické proménné zapsany v Poissonovych zavorkach (1.53) pievedeny do kvantové
podoby pomoci principu korespondence (2.35):

) ol ra o~
A={4,H} = A= 5[A,H] . (2.96)
Ziskame tak rovnici, ze které se budeme snazit ziskat rovnici pro evolu¢ni operator:
N T o
A0+ OTADY UTL[A,H]U =
dt dt ih
11 § ;N en o~ mnan
N0+ 0A%Y - L(UTAHU—UTHAU) (*%)
dt dt 1ih

Ve viech nasledujicich upravach vyuzivame unitaritu UU™ = U'U = 1. Z rovnice (**) je tieba
vylougit operator U’ a jeho derivaci podle &asu, kterou ziskame derivovanim definice
unitarity podle asu a nasobenim vysledku operatorem U’ zprava:

du

Nan A Ot ~ . dU gt . .
00=1 = Yooty o Mg, o
dt dt dt dt
W g1 Vg
dt dt
Vysledek dosadime do rovnice (**) a vynasobime ji operatorem U zleva a U’ zprava:
0t Motao oA - L(0TARD-0'RAD) =
t dt 1ih
_ﬂmm;\ﬂm:;(”_”) .
t t 1h
{A,ﬂm}ip\,ﬂ} .
t 1h
Moy o
dt 1h
ihd—U:Flﬂ . (2.97)
dt

Pravé odvozend rovnice se nazyvd rovmice casového vyvoje. Zapusobime-li touto
operatorovou rovnici na pocatecni stav [1)p>, provede evolucni operator vyvoj stavu do Casu ¢
a ziskana rovnice pro [y(¢)> se nazyva casovad Schrodingerova rovnice:

d .
in W = Hly()) . (2.98)

55



Kvantova teorie Casovy vyvoj

2.6.2 Casova Schrodingerova rovnice

Reseni ¢asového vyvoje lze najit relativn snadno, neni-li Hamiltontv operator explicitni
funkci Casu, tj. zavisi jen na operatorech zobecnénych soufadnic a hybnosti. V takovém
ptipad¢ je vyhodné volit v Hilbertové prostoru popisovaného systému bazi generovanou
vlastnimi vektory Hamiltonova operatoru (2.42):

Hin>=E,|n> ; <m|n>=5nm ; Z|n><n|:1 :
n
Do téchto vektort rozvineme hledany stav, koeficienty rozvoje budou funkcemi ¢asu:

() > =S a,()|n> .

Reseni v tomto tvaru dosadime do casové Schrodingerovy rovnice a ziskame linearni rovnici
pro koeficienty a,(¢).

d N

Y= 0> = A a,(0)n>;
= dr ,

) day,

D ln>= >a,()E,|n>; / <m| zleva
=4t p

d
i — g ()E,

dt
- iEm (t_tO)
a,t)=c,e "
Reseni ¢asového vyvoje tedy je:
a iEn (t_IO)
lw(@)>=>c, e |n> . (2.99)
n

Ponékud elegantngjsi feSeni je nalézt ptimo evolucni operator jako superpozici projektorii
generovanych Hamiltonovym operatorem pomoci véty o spektralnim rozvoji. ReSeni rovnice
pro evolu¢ni operator l1ze formalné zapsat jako

1
] R n —H(-) R —E,(t-1y)
MY = Ot ty) = e = Uty = De’ |n><n
n

Nyni zaplisobime nalezenym evolu¢nim operatorem na pocatecni stav | o >:

1
~7E)1(t_t0)
| y()>= " [n><nlyy>
n

a ziskdme tak okamzit& feSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice:

-iEn(t_IO)
y(@)> = Ye,e” |n>;
n

lwo> = D¢, ln>; (2.100)
n

c, = <n|y,>.
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Priklad 16:

Naleznéte vyvoj pravdépodobnosti systému, jehoZ pocatecni stav je zadan jako redlnd linearni
kombinace dvou redlnych vlastnich funkci Hamiltonova operatoru. Napiiklad mtze jit o dva
stavy harmonického oscilatoru nebo kvantové jamy ¢i o dvoustavovy systém. Pozadavek
redlnosti vlastnich funkci a koeficientt je jen z divodu jednoduchosti vypoctu.

Reseni: Pocate¢ni stav je kombinaci dvou vlastnich stavi 1 a 2 Hamiltonova operatoru
Wo(x) =cy(x) + @5 (%)
casovy vyvoj je
ig g
pt,x)=ce " y(x)+c e oy (x)
a vysledna hustota pravdépodobnosti pro realné vlastni funkce vychazi

i i
—(E2-E1) ¢t - —(Ex-Ei) ¢
w(t,x) = p? = ()’ + () + ey, [ +e ! I

Celkova pravdépodobnost je souctem pravdépodobnosti, Ze se systém nachazi ve stavu 1, ve
stavu 2 a interferencniho ¢lenu, ktery je pro kvantové procesy typicky. Vysledek lze
jednodusSe zapsat takto:

w(t,x) = wy(x) + wy (x) + f(x)cos(wt); w=AE/h.

Frekvence ¢asovych oscilaci pravdépodobnosti odpovida Planckovu kvantovani AE = hw .

2.6.3 Oscilace neutrin

Neutrina (elektronové, mionové a tauonové) jsou ve skutecnosti linearni kombinaci vlastnich
stavil hmoty

|va> =V i |vk>, kde a=e,v,u a k=12,3.
Index o popisuje generace neutrin a index & vlastni hmotnostni stavy. Transformacni matice
je unitarni a poprvé ji zavedli Ziro Maki, Masami Nakagawa a Shoichi Sakata v roce 1962,

aby vysvétlili oscilace neutrin pfedpovézené Brunem Pontecorvem. Pro pochopeni principu
oscilaci pfedpokladejme jen existenci dvou generaci neutrin a mixaz ve tvaru

|ve>:+cost9|v1>+sint9|v2>,
‘v“>:—sin9|v1>+cosz9|v2>.

Unitarni matici jsme zapsali jako béznou rota¢ni matici za pomoci uhlu 6. Za letu neutrin se
budou hmotnostni stavy vyvijet a mixazni poméry ménit. SpiSe nez asovy vyvoj nds ale
bude zajimat vyvoj stavu podél letici Castice. Vzhledem k tomu, Ze pro rovinnou vinoplochu
plati

i
P —(p-x—-Et)
e1(kx ) _ eh ,

budeme moci vyvoj hmotnostnich stavii podél letu neutrina zapsat takto:

ve@)=et" v, ().

Naptiklad stav elektronového neutrina se za letu bude ménit podle formule

1 1
|Ve(x)> =+ e%plx cosd |v1(0)> + egpzx sinf | V2(0)> .

Amplituda pravdépodobnosti, ze se elektronové neutrino bude za letu jevit pozorovateli jako
¢isté¢ mionové neutrino (dané svou pocatecni kombinaci), bude
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Ay, = (Va0 Ve ().

Po provedeni skalarniho souc¢inu (hmotnostni stavy tvofi ortonormalni bazi) mame
,, : i i
.ﬁ/ve_)vu =cosfsind {exp(%pzxj —exp [£p1xﬂ .

Neutrina maji velmi malou hmotnost a relativistické energie, a proto 1ze vyuzit rozvoj

E 2 E mic
=J(E/c)? —mic? == 1-(m,c?/E) ~=-Tk
pr =\(E/)? —mie? == I (mye? )~ 2T
Amplitudu pravdépodobnosti nyni snadno upravime
Ex 2.3 2.3
, = msc mjc
oo, =cosfsinfe | exp| —-i——ux |—exp| —i——x | |=
Ve Vh p( 2hE j p( 2hE
i[E—mlzc3]x 2.3
he 2hE
=cos@sinfe " exp —iAm ¢ -1|=
2hE
i£_mlzc3_Amzc3 .
) hc 2hE  4hE . Am?c3 . Am?c3
=cosfsinfe exp| —1i X |—exp| +1 x||=
AhE AhE
{E_m1263_Am263}C 5 3
) ) he 2hE  4hE .| A
=—2icos@sinfe " sin| 22 €
AhE

Pokud jsou vlastni hmotnosti rtizné (staci jedna nenulova), dojde k oscilacim neutrin (poprvé
byla pozorovéana v roce 1998 na detektoru Superkaniokande). Pravdépodobnost, Ze plivodni
elektronové neutrino nalezneme jako mionové je periodickou funkci vzdalenosti od zdroje

2.3
) 12 Sk . Am~c
'J/)Ve—wu =|.#|" =.44” =sin* 20 smz{ Y xJ; Am? = m% —mlz.
Z riznych experimentii je mozné urcit thel mixaze a stfedni a periodicitu pfemény neutrin
ArhE
L=""7%"
Am~c

ze které plyne pouze rozdil kvadrati hmotnosti neutrin. Skutecnéd neutrina maji tfi generace
a transformacni matice je 3x3 a obsahuje tfi uhly. Princip se ale neméni. Z méfeni plyne, ze
plati Amp,> = (7,59 +0,21)x10° eV? (KamLAND, 2005) a Amys® = (2,43 +0,13)x107° eV?
(MINOS, 2006). Pro mixazni uhly mame pfiblizné 0, ~ 33°, 0,3 ~45°, 613 <9°. Mixazni
matice se tak rozhodné nepodobé diagonalni matici, jako je tomu v ptipadé mixazi kvarkt.

2.6.4 Dvoustérbinovy experiment

Predstavme si, Ze na dvé stérbiny dopada proud castic. Po priichodu Stérbinami se na stinitku
zaznamenavd, kam kterd dopadla. Vysledkem je klasicky interferencni vinovy obrazec
s maximem dopadi paradoxn¢ mezi obéma $térbinami. Podobné jako v ptedchozi kapitole se
s¢itaji amplitudy pravdépodobnosti obou moznosti, nikoli samotné pravdépodobnosti.

Na vysledku nic nezméni ani pocet ptitomnych castic: bude-li tok zleva velmi slaby
avpruméru se bude vyskytovat v oblasti experimentu jedind Castice, nikdy nezjistime,
kterym otvorem proSla. Po dosti dlouhé dob& ziskame statisticky obraz dopadu ¢astic na
stinitko podle obrazku. Mizeme si tfeba myslet, Ze ¢ast ¢astice prosla jednim otvorem a Cast
druhym, nebo Ze interferovala sama se sebou. Takové uvahy nemaji redlny smysl. Pro
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posouzeni statistického vysledku mnoha opakovanych dopadi je dilezity jen souhlas
experimentalniho vysledku s pfedpovédi danou teorii.

b
—_—> pocet
— > Castic
—> ———————— >
—_ ? /'

///
— //
_> //
s 7
— > |
stinitko

Jiny obraz se nam naskytne, pokusime-li se zjistit, kudy castice prolétla. Zakryjeme-li jeden
z otvort,, bude maximum dopadajicich ¢astic proti otevienému otvoru. Mizeme vymyslet
rafinovanéjsi postup. Budeme sledovat naptiklad pomoci Castic svétla — fotont, kudy castice
prolétla. Bude-li foton malo energeticky, bude mit pfili§ dlouhou vinovou délku na to, aby
urcil, kudy castice prolétla. Bude-li ale foton mit pro detekci dosti kratkou vinovou délku,
muzeme skutecné rozhodnout, kudy prolétla ¢astice. Ale néco za néco: kratkovinny foton ma
znacnou energii a siln¢ ovlivni stav prolétajici ¢astice. Dokonce natolik, Ze interferencni
obrazec zcela vymizi. Obecné plati: nepokusime-li se o detekci, s€itaji se amplitudy
pravdépodobnosti a statistika dopadii méa charakter interferencniho jevu. Pokusime-li se
o detekci, interference zanikd a scitaji se klasicky samotné pravdépodobnosti. Tézko se nam
tento fakt pfijima. Je to vlastnost mikrosvéta, kterd se ndm zdd velmi podivna. NaSe
zkuSenosti z makrosvéta jsou zalozeny na komutujicich objektech. Pravé nekomutativnost
jevi v mikrosvéte vede ke skladdni amplitud pravdépodobnosti moznosti, které jsou
k dispozici, a k interferen¢nimu jevu.

&

e poCet
— > Gastic
—_— = e e e >
E— © ? /'
> % // I
—> ° .7

ho Vg

v
—_— 7
— > |

stinitko

2.6.5 Ehrenfestovy teorémy, virialovy teorém
V této kapitole si probereme tii zakladni teorémy tykajici se ¢asového vyvoje.

Prvni Ehrenfestiv teorém

Prvni teorém se tyka casového vyvoje operatoru soutradnice. Pro jednoduchost ho odvodime
\ jednorozmérném pripade, Vyjdeme z principu korespondence a ¢asového vyvoje (1.53):

dr 1h[x ] X_+V(X) ]+%[X V()k)]:

L (inp +inp)=P2

2mih m

=i (P [XP] e e )

Prvni Ehrenfestitv teorém je tak analogii definice hybnosti z klasické mechaniky:
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(2.101)

dX P
dt m
Druhy Ehrenfestiyv teorém

Druhy Ehrenfestiiv teorém se tyka ¢asového vyvoje operatoru hybnosti. Budeme postupovat
podobné jako v ptfedchozim pfipadé:

1 .y 1[4 o 1[4 o
P.H + V(X [P,P]+—P,VX =—|P, V(X)|.
P L A (L B SR T
Hodnotu posledniho komutatoru ur¢ime takto: Nejprve nalezneme komutator operatoru

hybnosti s libovolnou mocninou operatoru soufadnice (indukci) a vysledek budeme ¢len po
¢lenu aplikovat na operator potencidlu rozvinuty do mocninného Taylorova rozvoje:

B.X] - -[%B] - -int.

B3] = X[B.X] + [B.X]X = —in2X

[ﬁ,i(”} - .—ihn)A(”_l ,

B.x] = X[B.X] + [B.X|%" = —inenX"

[P V(X)} —in

Zakladnim predpokladem téchto tvah je samoziejmé rozvinutelnost potencialni energie do
Taylorovy fady. Po dosazeni za vypocteny komutator druhy Ehrenfestiiv teorém vychazi:

dP _or

. 2.102
G (2.102)

coz je vlastné kvantovou analogii Newtonovych pohybovych rovnic (zaporné vzaty gradient
potencialni energie je pisobici silou).

Viriadlovy teorém

Viridlovy teorém je velmi uZite¢ny nejen v kvantové teorii, ale 1 ve statistické fyzice. Ur€uje
sttedni hodnotu kinetické energie obsazené v systému z tvaru energie potencidlni. Ur¢eme
nejprve maticové elementy komutatoru dynamické proménné 4 s Hamiltonovym operatorem
v energetické reprezentaci:

<n|[/:\,|:|]|m>:<n|AI:I—I:IA|m>=(Em—En)<n|A|m>=(Em—En)Anm.

Pro n = m mame
<n|[AH]|n>=0.

Za operator dynamické proménné 4 budeme nyni volit soucin soutfadnice a hybnosti:
<n|[XB.AI|n>=0,
<n|[X,HIP|n>+<n|X[P,H]|n>=0,

<uu£5ﬁ|n>+<MX§E¢n>:u
dt dt

Za Casovy vyvoj soufadnice a hybnosti dosadime z Ehrenfestovych teorémi:
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A

1 g oV
<n|—|n>=<n|=X—F|n>.
2m oX

Ve trech dimenzich je vysledek souctem piispévkil v jednotlivych osach. Na levé strané stoji
sttedni hodnota kinetické energie systému, napravo tzv. operator virialu:
- 1y OV
<n|T|n>=<n|=X, ———|n> . (2.103)
27k 5x,

Pro jednorozmérny harmonicky oscildtor je operator viridlu ptimo roven potencialni energii:

VX) =2k X2 L Lk
2 29X 2

Stfedni hodnoty kinetické a potencialni energie jsou si proto v kazdém stavu rovny.

Poznamka: Jiz v roce 1933 upozornil F. Zwicky, ze v kupé galaxii ve Vlasech Bereniky je pohyb
galaxii vétsi, nez by odpovidalo viridlovému teorému pro gravitaéni potencialni energii. Re$enim je
existence dalSi neviditelné (temné) hmoty v této kupé. Pozd&ji byl podobny problém zjistén Verou
Rubinovou i pro ob&zné rychlosti hvézd v perifernich oblastech samotnych galaxii. Re$enim je opét
existence haldé z temné hmoty v okoli galaxie. Viridlovy teorém muze byt proto velmi uziteény i pro
makroskopické nekvantové systémy. Svitici (registrované) hmoty v galaxiich je jen asi 1 %. V roce
2000 se pomoci HST ukazalo, ze az 50 procent hmoty Galaxie mlize byt soustfedéno ve velmi
starych a malo sviticich bilych trpaslicich, které doposud nebyly pozorovatelné. Patfily
pravdépodobné k prvni generaci hvézd pfed cca 12 miliardami let a vypliuji celé halé Galaxie.
Obdobné tomu bude asi i u ostatnich galaxii. K feSeni problému temné hmoty ale bili trpaslici zdaleka
nestaci. S nejvétsi pravdépodobnosti jde 0 nezndmou formu hmoty nebaryonové povahy.
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2.7 RELATIVISTICKA KVANTOVA TEORIE, SPIN

2.7.1 Prostorova rotace a Lorentzova transformace

Prostorova rotace
Pootoc¢ime-li soufadnicovym systémem kolem osy z o uhel ¢, Ize transformaci zapsat jako
t'=t,
x'=xcosp — ysing,
y' =xsing + ycoso,
z'=z.
Casovou soufadnici budeme davat na nultou pozici, pfi prostorové rotaci se ¢as neméni.

Celou transformaci popiSeme pomoci rotacni matice R,, Podobné mizeme popsat rotace
kolem ostatnich soutfadnicovych os (staci cyklicky zaménit x - y — z — x):

1 0 O 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0

0 0 cose

sin @

—sin @

cos @

0

0

cosp 0
0 1

—singp 0

sin @
0

Cos @

0 cosg

0

0

sin @

0

—sing 0

cosp 0

0 1

Rotace patii mezi unitarni transformace. Pfipometnime si, Ze unitdrni operatory zachovévaji
skalarni soucin, proto plati

U'U=1 = detU"detU=1 = (detU) (detU)=1 = |[detU|*=1.

Pro re4lné matice miize byt determinant vSech unitarnich transformaci roven bud’ +1 (rotace)
nebo —1 (zrcadleni). Snadno se piesvédCime, ze determinant vSech tii rotaCnich matic je
roven jedné. Srotaéni symetrii se poji zachovani veli¢iny, kterou nazyvame moment
hybnosti. Tato veli¢ina je danou symetrii definovéana (viz teorém Noetherové, kap. 1.3.1).

Lorentzova transformace

Velmi ptibuznou transformaci k rotacim je Lorentzova transformace popisujici piechod mezi
dvéma vzajemné se rovnomérné pohybujicimi inercidlnimi soufadnicovymi systémy,
ptedpokladejme, ze v ose x:

. t —vx/c?
\/l—vz/c2

, x—Ut

X' =
1 vz/c2

=y,

z'=z

Tuto zndmou transformaci 1ze zapsat podstatné elegantnéji v maticové podobé. Zavedeme-li
relativistické proménné x( =ct, x| =x; x, =y; x3 =z a relativistické koeficienty

B=vic; y=1/y1-p%,
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budou matice Lorentzovy transformace (v ostatnich osdch matice ziskdme cyklickou
zdmeénou) mit tvar

vy ~—yp 00 y 0 —-yB 0 y 00 —yp
—yB ¥y 00 0 1 0 0 0 10 0
A, = . A= , A=
0 0 1 0 —yB 0 0 0 01 0
0 0 0 1 0 0 0 1 —yB 0 0

Determinant transformac¢nich matic je roven
2 2 p2 2 2
det A=y~ —y"p==y~(1-47)=1

a jde tedy opéct orotace, tentokrdt vroviné dané casovou a jednou prostorovou osou.
Charakter rotaci lépe vynikne, zapiSeme-li Lorentzovy matice pomoci tzv. rapidity (je
definovana vztahemu = arcth (v/c)):

chu —-shu 0 0 chu O -shu O chu 0 O -—shu
—shuy chu 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
AX: ) Ay: s AZ:
0 0 1 0 —shu 0 chu O 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 —shu 0 O chu

S Lorentzovou symetrii (experiment dopadne stejné ve dvou inercidlnich soustavach, které se
navzajem pohybuji rovnomérné piimocare) se poji existence nové zachovavajici se veli€iny,
ktera se nazyva spin.

2.7.2 Spin

V minulé¢ kapitole jsme vidéli, Ze podobnou ulohu, jakou ma
prostorova rotace ma i Lorentzova transformace. Jde také o rotaci, ('
ale vroviné dané c¢asovou a jednou prostorovou soufadnici

o imaginarni thel nazyvany rapidita. Rota¢ni symetrie odpovida
symetrii systému vzhledem k pootoc¢eni, Lorentzova symetrie
odpovida stejnému chovani systému v riznych, navzijem se
rovnomérné pohybujicich, inercidlnich soufadnicovych systémech.

S obéma symetriemi se poji odpovidajici zakony zachovani:

rotaéni symetrie - moment hybnosti L
Lorentzova symetrie - spin S

Spin ma velmi podobné vlastnosti jako moment hybnosti, 1ze si ho vSak jen velmi tézko
predstavit. Znacné nepiesné, ale piesto ilustrativni, je predstavit si ¢astici obihajici kolem
centra a soucasn¢ rotujici kolem vlastni osy. V této klasické piedstavé odpovida momentu
hybnosti orbitalni rotace a spinu vlastni rotace. Skutecné ¢astice ani neobihaji kolem centra,
ani nerotuji kolem vlastni osy. Jejich celkovy rotacni stav je ddn dvéma veliCinami —
momentem hybnosti (orbitdlnim momentem) a spinem (vnitinim momentem). Ob¢ veliCiny se
mohou skladat, potom hovofime o spinorbitalni interakci, neboli LS interakci ¢i LS vazbé.
Operator spinu ma stejné komutacéni relace jako moment hybnosti (2.37), (2.39)

[él ,éz] = ihé3 + cyklické zamény ,
[8§2,831=0

Stejné tak jako u momentu hybnosti zavadime dvé kvantova ¢isla popisujici spin: spinové
¢islo neboli spin s urcujici velikost a magnetické spinové Cislo m; urcujici projekei spinu do

(2.104)
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tfeti osy. Pro spin lze pomoci posuvnych operatorii odvodit stejné jako pro moment hybnosti
vztah (2.76)
= 1 =0,1/2, 1, 3/2,...;
|S|=+s(s+D) R , s =0,1/2,1,3/2,..; (2.105)
Sy=mgh mg= —s,—s+1...,8

Tentokrat se ale realizuji 1 polociselné hodnoty, které¢ jsme pro komutacni strukturu (2.104)
respektive (2.37) odvodili diive. Hodnota spinu s je pro elementarni Castice neménnou
charakteristikou, stejné tak jako hodnota elektrického naboje Q nebo klidové hmotnosti my.

Spin nékterych ¢astic

leptony (elektron, tauon, mion, neutrina) 1/2
kvarky (d,u,s,c,b,t) 1/2
skalarni mezony (77, kaony) 0
vektorové mezony (p,kaony) 1
hadrony (neutron, proton, A hyperon) 1/2
hadrony (A, Q) 3/2
intermedialni bosony (y, W=, Z°, gluony) 1
gravitony 2

Pritomnost spinu zvySuje stupenl degenerace energetickych stavli. Naptiklad elektron
v atomdrnim obalu, ktery mé energeticky stav ureny hlavnim kvantovym ¢islem, jiz nema
stupeti degenerace n”, ale 2n”. Elektron ma totiz spin 1/2 a jeho stavy jsou urdeny &tvefici
¢isel n, I, m, m,. Projekce spinu m, mize nabyvat dvou hodnot +1/2 a pocet stavil se
zdvojnasobuje.

Castice s nenulovym spinem vykazuji magneticky moment, aniZ by mély orbitalni moment
hybnosti. Magnetické vlastnosti ¢astic proto nemusi souviset jen se skuteCnym rota¢nim
pohybem c¢astic, ale i s ,,vlastnim momentem®™ — spinem. V pfitomnosti nehomogenniho
magnetického pole reaguji Céstice na toto pole. Stavy, které ptivodné odpovidaly jediné
energii, se Stépi na multiplety blizkych energetickych podhladin. Stupeni degenerace se
sniZuje, stavy s riznym m a mg maji riznou energii. Hovofime o tzv. sejmuti degenerace
v pfitomnosti magnetického pole.

Pec Kolimator Magnet Stinitko

Spin byl poprvé pozorovan ve Sternové-Gerlachové experimentu (1925). Atomy stiibra
odpatujici se zpicky byly kolimovany do svazku prochédzejiciho nehomogennim
magnetickym polem. Na tyto elementarni magnetické momenty v nehomogennim poli ptisobi
sila (1.123) F =—-uVB. Magneticky moment jednotlivych stavll je rtizny a proto je rtzna
1 vysledna plsobici sila a energie daného stavu. Kdyby neexistoval spin, nebude se stav / =0
Stépit vliibec (m = 0), stav / = 1 se bude Stépit na tii razné podstavy (m = 0, £1) a na stinitku se
vytvoii jedna nebo tii stiibrné skvrny (i ve vyssich stavech / piijde vzdy o lichy pocet skvrn).
Na stinitku vSak byly pozorovany dvé stiibrné skvrny, coz svéd¢i o elektronu s orbitdlnim
stavem / = 0 a spinovym stavem s = 1/2 (magnetické vlastnosti jsou urceny dveéma projekcemi
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ms==11/2). Sudy pocet projekci znamend polociselné feSeni komutacnich relaci (2.104)
respektive (2.37). Hypotézu o existenci vlastniho momentu elektronu, ktery ma podobné
vlastnosti jako orbitdlni moment, podali jesté pied teoretickym objasnénim spinu Uhlenbeck
a Goudsmit v roce 1925.

Na nasledujicim obrazku je numerickd simulace (Yamanashi University) Stern Gerlachova
experimentu. Stavy s projekci m;=+1/2 jsou oznaceny modfe, stavy m,=—1/2 Cervené.
V malé vzdalenosti se na stinitku objevi dvé vyrazné stiibrné skvrny, ve vétsi vzdalenosti
nejsou pravdépodobnosti dopadu atomi v jednotlivych stavech vyrazné prostorové oddelené.

2.7.3 Kleinova-Gordonova rovnice

Schrédingerova rovnice neni relativistickd, a proto nemulZe spravné popsat spin. Pfi jejim
odvozeni jsme pouzivali nerelativisticky tvar Hamiltonovy funkce. Vysledkem byla
Schrodingerova ¢asova rovnice (2.98), ktera ma v x reprezentaci tvar

., Oy h?
h—=(——4+V)y=0.
' ot ( 2m " )l//

V rovnici se nachazi prvni ¢asova derivace a druhé prostorové derivace, Cas a prostor neni
rovnopravny, rovnice zjevné neni relativisticka. Relativistickou konstrukci 1ze vytvofit jak ve
druhych (Kleinova-Gordonova rovnice), tak v prvnich (Diracova rovnice) derivacich. V této
kapitole se budeme zabyvat konstrukci spravné rovnice ve druhych derivacich.

m Kleinova-Gordonova rovnice

Rovnici poprvé odvodili Oskar Klein a Walter Gordon. Piedpokladejme, Ze hledadme linedrni
rovnici, kterd limitné pii malych rychlostech ptejde v Schrédingerovu rovnici. U linearnich
rovnic plati princip superpozice a obecné feSeni 1ze vzdy slozit z rovinnych vin

v, (x) = a(k) ™ = a(k) e el = g(@, k) e TEx]. (2.106)

Tiirozmérné vektory jsou oznaceny tuéné. Slozky vinového vektoru k&* musi byt nutné
zavislé, nebot’ i1 parcialni viny (2.106) musi splitovat hledanou rovnici. Takova zavislost se
nazyva disperzni relace a miizeme ji zapsat v implicitnim tvaru

#(0,k)=0. (2.107)

V nékterych piipadech je mozné nalézt explicitni zavislost @ = w(k). Obecna vlnova funkce
bude superpozici

w(x) = [atk)e ™ 5(p)d* = [ a(@, k)™ @’k . (2.108)

Diracova distribuce zajiStuje automatické splnéni disperzni relace (2.107). Parcialni (rovinng)
viny Ize snadno derivovat:

0%y () =1k %y (x) (2.109)

a parcialnim derivacim odpovidaji algebraické vyrazy
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0% <« ik” (2.110)
S vyuzitim duality (2.2) mame
ho* <« ip%. (2.111)

NejpfirozenéjsSim prechodem od komutujiciho k nekomutujicimu popisu je tedy zavedeni
operatorti na £~ predpisem

p* =—1ho? ;
& D 2.112)
X =X .

Poznamka 1: Snadno dopocteme, Ze takio zavedené operatory spliuji komutacni relace, které jsou
ve shodé s principem korespondence mezi Poissonovymi zavorkami a komutatory

5.5 ] =[#7.27] -0,

(2.113)
&%, 57 |=ing.
Poznamka 2: V (3+1) D formalizmu Ize prvni ze vztahu (2.112) zapsat jako
E:JE—HFI(?/@t, (2.114)
=—iho/ox.

Odlisné znaménko u ¢asové proménné souvisi s relativistickymi transformac¢nimi vlastnostmi
¢tyfvektort. Druhou relaci jsme jiz pouzivali v x reprezentaci operatoru hybnosti, viz (2.47).
Najdéme nyni velikost ctyfhybnosti
E/c E?
paz( j = pap“=——2+p2. (2.115)
p c

tato hodnota musi byt ve vSech soufadnicovych soustavéch stejna a miizeme ji urcit v klidové
soustavé astice, kde je E = moc’, p = 0:

pap® =-mic? . (2.116)

V (3+1) formalizmu jde o zndmou Pythagorovu vétu pro energii

E? =p2c2 +m2c*
Tento vztah je spravnym relativistickym vztahem pro energii volné ¢astice, a proto se o né¢ho
musi opirat odvozeni relativistické varianty Schrodingerovy rovnice. PiepiSme proto (2.116)
do operatorové podoby:

(ﬁaﬁ“+m§c§)l//=0; p%=-ino® . (2.117)

Rovnice (2.117) je Kleinova-Gordonova rovnice pro volnou ¢éstici. Po dosazeni za operatory
ziskame jiny Casto pouzivany tvar Kleinovy-Gordonovy rovnice

=o¢ (2.118)

(I:I—K'2 )l// =0;
Kleinova-Gordonova rovnice je relativistickou analogii Schrodingerovy rovnice pro volnou
¢astici. Pfi malych rychlostech limitné pfechéazi v nerelativistickou Schrodingerovu rovnici.
Jde o linedrni rovnici a kazdé jeji ,,rozumné® feSeni je mozné zapsat pomoci Fourierovy
transformace jako superpozici rovinnych vin. Konstanta x je v normdlni soustavé jednotek
(c=1, A= 1) rovna klidové hmotnosti ¢astice.

m Nerelativisticka limita
Kleinovu Gordonovu rovnici (2.117) miZeme v operatorovém tvaru zapsat jako
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E? =p*c? +mic*l. (2.119)

Obg¢ strany formalné odmocnime. Odmocninu chapeme jako funkci operatoru ve smyslu (2.8)
nebo (2.29):

) )
E=i\/ﬁ202+mgc41=mocz 1+ p22 zmoc2 1+ p N =
mgcC
~ ~ Az .

2mgc2

E~ m0021+p—
2m0

Zaporné znaménko pred odmocninou jsme zatim vynechali jako nefyzikalni a budeme se jim
zabyvat az v kapitole vénované Diracov€ rovnici. Prvni ¢len mlZeme chapat jako
konstantni/nulovou potencialni energii (posunutim o konstantu se potencialni energie
nezméni) a druhy je b&zna kineticka energie Castice. Po dosazeni za operatory z (2.114)
ziskame casovou Schrédingerovu rovnici (2.98) snulovou, resp. konstantni potencialni
energii. Pro malé rychlosti (hybnosti) Kleinova-Gordonova rovnice ptechazi ve Schrodin-
gerovu rovnici.

m Pravdépodobnostni interpretace

Hustota p a tok pravdépodobnosti j vyskytu Céastice by mély spliiovat rovnici kontinuity
(zdkon zachovani pravdépodobnosti vyskytu ¢astice) ve tvaru

/
0,j%=0; j° z[p,cj. (2.120)
j

Ukazme, ze ’Eakovy zakon zac?ovéni je v Kleinové-Gordonové rovnici obsazen. Naleznéme
kombinaci y (2.118)—w(2.118) :

w* (D—Kz)l,y - w(l:l—zcz)l,y* =0 =
I//*I:ll// - l//Dl//* =0 =
w0 ,0% —wd 0% =0,
Nyni v obou vyrazech vyuzijeme identitu 0,2 = 0u(f2)— (0.f)g:
0, (v 0w )~(0,0")(0%W) -0, (w0 y ")+ (0,w) (07w ") =0,
Pokud v poslednim vyrazu zvys$im prvni index a snizime druhy, vyrusi se s druhym vyrazem:
0, (w0 )0, (vo'w")=0 =

0,0%=0;  j¥=y 0% -yo%y . (2.121)

Ctyfvektor ;* reprezentuje nenormovanou pravdépodobnost vyskytu &astice. Hustota
pravdépodobnosti j° (v SI ;j%c) neni bohuzel pozitivng definitni a Kleinova Gordonova
rovnice pfipousti i zaporné hustoty pravdépodobnosti. Resenim tohoto problému (vyusti
v existenci antic¢astic) se budeme zabyvat v kapitole vénované Diracové rovnici.

m Disperzni relace
Po dosazeni rovinné viny (2.106) do Kleinovy-Gordonovy rovnice ziskame disperzni relaci

0* =kt + Pkt = wo=tNlkR+ k2. (2.122)

Zaporné feseni (odpovidd zaporné energii /w) budeme opét povazovat za nefyzikalni.
Standardnim postupem uréime fazovou a grupovou rychlost:
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Na prvni pohled je zfejmé, Ze grupova rychlost je vzdy podsvételnad. Z Hamiltonovych rovnic
mechaniky

v 80) 8ha) 8H
¢ 9k onk ap

plyne, ze grupova rychlost vinového baliku je analogem mechanické rychlosti pohybujici se
Castice. Oproti tomu fazova rychlost je vzdy nadsvételna a nema vyznam pienosu informace.
Mezi obéma rychlostmi je jednoduchy vztah viv, = ¢*. Ob& rychlosti zavisi na vlnové délce
parcialni viny, tj. dochazi k disperzi.

m Kleinova-Gordonova rovnice pro nabitou €astici v elektromagnetickém poli

V pritomnosti elektromagnetického pole se v Hamiltonové funkci (1.90) vyskytovala
kanonicka (zobecnénd) hybnost v kombinaci p — QA. Obdobné tomu musi byt i v Kleinové
Gordonové rovnici (2.117), kterd ma pro nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli tvar

[( -04,)(p” QA“)+moco}y/ 0: p%=—ind® . (2.123)
Po dosazeni za operator hybnosti a roznasobeni vSech ¢lenti mame
nroy + 0% 4, 4% +micty +i1hQ0 , A%y +2ihQA%d ,y =0. (2.124)

Vyuzijeme-li kalibraéni podminku (1.188), tj. poloZzime-li 9,4”=0, ziskame vyslednou
rovnici

O-x2 - QAA“ i€4% |y=0; x=T0C (2.125)
72 w 7

pro popis nabité ¢astice v elektromagnetickém poli.

m Vodikovy atom

Nazna¢me nyni, jak by se postupovalo pii hledani spektra vodikového atomu z Kleinovy-
Gordonovy rovnice. Elektron s nabojem Q = —e je v poli jadra, které 1ze vyjadfit vztahy

AO :ﬁ: + Ze ,
c dregre (2.126)
A=0.

Kleinova-Gordonova rovnice ziské tvar

2 2
e R e
C

fic fic cot

Laplacetiv operator rozlozime na radidlni a thlovou cast stejné jako v nerelativistickém
ptipad¢ (2.80). Budeme hledat staciondrni feSeni, tj. Casovou Cast vlnové funkce budeme
pfedpoklédat ve tvaru exp(—ia)t) = exp(—iEt/h), prostorovou cast zapiSeme jako soucin

vvvvv
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2 2 2 2 iy
Ar—%—%a—z—xz+2? 21229 |1 Ry, (6,0) =0,
hrc ¢ ot r r cot

kde jsme oznacili

a=—25_ (2.127)
dreyhc

tzv. konstantu jemné struktury. Po provedeni ¢asovych derivaci ziskame rovnici

L2 E2—m§c4+[2aj2 Za E

A - +2 2% 2 R, (6.0)=0.
n22 n202 S he (Y,,,(0,9)

7

r
Nyni zaplisobime operatorem L2 na uhlovou &st vlnové funkce podle vztahu (2.75)
a vyjadiime radidlni ¢ast Laplaceova operatoru

1 d ,d I(l+)-Z°a*> .Za E E*-mjc*

——r —- +2——+

P2 dr dr r2 r hc K2c2

}R(r):O.

Jde o obycejnou diferencidlni rovnici, ktera se tfesi standardnimi postupy (asymptotické
chovani, rozvoj do fady, ofiznuti). Vysledkem jsou tzv. Laguerrovy polynomy a energetické
spektrum

Z%a? Z4a*
2 4
2n 21+ 1)n

Hlavni kvantové Cislo je definovano stejné jako v nerelativistickém piipadé, druhy clen
v hranaté zavorce reprezentuje prvni relativistickou korekci a soucasné sejmuti degenerace
spektralnich car.

E, = m002 —moczl:

(n—%(21+1)J+//((Za)6)} (2.128)

m Problémy
Kleinova-Gordonova rovnice ma tfi zakladni problémy:

1. Druhé €asové derivace znamenaji zadani pocate¢ni podminky nejen na vlnovou funkei
(reprezentuje stav systému), ale i na prvni Casovou derivaci vinové funkce, coz je
fyzikaln€ jen obtizn¢ interpretovatelné.

2. Hustota pravdépodobnosti neni pozitivné definitni.

Kleinova-Gordonova rovnice poskytuje i zaporné energetické stavy.

2.7.4 Diracova rovnice

Spravnou relativistickou kvantovou rovnici pro nabitou castici, ve které jsou obsazeny jen
prvni derivace, odvodil Paul Adrien Maurice Dirac (1902—-1984) v roce 1928. Ukéazalo se, ze
jde o mnohem vhodnéjsi rovnici pro elektron, nez je Kleinova-Gordonova rovnice. Tim, Ze
rovnice je jen v prvnich derivacich, postai zadat pocate¢ni hodnotu vlnové funkce
a automaticky odpada nutnost zadavat prvni derivaci vinové funkce. U Diracovy rovnice je
hustota pravdépodobnosti pozitivné definitni a tak odpadd i druhy zakladni problém
Kleinovy-Gordonovy rovnice. Problém zdpornych energetickych stavli nicméné pretrvava
a Dirac tyto stavy interpretoval jako stavy pfislusejici anti¢éstici k elektronu — pozitronu. Ten
byl objeven az v roce 1932 Carlem Andersonem.

m Diracova rovnice

Hledejme rovnici, kterd ma stejny tvar jako Schrodingerova rovnice, ale Hamiltonv operator
je linearni funkci prostorovych derivaci:
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ih%—f:ﬁw; H=a'0,+a’0,+a’0,+b. (2.129)

Z rozmérovych divodia budeme namisto koeficienti d" a b hledat koeficienty o a B, které
jsou bezrozmérné:

ﬁs—ihc(alél+a282+a383)+ﬂm002. (2.130)

Na koeficienty madme dv¢ zékladni podminky
1. Kvadrat Hamiltonovy funkce musi dat pravou stranu (2.119), ;.

H?=pc? +mic*l; (2.131)
tim bude kazdé feSeni Diracovy rovnice feSenim Kleinovy-Gordonovy rovnice (nikoli
naopak, druhé derivace nékterd feSeni ptidaji).

2. Nova rovnice musi byt relativisticky kovariantni (tj. jeji tvar se nesmi zménit po
provedeni Lorentzovy transformace soufadnic a poli).
Za chvili uvidime, Ze tyto podminky nespliiuji zadné &iselné koeficienty a hledana &isla o a g
musi byt matice. Vyjdéme z podminky (2.131), do které dosadime hamiltonian (2.130) a za
operator hybnosti z (2.114):

A

H?=p*? +m§c41;
(—ihcakak +ﬂmocz)(—ihcalal +ﬂmocz) =pZct +mic*;
—hzczakalﬁké‘, —ihcmoc2 (akﬂ+ﬂak)6k +ﬂ2m§c4 = —h2c2A+m§c41
Porovndnim ¢lent na levé a pravé strané mame na koeficienty :

akalak8] :A,

a* B+ pat =0, (2.132)
B*=1.
Prvni relaci upravime snadno na tvar
0 prok=#lI,
l(ozkotl +alak)8k6, =A = afa' +a'ak = P (2.133)
2 2 prok=I.

Pozadavky (2.132), resp. (2.133) nespliiuji Zadna realna ani komplexni Cisla. Budeme proto
hledat soustavu ¢tyf matic, jejichz zajimavé vlastnosti nejprve piehledné sepiSeme a vzapéti
dokézeme

1. Matice o a # antikomutuji (kazda s kazdou):

{akJ#}:{ahﬂ}:o; k1. (2.134)
2. Kvadraty matic o a # daji jednotkovou matici:
Qﬂ)zz(a2)2=(a3)2:(ﬂ)2=i. (2.135)
3. Matice o' a  jsou hermitovské:
(aﬂT:ak, st=p. (2.136)

4. Vlastni &isla matic o a # mohou nabyvat jen hodnot +1 a 1.

9]

Stopa matic o a [ je nulova.
6. Matice a* a 8 jsou nezavislé.
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Dokazme nyni jednotliva tvrzeni
Ad 1)

Antikomutaéni relace matic o a £ plynou okamzité z relaci (2.132) a (2.133). Poznamenejme,
ze antikomutator dvou objektt je definovan jako {4,B}=A4B+BA.

Ad?2)

Tvrzeni opét plyne okamzité z relaci (2.132) a (2.133).

Ad 3)

Hermitovost matic o a L plyne z pozadavku na hermitovost operatoru energie (2.130).

Ad4)

Z podminky (2.135) plyne, Ze vlastni ¢isla matic ¢ a S lezi na jednotkové kruznici
v komplexni roving, tj. |A|=1. Hermitovské matice ale maji redlnd vlastni ¢isla, tedy
pfipadaji v ivahu pouze hodnoty 1 = =+1.

AdS5
Stop())u matice nazyvame soucet diagonalnich clenti
Tr(A) = 4%, . (2.137)
Tr je zkratkou z anglického frace. Stopa matice se nezméni pii cyklické zdméné matic:
Tr(AJA,--Ay)=Tr(A,---AyA), (2.138)

tj. prvni matici mizeme odst¢hovat na posledni misto v sou€inu (nebo posledni na prvni).
Nyni jiz snadno dokazeme, ze stopa hledanych matic je nulova:

Tr(ak) = Tr(ﬂzak) = Tr(ﬂﬂak) = Tr(ﬂakﬂ) = —Tr(ﬂﬂak) = —Tr(ak).
Nejprve jsme pridali , coZ je ale jednotkova matice. Poté jsme jednu matici § odstéhovali na
konec za pomoci cyklické zdmény a vratili ji zpét na plvodni pozici s vyuzitim
antikomutativnosti matic « a . Precteme-li si zacatek a konec, mame
Tr(af)=-Tr(a*) = 2Tr(a*)=0 = Tr(a*)=0.
Obdobné miiZzeme postupovat u matice f:
Tr(ﬂ)=Tr((ak)2,6’)=Tr<ak,8ak):—Tr(akak,b’):—Tr(ﬂ) =  Tr(f)=0.
Ad 6)

Piedpokladejme zavislost matic, tj. napiiklad matici f bude mozné vyjadiit jako linedrni
kombinaci ostatnich:
ﬂ = ZC ka k .

Vynasobme relaci zleva matici f:
1= chﬂak =
Tr(1)= Y ¢, Tr(fa’) :%zck Tr(Ba* +a* B) =%ch Tr(0)=0.

Jde o spor, nebot stopa jednotkové matice nalevo je nenulovd. Matice tedy musi byt
nezavislé. Tim jsou vSechna tvrzeni (1 az 6) dok4zéana.
¢

Stopa matic je invariantem, tj. ve vSech bazich/souradnicovych soustavach je stejnd. Pokud
u hermitovské matice za bazi zvolime jeji vektory, bude matice diagonélni a na diagonale
budou jeji vlastni ¢isla. Stopa matice je proto souctem vlastnich Cisle matice. V nasem
pripadé¢ jsou vlastni ¢isla +1 nebo —1, stopa matice je nulova, a proto musi mit hledané matice
sudou dimenzi (aby soucet ¢isel +1 a —1 mohl dat nulu).
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N=2
V kapitole vénované momentu hybnosti jsme odvodili tzv. spinorovou reprezentaci momentu
hybnosti (2.77). Matice spinu bez ptisluSnych koeficientl se nazyvaji Pauliho matice:

o = ; o =| ; o° = . (2.139)
+1 0 +1 O 0 -1

Pauliho matice maji nami hledané vlastnosti. Jsou hermitovské, antikomutuji mezi sebou,
jejich kvadraty jsou jednotkové matice, vlastni Cisla jsou +1 a —1, soucet ¢lend na diagondle
je nulovy. Jejich jedinou nevyhodou je, Ze jsou jen tii. My hleddme soustavu Ctyt nezavislych
antikomutujicich matic. Ve dvou dimenzich takova soustava ale neexistuje. Dalsi nezavislou
matici k Pauliho maticim je jednotkova matice, ale ta s nimi komutuje, nikoli antikomutuje.
Navic u ni neni soucet diagonalnich ¢lenii nulovy.

N=4

Ve ¢tyfech dimenzich existuje celkem 16 nezavislych matic a skute¢né z nich lze vybrat 4
antikomutujici matice pozadovanych vlastnosti. Jde o nejmensi pocet dimenzi, ve kterych Ize
vytesit Diracovu ulohu. Existuje vice zplsobl, jak vybrat hledanou soustavu antikomu-
tujicich matic. Dirac je blokové skladal z Pauliho matic a nalezl feSeni

3 10 k_ 1 k 0 o
f=0" ®l= ; a" =0 ®o" = ) (2.140)
Kazdy prvek matice znamena blok 2x2. Vysledné Diracovy matice tedy jsou:
+1 0 0 O 0 0 0 +1
0 +1 0 0 , 10 0 +1 0
ﬁ = , a = ’

0 0 -1 0 0 +1 0 O

0 0 0 -1 +1 0 0 O
(2.141)

0 0 0 -i 0 0 +1 O

> |0 0 +i O 5 10 0 0 -1

a” = ; A=
0 -i 0 O +1 0 0 O
+1 0 0 O 0 -1 0 0

Ovéite si, Ze vSechny matice jsou hermitovské, maji vlastni ¢isla +1 a —1, soucet prvki na
diagonale je 0, v kvadratu daji jednotkovou matici a kazdd matice antikomutuje s kazdou.
Diracova rovnice pro volnou ¢astici ma nyni jednoduchy tvar:

Wl(tax)
- al// - k 2 !/IZ(t’X)
h——=(—-1hca" 0 + ; = . 2.142
= (lca k Fmoc ﬁ)w v va(t,%) (2.142)
l//4(f,X)

Koeficienty rovnice jsou matice 4x4, vlnovou funkci proto tvoii ctvefice funkci (nejde
o ¢tytvektor!). Jina volba Ctvetice Diracovych matic by vedla na tatdz fyzikalni feSeni.

m Operator rychlosti, zaporné energie
Urceme operator rychlosti ¢astice jako operator casového vyvoje polohy podle principu
korespondence (2.96):

ok =%=é[xk,]:l}:%[xk,—ihcalél +moczﬂJ:%[xk,—ihcalﬁl} =

:%al[xk,—ihal}:%al[xk,p,]:%alihékl =cat.
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Matice a* tak maji (az na konstantu ¢) vyznam operatoru rychlosti:

oF =cak . (2.143)
formalné lze zapsat vSechny tii relace naraz
V=ca. (2.144)

Za pomoci operatoru rychlosti a hybnosti ziska Diracova rovnice (2.142) jednoduchy tvar:

.. Oy 2 & 2
1th——=|v-p+mgc ;

ot ( ey ﬂ)'// (2.145)
%Ecoit, f)E—ih?.

ReSme nyni Diracovu rovnici pro ¢astici v klidu, tj. s nulovym operatorem rychlosti

4 TV

+
ihg v =m002 V2
ot| w3 Y3
V4 Va4

Reseni je:

2
vy (t,Xx) = 4(x) exp{—i m(;lc t} ,

2
W (t,X) = A4,(X) exp{—i m(;lc t} ,

2
w;(t,X) = A3(x)exp {H m(;lc t} ,

2
W4 (t,X) = A4(X) exp{+i m(;lc t} .

Porovname-li feSeni s Casovou ¢asti rovinné viny exp[—iwf] = exp[—i(E/h)t], je ziejmé,ze
prvni dvé feseni odpovidaji kladné energii E = moc® a druha dvé zaporné energii E = — moc’.
Problém zapornych energetickych stavi tak Diracova rovnice nevyfesila.

Ukéazalo se, Ze Diracova rovnice popisuje chovani ¢astic se spinem 1/2 (napiiklad elektron).
Ctvefice ¥ se nazyva bispinor. Ma specialni transformacni vlastnosti. Horni dvé komponenty
bispinoru popisuji stavy cdstice s projekci spinu +1/2 a —1/2 a maji kladnou energii. Dolni
dvé komponenty maji zapornou energii a Dirac je interpretoval jako stavy anticdstice
s projekei spinu +1/2 a —1/2. Diracova rovnice je v jistém smyslu ,,odmocnénim* Kleinovy-
Gordonovy rovnice postavené na vztahu E* = p°c’+ mg’c’. Proto stavy se zapornou energii
nejsou piekvapenim. Elegantni vSak bylo Diracovo vysvétleni: VSechny zaporné stavy jsou
zaplnény (Diracovo mote elektroni se zapornou energii). Nezaplnény stav se chova jako
»dira®, kterou Dirac interpretoval jako anticastici s kladnou energii. Rozborem tvaru rovnice
a jejich feseni teoreticky Dirac v roce 1928 predpovedél existenci pozitronu jesté pied jeho
experimentalnim objevem v roce 1932 (Carl Anderson).

m Pravdépodobnostni interpretace

Pii odvozeni rovnice kontinuity pro pravdépodobnost budeme postupovat stejné jako
u Kleinovy-Gordonovy rovnice, jen namisto komplexniho sdruzeni budeme vyuzivat
hermitovské sdruzeni jednotlivych matic 1 zakladniho bispinoru, ktery tvofi vinovou funkci.
Hermitovsky sdruzeny bispinor ma tvar
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vi=(vi v vi i) (2.146)
Nalezndme nyni kombinaci y(2.142) — v (2.142):

0 0 : i !
W lh a‘ﬂ ( lh) W v=y (—1hcak6k+m002ﬂ)w—(1hc(akak'//) +m002(ﬂW)TjW

KX T KX
y/'ih%—ilﬂha;//t w:—ihct//'akakt//+m0c21//Tﬂl//—ihc(6kwT)aky/—moczz//T,Bl//,
T
(A ZACLZANE DV PSR PR AW
ot ot 4 v k¥ ( K ) v,
O ()= fogk
5(1// l//)——ak(t// ca '//),
0
e t(a// y/)+8 (w ca l//) 0.
Ziskali jsme tak rovnici kontinuity ve tvaru
0,j"=0;
. wl =" . (2.147)
=y, G=yTVy,  V=ca
Hustota pravdépodobnosti je dana vztahem
pr=Jlc=y v =yly v,y +paps 20 (2.148)

a je tedy pozitivné definitni. Tok pravdépodobnosti je zobecnénim vztahu pro klasicky tok
(hustota x rychlost), rychlost nahrazuje operator rychlosti. Vysledny tok pravdépodobnosti je
ale obyCejnym vektorem, nebot’ kazda z jeho komponent je soufinem fadkové, Ctvercoveé
a sloupcové matice, tj. da obycejné ¢islo.

m Diracova rovnice pro nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli

Zobecnéni z volné Castice na Castici v poli provedeme stejné jako u Kleinovy-Gordonovy
rovnice, tj. nahradime

p% — p%—-04%. (2.149)
V (3+1) symbolice mame
L ')
Oct Oct c (2.150)
—17*1i - —ihi—QA
10).¢ ox

Diracova rovnice (2.145) ziska nyni tvar

i Opy =[3-(3-0A )+ moc?s |y

neboli
L0y 2 - 2 LS
1ha—t—[v-p+moc ,B:|V/+[Q¢—QA'V:|I/I. (2.151)
Oproti volné ¢astici piibyl napravo interak¢ni hamiltonidn podle vztahu
G172 ~
i\h—=Hwyw+Hw;
T (2.152)

A

Hy=v-p+mpc’f, H =0p-0A-V
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I vtomto pifipad¢ jde jen o piimé zobecnéni interakéniho ¢lenu znamého z Lagrangeovy
funkce v klasické mechanice.

m Kovariantni tvar Diracovy rovnice
Ptendsobme Diracovu rovnici (2.142) zleva matici f a poté preved'me vSechny ¢leny doleva:

ingl¥ _ (—ihcﬂakék +m0c2)yf =
ot
(ihﬁé—wﬁhﬂakak —mocjl/l =0
oct
Ziskali jsme tak nejznamé;jsi tvar Diracovy rovnice

(ihy“@ﬂ —myc)y =0;

o . PE (2.153)
y =g,y =pa
ve které jsou koeficienty derivaci tzv. gama matice
1 0 0 O 0 0 0 1
o |01 0 0 4 |0 0 I Of
““loo -1 o "o -1 0 0f
0 0 0 -1 -1 0 0 0
(2.154)
0 0 —i 0 01 O
, |0 0 1 0 3 10 0 0 -1
"o io ol " -1 00 0
-i 0 0 0 0 1 0 O
Mezi piivodnimi maticemi a maticemi gama existuji jednoduché transformacni vztahy:
y'=p.
yk=,6’ak, (2.155)
a* =prt.

Ditikaz tietiho vztahu je trivialni, druhy vztah sta¢i nasobit matici f zleva. Pro prostorovou
¢ast obou sad matic tak plati jednoduché pravidlo: nésobenim matici f zleva dostaneme
odpovidajici matici z druhé sady. Matice gama op¢t antikomutuji, nejsou jiz ale hermitovské
a kvadraty prostorovych matic nedaji jednotkovou matici, ale minus jednotkovou matici:

(7/1)2 — ) = Ba' o' =—a' BPa’ = —a'a = 1.
Obdobné bychom postupovali u ostatnich matic, plati tedy
(/‘)2:—1; k=123, (2.156)
Zaved'me nyni dv¢ uzitecné a Casto pouzivané operace. Prvni z nich je Diracovo sdruzeni:

A=ATy0, (2.157)

. , v v s , , ., 0 , .
Jde o hermitovské sdruzeni doplnéné nasobenim matici p° zprava. Druhou operaci je
Feynmanovo z0Zeni (Feynman slash):

K=y%K, . (2.158)

Za pomoci téchto operaci lze elegantné zapsat slozky ¢tyitoku pravdépodobnosti (2.147)

75



Kvantova teorie Relativita a spin
.0 0.0 — 0
=Ty =y’ =cy’y,

j =yt ca*y =yt ey y =cpyty.

Jednotn¢ tedy miizeme psat

0,j"=0;  jl=curty . (2.159)

Diracovu rovnice (2.153) lze prepsat do ,,usporného* tvaru
(7”13ﬂ+m0c)1//:o,neboli (2.160)
(p+moc)y =0. (2.161)

Pro nabitou castici v elektromagnetickém poli bude mit Diracova rovnice nyni velmi
jednoduchy tvar

(P—QA+myc)y =0 (2.162)

Spin se stal automatickou soucasti relativistickych rovnic kvantové teorie. Rovnice Kleinova-
Gordonova se nakonec ukdzala vhodnou rovnici pro skalarni ¢astice (se spinem nula), rovnice
Diracova pro ¢astice se spinem Y52 (elektrony, neutrina, kvarky). Pravé na ni je postavena
dnes$ni kvantova elektrodynamika.

Priklad 17:
0; a=p
{rrPl=1+2 a=p=0 = {rerf=—2g (2.163)
2 a=p=123

Kvadrat matic a a S je roven Jednotkove matici. U matic y tomu tak neni, (;°)’=1, ale
(¢"?=-1 pro k = 1,2,3. Je to pfirozené, v Minkowského metrice se prostorova &ast chova
vzdy jinak nez Casova cast. Ve vztahu (2.163) je vysledek na pravé stran¢ vzdy ndsoben
jednotkovou matici, tu ale nebyva zvykem psat.

Priklad 18:

I
KK =7 K"Ky =7y KoKp=2{r".r | K Ky =-g PK K y = K§ -K°.

Priklad 19:
_ 25 By o p e p __ _
00=7“0,1 05 =71 0,05 =2{r"r" 0,05 =-8"0,0,=0
Priklad 20:
a0 K 1 0)\E 0 ok B (Elen pkak
P=Y Pag =V PotV Pr= -+ i Pr = k .
0 -1)c (¢ 0 -pro” (Ele)l
Priklad 21:
DokaZme, e plati relace (uZite¢na p¥i vypoétu sdruzenych matic y*")
it —yoy”yo (2.164)

Relaci (2.164) zleva a zprava vynasobime y a dokdzeme platnost vztahu y y” 0= =y
SdruZenou matici " rozepiSeme z (2.155) za pomoci sady hermitovskych matic a a f:

0 k\T 0 k 0.0 k

OO =B = =y T =10 (%) O =10ty O =y et =

vy
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m Matice C

Existuje fada dal$ich zajimavych matic, které 1ze odvodit ze zakladni sady matic . Zaved'me
nejprve C matici, kterda bude uZiteCnd pii ndbojovém sdruZeni (pfechodu od ¢astic
k anti¢asticim a také p¥i vypoétu transponovanych matic y*":

0 0 0 -1

Coin20_ 0 0 +1 O
=iy“y = o -1 0 ol (2.165)

+1 0 0 O

Matice ma prvky jen na vedlejsi diagonale, a to stfidajici se hodnoty +1 a —1. Stopa matice je
nulova. Na prvni pohled je ztejmé, Ze pro C plati zajimava vlastnost:
cl=c"=c'=-c. (2.166)
Chceme-li tedy najit inverzni matici, transponovanou ¢i hermitovsky sdruzenou, staci jen
zménit znaménko matice (vymeénit pofadi +1 a —1 na vedlejsi diagonale). Pokud potiebujeme
nalézt transponovanou matici y', Ize k tomu vyuzit matice C:
y“T=Cy#C; resp. y*T=-Cly*C (2.167)

Tvrzeni se dokdZze pouhym pfevedenim matic y na sadu matic a a f3, které se po transpozici
nezmeni.

m Matice y°
Dalsi dulezitou matici, kterd ma vyuziti pfi popisu levopravé symetrie, je matice
0 01 0
0 0 01 01
5_.,01273
=i = = . 2.168
777771000[10] (2.168)
01 0O

Tato matice je hermitovska, jeji kvadrat je roven jednotkové matici, je linearné nezavisla na
ostatnich y maticich a antikomutuje s nimi:

=y,
(7/5)2 -1, (2.169)

{yS,y”} —0: u=0,1,23.

m Matice X a baze I

Z matic Y muZeme zkonstruovat je$té matice X, které jsou uzite¢né pii definici baze na
prostoru matic a pfi hleddni transformacnich vlastnosti antisymetrickych tenzord. Matice
definujeme jako komutatory

TH E%[yﬂ,yq. (2.170)
Ziejme plati
0; a=/,
P :{ ps p (2.171)
2P a#p.

Je zjevné, ze existuje celkem Sest nezavislych matic 3% , naptiklad 30 1, 302 50 , 212, 213, 5.
Ostatni prvky jsou bud’ nulové nebo je lze dopocist z antisymetrie. Zajimavou bazi na
prostoru matic 4x4 je nasledujicich 16 matic:
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rk ={1,75,7”,757”,2‘”}- (2.172)

Celkem snadno lze ukézat, e matice I* jsou nezavislé. Protoze jich je 16, tvofi bazi na
prostoru matic 4x4. Jejich kvadrat je +1 nebo —1, vhodnym vynasobenim +i by bylo mozné
docilit, aby kvadrat byl vzdy roven jednotkové matici, je to vSak zbytecné. Stopa vSech,
s vyjimkou jednotkové matice I™, je nulova. Nasobek libovolnych dvou riiznych matic I je
aZz na znaménko roven n¢které dalsi matici /™

) I k jsou linedrné nezavisleé,

2) (Fk)zzirl,
e [4 k= (2.173)
) T = 0 k=l

4y Yk k=l 3m=kl: T*r'=+rm.

Z rovnice kontinuity (2.159) je ziejmé, ze veli¢ina wy “w je étyivektor. Obdobné Ize pomoci

Gleni baze I zkonstruovat i dal§i veliginy, které se transformuji charakteristickym
zpusobem:

7474 skalar
1/7}/5 7% pseudoskalar
wrty vektor (2.174)

vy y*y  pseudovektor
vy antisymetricky tenzor
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2.7.5 Pozitron, C symetrie

Nejprve popiSeme uvahy, které vedly Paula Diraca k predpovédi existence pozitronu a poté
matematickou transformaci (ndbojové sdruzeni), ktera ptevede Diracovu rovnici pro elektron
na rovnici pro pozitron. Dirac pfedpoveédél existenci pozitronu v roce 1928, objeven byl
Carlem Andersonem v kosmickém zafeni v roce 1932.

m Diracovo mofre

Jak jsme vidé€li, z Diracovy rovnice vychazeji zaporné energetické stavy. Zaporné energie se
ale v pfirod¢ nevyskytuji a tak Diraca napadlo, Ze tyto stavy jsou vSechny zaplnény elektrony
a zadny z nich neni volny, proto je nepozorujeme. Vakuum je podle této pfedstavy tvoreno
motem elektronli v zapornych energetickych stavech, tzv. Diracovym mofem.

EA EA EA EA 5

@) @) @)
(@) (@) (@) @)
©0 © 0 © 0 © 0
O © do-.C.. ©
@) @) ? O @)
+mgc? | O +myc2 = 2 +myc2 Q =
0 B 0 0
. N el . dira se vl¢i okoli chova
Diracovo mote priléta foton foton vyrazi elektron  jako kladné nabita &astice
zapornych stavd s dostatecnou energii a zUstava dira s kladnou energii

Predstavme si, Ze do tohoto mote vleti foton s energii vétsi nez je dvojnasobek klidové
energie elektronu. Potom muze z Diracova mote vytrhnout elektron a ma-li dostatecnou
energii, prevést ho do nékterého energetického stavu s kladnou energii. V zaporném Diracové
mofti zlstane dira — prazdny energeticky stav, ktery se vici okoli jevi jako kladné nabita
oblast s kladnou energii (hmotnosti). Dirac tuto diru v roce 1928 interpretoval jako kladné
nabitou ¢astici, kterd ma jinak shodné vlastnosti s elektronem, a nazval ji pozitron. V roce
1929 tento koncept rozsitil na vSechny Castice a zavedl pojem anti¢astice — objektu, ktery ma
opacné hodnoty vSech kvantovych naboji oproti piivodni ¢éstici. Navenek se tedy zda,
jakoby se ptivodni foton rozpadl na elektron-pozitronovy par.

Pohyb volného elektronu by mél byt Diracovym motfem ovlivnén. Elektron interaguje
s blizkymi elektrony v zapornych stavech, odtlacuje je od sebe a z dalky vypada, jako by mél
mensi naboj, nez skutecné ma. Z vétsi vzdalenosti proto nevidime skuteény naboj elektronu,
ale naboj odstinény Diracovym mofem. Cim vice se pfiblizujeme k leticimu elektronu, tim
vice vnimame jeho skutecny, holy nabo;j.

m Nabojové sdruzeni
Diracova rovnice pro elektron ve vnéj$im poli ma tvar (2.162)

(P-QA+mpc)y=0 =
(—ih]/“ﬁﬂ—Qy“Aﬂ+moc)y/:O =
(ih7”8#+Q7/”Aﬂ—m0c)t//:0 =

(iny#8,, —er* 4, —moc)y =0 (2.175)

Rovnice pro pozitron by méla mit tvar
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(ih;/“aﬂ teytd, —moc)l/lc -0, (2.176)

kde wc je vlnovd funkce pozitronového feSeni. Diracovu rovnici nejprve hermitovsky
sdruzime a poté ji transponujeme. Po téchto dvou operacich piejde rovnice pro elektron
v rovnici pro pozitron. Vzpomeiite si, ze operace hermitovského sdruzeni a transpozice
spliuji vlastnost (2.10):

(aB)'=BTAT;  (AB)" =BTAT. 2.177)

Proved’'me tedy Hermitovo sdruzeni Diracovy rovnice pro elektron (2.175):

<«

T
WT[ihy“ 0,~er4, —mocj =0.

Derivace nyni plsobi samoziejmé vlevo, tj. na vlnovou funkci. Hermitovo sdruzeni nyni
aplikujme na jednotlivé ¢leny v zavorce

1//T£—ihé’ﬂ }/”T—eAﬂym—mOc]=0
e

a sdruzené matice gama vyjadiime ze vztahu (2.164)

WT(—ihaﬂyoy”yo —eAﬂ;/Oy”yO —mocJ:O.
E

Rovnici vynasobime zprava matici y”:

ol .
wiy (—1h6y7”—eAﬂ7”—mocJ:0 =

<«—

W{—ihﬁﬂyﬂ —ed,y" —moc]:O

<«

Po operaci hermitovského sdruzeni se zménilo znaménko prvého clenu, vinova funkce je
nalevo a ma tvar diracovsky sdruzeného bispinoru. Nyni vratime vinovou funkci doprava za
pomoci operace transpozice

: T _\T
(—1h8ﬂy” —ed, " —moc) (w) =0.
Provedeme transpozice vSech ¢lenli v zavorce
. _\T
(—1717//”8# —e}/”TAﬂ —moc) (7) =0
a transponované matice gama vyjadiime ze vztahu (2.167)
. _\T
(—1hCy/“C8ﬂ—eCy”CAﬂ—mocl)(t//) -0.
Celou rovnici vynasobime matici C™' zleva
. 1\ /=T
(—1h}/”C8ﬂ —ey*CA4,—mycC 1)(:/) =0
a vyuZijeme relace (2.166) pro inverzni matici C' = —C:
. _\T
(—1717”8# —eyt A4, +myc )C(l//) =0

Transpozice tedy zménila znaménko posledniho ¢lenu rovnice a vysledek je
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(ihyﬂﬁﬂ +eytd, —myc )!//C =0;

_\T

we=C(¥) .
Ziskali jsme hledanou rovnici pro pozitron, ktery méa opacny naboj a nezménénou hmotnost.
Pokud zndme v dané situaci feSeni y pro elektron, bude ve stejné situaci odpovidajicim
fesenim pro pozitron vlnova funkce ywc=C()'. Refeni pro pozitron tedy neni novym
feSenim, je obsazeno v feseni pro elektron.

(2.178)

Diracova rovnice nezméni sviij tvar (tzv. kovariance), provedeme-li ndbojové sdruzeni neboli
C transformaci

A n— —A o
- (2.179)
Cli

v —>C(w) .
V piivodni Diracové rovnici odpovidaji dvé feSeni s kladnou energii elektronu s projekci
spinu +1/2 a —1/2 (proto je feseni zdvojené) a feSeni se zapornou energii pozitronu s projekci
spinu +1/2 a —1/2. Dvé dvojice spojené¢ do jedné ctvetice vinovych funkci se nazyvaji
bispinor. Po provedeni transformace (2.179) maji pozitronova feSeni naopak kladnou energii
a elektronova zapornou, takZe se na situaci miZeme divat obracené a elektron interpretovat
jako diru v Diracové mofti pozitronti obsazujicich zaporné energetické stavy.

2.7.6 Elektron a jeho pole, U(1) symetrie

Nabité Castice v pfirod¢ generuji elektromagnetickd pole popsand Maxwellovymi rovnicemi
(resp. kvantovou teorii elektromagnetického pole) a samy se v téchto polich pohybuji ve
shodé s Lorentzovou pohybovou rovnici (resp. Diracovou rovnici). V této kapitole se nejprve
zamé&fime na kompletni Lagrangetiv popis soustavy pole + elektron a poté se budeme vénovat
U(1) symetrii, ze které pfimo plyne nutnost existence pole v okoli elektronu.

m Lagrangetv popis
Hustota Lagrangeovy funkce pro interakci nabité ¢astice a elektromagnetického pole ma tvar

Polni ¢ast zndme z teoretické mechaniky, viz vztah (1.194)
Y field :—ﬁFva”V; F* =0"4" -0" 4*. (2.181)
0

Také interakéni Céast jsme poznali v teoretické mechanice. Pokud jsou c¢astice popsany
Ctyftokem j a pole Styfpotencialem A je nejjednodussim skalarem kombinace j“4,,:

Lot :j”A#. (2.182)
V klasické fyzice je tok naboje Castic dan vyrazem j“ = (poc, j), v kvantové teorii musi tok

¢astic sledovat pravdépodobnost jejich vyskytu a tak musi byt imérny toku pravdépodobnosti
(2.159). V pripadé¢ néboje bude koeficientem umeérnosti samotny naboj:

J“=0wrty. (2.183)
Interakéni ¢len tak ziska tvar
‘g//int = j#Alu = Q Wyﬂl//A/u . (2184)

Zbyvéa nam tedy najit hustotu Lagrangeovy funkce pro samotné Castice (elektrony), ze které
plyne Diracova rovnice. Velmi jednoduchym skalarem sestavenym piimo za pomoci
Diracovy rovnice je vyraz
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Prare = (1070, = moc )y (2.185)
Pokud budeme interpretovat pole i a y jako nezavisla, je hustota Lagrangeovy funkce
5Z/part; = 5Z/part (l//a aal//a 1/7)

a ptislusné Lagrangeovy rovnice daji

oY oY

0, __Pl_op = ihy* 0 ,—myc |y =0;

00,7 OF ki

a a%)part ag//part
“o0.)  ov

Prvni rovnice je Diracova rovnice pro nabitou castici, druhd rovnice je v tuto chvili jen
pomocnou rovnici pro diracovsky sdruzené pole. Pov§imnéte si, Ze hmotovy ¢len zménil
znaménko. U Feynmanovych diagrami to bude odpovidat ptfitoku hmoty (¢i odtoku hmoty)
do (z) dané¢ho vrcholu. U derivaci je v obou ptfipadech naznacen smér jejich piisobeni. Nyni
Jiz mtizeme zapsat kompletni hustotu Lagrangeovy funkce pro Castici a pole:

=0 = 1/7(1'}'72;/”6#+moc}=0.

<«

Q:—ﬁFﬂvF”V + j44, + l?(ihyﬂﬁﬂ—moc)y/;
0
FHY =gl 4" — 3" 4* (2.186)
j*=0wrtfy.

Poznamky:
1) Prvni ¢len odpovida volnému poli, druhy interakci pole s Eastici a tfeti volné &astici.
2) Lagrangeova funkce je funkci poli Aﬂ,t//,l/7 a jejich derivaci. Lagrangeovy rovnice pro pole A
daji Maxwellovy rovnice, Lagrangeovy rovnice pro pole ' daji Diracovu rovnici.

3) Pokud ponechame jen prvni ¢len, ziskame z hustoty Lagrangeovy funkce Maxwellovy rovnice ve
vakuu. Pokud ponechame jen posledni ¢len, dostaneme Diracovu rovnici volné &astice. Prvni
a druhy €len daji Maxwellovy rovnice se zdrojovymi Cleny (pole interaguje s Casticemi), druhy
atfeti ¢len daji Diracovu rovnici pro €astici v pfitomnosti elektromagnetického pole (Castice
interaguje s polem).

4) Interakéni €len (druhy) spolu s €asticovym ¢Elenem (tfetim) Ize sloucit do podoby, ktera vede na
Diracovu rovnici s elektromagnetickym polem:

Vi = (870, +0 4, —moe )y (2.187)

m U(1) symetrie
Hustota Lagrangeovy funkce Diracovy ¢astice a Ctyftok reprezentujici tok naboje
Ipir = v7(ih7”6ﬂ +0y“4, —moc)w ;
J* = 0wrfy

se nezméni pfi transformaci

v o Wr =y eia :

7 oo y=ge %, (2.188)

A* — AH =47

Touto transformaci neni zménén ani tenzor pole F, a tim ani Lagrangeova funkce %fed

elektromagnetického pole. Cela teorie reprezentovana lagranzianem (2.186) je kovariantni
vzhledem k transformaci (2.188). Transformace pfedstavuje otoceni vlnové funkce v kazdém
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bod¢ Casoprostoru o stejny thel a. Jde o unitarni operaci (neméni skalarni soucin) s jednim
parametrem (thlem «), proto se tato transformace oznacuje U(1). Predstavuje tzv. vnitini
symetrii teoretického popisu interakce pole-¢astice. Dusledkem této symetrie je existence
elektrického naboje, ktery se zachovava. U(1) symetrie v jinych teoriich (lagranzidnech) vede
na existenci obdobnych kvantovych nabojl, jako je elektricky, které¢ se v danych procesech
zachovavaji.

m U(1)ioc Symetrie
Prozkoumejme nyni, jak by se zménil lagranzian volné ¢astice, pokud bychom pfipustili, aby
uhel o potoceni vinové funkce byl vkazdém bodé casoprostoru jiny. Predstavte si
nekonec¢nou prostorovou miiz, v jejimz kazdém bod¢ je maly micek. U(1) symetrie v naSem
modelu odpovida tomu, ze otocime vSechny micky nar4z o stejny tihel. Po této transformaci
bude miiz vypadat stejn¢ jako pfed ni. Nyni si pfedstavme, ze budeme otacet v riznych
¢asech riizné micky o rizné thly. Vysledek? V libovolném case nase prostorova miiz vypada
stejné jako pred zacatkem otaceni. A prave takovou symetrii nazyvame U(1)jo Symetrii:
vy @=p@e ™,
v - v)=w(x)e
Proménna x symbolizuje celou udélost x = (z,x).Tato transformace opét nezméni Ctyitok
(2.183). Jak se ale zméni Lagrangeova funkce volné ¢astice? Dosad’'me ¢arkované veli¢iny do
Lagrangeovy funkce (2.185) a proved’'me derivace vlnové funkce a exponenciely:

—ia(x)

ia(x) _

L part = W'(ihyﬂaﬂ —moc)w' —ge e (z’hy“@ﬂ —moc)t//e
= W(ihy”@ll +hyta, —moc)t,// % L part -

Hustota Lagrangeovy funkce po transformaci zménila svij tvar. Piibyl Elen #Ay‘a,
s derivacemi uhlu pootoceni, ktery kopiruje polni ¢len v hustoté Lagrangeovy funkce nabité
Castice v pfitomnosti pole (2.187). Vysledek je velmi zajimavy. Pokud bychom trvali na tom,
aby hustota Lagrangeovy funkce pro volnou castici spliiovala symetrii U(1)joc, musime do
teorie pridat elektromagnetické pole. Pozadavek, aby byla Diracova rovnice kovariantni
vzhledem k U(1)),. symetrii, vede na pozadavek existence elektromagnetického pole v okoli
Castice! Samo elektromagnetické pole se pfi transformaci zméni tak, aby kompenzovalo nové
vznikly ¢len /iy“a,,. Uvazujme tedy transformaci

v o>y =p)e ),
v - y=yxe
A" S AM =AM () + 54 (x)

a op¢t proved’'me vypocet ¢arkovaného lagranzianu, tentokrat s elektromagnetickym polem:

—ia(x)

Pt = zﬁ'(ihy“@# +Orh4, —moc)l//' -
=7 e O iyt 0, + Oyt (4, +54,) ~mye )y &) =

= t?(ihyﬂaﬂ + Oy A+ y (ha, +054,) - moc)l// .
hustota Lagrangeovy funkce se nezméni, pokud bude vnitini kulatd zavorka nulova, tj.

oA =—Ea

H Q M
Tim jsme ziskali ndvod pro spravnou transformaci elektromagnetického pole. Celkova
transformace U(1)jo. bude tedy mit tvar:
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ia(x)

y - y=px)e T,
ooy =px)e W, (2.189)

A% A'”:A”(x)—ga“a.

Jak jsme ukazali, nezméni se pii této transformaci soucet %y + Ypir. Snadno ovéfime, Ze
transformace U(1),c nemd vliv ani na tenzor elektromagnetického pole a tim na polni ¢ast
lagranzianu %eq. Tok pravdépodobnosti (2.159) transformace také neovlivni. Cela teorie je
tak kovariantni vzhledem k U(1)jo. transformaci. O kvantové teorii elektromagnetického pole
se proto vétSinou hovofii jako o U(1)je teorii. Symetrie U(1)i, zajiStuje provazanost nabité
castice (elektronu) a elektromagnetického pole.

Pokud budeme aplikovat Kleinovu-Gordonovu, resp. Diracovu rovnici na soustavu ¢astic,
zjistime, ze statistické chovani vice ¢astic je u kazdé z rovnic odlisné. Kleinova-Gordonova
rovnice je vhodnou rovnici pro c¢astice se spinem 0, které nespliiuji Pauliho vylucovaci
princip. Diracova rovnice je naopak vhodna pro castice se spinem 2, které Pauliho
vylucovaci princip spliuji. Chovanim soustavy stejnych ¢astic v kvantové teorii se budeme
zabyvat v nasledujici kapitole.
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2.8 SOUSTAVA STEJNYCH CASTIC

Stejnymi Casticemi nazyvame dvé castice se shodnymi parametry (hmotou, nabojem,
spinem,...). Z hlediska teoretické mechaniky je trajektorie téchto ¢astic dana Hamiltonovymi
rovnicemi a zname-li po¢ate¢ni polohy a rychlosti Castic, lze ptfesné predikovat budouci
polohy castic a v kazdém okamziku fici ktera je ktera.

V kvantové teorii mizeme piredpoveédét jen pravdépodobnost vyskytu ¢astice v néjakém misté
a Case. Tato pravdépodobnost ma maximum v misté klasické trajektorie a se vzdalenosti od ni
zpravidla exponencidlné¢ ubyvéa a dosti daleko od klasické trajektorie je sice velmi mala,
nikoli vSak nulovad. Mame-li dv¢ stejné Castice, nikdy si nemizeme byt jisti, ktera ¢astice je
ktera. Pravdépodobnost vyskytu jedné ¢astice v misté druhé je nenulova. Hovoifime o tom, ze
stejné Castice jsou v kvantové teorii nerozlisitelné. Hamiltoniv operator se pii zaméné dvou
stejnych Castic nezméni:

Hi; =Hj. (2.190)

2.8.1 Operator vymény dvou ¢astic

Pro jednoduchost budeme uvazovat jen dvé castice, u kterych sledujeme dynamickou
proménnou 4 (nejlépe celou uplnou mnozinu pozorovatelnych). Stav, ve kterém ma prvni
¢astice hodnotu a; a druha &astice hodnotu a, ozna¢ime

ly>=|aj,ay> .
Opacnou situaci, kdy prvni ¢astice ma hodnotu a, a druhd a;, oznacime
lp>=laz,a;> .

Diky nerozliSitelnosti identickych ¢astic v kvantové mechanice musi byt oba stavy zavislé
(vyjadiuji ve skuteCnosti jeden a tentyz kvantovy stav), proto

|a2,a1>=ﬂ|a1,a2> . (2191)

Zaved’'me nyni operator vzajemné vymeény castic vztahem

P lay, a;>=|aj, ay> (2.192)
a prozkoumejme jeho vlastnosti:
1 P*=1,
(2) 4=%1, (2.193)

(3) [P,H]=0.
Dukaz (1): Dvojnasobné zdmeéna ¢astic vede na pavodni konfiguraci.
Dukaz (2): Vlastnimi vektory jsou vektory | > a | ¢ > definované vyse:

Islz]al,a2>z|a2,a1>:ﬂ\a1,a2> ) (2.194)

Cislo 8 je vlastnim &islem operatoru vymény. Proved'me nyni dvojnasobnou vyménu
jednak pomoci prvniho vztahu (2.193) a jednak podle (2.194):

|al’a2>

P2|a1,a2>= = ﬂzzl = Ib’:i]_
2
B~ lay,ap>
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Hodnota vlastnich cisel operatoru vymény je ziejmd jiz z prvniho vztahu (2.193). Jde
ounitdrni a hermitovsky operator. Vlastni ¢isla musi lezet na jednotkové kruznici
v komplexni rovin€ a soucasné¢ byt realna. Jediné takové hodnoty jsou * 1.

Dukaz (3): V diikazu vyuzijeme ¢asovou Schrodingerovu rovnici (2.98):

N A ~ ~ L dlay,ay> ..o dl|aj,a, >
H, Py laj,a, >=H lay,a0>=Hy a0 >=ih—=——=ihP, ——=—=
dt dt
s .. d|aj,a,> o on
:Plzlh—:P12H12|a1,a2 >,
2.8.2 Bosony a fermiony, Pauliho princip
Z ptedchoziho rozboru je ziejmé, ze
|ay,a; >=P|aj,ay >== |aj,ar >. (2.195)

Vlnovéa funkce dvou c¢astic mize byt jen symetrickd nebo antisymetrickd. Neexistuje nic
mezitim. Castice mohou byt jen dvojiho druhu: se symetrickymi vlnovymi funkcemi (bosony)
nebo s antisymetrickymi vinovymi funkcemi (fermiony) vzhledem ke vzajemné zdméné. Tuto
vlastnost nelze zménit ani Casovym vyvojem, protoze operator vymeény castic podle tietiho
vztahu (2.193) komutuje s Hamiltonovym operatorem a jeho ¢asovy vyvoj je proto nulovy.
Vznikne-li ¢astice jako fermion ¢i boson, ziistava takovou az do svého zaniku.

m Bosony
Bosony maji symetrickou vinovou funkci

|a2,a1>: |a1,a2> . (2196)
Budou li oba stavy stejné, tj. a; =a, =a, ziskdme relaci |a,a >= |a,a >, kterd je vzdy
splnéna a proto muze existovat vice bosoni ve stejném kvantovém stavu. Pfi nizkych
a vytvaret tzv. bosonovy kondenzat. Ten je znamy zejména v supratekutosti a supravodivosti.
Statistika, které podléha soustava bosonli, se nazyva Boseho-Einsteinova statistika
a zabyvame se ji v ¢asti TF3 (Statisticka fyzika). Z dal$iho vyvoje kvantové mechaniky se
ukézalo, Ze bosony jsou vzdy castice s celoCiselnym spinem (0, 1, 2,...) a pro tyto Castice lze
zavést kreacni operatory spliujici jednoduché komutacni relace (viz nasledujici kapitola).
Nejtypictejsimi predstaviteli této rodiny jsou skalarni (s = 0) a vektorové (s = 1) mezony, dale
viechny intermediélni &astice (foton, W*, Z° a gluony se spinem 0 a graviton se spinem 2).

m Fermiony
Fermiony maji antisymetrickou vinovou funkci

|a2,a1>:—|a1,a2> . (2.197)

Budou li oba stavy stejné, tj. a; = a» = a, ziskame relaci | a,a >=— | a,a >, ktera neni nikdy
splnéna, a proto nemuze existovat vice fermionti ve stejném kvantovém stavu. Tomuto faktu
se tikd Pauliho vylucovaci princip. Pii nizkych teplotich obsazuji fermiony postupné
jednotlivé energetické hladiny, naptiklad v atomarnim obalu mize byt na kazd¢ hlading jen
tolik elektronti, kolik kvantovych stavli tato hladina pfedstavuje (to je dano stupném
degenerace). V atomarnim obalu tedy nemohou existovat dva elektrony se stejnymi
kvantovymi Cisly n, [, m, m,.. Statistika, které podléha soustava fermionti, se nazyva Fermiho-
Diracova statistika a budeme se ji zabyvat v dal§im dile (TF3) tohoto sylabu. Fermiony jsou
vzdy castice s polociselnym spinem (1/2,3/2,...) a pro tyto Castice lze zavést kreacni
operatory spliujici jednoduché antikomutacni relace (viz nasledujici kapitola).
Nejtypictejsimi predstaviteli této rodiny ¢astic jsou leptony (elektron, mion, tauon a neutrina
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se spinem 1/2), kvarky (d, u, s, ¢, b, t se spinem 1/2), ¢astice sloZzené ze tii kvarki, neboli
baryony (neutron, proton, A hyperon se spinem 1/2 a naptiklad A baryony se spinem 3/2).

BOSONY FERMIONY
spin celociselny polociselny
vinova funkce symetricka antisymetricka
statistika Boseho-Einsteinova Fermiho-Diracova
Pauliho princip nesplriuji splfuji

kreacni operatory  splfiuji komutacni relace splfiuji antikomutaéni relace

2.8.3 Druhé kvantovani

Predstavme si, Ze mame N stejnych Castic, které obsazuji stavy né¢jaké dynamické proménné.
N castic je v prvnim stavu (hodnota a;), N, ¢astic je ve druhém stavu (hodnota a), atd. Cisla
Ny nazyvame obsazovaci Cisla stavu k. Soucet vSech obsazovacich ¢isel je roven poctu ¢astic:

Y Ny =N. (2.198)
k

Pro bosony je N; =0,1,2,3,... Pro fermiony je situace jednodussi. V daném stavu miize byt
nejvyse jeden fermion, tj. Nj =0,1. Pfislusny stav soustavy N stejnych ¢astic s danymi
obsazovacimi ¢isly ozna¢ime

|y >=|N|,Ny, ..., Ny > (2.199)

Tomuto zapisu fikame reprezentace obsazovacich cisel a ptislusné stavy nazyvame Fockovy
stavy. Dale se situace bude lisit pro bosony a pro fermiony.

m Bosony

Zaved'me podobn¢ jako u harmonického oscilatoru kreacni a anihilacni operatory do stavu k
defini¢nimi vztahy (normovaci konstanty ponechame stejné jako u harmonického oscilatoru):

Al |Ni, Ny, ..., N, ...>= [N +1| N| Ny, o N +1, >, 2.200)
&k |N1,N2,...,Nk,...>EwlNk |N1,N2,...,Nk—1,...>.

Piimo z téchto defini¢nich relaci (pouhym zaplisobenim na stavovy vektor (2.199) snadno
spo¢teme komutacni relace kreacnich a anihila¢nich operatort:

lay,a;1=0,
[a; ,a1=0, (2.201)
[ay, a4, 1=5y; -
Zaved’'me dalsi operator
Ny =af ay. (2.202)

Tento operator se nazyva (analogicky jako u harmonického oscilatoru) operator poctu castic
ve stavu k, protoZe zaplisobenim na stavovy vektor ziskdme pocet ¢astic ve stavu &:
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&/—: &k ’NI’NZ"-"Nk"-'>: Nk &;|N1,N2,...,Nk—1,...>=

ﬂNk ﬂNk ‘Nl,Nz,...,Nk ,...>=Nk|N1,N2,...,Nk yeee >

Operator celkového poctu ¢astic potom je

N=Ya; ay. (2.203)
k

Je-li uplna mnozina pozorovatelnych spojitd miizeme cely postup zopakovat pro spojité
proménné. Naptiklad v x reprezentaci lze zavést

v (x) krea¢ni operator do polohy x,
W (x) anihilacni operator z polohy x.

Komutacni relace budou obdobné, jen misto Kroneckerova symbolu vystupuje na pravé
strané Diracova o distribuce (viz pfiloha):

[y (), y(N]=0,
[ (), v (M]=0, (2.204)
(), 9" (M]=8(x~y).

Operator hustoty poctu ¢astic se zavadi vztahem

N =y (Dp (), (2.205)

operator poctu ¢astic vyskytujicich se v intervalu <a, b> je
. b
N(a,b) = j vt (x)y(x) dx (2.206)
a

a operator celkového poctu ¢astic je

+00

N= j v ()P (x) dx . (2.207)

—00
Obdobné by se postupovalo ve tfech dimenzich. Cely piechod od fyziky jedné c&astice
k fyzice mnoha stejnych castic Ize formalné provézt nahrazenim vlnové funkce krea¢nimi
a anihilacnimi operatory a nahrazenim hustoty pravdépodobnosti operatorem hustoty poctu
castic:

w(x) - W (x)
W)=y Dpx) o N =P

Tomuto postupu se fikd druhé kvantovani, vinové funkce popisujici systém se stavaji
operatory a kvantova teorie prechazi v kvantovou teorii pole, ve které jsou pravé veliCiny
popisujici klasickd spojitd pole nahrazovany operatory. Druhy fadek pfifazeni (2.208) ma
jesté jeden dileZity vyznam: U soustavy stejnych ¢astic vyjadiujeme pravdépodobnost déje
operatorem hustoty poctu Céstic, tak jak to byva u skuteCnych systémil (naptfiklad svazku
stejnych ¢astic v experimentu). U jedné ¢astice mizeme hovofit o hustoté pravdépodobnosti

(2.208)

jejiho vyskytu t//*(x) w(x). Celkova pravdépodobnost je rovna jedné, tak, jak to odpovida
normovani stavového vektoru.
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m Fermiony
U fermionii probihd druhé kvantovani obdobné. Opét zavadime kreacni a anihila¢ni operatory

5; , 51 do stavil k a /. Vzhledem k antisymetrii vinovych funkci musi tyto operatory spliiovat

antikomutacni relace:
(ki>==|Lk> = |ki>+|Lk>=0 = bbbl +b/b =0.

Antikomutéatory znacime slozenymi zavorkami a relace (2.201) platna pro bosony, ziska pro
fermiony tvar:

. b11=0,
b b1 =0, (2.209)
by by =5y .

Definice spojitych operatorii i operatoru hustoty poctu ¢éstic zistavaji shodné. U fermiont
jsou vSude nahrazeny relace komutacni relacemi antikomuta¢nimi. V mnoha situacich se
chovani fermionii a bosont li§i pouze znaménkem (symetrie vlnové funkce; komutacni
a antikomutacni relace; BE a FD statistika).

2.8.4 Ukazka druhého kvantovani pro Kleinovo-Gordonovo pole

Uvazujme nejjednodussi variantu redlného Kleinova-Gordonova pole pro volnou castici
s Lagrangeovou funkci

1 1
@ _ — o 2 2
7= Z(Gaq))(@ ¢)+ <%0 (2.210)
a polni rovnici
(D—Kz)go:O. 2.211)
Piejdeme-li k soustavé identickych ¢astic, zméni se pole na operator
A ) (2.212)
s vlastnostmi
|60, 601 |=[ 67, 6T ]=0;
(600,671 |=80e-y).

Veli¢iny x a y reprezentuji celou udalost (Cas a prostor). Rozviiime nyni polni operator do
rovinnych vin (zvlast’ ozna¢ime kladné frekvencni a zvIast’ zaporné frekvencni Cast):

o= C(k)[a’f(k)ei(k"‘—mu a(k)e—i(k"‘—w’)}d% . (2.214)

(2.213)

V uvedeném vztahu je ¢asova ¢ast étyfvektoru £ provazana s prostorovou ¢asti pies disperzni
relaci w = w(K), takZe integrace ve skutec¢nosti probiha ptes vSechny ctyii slozky. Konstanta
C(K) je normovaci konstanta, ktera zajistuje, aby koeficienty rozvoje (operatory @, a')
spliovali relace krea¢nich a anihila¢nich operatori. Dosadime-li rozvoj polniho operatoru
(2.214) do komutacnich relaci (2.213), ziskame ihned (spravna volba C zajisti koeficient 1 u
delta funkce v druhé relaci)

[&(k), a(k')}[ﬂ(k), aT(k')}o; .
[atk). a4 ] =5k (2219
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Dosadime-li rozvoj polniho operatoru (2.214) do definice Hamiltonovy funkce (1.165)
a hybnosti (1.170) mame po elementarnich upravach

ﬁ:le(k)(aaT+aTa)d3k;

(2.216)
=—jp(k)(&&’f+a’fa)d3k
kde jsme oznacili
p(k)=7k;
2.217)
E(k)=ho (k) =Nk +c2x? = p2c® +mic* .

Vztah w(k) je dan disperzni relaci (2.122). S vyuzitim komutaénich relaci (2.215) ziskame
pfimo dosazenim relace

| A, a(k) |=-E()ak);
[f}, atk) | =+Ema’ x);
) - (2.218)
| P, a(k) |=—p(k)a(k);

| P.a" (k) | = +p)a’ (10).

Z t&chto relaci je zjevny vyznam operatortt a, a : Pole ¢ je kvantovano a operator ' kreuje
kvantum pole s energii E(k) a hybnosti p(k), operator a stejné kvantum anihiluje. Toto
kvantum muZzeme interpretovat jako boson s nulovym spinem (pole ma jedinou vlnovou
funkci odpovidajici jediné projekci spinu). Kleinova-Gordonova rovnice ziskava po druhém
kvantovani ndzornou interpretaci. Jde o pole, které mizeme chapat jako soustavu excitaci —
bosontl s nulovym spinem.

m Komplexni pole
Pokud by Kleinovo—Gordonovo pole bylo komplexni, tj.

Q=0 +ig, ; ¢T=(/’1_1¢’2a

lze ukazat, ze excitace takového pole odpovidaji dvéma druhim skaldrnich bosona (se
spinem 0), které jsou sob& navzjem antic¢asticemi.

m Normalni usporadani operatorti

Ve vztazich pro energii a hybnost (2.216) se skryva jeden problém. Pokud bychom hledali
sttedni hodnotu energie a hybnosti ve vakuovém stavu, dostaneme nekonecné hodnoty. Za to
miiZze prvni Clen, ve kterém je kreacni operdtor napravo a na vakuovy stav da nenulovou
hodnotu:

olaatlo

0)+(0la"a

0)dk ~ jE(k)<0|0>d3k ~jE(k)d3k 5 .

(0| A |0) = jE(k){ 0)}d’k =

AA'

=—jE(k)

Tento problém je disledkem principu korespondence, ktery netesi spravné potadi operatort,
které¢ jsou v souCinu. Mame-li dvé dynamické proménné 4 a B, miZeme soucinu AB
v kvantové teorii piifadit dvé mozna potadi operatoru:

AB,
AB > =~ (2.219)
BA.
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Jen jedno pofadi bude ovSem odpovidat déjim v pfirodé. Toto pofadi neni dadno principem

korespondence, ale musime ho vybrat tak, aby vysledky byly v souladu s pozorovanim.

Spravné poradi operatort se nazyva normdalni usporadani a ozna¢ujeme ho dvojteckou, tedy
:AB:

Tento zapis znamena, Ze poradi operatori mezi dvojteCkami neni urceno jednoznaéné

a musime ho volit ve shodé s experimentem. Pouzit 1ze napiiklad nasledujici postup:

1) operatory vyjadiime za pomoci ptisluSnych kreacnich a anihila¢nich operatori
(bosonové splnuji komutaéni relace a fermionové antikomutacni relace),

2) v soucinech budeme anihila¢ni operatory piesouvat doprava podle nésledujicich
pravidel:

a. pokud vedle sebe jsou dva bosonové operatory, piesuneme anihilacni doprava,

b. pokud vedle sebe je jeden bosonovy a jeden fermionovy operator, pfesuneme
anihila¢ni doprava,

c. pokud vedle sebe jsou dva fermionové operatory, presuneme anihila¢ni
doprava a zameénime znaménko daného ¢lenu.

Priklad 22:
Naleznéte spravné potadi operatort v hamiltonianu Kleinova-Gordonova pole:

A= :%jE(k)(&&H&T&)d%: - %jE(k):(&&T+&T&):d3k _

:%IE(k)(d*&Jr&T&)ﬁk :_[E(k) ata d’k =jE(k) (k) dk

Stfedni hodnota hamiltonianu ve vakuovém stavu jiz nediverguje, navic je struktura
Hamiltonova operatoru zcela zfejma, -/'(K) je operator hustoty poctu ¢astic s vinovym
vektorem k. Obdobn¢ musime upravit i vztah (2.216) pro hybnost. Spravné relace tedy jsou:

ﬁ:jE(k)&T& dk;
] (2.220)
P:jp(k)&T& d’kK.

Priklad 23:
Urcete spravné potadi operatort ve vyrazu (a jsou bosonové operatory, d fermionové)

A= ;%(aﬂ +vata—ddt+dtd+adt —&Ta);

Aplikaci vyse uvedenych pravidel ziskdme snadno vysledek
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PRILOHA - ZOBECNENE FUNKCE

P1. Diracova distribuce

Ve fyzice se velmi Casto setkdvame s nutnosti popsat bodovy naboj nebo hmotny bod. Naboj
¢1 hmotnost ¢astice si piedstavujeme lokalizované v jediném misté, coz s sebou nese problém
nekoneéné hustoty naboje ¢i hmoty v tomto misté. ReSenim je zavedeni tzv. zobecnénych
funkci, zejména Diracovy distribuce. Ukazme si problém na linearni hustot¢ naboje
lokalizovaného v misté x = 0:

) 0; x#0 (2.221)
X)= .
PP %0 x=o.
Integral z hustoty ale musi dat celkovy naboj O:
00
j p(x)dx=0. (2.222)

—00
Je jasné, ze hustota naboje neni ,,normalni* funkci. M4 nenulovou hodnotu v jediném bod¢
a integral z ni by pfesto m¢l dat konecné Cislo. Takové funkce ale neexistuji, miizeme je
zavadét jako limitu posloupnosti funkei a jejich vyznam je jen ve skalarnim soucinu s jinou,
tzv. testovaci funkci.

S(x) S x) S(x)
/e

o X X X

&
Posloupnost obdélniku
Zaved'me si obdélnikové funkce
e, xe<-¢&/2,&/2>;

_ 2223
1:) {o, xg<—g/2,62> (2.223)

Vsechny obdélniky maji stejnou plochu rovnou jedné a funkce maji zajimavé vlastnosti:

o 1 ) o prox=0
[ fide=1;  fO)==; lim f,(x)= : (2.224)
o £ £—>0 0 prox=0
Diracovu distribuci miizeme formalné€ zavést jako limitu té€chto obdélnikovych funkei
o(x)=lim f.(x). (2.225)
>0

Posloupnost kopeckll
Obd¢lniky z prfedchozi ukazky nejsou hladké funkce. To ale neni nepiekonatelny problém,
misto obdélnikt mizeme pouzit funkce spojité se vSemi svymi derivacemi podle vztahu

fg(X)El 28 5 (2.226)
T g +x

Plocha pod témito funkcemi je rovna jedné pro kazd¢ &, protoze
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~+00
I fo(x) = _[ — = 1 [arctan f} = l(z + zj =1. (2.227)
T g2 4+ 2 T €l o 7\ 2 2
Pro mala ¢ se ,,kopce® zuzuji a pritom se zvétSuje jejich vyska:
o 1 ) o prox=0
[ fide=1;  f00=—; lim f,(x)= . (2.228)
- e £—>0 0 prox=0

Opét mizeme zavést Diracovu distribuci jako limitu téchto spojitych funkci:
o(x)=lim f,(x). (2.229)
>0

Posloupnost Dirichletovych jader
Diracovu Distribuci miizeme zavést také pomoci jednoduché funkce

sin x

S(x)= ; f(0)—>1; J.f(x)dx=77.

Zaved’'me posloupnost

k sinkx
fk(x)—_ o

, (2.230)

ktera ma jednoduché vlastnosti
+o0
k ) o prox=0
[ idc=1;  fO)==; lim fi(x)= :
i r k—o 0 prox=0

Diracovu distribuci 1ze zavést jako limitu funkci
o(x)= lim f(x).
k—®©
Poznamenejme, Ze funkce f;(x) jsou zndmé z diikazu véty o Fourierové rozvoji do fady
a nazyvaji se Dirichletovo jadro.

Fouriertiv obraz jednotkové funkce
Spoctéme nejprve nasledujici integral:

+k ko ke —ike .
I T { ,kx} _e .e zzksmkx.
i ix & ix kx

Integral az na koeficient 772 dava Dirichletovo jadro. Diracovu distribuci lze proto napsat
jako

1 +k . | +o
5(x)=lim — [ ™ dk=— [ " dk. (2.231)
k—o 27T ! 27 -

Integral v nevlastnich mezich chdpeme pravé ve smyslu uvedené limity. Diracova distribuce
je tak Fourierovym obrazem jednotkové funkce.

Diracova distribuce nema vlastnosti béznych funkci. PfestoZe je jeji hodnota nenulova
v jediném bodé¢, d4 integral z ni nenulovou hodnotu. To plyne z limitniho charakteru zavedeni
této distribuce. K jejim zékladnim vlastnostem patii:

+ 00 + 00

j S(x) f(x) dx = j 5(x) £(0)dx = £(0) j S(x)dx = £(0). (2.232)

—0 —0
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Dutvod je snad zfejmy. Distribuce o je vSude nulovd kromé jediného bodu x =0. Proto
vysledek integralu mize ovlivnit jediné hodnota funkce f v pocatku. Tu vSak muzeme
vytknout pied integral a dostaneme jako vysledek hodnotu funkce v pocatku.

Poznamka 1: Distribuci Ize také chapat jako velmi jednoduché zobrazeni, které pfifadi funkci jeji
hodnotu v pocatku (zobrazeni, které pfifadi funkci Cislo se nazyva funkcional).

N Ts
Tsf(x)=f(0);  resp. f(x)—> f(0).

Poznamka 2: Distribuci Ize chapat jako funkcional dany skalarnim sou€inem
T, f(x)=(g|f);

Skalarni sougin psobi na libovolnou funkci f z tzv. prostoru testovacich funkci. Funkce g je pevné
dana, definuje toto zobrazeni a nazyva se temperovana distribuce. Cim hez&i vlastnosti budou mit
funkce z testovaciho prostoru (napfiklad budou dostateéné rychle konvergovat k nule na hranicich

oblasti), tim horsi vlastnosti mize mit funkce g definujici zobrazeni. Za prostor testovacich funkci
muze poslouzit napfiklad Schwarftzv (Sobolevuv) prostor.

Poznamka 3: Casto se hledaji FeSeni celych rovnic ,ve smyslu skalarniho souginu®. Napfiklad misto
rovnice

Ap=f
feSime rovnici

(Ap— flw)=0,

kde @ je hledané feSeni a i je libovolna funkce z prostoru testovacich funkci. Tato feSeni se nazyvaji
slaba feseni. Jejich tfida je mnohem bohatsi nez byla tfida feSeni pavodni rovnice. Nachazena feseni
mohou mit ,divocejSi“ charakter a jsou bliz8i fyzikalni realité. Jejich hledanim se zabyvala vynikajici
matemati¢ka LadyZenska.

P2. Konvoluce

Na separabilnich prostorech (se spocCetnou bazi) miizeme zobrazeni 1:1| f >=|g> psat

v konkrétni reprezentaci v maticovém tvaru
D Aufi =g (2.233)
/

Jednotkové zobrazeni :|| f > = | f > je déano jednotkovou matici, jejiz prvky tvotri Kroneckertv
symbol:

> Sufi=fi- (2.234)
[

V piipadé neseparabilnich prostort je zobrazeni dano funkci dvou proménnych
[ 4G f )y =g(x). (2.235)
0

Integral (2.235) se nazyva konvoluce a oznacuje se
A*f = [ ACx,) () dy. (2.236)
Q

Konvoluce je analogii maticového ndsobeni na neseparabilnich prostorech. Roli indext
pfebiraji spojité proménné x a y. Roli matice ptebird tzv. jddro konvoluce A(x,y).
Specialnim piipadem konvoluci jsou rtizné integralni transformace (Laplaceova, Fourierova,
Abelova, atd.). Jadrem jednotkového operatoru je Diracova distribuce (je nenulova jen pro

X=y):
[oC=» rdy=£(x)
Diracova distribuce tak na neseparabilnich prostorech ptebira llohu Kroneckerova symbolu.
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P3. Greenulv operator a Greenova funkce

NapiSme maticové elementy jednotkového operitoru v x reprezentaci (maticové elementy
jednotkového operatoru jsou praveé Diracovou distribuci):

Sex—)=(|i]x) =X (y]nXn|x) = £y ) £ (x).

n

Ve spojitych prostorech
S(x=y)= [ fe D) fe()dk (2.237)
k

Distribuci Ize tak napsat pomoci libovolnych bazovych funkei, naptiklad pomoci baze
1 .
)=
dostaneme

S(x-y)= L j e o g = L j KN g = S = j e dk,  (2.238)

27 27 27
k k k

coz je vySe odvozeny vztah (2.231).

Greentlv operator
Hledejme feSeni linearni operatorové rovnice s pravou stranou

Llg)=7r. (2.239)

Z véty o spektralnim rozvoji vime, Ze feseni je mozné zapsat pomoci vlastnich vektort (tvofi-
li ortonormalni bazi) a vlastnich ve tvaru

1
[#)=2 1 1XI1S)-
I
PtepisSme feSeni takto

9) = Glr): G=2 i1l (2.240)
M

A

Operator G se nazyva Greeniiv operator a je inverznim operatorem k operdtoru L.
V ptipadé operatoru se spojitym spektrem piejde sumace v integraci.

Greenova funkce

Zabyvejme se nyni specidlnim piipadem - rovnici s linedrnim operatorem a nenulovou pravou
stranou na prostoru L

ig=7. (2.241)

Hledejme nejprve feSeni pro jednotkovy impuls na pravé strané (bude reprezentovany
Diracovou distribuci):

LG(x)=68(x)

Toto feSeni se nazyvd Greenova funkce. Obecné teSeni rovnice (2.241) je konvoluci
Greenovy funkce a pravé strany rovnice

p)=G*f =[Gx=y)f(y)dy.

Dtkaz je velmi jednoduchy. UkdZeme, Ze plisobenim operdtoru L na nalezené feSeni
dostaneme pravou stranu pivodni rovnice:

Lg(x)= [LG(x-y)f()dy = [(x-»)f()dy = f().
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	TF2:  KVANTOVÁ  TEORIE
	PETR KULHÁNEK

	FEL ČVUT
	PŘEDMLUVA
	Teoretická mechanika vychází ze zobecněných zkušeností člověka, z toho, jak vnímáme svět kolem sebe v našich měřítkách – v tzv. makrosvětě. Snažíme-li se zákony teoretické mechaniky aplikovat na tělesa malých rozměrů (atomy, částice) – tzv. mikrosvět, nebudou již předpovědi ve shodě s experimentem. V mikrosvětě platí jiné zákony. Například samotný akt měření může ovlivnit objekty mikrosvěta. Chceme-li určit polohu fotbalového míče, zachytíme okem fotony odražené od míče a informaci zpracujeme. Chceme-li určit polohu elektronu, odražený foton, z kterého na polohu usuzujeme, udělí elektronu nezanedbatelný impuls a změní jeho stav. Asi největší rozdíl mezi jevy v makrosvětě a mikrosvětě souvisí s komutativností. V makrosvětě jsme si zvykli na to, že jevy, které pozorujeme, jsou komutativní – nezáleží na pořadí. Je jedno, zda nejprve provedeme měření A a poté měření B nebo naopak. Zkrátka AB = BA. V mikrosvětě tomu tak ale není. Akt měření ovlivňuje stav objektů a záleží na tom, které měření provedeme jako první. To je také hlavním důvodem selhání teoretické mechaniky při popisu mikrosvěta. Teoretická mechanika je založena na komutujících matematických objektech. Jedinou nekomutující strukturou jsou Poissonovy závorky, a to navíc ještě pomocnou. 
	První jevy v mikrosvětě, které byly v příkrém rozporu s teoretickou mechanikou, byly objeveny na počátku 20. století. Jejich analýza vedla ke zrodu kvantové teorie – jedné ze dvou nejúspěšnějších teorií v dějinách lidstva (kvantová teorie, obecná teorie relativity). Základní rovnice a vztahy zůstávají shodné s teoretickou mechanikou, platí však pro zcela jiné objekty. Například Lieova algebra Poissonových závorek je aplikována na jisté operátory představující dynamické proměnné. Předpovědi dnešní kvantové teorie se shodují s experi-mentem na mnoho platných cifer.
	Uveďme nyní základní rozdíly světa malých rozměrů – mikrosvěta – oproti situacím, na které jsme zvyklí z našeho okolí – makrosvěta:
	1) diskrétní hladiny některých dynamických proměnných (například energie, moment hybnosti ...) – v dané situaci můžeme naměřit jen určité hodnoty u sledované veličiny a žádné jiné. V makrosvětě jsou měřené hodnoty spojité.
	2) dualismus vln a částic – objekty mikrosvěta se mohou chovat jako vlny i jako částice.
	3) nekomutativnost aktu měření – při měření hodnot dvou dynamických proměnných (například polohy a rychlosti) může výsledek záležet na pořadí provedení měření. Akt měření totiž ovlivňuje stav systému, po měření se systém obecně nachází v jiném stavu než před měřením.
	4) relace neurčitosti – zvýšení přesnosti měření jedné dynamické proměnné v některých případech sníží přesnost měření jiné dynamické proměnné. Tato měření se navzájem ovlivňují a jsou nekomutativní.
	5) nedeterminismus kvantové teorie – dva experimenty připravené za stejných podmínek mohou dopadnout různě. Při provedení mnoha pokusů zjistíme, že výsledky mají pravděpodobnostní charakter. Jsme tedy schopni předpovědět jen to, s jakou pravděpodobností naměříme ten či onen možný jev, nikoli který jev konkrétně nastane.
	Fyzika se tak dostala před úlohu vytvořit takovou teorii, která by souhlasila s experimenty v mikrosvětě a v makrosvětě přecházela v klasickou teoretickou mechaniku. Konstrukcí kvantové teorie se budeme zabývat v této části sylabu. Aktuální verzi sylabu naleznete na serveru www.aldebaran.cz v sekci Studium.
	Petr Kulhánek
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	2. KVANTOVÁ TEORIE
	2.1 VZNIK A VÝVOJ KVANTOVÉ TEORIE

	Shrňme nyní základní experimentální fakta, která vedla ke zrodu kvantové teorie:
	Záření absolutně černého tělesa:
	V absolutně černém tělese (lze za ně považovat například každou hvězdu) je v rovnováze látka a záření při nějaké konkrétní teplotě T. Sledujeme-li vyzařování absolutně černého tělesa, zjistíme, že na různých frekvencích vyzařuje s různou intenzitou. Experi-mentálně pozorovaný průběh energie vyzářené na jednotkovou frekvenci je na obrázku. Teoretické výpočty křivky záření absolutně černého tělesa, které prováděli Rayleigh, Jeans a Wien, vedly k odlišným závislostem. Buď divergovaly v infračervené (IR) nebo v ultrafialové (UV) oblasti spektra. Správnou formuli uhodl až Max Planck v srpnu 1900 tím, že zkoušel porovnávat různé funkce s naměřenými údaji. Jeho výsledek zněl: dI/d ~ 3 exp [– const /T ]. Za další dva měsíce odvodil Planck tuto závislost i teoreticky za předpokladu, že energie světla o určité frekvenci  se nemění spojitě, ale je celistvým násobkem základního energetického kvanta
	Veličina  se nazývá redukovaná Planckova konstanta. Planck původně použil předpoklad o kvantování energie pro zjednodušení matematických výpočtů. Později se ukázalo, že energie elektromagnetického záření určité frekvence je skutečně kvantována, tj. její pozorované hodnoty nejsou spojité, ale mění se skokem o základní energetické kvantum .
	Fotoelektrický jev (fotoefekt):
	Při dopadu světla (elektromagnetického záření) na povrch kovu může být z kovu vytržen elektron, který opustí povrch kovu. K uvolňování elektronů z kovu dochází při frekvencích světla vyšších než prahová frekvence 0, která je pro daný kov charakteristická. Máme-li k dispozici světlo s frekvencí nižší než prahovou, emise elektronů nenastane, byť bychom použili světlo se sebevětší intenzitou. Tento experiment je v rozporu s představou o světle jako elektromagnetickém vlnění. K fotoefektu by mělo docházet při každé frekvenci a dostatečnou energii k emisi by mělo jít získat zvýšením intenzity dopadajícího světla.
	Řešení podal A. Einstein v roce 1905. Elektromagnetické vlnění se chová při fotoefektu jako částice. Tyto částice nazval fotony. Energie jednoho fotonu záření o frekvenci  je právě energie jednoho energetického kvanta . Vysvětlení fotoelektrického jevu je nyní velice jednoduché. Na povrchu kovu dochází ke srážce fotonu s elektronem. Aby foton vyrazil elektron, musí mít vyšší energii než je vazbová energie elektronu v kovu: . Prahová frekvence zřejmě je . Celková energetická bilance
	se nazývá Einsteinova rovnice pro fotoefekt. Energie dopadlého fotonu se spotřebuje na vytržení elektronu z kovu a na kinetickou energii vylétávajícího elektronu.
	Elektromagnetické vlnění tedy můžeme považovat za soubor fotonů. Proto i při záření absolutně černého tělesa se mění energie záření o dané frekvenci skokem – tento skok představuje přírůstek nebo úbytek jednoho fotonu.
	Comptonův jev
	A. H. Compton v roce 1923 zjistil, že rentgenové paprsky odražené od povrchu grafitu mění svoji vlnovou délku. Podle klasických představ by vlny měly rozkmitat povrchové elektrony a ty generovat vlnu se stejnou frekvencí. Vysvětlení: Fotony se opět chovají jako částice, srážejí se s elektrony a při srážce ztrácí část energie, a proto mění svou vlnovou délku.
	Ohyb elektronů:
	Fotoelektrický jev ukázal, že vlnění se může chovat v určitých situacích jako částice. Naopak, někdy se částice chovají jako vlny. Například svazek elektronů procházející štěrbinou nebo dvouštěrbinou po dopadu na stínítko vytvoří typický ohybový obrazec. Nemůžeme předem říci, kam který elektron dopadne, ale při velkém množství elektronů můžeme určit pravděpodobnosti dopadu do konkrétního místa na stínítku. Vzniklý ohybový obrazec je tedy typickým statistickým jevem.
	Dnes jsou vlnové vlastnosti elektronů využívány například v elektronových mikroskopech. Elektrony mají výrazně kratší vlnovou délku než viditelné světlo a proto je rozlišovací schopnost elektronového mikroskopu podstatně vyšší než optického. Poprvé byly vlnové vlastnosti elektronu pozorovány C. J. Davissonem a L. H. Germerem v roce 1927. Zkoumali odraz elektronů od povrchu niklu. Po vyžíhání niklu došlo k rekrystalizaci a odražené elektrony začaly vykazovat na přesných velkých krystalech ohybový obrazec.
	Poznámka: Částice popisujeme čtveřicí veličin (E, p). Definice energie E a hybnosti p souvisí se symetriemi při posunutí v čase a v prostoru (teorém Noetherové). Vlnění popisujeme čtveřicí veličin (, k). Úhlová frekvence  je definována jako změna fáze vlnění s časem  = (/(t a vlnový vektor k je změna fáze vlnění s prostorovými souřadnicemi k = (/(x. Při periodickém ději s konstantní periodou T v čase a  v prostoru (vlnová délka) lze psát  = 2  / T,   k = 2  / Louis de Broglie vyslovil hypotézu, že objekty mikrosvěta se chovají jako vlny i jako částice (dualismus vln a částic).
	Převodní vztah má tvar:
	Často nás zajímá vlnová délka vlnění odpovídajícího konkrétní částici, například elektronu v elektronovém mikroskopu. Ze vztahu  máme  a tedy 
	Existence atomu:
	Podle klasického planetárního modelu atomu obíhají záporně nabité elektrony kolem kladně nabitého jádra tak, jako ve Sluneční soustavě obíhají planety kolem Slunce. Odstředivá síla je vyrovnána přitažlivou Coulombovou silou.
	Mezi gravitačními a elektromagnetickými jevy je ale podstatný rozdíl. Z Maxwellovy teorie elektromagnetického pole plyne, že každá nabitá částice, která se pohybuje se zrychlením, vyzařuje elektromagnetické vlnění a ztrácí tak energii. Při kruhovém pohybu elektronu kolem jádra se mění směr rychlosti, zrychlení dv/dt je nenulové (míří do centra atomu, jde o dostředivé zrychlení) a elektron ztrácí energii zářením. Pohybuje se po spirále, až dopadne na jádro atomu. Tento proces trvá například pro vodík 10–11 s. Podle klasické teorie by tedy za velice krátkou dobu neměly žádné atomy existovat!! Na tento paradox upozornil poprvé dánský fyzik Niels Bohr.
	Niels Bohr vytvořil tzv. Bohrův model atomu na základě tří umělých postulátů, které přidal ke klasické teorii:
	1) elektrony se pohybují jen po tzv. stacionárních drahách – tj. po takových drahách, ve kterých je odpovídající de Broglieho vlnová délka ze vztahu  „namotána“ na oběžnou dráhu tj. obvod dráhy je n-násobkem vlnové délky.
	Index n čísluje možné stavy elektronu v atomu (rn možný poloměr dráhy, vn rychlost na n­té dráze, En odpovídající energie) podle počtu vlnových délek elektronu na jeho oběžné dráze.
	2) na stacionární dráze elektron nezáří.
	3) při přeskoku elektronu mezi dvěma stacionárními hladinami dojde k vyzáření fotonu o energii odpovídající rozdílu energií těchto hladin.
	Tento jednoduchý Bohrův model atomu není řešením výše uvedeného paradoxu, jde spíše o postulování nebo konstatování experimentálně známých skutečností. Navíc je tento model aplikovatelný jen na nejjednodušší atomy s jediným elektronem v obalu (H, He+). Tento model ale poprvé správně určil hladiny energie elektronu v atomu vodíku a vysvětlil spektrum atomu vodíku.
	Heisenbergovy relace neurčitosti:
	Při měření polohy a hybnosti objektu mikrosvěta budou nepřesnosti měření x, p splňovat relaci (přes k se nesčítá)
	Čím přesněji určíme polohu objektu, tím méně přesně určíme jeho hybnost a naopak. Samotný akt měření ovlivňuje náš objekt, ale relace  je splněna i tehdy, neprovedeme-li měření vůbec. Jde o principiální hranici danou přírodou, za kterou nelze nahlédnout. 
	Například obyčejný ohyb světla na štěrbině lze chápat jako důsledek relací neurčitosti pro fotony. Průchod fotonů štěrbinou není nic jiného než pokus o určení jejich polohy y s přesností y (velikost štěrbiny). Fotony, které prošly štěrbinou, určitě měly v okamžiku průchodu souřadnici y rovnou souřadnici y štěrbiny. Zmenšíme-li šířku štěrbiny y, zvýšíme přesnost měření y; podle relací  se ale zvýší nepřesnost py určení odpovídající komponenty hybnosti. Výsledkem je známý ohybový jev – fotony za štěrbinou vyletují s danou pravděpodobností do různých směrů se střední kvadratickou fluktuací hybnosti py danou Heisenbergovými relacemi neurčitosti.
	Výčet experimentálních faktů, které jsme uvedli výše, není zdaleka úplný. Všechny ale přispěly ke zrodu kvantové teorie, popisující pro nás nezvyklý svět atomů a elementárních částic. Podejme nyní stručný přehled jejího vývoje. V roce 1925 formuloval Werner Heisenberg ve svých 25 letech maticovou mechaniku – každé dynamické proměnné přiřadil čtvercovou matici (zpravidla nekonečnou), jejíž vlastní čísla byly měřitelné hodnoty příslušné veličiny. Šlo o teorii pramenící z vynikající intuice, na základě které bylo možné určit například energetická spektra různých atomů (nejen vodíku).
	V roce 1926 Erwin Schrödinger formuloval vlnovou kvantovou mechaniku. Řešením rovnice
	pro vlnovou funkci  bylo opět možné určit hodnoty energie E pro objekt v potenciálním poli V(x, y, z). Obě konstrukce – Heisenbergova i Schrödingerova – poskytovaly shodné výsledky. Spíše než o ucelenou teorii šlo v té době o návod, jak určit energetické spektrum.
	Obecnou konstrukci kvantové teorie na Hilbertových prostorech provedl P. A. M. Dirac. Ukázalo se, že Heisenbergova a Schrödingerova mechanika se liší jen jinou volbou příslušného Hilbertova prostoru. 
	Až doposud byla budována nerelativistická kvantová teorie. Zobecnění na relativistický případ provedli Klein a Gordon pro spin částice s = 0 a Dirac pro spin částice s = 1/2 (Kleinova-Gordonova rovnice, Diracova rovnice). S relativistickou kvantovou teorií byla objasněna podstata spinu, Dirac předpověděl existenci pozitronu, ale především byl postaven základ pro vybudování kvantové elektrodynamiky (Dirac – 1949). Odsud byl již jen krůček ke vzniku kvantové teorie elektromagnetického pole (Dirac, Feynman), ve které dochází i ke kvantování samotného elektromagnetického pole (tzv. druhé kvantování). Výsledky kvantové teorie pole lze přehledně zapisovat pomocí tzv. Feynmanových diagramů.
	Na základě různých symetrií v přírodě se od 60. let bouřlivě vyvíjí kalibrační teorie, například Weinbergova-Salamova teorie elektroslabé interakce, která sjednocuje teoretický pohled na interakci elektromagnetickou a slabou, rozvíjí se kvantová chromodynamika – teorie silné interakce, teorie GUT sjednocující elektroslabou a silnou interakci a probíhají intenzívní pokusy o formulaci Einsteinových-Diracových rovnic supersymetrických teorií SUSY pokoušejících se o jednotný popis všech čtyř interakcí. Lidstvo stále více poznává svět elementárních částic a jeho zákonitosti.
	Následující kapitolu budeme věnovat matematice, kterou je třeba znát pro pochopení kvantové teorie. Vlastní stavbou kvantové teorie se budeme zabývat až v kapitole 2.3 a následujících.
	2.2 (M) OPERÁTORY V KVANTOVÉ TEORII

	V této kapitole se budeme zabývat nejdůležitější matematikou potřebnou v kvantové teorii. Veškeré úvahy jsou z důvodu jednoduchosti provedeny pro případ, kdy vlastní čísla operátorů jsou navzájem různá a tvoří spočetnou množinu. Obecnější případy vícenásobných vlastních čísel a spojitého spektra jsou krátce diskutovány v závěru kapitoly.
	2.2.1 Unitární prostory (prostory se skalárním součinem)

	V kapitole 1.4.1 jsme rozšířili pojem vektoru na obecnější objekty než jsou uspořádané trojice a zavedli lineární vektorový prostor. Pozorně si znovu tuto pasáž přečtěte! Nyní analogicky rozšíříme pojem skalárního součinu pro různé lineární vektorové prostory. Budeme důsledně používat Diracovu symboliku, ve které jsou prvky lineárních vektorových prostorů značeny symboly  a skalární součiny , atd.
	R 3 prostor reálných trojic
	Norma vektoru (velikost) se definuje vztahem
	Pro reálné trojice znázorněné jako úsečky opatřené šipkami je norma vektoru rovna délce úsečky a platí , kde  je úhel sevřený oběma vektory. Z tohoto vztahu plyne okamžitě Schwartzovo lemma:
	Výsledkem operace skalárního součinu je číslo, v případě lineárního vektorového prostoru R3 reálné číslo, v obecném případě bude výhodné uvažovat i o čísle komplexním. Norma vektoru (velikost) musí ale vždy být nezáporné reálné číslo.
	R N prostor reálných N-tic
	V platnosti zůstávají definice normy i Schwartzovo lemma.
	C N prostor komplexních N-tic
	Skalární součin definujeme v jednom z argumentů komplexně sdružený (dohodou v levém). Pro komplexní číslo z = a + i b je velikost (norma) čísla dána vztahem
	Právě proto, aby pro komplexní čísla zůstalo v platnosti, že norma vektoru je odmocnina skalárního součinu vektoru se sebou samým, je v definici skalárního součinu komplexní sdružení v jednom z argumentů. Při výše uvedené definici skalárního součinu bude výsledkem sice komplexní číslo, ale norma vektoru zůstane reálná nezáporná:
	 .
	Opět platí Schwartzovo lemma.
	l 2 prostor komplexních posloupností (N-tice s N (()
	Takto definovaný skalární součin má smysl jen pro konvergentní posloupnosti. Do prostoru l 2 můžeme zahrnout jen takové prvky , pro které je , tj. požadujeme
	Potom je 
	neboť Schwartzovo lemma platí i v případě nekonečných posloupností.
	L2 ((() prostor komplexních funkcí reálné proměnné
	Při dalším zobecnění prostoru l 2 si můžeme index k představit spojitý. Místo k budeme psát x : fx. Výraz  fx  není ale nic jiného než komplexní funkce reálné proměnné (spojitého indexu), kterou je zvykem zapisovat ve tvaru f (x ) , tj.
	Analogicky jako v l 2 je třeba do prostoru  L2 zahrnout jen prvky s   , tj. 
	Potom je 
	a skalární součin má smysl. Schwartzovo lemma platí i pro integrály. L2 se někdy nazývá prostor funkcí integrovatelných s kvadrátem. Lze ho definovat i pro jiný definiční obor než ( (  (), potom píšeme L2 (M), kde M je definiční obor funkcí f (x)  L2 (M).
	Nyní můžeme přistoupit k obecné definici prostorů se skalárním součinem. 
	UNITÁRNÍ PROSTOR (prostor se skalárním součinem) – unitárním prostorem nazveme lineární vektorový prostor V (s operací  + : V ( V( V  a operací  ( : C (  V ( V ), na kterém je definována další operace
	(tzv. skalární součin) s vlastnostmi
	Poznámky: 
	1) Přidáním operace [ , ] z lineárního vektorového prostoru získáme Lieovu algebru, přidáním operace < | > získáme unitární prostor. 
	2) První dvě operace v definici znamenají linearitu v pravém argumentu. Z třetí operace plyne antilinearita v levém argumentu (aditivnost + vytknutí komplexně sdružené konstanty).
	3) Symbolika zápisu pochází od P. A. M. Diraca. Nazývá se také braketová symbolika nebo brakety (z anglického bracket = závorka). 
	< | > „bracket“
	< | „bra“ (lze matematicky definovat, duál, naznačená operace skalárního součinu)
	| > „ket“ (vektor z V )
	4) Pro komplexní N-tice lze interpretovat  jako sloupcovou matici,  jako transponovanou komplexně sdruženou matici:
	Potom je skalární součin
	definován za pomoci maticového násobení. Pro jiné prostory než n-tice není pro naše účely třeba jednotlivé části skalárního součinu  nějak interpretovat. 
	5) Pro L2 lze chápat  jako naznačenou operaci skalárního součinu. Je jen třeba doplnit patřičnou funkci, na kterou operace působí. Podobná situace je u derivování, napíšeme­li jen d /dx.
	Paprsek – nechť V je unitární prostor,  jeho nenulový prvek. Paprskem nataženým na  nazveme množinu prvků .
	Hilbertův prostor – úplný unitární prostor (hranice prostoru je jeho součástí).
	Separabilní Hilbertův prostor – Hilbertův prostor se spočetnou bází.
	2.2.2 Operátory

	Operátorem rozumíme zobrazení
	které prvku  prostoru V přiřazuje prvek  tohoto prostoru:
	V platnosti zůstává běžné názvosloví používané pro zobrazení (vzor, obraz, definiční obor, obor hodnot,…).
	Příklad 1: R3    Operátorem na R3 může být libovolná matice 3(3, například
	Příklad 2: L 2 ((() 
	Jednotkový operátor: . Pro n-tice je jednotkovým operátorem diagonální matice s jednotkami na diagonále (jednotková matice) – ověřte!
	Kvadrát operátoru: Druhou mocninu operátoru můžeme definovat, je-li obor funkčních hodnot operátoru podmnožinou jeho definičního oboru, potom
	Příklad 3: Operátor derivace
	Mocnina operátoru: Analogicky definujeme indukcí obecnou mocninu operátoru
	Funkce operátoru: Nechť f (x) je analytická funkce s Taylorovým rozvojem
	Potom můžeme definovat funkci operátoru
	Připomeňme si zde rozvoje některých důležitých funkcí:
	Příklad 4: Na prostoru C 2 je zadán maticový operátor . Určete exp().
	Nyní již snadno nalezneme hledanou funkci matice:
	Takto získají smysl například i výrazy typu sin ( d/dx ) a podobně. Později se naučíme funkci operátoru nalézt pomocí spektrálního rozvoje operátoru. Jde o efektivnější způsob než je Taylorův rozvoj.
	Inverzní operátor: Inversním operátorem k  nazveme takový operátor , že 
	K danému operátoru  může být nalezení inversního operátoru značně obtížné, někdy inversní operátor neexistuje vůbec.
	Sdružený operátor: Sdruženým operátorem k  nazveme takový operátor  , že
	Působení operátoru  v pravé straně skalárního součinu dopadne stejně jako působení k němu sdruženého operátoru v levé části skalárního součinu. Sdružený operátor k  nemusí vždy existovat.
	Příklad 5: 
	Skutečně
	Poznámka: Nalézt sdružený operátor pro matice je velmi snadné, původní matici stačí komplexně sdružit a transponovat (překlopit kolem diagonály), tj. .
	Uveďme nyní velmi užitečné vztahy pro výpočet inversního a sdruženého operátoru pro součin dvou operátorů:
	Jejich důkaz je triviální přímo z definice inversního a sdruženého operátoru:
	Analogicky postupujeme i pro sdružený operátor:
	Komutativita operátorů: Pro operátory je obecně . Říkáme, že operátory nekomutují. Míru nekomutativnosti můžeme posoudit za pomoci tzv. komutátoru
	Je-li komutátor operátorů ,  nulový, operátory komutují, je-li různý od nuly nekomutují. Výsledkem komutátoru je opět operátor. Uveďme nejdůležitější vlastnosti komutátorů (dokažte!)
	To jsou ale právě definiční vlastnosti Lieovy algebry (1.22) až (1.25). Komutátory tvoří Lieovu algebru na prostoru operátorů.
	Příklad 6: Mějme na L 2 dva operátory: , například na prvek  působí takto
	Určeme jejich komutátor 
	Podobně můžeme určovat i další komutační relace.
	V celém tomto textu se budeme zabývat lineárními operátory, tj. operátory s lineární odezvou: . Všechny dosud uvedené operátory byly lineární.
	V kvantové teorii se setkáme především se dvěma druhy lineárních operátorů - operátory unitárními a operátory Hermitovými. Uveďme nyní definice těchto operátorů.
	UNITÁRNÍ OPERÁTORY
	Definice: unitární operátor zachovává skalární součin, tj.
	Skalární součin se před a po působení unitárního operátoru nezmění.
	Věta: Pro unitární operátory je sdružený a inversní operátor totožný, tj. 
	Důkaz: Z definice sdruženého operátoru víme, že
	Pro zachování skalárního součinu (definice unitárního operátoru) je nutné, aby
	to ale podle definice inversního operátoru právě znamená, že .
	Příklad 7: operátor  na prostoru L 2 je unitární
	HERMITOVY OPERÁTORY
	Definice: Hermitův operátor působí v obou částech skalárního součinu stejně, tj.
	Věta: Pro Hermitův operátor je sdružený operátor roven původnímu, je samosdružený: 
	Důkaz: Plyne okamžitě z definice sdruženého operátoru.
	Poznámka: V přesné matematice se definice samosdruženého a Hermitova operátoru nepatrně liší požadavky na definiční obor, pro naše účely nebudeme samosdružené a Hermitovy operátory rozlišovat. Vzhledem k tomu, že Hermitův operátor působí v obou částech skalárního součinu stejně, často se píše
	Centrální pozice  naznačuje, že podle vlastního uvážení můžeme operátorem zapůsobit vlevo či vpravo. Tato struktura se někdy nazývá sendvič.
	Příklad 8: operátor  na prostoru L 2 ( ( () je hermitovský
	Výraz v hranaté závorce je nulový, neboť funkce z L 2 ( ( () jsou integrovatelné s kvadrátem na ( ( () a proto musí být 
	Samotný operátor derivace  hermitovský není, při provedení integrace per partes by se zaměnilo znaménko a .
	2.2.3 Projekční operátory

	Cílem této kapitoly bude naučit se nacházet projekce vektorů do předem zadaného paprsku. Jde o úlohu, která má prvořadý význam nejen pro kvantovou teorii. Rozvoje do různých typů řad (například Fourierova řada) nejsou nic jiného než hledání projekcí zadané funkce do vektorů nějaké báze, které reprezentují paprsek v prostoru.
	Z celého paprsku stačí vzít jediný vektor, který paprsek zcela popíše. Vybereme tento „reprezentativní“ vektor jednotkový, tj. tak, aby . Snadno představitelná je situace v R 2. Na obrázku vidíme jednotkový vektor, který representuje paprsek a vektory , které do tohoto paprsku budeme promítat.
	Projekce libovolného vektoru  má velikost  a směr . Znaménko funkce cos ve velikosti projekce určuje, zda promítaný vektor míří ve směru  nebo ve směru opačném. Projekci lze napsat jako součin její velikosti a směru:
	Povšimněte si, že při úpravách výrazů v Diracově symbolice můžeme libovolně stěhovat čísla (normy vektorů a skalární součiny). Výraz pro projekci se skládá z koeficientu, který určuje velikost projekce a vektoru . Zapíšeme-li formálně koeficient až za vektor, získáme operátorový tvar:
	 Označme
	Tento výraz se nazývá projekčním operátorem. Sám o sobě význam nemá, jde o naznačenou operaci skalárního součinu, která musí být vykonána. Teprve zapůsobením  na nějaký vektor  dostaneme smysluplný výraz – projekci vektoru danou koeficientem  a směrem vektoru . Situace je podobná operátoru d/dx, také jde jen o naznačenou derivaci, která musí být vykonána na konkrétní funkci. Bude-li vektor , do kterého promítáme jednotkový, výrazy se ještě zjednoduší:
	Koeficient projekce je  a směr je . 
	Příklad 9:
	Nalezněte projekci vektoru  do vektorů  a . Vektory jsou dány takto:
	Nejprve nalezneme projekční operátory:
	Nyní snadno nalezneme hledané projekce:
	Využijme nyní tohoto příkladu a vyzkoušejte si, že platí jednoduché a užitečné relace. Výpočty jsou natolik snadné, že zde uvedu jen výsledky:
	1. 
	První relace znamená, že projekční operátory jsou hermitovské. Pro matice je význam jednoduchý: Matice se po překlopení kolem hlavní diagonály a následném komplexním sdružení nezmění. Druhá relace má také velmi jednoduchý význam: Projekce dvakrát provedená po sobě (kvadrát operátoru) je shodná s projekcí provedenou jednou. Obě vlastnosti jsou pro projekční operátory charakteristické a většinou se považují za definici projekčního operátoru:
	Definice: Projekčním operátorem nazveme takový lineární operátor, který je hermitovský a platí .
	Poznámka: Snadno lze ukázat, že obě vlastnosti jsou splněny pro definici , například pro druhou vlastnost:
	V prostředním výrazu jsme zkrátili skalární součin v čitateli (uprostřed) s jedním ze skalárních součinů ve jmenovateli. Jde o prostá komplexní čísla, která lze vytknout před výrazy a krátit.
	Význam třetí relace je také snadno pochopitelný: Vektory  a jsou navzájem kolmé a v rovině tvoří ortogonální bázi (bázi složenou z kolmých vektorů). Projekce do těchto vektorů nejsou ničím jiným než rozkladem původního vektoru do této báze. Zkuste si obě projekce sečíst. Dostanete původní vektor. Právě matematickým vyjádřením faktu, že součet všech projekcí dá původní vektor je třetí relace:
	Někdy se této relaci říká relace úplnosti. Pokud je daná báze úplná (nechybí v ní žádný vektor), potom je součet všech projekčních operátorů roven jednotkovému operátoru. To znamená, že součet všech projekcí libovolného vektoru dá původní vektor. 
	2.2.4 Rozvoj prvku do báze

	Mějme v unitárním prostoru spočetnou bázi (maximální množinu lineárně nezávislých vektorů) . Vhodnou lineární kombinací jednotlivých prvků můžeme vždy zajistit, aby prvky báze byly navzájem kolmé a měly jednotkovou velikost. Takové prvky budeme označovat jen pořadovým číslem: . Báze složená z vektorů  má dvě základní vlastnosti:
	Vlastnost  je vyjádřením ortonormality. Skalární součin dvou různých vektorů je nulový (jsou navzájem kolmé) a dvou stejných je roven jedné (vektory báze mají jednotkovou velikost). Vlastnost  je relací úplnosti báze. Součet všech projekčních operátorů dá jednotkový operátor, tj. součet všech projekcí libovolného vektoru dá původní vektor. V relaci úplnosti je možné vynechat sumaci a využít Einsteinovu sumační konvenci. V případě neseparabilních prostorů s nespočetnou bází mají obě relace tvar:
	Na pravé straně relace ortonormality je místo Kroneckerova symbolu Diracova  distribuce a v relaci úplnosti je místo sumace projekčních operátorů integrace. 
	Rozvoj prvku do báze je v Diracově symbolice mimořádně jednoduchý. Stačí před prvek vsunout relaci úplnosti v podobě jednotkového operátoru:
	Koeficienty rozvoje jsou dány skalárním součinem rozvíjeného vektoru s prvkem báze.
	Příklad 10: Fourierova řada
	Uvažujme prostor L2(0, 2) periodických funkcí integrovatelných s kvadrátem. Díky požadavku f(0) = f(2) tvoří v tomto prostoru úplnou bázi soustava funkcí (viz elementární učebnice z matematiky nebo látka z prvních semestrů):
	Tyto funkce jsou sice navzájem kolmé, ale nejsou jednotkové:
	Nulovost skalárního součinu pro l ( k plyne z periodičnosti trigonometrických funkcí na intervalu <0, 2>. Vydělíme-li prvky báze jejich velikostí, získáme ortonormální bázi
	pro kterou platí relace ortonormality  a relace úplnosti . Rozvoj libovolné funkce z našeho prostoru je potom
	neboli
	což jsou známé vztahy pro Fourierovu řadu. Nezapomeňte, že skalární součin je v levém argumentu komplexně sdružený, proto je v koeficientu ck minus.
	Reprezentace
	V dané bázi můžeme snadno přepsat operátorovou rovnici . Vložíme před vektor jednotkový operátor. 
	Získaný výraz není ale nic jiného než maticové násobení
	neboli
	Jestliže operátoru přiřadíme čtvercovou matici  a vektoru sloupcovou matici , můžeme s operátorovými výrazy zacházet jako s obyčejným násobením matic. Hovoříme o tom, že jsme zvolili reprezentaci daného prostoru. Ve skutečnosti nejde o nic jiného než o volbu konkrétní báze. Má-li báze nekonečný spočetný počet členů, budou vektorům odpovídat posloupnosti a operátorům nekonečné matice. Vidíme, že v libovolném separabilním Hilbertově prostoru existuje jednoznačné zobrazení prvků na prostor posloupností l 2 (izomorfismus). V případě neseparabilních prostorů s nespočetnou bází získáme obdobnou relaci:
	což není nic jiného než integrální transformace.
	s jádrem A(x, y). Veličiny x, y hrají úlohu spojitého indexu. 
	Přechod mezi bázemi
	Máme-li k dispozici dvě sady bázových vektorů  a , bude mezi koeficienty rozvojů platit jednoduchý vztah, který opět odvodíme jen vložením relace úplnosti:
	Matice S se nazývá matice přechodu.
	2.2.5 Spektrální teorie

	V teorii operátorů patří k základním úlohám nalézt směry, ve kterých se působení daného operátoru projevuje jako komplexní natahování:
	Vektor  se nazývá vlastním vektorem (charakteristickým vektorem) operátoru  a koeficient natahování  vlastním číslem (charakteristickým číslem). Například u tenzoru setrvačnosti leží vlastní vektory ve směru os, ve kterých těleso při rotaci nehází. U lineárních operátorů je i každý násobek vlastního vektoru vlastním vektorem se stejným vlastním číslem. Jde tedy o celý paprsek v Hilbertově prostoru, neboli vlastní směr. Takových vlastních směrů a čísel může existovat u lineárních operátorů celá řada, jejich maximální počet je roven dimenzi prostoru (počtu prvků báze). U separabilních prostorů můžeme tedy úlohu nalezení vlastních čísel a vektorů formulovat rovnicemi:
	Množina všech vlastních čísel  se nazývá spektrum operátoru . Nalezneme-li spektrum operátoru a jeho vlastní vektory, můžeme relativně snadno řešit rovnice obsahující tento operátor. Pomocí vlastních čísel a vektorů lze například řešit soustavy obyčejných lineárních diferenciálních rovnic (viz kapitola 1.5 první části sylabu).
	Věta: Hermitovský operátor má reálná vlastní čísla a vlastní vektory dvou různých vlastních čísel jsou navzájem kolmé.
	Důkaz: Při výpočtu skalárního součinu využijeme hermitovosti a ponecháme operátor nejprve působit v pravé části skalárního součinu a poté v levé. Výsledek musí být stejný:
	Vlastní čísla jsou tedy reálná. V druhé části budeme postupovat obdobně. Pro vlastní číslo z levé části skalárního součinu využijeme první části důkazu:
	Věta: Vlastní čísla unitárního operátoru leží na komplexní jednotkové kružnici a vlastní vektory dvou různých vlastních čísel jsou navzájem kolmé.
	Důkaz: Při důkazu vyjdeme s definice unitárního operátoru:
	Porovnáním prvního a posledního výrazu je zřejmé, že
	Zbývá dokázat kolmost vektorů. K tomu budeme potřebovat pomocnou větu (lemma), která říká, že inverzní unitární operátor má vlastní čísla 1/λk.
	.
	Z porovnání prvního a posledního výrazu plyne
	.
	Nyní již budeme postupovat analogicky jako v případě hermitovského operátoru. V levé části skalárního součinu využijeme opět první části důkazu:
	Poznámky: 
	1. Reálné vlastní hodnoty hermitovských operátorů budou v kvantové teorii využity jako možné výsledky měření dynamické proměnné, které odpovídá operátor . Ani kolmost vlastních vektorů není bez užitku. Vhodný hermitovský operátor nám může v podobě svých vlastních vektorů „porodit“ výhodnou ortonormální bázi v Hilbertově prostoru.
	2. Unitární operátory se v kvantové teorii využívají k popisu časového vývoje stavu objektu.
	Příklad 11: Určeme vlastní čísla a vektory matice  z příkladu 4:
	Rovnice má netriviální řešení jen pokud je determinant roven nule. Z této podmínky plynou dvě možné hodnoty vlastního čísla . Pro každou z nich potom již snadno učíme příslušný vlastní vektor. Pozor! Podmínka pro determinant činí rovnice pro složky vlastního vektoru závislé. To je ale v pořádku, řešení rovnic musí mít jeden volný parametr, tak aby představovalo celý paprsek v prostoru. K vlastním vektorům můžeme najít normované vlastní vektory a příslušné projekční operátory. Výsledek je:
	Povšimněte si, že matice A byla hermitovská (matice překlopená kolem diagonály a komplexně sdružená je shodná s původní maticí). Proto má reálná vlastní čísla a vlastní vektory tvoří ortonormální soustavu:
	Tato soustava vektorů je úplná, tvoří bázi v prostoru komplexních dvojic:
	Věta o spektrálním rozvoji: Nechť  je lineární operátor s množinou vlastních vektorů, která tvoří úplnou ortonormální bázi v Hilbertově prostoru. Potom můžeme pro analytickou funkci operátoru definovanou Taylorovým rozvojem  psát
	Důkaz: Nejprve si povšimněme působení mocnin operátoru na vlastní vektory:
	V další fázi důkazu budeme funkcí operátoru působit již na obecný vektor. Provedeme ale jeho rozklad do báze složené z vlastních vektorů, kde působení známe z poslední rovnosti:
	To je ale přesně rovnost, kterou jsme chtěli dokázat. Vynecháme-li ve výrazech libovolný vektor , na který operátory působí, dostáváme větu o spektrálním rozvoji.
	Poznámky:
	1) Má­li operátor vícenásobné vlastní číslo stupně N, není to na závadu. Vlastní vektory k vícenásobnému vlastnímu číslu tvoří celý podprostor P dimenze N a lze zvolit N nezávislých kolmých vlastních vektorů odpovídajících tomuto vícenásobnému číslu.
	2) Je-li prostor neseparabilní, bude za některých dalších předpokladů možné větu o spektrálním rozvoji modifikovat do tvaru:
	3) Pro vyjádření funkce operátoru je často mnohem jednodušší použít místo Taylorova rozvoje větu o spektrálním rozvoji. Příslušná řada probíhá jen přes vlastní čísla operátoru.
	4) Známe-li spektrum operátoru a jeho vlastní vektory, můžeme snadno napsat jeho libovolnou funkci a řešit tak rovnice, ve kterých se tato funkce operátoru vyskytuje. Speciálně inverzní operátor je dán formulí
	Vidíme, že pro jeho existenci je kromě předpokladů věty nutná nenulovost všech vlastních čísel.
	Příklad 12: Na prostoru C 2 je zadán maticový operátor . Určete exp(). 
	Tento příklad jsme již řešili pomocí Taylorova rozvoje jako příklad 4. Z příkladu 11 známe vlastní čísla, vektory i projekční operátory tohoto maticového operátoru. Z věty o spektrálním rozvoji můžeme proto napsat:
	Na rozdíl od Taylorova rozvoje má řada nyní jen dva členy.
	Příklad 13: Nalezněte časový vývoj průběhu teploty tyče délky L, jejíž oba konce jsou udržovány na nulové teplotě. Počáteční teplota tyče je dána funkcí .
	Úkolem je najít řešení rovnice teplotní difúze
	s počátečními a okrajovými podmínkami
	Přeformulujme nyní úlohu do Diracovy symboliky. Zaveďme nejprve Hilbertův prostor 
	.
	Jde o prostor funkcí definovaných na intervalu <0, L>, periodických a integrovatelných s kvadrátem. Okrajová podmínka původní rovnice je přesunuta do definice prostoru. Kdyby byly okrajové hodnoty na obou stranách různé, mohli bychom teplotní funkci zrcadlově rozšířit (tím bychom získali stejnou hodnotu teploty na obou koncích tyče). Jestliže by hodnota teploty tyče na obou koncích byla nenulová, můžeme posunout počátek teplotní stupnice. Vzhledem k derivacím v rovnici teplotní difúze to na tvar rovnice nemá vliv. Požadavek nulové teploty na obou koncích tyče tedy není na újmu obecnosti řešení. Úloha má nyní tvar:
	Z příkladu 8 víme, že operátor  je hermitovský (má reálná vlastní čísla a kolmou soustavu vlastních vektorů). Proto i kvadrát tohoto operátoru  je hermitovský. Znaménko minus zde není podstatné, jen zajistí nezáporná vlastní čísla operátoru . Řešení úlohy můžeme formálně napsat okamžitě (!!) :
	Skutečně: dosadíme-li počáteční čas, dá řešení počáteční podmínku. Derivujeme-li řešení podle času, zjistíme, že řešení  splňuje výchozí rovnici :
	Jediný problém je, že v nalezeném řešení  vystupuje funkce operátoru . Abychom ji mohli určit, musíme znát spektrum a vlastní vektory operátoru  na prostoru H. Řešme tedy nejprve úlohu
	Řešení této obyčejné lineární diferenciální rovnice s okrajovými podmínkami je:
	Vlastní čísla jsou reálná ( je hermitovský operátor), vlastní vektory jsou navzájem kolmé a tvoří přirozenou bázi v H. Napsat řešení  je nyní již jen jednoduchou aplikací věty o spektrálním rozvoji:
	Řešení můžeme samozřejmě zapsat i standardně, bez použití Diracovy symboliky:
	Pro t = t0 máme Fourierovu řadu pro počáteční podmínku. Pro t ( t0 nejde o nic jiného než o rozvoj do jednotlivých Fourierových modů. Každá Fourierova komponenta ubývá exponenciálně s časem. 
	Vidíme, že věta o spektrálním rozvoji nám může být užitečná i při řešení parciálních diferenciálních rovnic. 
	2.3 ZÁKLADNÍ PRINCIPY KVANTOVÉ TEORIE

	Jak už víme, klasická mechanika selhala při popisu dějů mikrosvěta zejména proto, že je postavena na komutujících objektech. V mikrosvětě děje ale nekomutují. Základním cílem bude tedy místo dynamických proměnných používat nekomutující objekty (operátory) a nalézt vztah mez operátory a reálnými měřitelnými veličinami. 
	2.3.1 Základní axiomy a definice

	I. Redefinice stavu
	V klasické mechanice je stav částice určen polohou a hybností. Vzhledem k tomu, že v mikrosvěte nelze současně tyto veličiny měřit a měření jedné ovlivní měření druhé, je nutné pojem stavu definovat novým způsobem. Fázové trajektorie již nelze v mikrosvětě popsat křivkami. Vnímáme je s přesností danou relacemi neurčitosti . Můžeme si představit, že fázovou trajektorii vidíme jako rozmazanou čáru s rozlišením daným čtverečkem o ploše  (sledujeme-li jednu souřadnici a jí odpovídající zobecněnou hybnost).
	Kompatibilita: Řekneme, že dvě dynamické proměnné jsou kompatibilní, jestliže měření jedné veličiny neovlivní měření veličiny druhé. Příkladem kompatibilních proměnných jsou (x, y), příkladem nekompatibilních proměnných jsou (x, px). Kompatibilita je symetrická vlastnost, ale není transitivní. 
	(A komp B)    (    (B komp A)  ,
	(A komp B) ( (B komp C)        (A komp C)  .
	Příklad 14: (x komp y) ( (y komp px)    (x komp px). 
	Úplná množina pozorovatelných (ÚMP): Maximální nezávislá množina vzájemně kompatibilních dynamických proměnných. Jakákoli další dynamická proměnná už s nimi není kompatibilní. Například v nerelativistické teorii jsou nejznámější ÚMP (x, y, z), (px, py, pz) a pro centrální pole ještě energie, kvadrát momentu hybnosti a jeho jedna komponenta (E, L2, L3). Současně lze tedy změřit všechny tři souřadnice nebo všechny tři složky hybností. Nelze již ale současně změřit všechny tři složky momentu hybnosti.
	Stav systému: Řekneme, že známe stav systému, známe-li výsledek měření některé ÚMP. Stavem tedy nazveme jen to, co lze ve skutečnosti současně změřit.
	Základním rysem nové teorie musí být nekomutující objekty – operátory. Místo dynamických proměnných z  klasické mechaniky (souřadnice, hybnost, energie, moment hybnosti,…) budeme používat operátory (operátor souřadnice, hybnosti, ...). Nekomutativnost těchto operátorů bude vyjadřovat nekomutativnost aktu měření dynamických proměnných v mikrosvětě. Veličiny naměřené přístrojem v mikrosvětě jsou reálná čísla, někdy spojitá (poloha částice), někdy diskrétní (například jednotlivé hladiny energie elektronu vázaného v atomu). Jak získat z operátoru dynamické proměnné sadu reálných čísel spojitého nebo diskrétního charakteru? Takovou sadou je právě spektrum hermitovských operátorů. Dynamickým proměnným budeme tedy přiřazovat hermitovské operátory. 
	Každý operátor působí na prvky nějakého Hilbertova prostoru H. Musíme se tedy ptát, jaký význam bude v naší teorii mít sám Hilbertův prostor a také prvky, na které operátory působí. Později uvidíme, že příliš nezáleží na volbě Hilbertova prostoru. Podstatné jsou spíše vztahy mezi dynamickými proměnnými, nyní operátory. Kvantová mechanika založená na prostoru L 2 funkcí integrovatelných s kvadrátem je známá Schrödingerova vlnová mechanika vedoucí na Schrödingerovu rovnici a vlnové funkce. Kvantová teorie založená na prostoru l 2 posloupností sčitatelných s kvadrátem je Heisenbergova maticová mechanika. Obě teorie se na první pohled zdají naprosto odlišné. Přesto vlastní čísla operátorů v obou teoriích jsou stejná a obě teorie tak dávají stejné předpovědi. Hilbertův prostor se všemi svými prvky a s operátory, které na prvky působí, koresponduje s vlastnostmi celého systému z klasické mechaniky. Místo systému budeme proto v kvantové teorii hovořit o Hilbertově prostoru daného systému (například Hilbertův prostor elektronu).
	Zbývá rozluštit poslední hádanku – k čemu jsou prvky Hilbertova prostoru? Již v úvodu jsme si řekli, že v mikrosvětě sám akt měření ovlivní stav systému. Před měřením je systém v jiném stavu než po měření. Akt měření dynamické proměnné zastupuje v kvantové teorii hermitovský operátor této proměnné. Působením tohoto operátoru na prvek prostoru dostáváme jiný prvek tohoto prostoru. A to je přesně to, co hledáme. Prvky (vektory) prostoru tedy představují stav systému. Akt měření je působení příslušného operátoru na stav (prvek prostoru) a nový stav je prvek, který vznikl působením operátoru. 
	Vlastní číslo operátoru prezentuje naměřenou hodnotu a vypovídá tak o stavu systému. Víme už, že násobky každého vlastního vektoru jsou opět vlastním vektorem. V H tedy existuje k danému vlastnímu číslu celý vlastní směr (paprsek). Stavu systému proto musí odpovídat celý paprsek v H, nikoli jen jeden jediný vektor. Přicházíme tak ke třem základním axiomům kvantové teorie:
	 systému přiřadíme Hilbertův prostor H systém ( H
	 stavu systému přiřadíme paprsek |  > v H stav ( 
	 dynamické proměnné přiřadíme hermitovský operátor A na H A ( 
	S linearitou budované teorie se pojí velmi důležitý princip:
	 Princip superpozice: Nechť  a  reprezentují dva různé stavy systému. Potom je každý vektor  je také fyzikálně realizovatelný stav.
	Bez tohoto požadavku by nebylo možné vybudovat lineární teorii.
	II. Měření v kvantové teorii
	Akt měření dynamické proměnné A v nějakém stavu znamená aplikaci operátoru  této dynamické proměnné na daný stav . Operátorem  a stavem  musí tedy být zcela jednoznačně dáno, co je a co není možné na systému naměřit. Odpověď na tuto otázku poskytují tzv. interpretační postuláty:
	 Postulát A. Měříme-li dynamickou proměnnou A, mohu na systému naměřit jen některou z vlastních hodnot {aj} operátoru  této dynamické proměnné: .
	 Postulát B. Pozorování dynamické proměnné A na systému, který byl připraven ve vlastním stavu  operátoru , vede zcela jistě k naměření vlastní hodnoty aj.
	 Postulát C. Je-li systém připraven v obecném stavu , vede opakované měření veličiny A k různým výsledkům aj. Střední hodnota těchto opakovaných měření bude rovna .
	Poznámky:
	1) Opakovaná měření si nemusíme představovat tak, že bychom na stejném systému opakovali neustále tatáž měření. V praxi by to nebylo proveditelné. Těžko můžeme na jednom jediném elektronu zopakovat nějaké měření. Musíme mít připraveno velké množství systémů ve stejném stavu (například svazek elektronů) a opakovat měření na různých elektronech (systémech). 
	2) Výraz pro střední hodnotu je nejjednodušším možným výrazem složeným z operátoru  a stavu , který dá jako výsledek reálné číslo. Střední hodnotu bývá zvykem označovat <A> nebo .
	3) Automaticky předpokládáme, že stavové vektory jsou normovány k jedné. Není-li stavový vektor normován, musíme výraz pro střední hodnotu vydělit ještě kvadrátem normy stavového vektoru:
	4) Výraz pro střední hodnotu rozepsaný v  prostoru L2(R 3) dá:
	5) Jsou-li všechny systémy připraveny ve vlastním stavu  operátoru , dá střední hodnota daná postulátem C samozřejmě příslušnou vlastní hodnotu podle postulátu B a všechna měření dají v tomto výjimečném případě stejný výsledek (přes j se nesčítá):
	III. Statistická interpretace stavového vektoru
	Rozvineme-li stavový vektor do ortonormální spočetné báze  nebo nespočetné báze 
	,   resp.      ,
	nazýváme koeficienty rozvoje , respektive , amplitudou pravděpodobnosti, že systém nalezneme ve stavu , respektive . K tomu nás opravňuje fakt, že jde o projekce stavového vektoru do patřičného prvku báze. Z ortonormality báze a normovanosti stavu k jedné okamžitě plyne
	,   resp.  
	a výrazy
	,    resp.  
	proto chápeme jako pravděpodobnost realizace stavu  resp. hustotu pravděpodobnosti nalezení systému ve stavu . Pravděpodobnosti jsou automaticky normalizovány k jedné. 
	IV. Princip korespondence
	Posledním ze základních principů kvantové teorie je princip korespondence. Vymezuje, které části z teoretické mechaniky je možné převzít v kvantové teorii.
	 Princip korespondence pro základní relace. Základní relace mezi dynamickými proměnnými v teoretické mechanice a příslušnými operátory v kvantové mechanice se mohou lišit jen pořadím operátorů.
	 Princip korespondence pro algebru Poissonových závorek. Struktura Poissonových závorek v teoretické mechanice je identická se strukturou komutátorů v kvantové teorii:
	První část principu korespondence platí pro jednoduché relace mezi dynamickými proměnnými, které neobsahují derivace. Například definice Hamiltonovy funkce v potenci-álním poli V
	přejde v definici Hamiltonova operátoru
	Výraz pro potenciální energii je typickou funkcí operátoru, kterou jsme probírali v kapitole o operátorech. Pro výrazy typu A = xp nelze kvantový analog jednoznačně určit. Může jím být buď  nebo . Operátory nekomutují, a proto záleží na jejich pořadí. Správná varianta z obou možných musí být vybrána na základě experimentu. Stejně tak můžeme z různých Lagrangeových funkcí téhož systému obdržet různé kvantové teorie a správnou variantu je třeba opět vybrat na základě experimentu.
	Druhá část principu korespondence se týká Poissonových závorek – výrazů, které v klasické mechanice obsahují derivace dynamických proměnných. Poissonovým závorkám v kvantové teorii odpovídají komutátory dynamických proměnných. Nelze však položit rovnost mezi komutační relací a Poissonovou závorkou. Důvody jsou hned dva:
	1) rozměrový: Poissonova závorka obsahuje derivace, které do výrazů vnášejí fyzikální rozměr, komutátory nikoli ( je třeba použít rozměrový převodní koeficient k.
	2) principiální: Dynamickým proměnným v kvantové teorii můžeme přiřazovat jen hermitovské operátory (mají reálná vlastní čísla, která interpretujeme jako naměřitelné hodnoty). Jsou-li operátory odpovídající A a B hermitovské, musí být operátor odpovídající C také hermitovský. To lze opět zajistit pomocí konstanty k.
	Určeme nyní podmínku na konstantu k, která plyne z požadavku hermitovosti operátorů:
	Porovnáme-li počátečný a koncový výraz, musí platit k* = – k. To ale splňují jen ryze imaginární čísla. Převodní konstanta tedy musí mít tvar:
	Konstanta  je nějaké reálné číslo a je jedinou fundamentální konstantou kvantové teorie. Tato konstanta se bude vyskytovat ve všech předpovědích kvantové teorie (například v energetickém spektru elektronu vázaného v atomech, ve vztazích pro záření absolutně černého tělesa, v Heisenbergových relacích neurčitosti, atd.). Její hodnotu je možné změřit experimentálně na základě těchto předpovědí a je rovna:
	Princip korespondence pro Poissonovy závorky můžeme stručně zapsat jako
	Tím jsme zakončili přehled základních principů kvantové teorie. Jelikož jde o základní neodvoditelné principy, na kterých teorii stavíme, bylo by možné jen stroze vypsat axiomy, postuláty a principy označené v této kapitole čtverečkem. Doplňující texty se snaží jen poukázat na to, že právě tato volba základních axiomů je přirozená a povede k cíli. O správnosti základních principů však mohou rozhodnout jedině experimenty ověřující výpovědi z těchto principů plynoucí.
	2.3.2 Kompatibilita měření a Heisenbergovy relace

	Rozhodnout o tom, zda se měření dvou dynamických proměnných ovlivňují či nikoli, je jednoduché. Stačí znát komutátor operátorů těchto proměnných. Je-li tento komutátor nulový, je  a měření se neovlivňují. Základní komutátory pro souřadnice a hybnosti můžeme odvodit z principu korespondence, ostatní už pak z vlastností komutátorů. Pro Poissonovy závorky mezi souřadnicemi a hybnostmi platí (1.55):
	Tomu odpovídají podle principu korespondence komutační relace:
	Z nich je zřejmé, že současně lze u objektu změřit všechny tři souřadnice nebo hybnosti. Také se vzájemně neovlivní měření například souřadnice x a hybnosti py. Jediná měření, která se vzájemně ovlivňují a u kterých záleží na pořadí měření (nenulový komutátor) je měření zobecněné souřadnice a jí příslušné zobecněné hybnosti. 
	Rovnice  jsou základními komutačními relacemi v kvantové teorii. Bylo by samozřejmě možné hledat ostatní složitější komutační relace také z Poissonových závorek. Výhodnější je odvozovat je ze základních relací  a vlastností Lieovy algebry komutátorů. Tím se oprostíme od klasické mechaniky a nemusíme se k ní při každé komutační relaci vracet. Kvantová mechanika začíná „žít vlastním životem“. To, co přebrala z klasické mechaniky prostřednictvím principu korespondence, jsou jen relace . 
	Odvoďme nyní komutační relaci mezi první a druhou komponentou momentu hybnosti:
	Je jasné, že postup je velmi zdlouhavý, ale přímočarý. Hledanou komutační relaci postupně „rozmělňujeme“ podle pravidel Lieovy algebry až na elementární relace mezi souřadnicemi a hybnostmi. Prakticky všechny symbolicky orientované programy či programovací jazyky bez problémů tuto úlohu řeší za nás a obsahují balíky pro výpočet komutačních relací. 
	Analogickým postupem můžeme nalézt komutační relace pro ostatní komponenty momentu hybnosti. Není to ale nutné, stačí je získat cyklickou záměnou souřadnicových os. Kompletní komutační relace pro moment hybnosti potom jsou:
	Výsledkem je, že současně není možné změřit žádné dvě komponenty momentu hybnosti. Měření každé komponenty ovlivní měření kterékoli jiné komponenty. Zaveďme operátor kvadrátu velikosti momentu hybnosti
	Stejným postupem jako dříve dopočteme komutační relace kvadrátu momentu s jednotlivými komponentami. Tentokráte při „rozmělňování“ komutační relace postačí dostat se jen k relacím  pro moment hybnosti. Jejich výsledek už známe. Po výpočtu dostaneme:
	Není tedy možné současně změřit dvě různé komponenty momentu hybnosti. Vždy je ale možné změřit kvadrát velikosti momentu hybnosti a jednu z jeho libovolných komponent, zpravidla se používá třetí komponenta. Ze zatím provedených úvah je zřejmé, že současně můžeme měřit dynamické proměnné {x, y,  z} nebo {px, py, pz} nebo {L2, L3}. V kapitole 2.5 uvidíme, že v případě sféricky symetrického potenciálu je s poslední množinou kompatibilní ještě energie. Jde o základní tři úplné množiny pozorovatelných (ÚMP) pro nerelativistickou částici.
	Nalezli jsme tedy jednoduchý postup, pomocí kterého zjistíme, které veličiny lze současně měřit a které ne. Postačí nalézt komutátor odpovídajících operátorů. Tento postup nám ale umožní odpověď typu ano/ne. V  případě, že dynamické proměnné spolu současně měřit nelze, se musíme ptát, jak moc naruší akt měření jedné proměnné akt měření proměnné druhé. Na tuto otázku odpovídají Heisenbergovy relace neurčitosti, které si nyní odvodíme. 
	Předtím si uveďme přehled základních statistických pojmů a jejich operátorových analogií v kvantové teorii:
	statistika
	kvantová teorie
	střední hodnota
	střední hodnota
	odchylka
	operátor odchylky
	vztah pro 
	vztah pro 
	variance
	vztah pro (variance)
	střední kvadr. odchylka
	střední kvadr. odchylka
	Zkuste si dokázat oba dva statistické vztahy v klasické statistice i v kvantové teorii. V obou případech stačí jen dosadit z příslušných definic. 
	Nyní již můžeme přistoupit k odvození relací neurčitosti. Předpokládejme, že máme dvě nekompatibilní proměnné:
	Nalezněme střední kvadratické chyby měření:
	Po odmocnění dostáváme konečný tvar Heisenbergových relací:
	* Poznámky k odvození:
	(1) využití hermitovosti operátorů;
	(2) Schwartzovo lemma ;
	(3) rozdělení na symetrickou a antisymetrickou část;
	(4) označení symetrické části jako antikomutátor a antisymetrické jako komutátor;
	(5) symetrická část je pozitivně definitní operátor (nezáporné střední hodnoty);
	(6) jednotkový operátor v definici  komutuje s čímkoli.
	Známe-li výsledek komutační relace operátorů příslušících dvěma dynamickým proměnným, můžeme z Heisenbergových relací určit míru ovlivnění jednoho měření druhým. Toto vzájemné ovlivnění výsledků měření závisí na stavu, ve kterém je systém připraven. Jen jsou-li obě dynamické proměnné ve vztahu zobecněná souřadnice – zobecněná hybnost, nezávisí vzájemné ovlivnění na stavu systému:
	To je nejznámější tvar relací neurčitosti
	Jde o první konkrétní měřitelný výsledek z námi budované teorie, který obsahuje jedinou konstantu teorie – Planckovu konstantu. 
	Poznámka: Operátory kinetické a potenciální energie zpravidla vzájemně nekomutují. To má za následek, že není současně přesně zjistitelná kinetická i potenciální energie a částice se může (na rozdíl od klasické fyziky) „přehoupnout“ přes potenciálovou bariéru (tzv. tunelový jev).
	2.3.3 Vlastní stavy energie, Schrödingerova rovnice

	V minulé kapitole jsme se naučili rozhodnout, které dynamické proměnné lze společně měřit a které ne. Pomocí Heisenbergových relací neurčitosti jsme schopni i kvalitativně postihnout míru narušení jednoho měření měřením druhým. Nyní se budeme věnovat druhé základní úloze kvantové mechaniky: Nalézt spektrum operátoru energie – hodnoty energie, které je možné na systému naměřit. Úlohu můžeme zformulovat například takto:
	Budeme hledat vlastní hodnoty operátoru energie (Hamiltonova operátoru) ze vztahu . Tato rovnice pro vlastní hodnoty Hamiltonova operátoru se nazývá Schrödingerova rovnice. Operátor energie (Hamiltonův operátor) je dán vztahem . Základní operátory, ze kterých je složen Hamiltonův operátor, podléhají komutačním relacím , resp. . Nezáleží příliš na tom, jaký Hilbertův prostor zvolíme. V příští kapitole uvidíme řešení harmonického oscilátoru v různých prostorech H, vždy dostaneme stejné spektrum Hamiltonova operátoru. Na daném prostoru je nejpodstatnější zvolit Hermitovy operátory zobecněných souřadnic a hybností tak, aby splňovaly komutační relace.
	Ukažme si nyní přepis Schrödingerovy rovnice v prostoru L2(R3) funkcí integrovatelných s kvadrátem na celém prostoru R 3. Nejjednodušším operátorem na tomto prostoru je operátor násobení souřadnicí. Tento operátor stotožníme s operátorem souřadnice:
	Nyní zbývá nalézt hermitovské operátory pro hybnost tak, aby splňovaly komutační relace . V příkladu 6 jsme si ukázali, že operátor derivace a operátor násobení souřadnicí splňují v jedné dimenzi komutační relaci , neboli . Je zřejmé, že operátor  splňuje relaci  a v jedné dimenzi plní úlohu operátoru hybnosti. Sám operátor derivace není hermitovský, ale operátor derivace vynásobený ryze imaginární konstantou již hermitovský je (viz příklad 8). Aby ve třech dimenzích operátor hybnosti splňoval komutační relace  a platila volba  pro operátor souřadnice, musí operátor hybnosti mít tvar
	     neboli 
	Schrödingerova rovnice  s operátorem energie , volbou prostoru H = L2(R 3) a operátory  a  vede potom na slavnou Schrödingerovu rovnici v x reprezentaci:
	Řešení této rovnice pro konkrétní potenciál V poskytne spektrum operátoru energie {En} jakožto množinu možných měřitelných hodnot energie. 
	Poznámka 1: Řešení rovnice  lze nalézt pro každou hodnotu energie. Ne vždy je však toto řešení z prostoru L2(R3). Je proto vždy třeba vybrat z možných řešení jen ta, která jsou integrovatelná s kvadrátem, tj. donekonečna ubývají dostatečně rychle, aby zajistila integrovatelnost.
	Poznámka 2: Existuje jednoduchý způsob, jak odhadnout typ spektra pro daný potenciál. Může-li se v klasické mechanice částice vzdálit do nekonečna, je spektrum operátoru energie spojité. Nemůže-li se ani v jednom směru vzdálit do nekonečna je spektrum operátoru energie diskrétní. 
	Připomeňme, že v klasické mechanice se částice může pohybovat tam, kde je její celková energie větší než potenciální. To plyne ze vztahu . Jde vlastně o podmínku nezápornosti kinetické energie. V nakreslené situaci je pro E < V0 spektrum energie diskrétní, pro E > V0 spojité.
	Příklad 15:
	1D potenciály; 
	1. Symetrická pravoúhlá jáma. Diskrétní spektrum pro E < V0, spojité pro E > V0. Pro nekonečnou jámu () je spektrum jen diskrétní.
	2. Bariéra. Spojité spektrum.
	3. Nesymetrická pravoúhlá jáma. Diskrétní spektrum pro E < V0, spojité pro E > V0.
	4. Harmonický oscilátor. Diskrétní spektrum.
	3D potenciály; r > 0
	5. Sférická jáma. Diskrétní spektrum pro E < V0, spojité pro E > V0. V podobném potenciálu se pohybuje například neutron v atomovém jádře.
	6. Coulombova bariéra (sférická jáma kombinovaná s Coulombovým odpuzováním). Diskrétní spektrum pro E < V0, spojité pro E > V0. Nenulová pravděpodobnost průniku bariérou‚ tunelový jev (operátor kinetické a potenciální energie nekomutuje). V podobném potenciálu se pohybuje proton nebo  částice v atomovém jádře.
	7. Coulombův přitažlivý potenciál. Diskrétní spektrum pro E < 0, spojité pro E > 0. V podobném potenciálu se pohybuje elektron v atomárním obalu. Stavy se zápornou energií jsou vázané stavy, stavy s  kladnou energií jsou volné (elektron není vázán k atomovému jádru). 
	8. Sférický harmonický oscilátor. Diskrétní stavy energie. Systém je při vychýlení do kteréhokoli směru vracen do počátku podle předpisu V(r) = 1/2 kr2.
	Celá kapitola 2.4 bude věnována řešení Schrödingerovy rovnice pro vlastní hodnoty operátoru energie na příkladu harmonického oscilátoru. Harmonický oscilátor je velice důležitým systémem. Jedná se o parabolické přiblížení k jakékoli potenciální energii s minimem a mnoho systémů lze považovat za harmonický oscilátor alespoň v prvním přiblížení. Nakonec i samo elektromagnetické pole je soustavou fotonů – elementárních harmonických oscilátorů. Mohli jsme jistě zvolit příklad jednodušší – pravoúhlou jámu či bariéru. V těchto příkladech je potenciální energie po částech konstantní a řešení Schrödingerovy rovnice je víceméně triviální. Jen je třeba jednotlivé části řešení v místech změny předpisu potenciální energie správně navázat. Tyto elementární úlohy jsou řešeny v každé úvodní učebnici základního kursu fyziky a zvídavý čtenář si je tam jistě najde.
	2.4 HARMONICKÝ OSCILÁTOR

	Na příkladu harmonického oscilátoru si ukážeme typické řešení úlohy pro vlastní hodnoty operátoru energie. Naše úloha je
	Jde o problém vlastních hodnot Hamiltonova operátoru s konkrétním průběhem potenciální energie a zadanými základními komutačními relacemi mezi operátorem polohy a hybnosti. 
	V kapitole 2.4.1 úlohu vyřešíme v rámci klasické Schrödingerovy vlnové mechaniky. Za Hilbertův prostor zvolíme prostor L2(R ), volba operátorů  a  povede na diferenciální rovnici  v jedné dimenzi. Řešení této rovnice se provádí rozvojem do nekonečných řad, které je třeba „oříznout“ tak, aby řešení bylo z prostoru L2(R ), tj. integrovatelné s kvadrátem. Odsud získáme spektrum operátoru energie.
	V kapitole 2.4.2 si ukážeme řešení úlohy  bez volby reprezentace. Nebudeme vůbec volit konkrétní podobu Hilbertova prostoru. Řešení nalezneme jen z formulace úlohy . Uvidíme tak, že konkrétní volba Hilbertova prostoru není podstatná. Při tomto přístupu si zavedeme kreační a anihilační operátory, které svým působením posouvají energetické hladiny o jednu výše či níže. Tyto operátory jsou v kvantové teorii velmi užitečné, a proto se s nimi seznámíme již nyní u jednoduchého příkladu harmonických oscilací.
	V kapitole 2.4.3 si ukážeme řešení úlohy  na prostoru l 2 nekonečných posloupností sčitatelných s kvadrátem (tzv. Heisenbergova maticová mechanika). Operátory zde budou nekonečné matice. Možná se vám zdá obtížná úloha najít vlastní čísla nekonečných matic. Problém ale není tak složitý. Jestliže za vektory báze zvolíme vlastní vektory příslušného operátoru, bude matice odpovídající tomuto operátoru diagonální. Vlastní čísla diagonálních matic se hledají snadno ( . Jsou to právě prvky na diagonále. 
	Třemi různými způsoby tak uvidíte řešení jednoho a téhož problému. V kvantové teorii jde totiž o vnitřní strukturu teorie, nikoli o konkrétní reprezentaci, ve které výpočet provádíme.
	2.4.1 Řešení pomocí vlnové mechaniky (Schrödinger)

	Hamiltonova funkce jednodimenzionálního harmonického oscilátoru je dána součtem kinetické a potenciální energie (1.44)
	Hamiltonův operátor je v prostoru L2(–(, +() potom dán jednoduchou relací 
	Odpovídající Schrödingerova rovnice pro vlastní funkci z prostoru L2(–(, +() má tvar
	Jde o obyčejnou lineární diferenciální rovnici druhého řádu s nelineárním koeficientem u nulté derivace. Standardní tvar této rovnice (s jednotkovým koeficientem u nejvyšší derivace) je:
	Rovnici budeme řešit ve čtyřech krocích:
	1. substituce ve vnitřní (nezávislé) proměnné
	V nezávislé proměnné budeme volit takovou substituci, která „zbezrozměrní“ rovnici. Přesuňme koeficienty tak, aby byly symetrické u proměnné x
	a proveďme substituci
	po které Schrödingerova rovnice získá bezrozměrný tvar
	2. substituce ve vnější (závislé) proměnné
	V závislé proměnné budeme volit takovou substituci, které zohlední chování vlnové funkce pro  ( ((. Pro velká  můžeme zanedbat poslední člen v rovnici  a přibližně platí
	(řešení stačí dosadit do původní rovnice a zanedbat členy s nižšími mocninami ). Kladné z nalezených řešení evidentně není z prostoru L2, integrál z kvadrátu přes celý prostor by byl nekonečný. Vlnová funkce se tedy pro velká  musí chovat jako . To nás přivádí k substituci pro závislou proměnnou
	po jejímž provedení dostaneme rovnici
	Derivace se automaticky rozumí podle nové proměnné . V principu by z matematického hlediska bylo v pořádku říci „v rovnici  provedeme substituce  a , výsledná rovnice je “. V bodech 1 a 2 jsme si jen ukázali, jaké pohnutky nás k těmto substitucím vedou, protože postup je obdobný i u jiných průběhů potenciálu. 
	3. rozvoj řešení do mocninné řady
	Řešení rovnice  budeme hledat ve tvaru mocninné řady
	Snadno nalezneme první a druhou derivaci
	Výrazy pro u a její derivace dosadíme do rovnice :
	Jednotlivé členy upravíme tak, aby mocniny  byly stejné (v prvním členu položíme k–2 = l):
	První dva členy prvního součtu jsou nulové, a proto můžeme spodní hranici posunout na l = 0:
	Má­li být polynomiální výraz identicky nulový pro každou hodnotu , musí být nulové všechny koeficienty, tj. výrazy v hranaté závorce. Získáváme tak rekurentní relaci pro koeficienty cl naší řady:
	Budeme-li znát koeficienty c0 a c1, budeme znát celé řešení, protože z rekurentní relace můžeme spočítat
	Koeficienty c0 a c1 tak hrají roli dvou integračních konstant řešení diferenciální rovnice  druhého řádu. Sudá část řady se počítá z c0 a lichá z c1.
	4. oříznutí řady
	Nalezené řešení je ve tvaru nekonečné mocninné řady. Řeší sice původní rovnici, ale není z prostoru L2. Aby bylo řešení z L2 (integrovatelné s kvadrátem), musí být řada konečná, tedy polynomiální. Prakticky to znamená, že koeficienty řady musí být od určitého l = n nulové. V rekurentní relaci  bude čitatel pro toto l = n nulový a veškeré odvozené koeficienty cl s l ( n nulové. Vidíme, že nebude možné takto „oříznout“ současně sudé i liché členy řady. Proto jsou možná jen sudá (c0 ( 0, c1 = 0) nebo jen lichá řešení (c0 = 0, c1 ( 0) představující sudý nebo lichý polynom stupně n. Podmínka oříznutí (nulovost čitatele) v  je 2n +1−  = 0 a plyne z ní po vyjádření spektrum energie harmonického oscilátoru:
	Poznámky:
	1) Nezapomínejte, že energie E (vlastní hodnota operátoru ) je po celou dobu výpočtu schována v bezrozměrné konstantě (vlastním číslu) .
	2) Sama Schrödingerova rovnice má řešení pro každou hodnotu energie. Tato řešení ale nejsou integrovatelná s kvadrátem, až výběr integrovatelných funkcí (oříznutí řady) vede k diskrétnímu spektru operátoru energie (jen pro některé vybrané hodnoty energie ubývá řešení v (( dostatečně rychle, aby bylo integrovatelné s kvadrátem). Tato situace je typická pro spojité průběhy potenciální energie s minimem. 
	3) Základní hladina energie  je nenulová! Ani při nulové absolutní teplotě není harmonický oscilátor v klidu a vykonává tzv. nulové kmity (například oscilace krystalové mříže). Při absolutní nule se hmota nachází ve stavu s nejnižší možnou energií, nikoli však v klidu. 
	4) Spektrum operátoru energie je ekvidistantní, rozdíl dvou libovolných sousedních energetických hladin je : To je právě známý Planckův vztah z počátku století. Energie jakýchkoli kmitů se nemůže měnit spojitě, ale po skocích (energetických kvantech)
	5) Zde se také nachází jedna z prvních možností experimentálního určení Planckovy konstanty měřením energetických kvant (například při fotoelektrickém jevu: vyrážení elektronů z povrchu kovu kvanty energie elektromagnetického záření – fotony). Zatím byla Planckova konstanta jediným neurčeným parametrem základních postulátů kvantové teorie.
	6) Polynomiální řešení pro funkci u se nazývají Hermitovy polynomy a označujeme je Hn(). Pro dané n nejprve určíme bezrozměrné vlastní číslo n
	a z rekurentní formule  určíme pomocí c0 nebo c1 (podle toho zda jde o sudý či lichý polynom) ostatní koeficienty rozvoje. Pro c0 ≠ 0, c1 = 0 nebo c0 = 0, c1 ≠ 0 se nalezené polynomy nazývají Hermitovy. Prvních několik Hermitových polynomů vychází:
	Koeficienty c0 a c1 jsme volili rovny jedné. Stupeň polynomu n udává současně počet nulových bodů polynomu (počet průsečíků s osou ).
	7) Hermitovy polynomy se prakticky snadno počítají nenormované z rekurentní formule
	.
	Pro první polynomy vychází:
	Normovací koeficienty (i s exponenciální vahou exp[−2]) jsou dány vztahem
	 .
	8) Celkové řešení spektrálního problému je
	Vlastní funkce tvoří přirozený úplný ortonormální systém na prostoru L2(–(, +(), který pro  ( (( „dosti rychle“ ubývá k nule.
	9) Hustota pravděpodobnosti, že částice kmitající s energií En (oscilátor ve stavu |n>) se nachází v poloze x (resp. bezrozměrné poloze ), je dána výrazem . Pro několik prvních stavů je vykreslena na obrázku. Pravděpodobnost má oscilující charakter a existuje malá nenulová pravděpodobnost výskytu oscilátoru i za klasickými body obratu. Tento obraz nastává pro systémy s nízkou teplotou a je zcela odlišný od klasického řešení. Pro velké energie (vysoká n) by se měla křivka blížit klasické pravděpodobnosti výskytu oscilátoru (1.49). Vidíme však, že oscilace jsou sice velmi husté, ale existuje značné množství bodů, ve kterých je kvantová pravděpodobnost nulová. Nic takového však u makroskopických systémů neměříme. Proč? To je dáno rozlišovací schopností makroskopických přístrojů. Žádný přístroj nebude měřit polohu s takovou přesností, aby registroval jednotlivá minima pravděpodobnosti u vysokých energetických stavů. Přístroj ve skutečnosti určuje polohu s konečnou přesností, do které se vejde řada minim a registruje jen střední hodnotu hustoty pravděpodobnosti. A tou je právě klasická křivka.
	2.4.2 Řešení bez volby reprezentace (Dirac)

	Úlohu  budeme nyní řešit obecně. Hamiltonův operátor nejprve přepíšeme do bezrozměrného tvaru:
	Převedení do bezrozměrného tvaru naprosto není nutné, veškeré další úvahy by bylo možné provádět i s rozměrovým hamiltoniánem a všechny následující vztahy by se lišily o konstantu , kterou jsme hamiltonián vydělili. Důvodem je to, že vztahy získané z bezrozměrného hamiltoniánu jsou poněkud názornější. Pro komutující čísla je možné součet kvadrátů „odmocnit“ pomocí vztahu . U nekomutujících objektů není situace tak jednoduchá. Zaveďme operátory:
	Oba tyto operátory jsou pro kvantovou teorii velmi důležité. Nazývají se anihilační a kreační operátory (smysl tohoto názvu uvidíme za chvíli). Kreační a anihilační operátory, jako jedny z mála v kvantové teorii, nejsou hermitovské a nepůsobí tedy v obou částech skalárního součinu stejně. Platí pro ně některé důležité relace, například:
	Důkaz všech relací je triviální. Stačí jen dosadit z definice kreačních a anihilačních operátorů ,   a využít základní komutační relace . Relace (1) a (2) jsou zobecněním relace  pro nekomutující objekty a představují formální odmocnění hamiltoniánu. Kreační a anihilační operátory jsou lineární kombinací operátoru souřadnice a operátoru hybnosti. Proto je možné naopak operátor souřadnice a hybnosti vyjádřit jako lineární kombinaci kreačních a anihilačních operátorů – viz relace (3) a (4). Známe-li kreační a anihilační operátor, můžeme z relací (1) až (4) zpětně zrekonstruovat hamiltonián, operátor souřadnice a operátor hybnosti. Komutační relace (5) až (7) vyjadřují základní vlastnosti kreačních a anihilačních operátorů: Uvidíme, že relace (5) znamená, že anihilační operátor posouvá stavy systému o energetickou hladinu  dolů a relace (6) znamená, že kreační operátor posouvá stav o energetickou hladinu  vzhůru. Relace (7) je potom vzájemnou relací mezi anihilačním a kreačním operátorem. 
	V následující větě dokážeme, že operátor  je kreačním operátorem, tj. posouvá energetické stavy o jednotku vzhůru (kreuje, vytváří energetické kvantum).
	Věta: Nechť . Potom .
	Důkaz:
	Zcela analogicky můžeme z relace (5) ukázat, že pro anihilační operátor platí . Zavedeme-li normovací konstanty (požadujeme, aby všechny stavy byly normovány k jedné, tj. ortonormální bázi z vlastních vektorů operátoru energie), můžeme posouvání v energetickém spektru prováděné kreačním a anihilačním operátorem jednoduše zapsat jako
	Normovací konstanty  určíme později. Nyní naše úsilí zaměříme na nalezení spektra Hamiltonova operátoru pro harmonický oscilátor. 
	Hamiltonův operátor je součtem kvadrátů dvou Hermitových operátorů a je proto pozitivně definitní, tj. jeho vlastní čísla jsou nezáporná. Kreační a anihilační operátory posouvají ve spektru energie o konstantní hodnotu (energetické kvantum). Musí tedy existovat stav s nejnižší možnou energií, která je nezáporná. Tento stav nazýváme základní stav a označujeme ho |0>. Zapůsobíme-li na základní stav anihilačním operátorem, musíme dostat nulový vektor (není již co anihilovat, jsme v základním stavu s nejnižší možnou energií). Pro základní stav tedy platí:
	Nalezněme kvadrát velikosti poslední relace (skalární součin prvku se sebou samým):
	Známe­li hodnotu základního energetického stavu, můžeme další hodnoty energií získat působením kreačního operátoru, ten posouvá v energii o konstantu , je tedy jasné, že
	Spektrum harmonického oscilátoru jsme získali jen z vlastností Hamiltonova operátoru, resp. jen z formulace úlohy . Nikde jsme nevolili konkrétní reprezentaci, konkrétní Hilbertův prostor. Kreační a anihilační operátory, se kterými jsme se zde poprvé setkali, mají značný význam v kvantové teorii pole, kde pomocí podobných operátorů kreujeme a anihilujeme jednotlivé částice přítomné v systému. Zde u harmonického oscilátoru jen kreujeme či anihilujeme energetické kvantum a tím se dostáváme o jednu hladinu výše nebo níže. Aby naše odvození bylo úplné, určíme na závěr normovací konstanty ve výrazu . Vytvořme nejprve kvadrát normy obou relací:
	Z požadavku normovanosti vlastních vektorů operátoru energie k jedné máme:
	Fázový faktor při odmocňování komplexního čísla není podstatný (jednotkovou velikost vektoru neovlivní). Výsledné působení kreačního a anihilačního operátoru  i s normovací konstantou tedy je:
	Tento výsledek si můžete snadno zapamatovat: Pod odmocninou je vždy pořadové číslo vyššího energetického stavu z obou stran rovnice. Zajímavé vlastnosti má ještě jeden operátor:
	Zapůsobme s tímto operátorem na n-tý energetický stav:
	Vlastním číslem tohoto operátoru je počet kvant přítomných v daném energetickém stavu. V kvantové teorii pole má tento operátor význam operátoru počtu částic. 
	2.4.3 Řešení pomocí maticové mechaniky (Heisenberg)

	Řešme nyní ještě jednou úlohu  o harmonickém oscilátoru na prostoru nekonečných posloupností l 2 sčitatelných s kvadrátem. Na prostoru n-tic jsou operátory matice n(n. Na prostoru nekonečných posloupností (n ( () budou operátory nekonečně rozměrné matice. Úkol tedy je: najít nekonečně rozměrné matice X, P, H, které vyhovují úloze . Tyto matice nemusíme hledat „na zelené louce“. S tím co víme o kreačních a anihilačních operátorech je snadno zkonstruujeme. Tyto matice najdeme v energetické reprezentaci, to znamená, že určíme maticové elementy operátorů  v bázi vytvořené z vlastních vektorů Hamiltonova operátoru. Všechny tři operátory umíme zkonstruovat pomocí kreačních a anihilačních operátorů podle relace . A působení kreačních a anihilačních operátorů na zvolenou bázi také známe – viz relace . Konstrukce elementů příslušných matic je tedy víceméně triviální záležitostí:
	Napišme si tyto matice:
	Ověřte si, že skutečně   a  H = P2/2m + m2X2 /2 podle požadavků úlohy . Ze znalosti matic X a P jsme již mohli Hamiltonovu matici určit přímo z této relace. Poslední co zbývá je nalézt vlastní čísla matice H. Tato úloha je mimořádně jednoduchá. U diagonální matice jsou vlastní čísla právě prvky na diagonále. Pokud tento fakt nevíte, výpočet je jednoduchý:
	Opět tedy máme vztah  pro spektrum harmonického oscilátoru.
	2.5 SFÉRICKY SYMETRICKÝ POTENCIÁL

	Sféricky symetrickým (centrálním) nazýváme potenciál, který závisí jen na vzdálenosti od určitého centrálního bodu. Pro popis pohybu těles v sféricky symetrickém potenciálu je velmi výhodný sférický souřadnicový systém. Mezi nejznámější sférické potenciály patří sférický harmonický oscilátor, sférická jáma a Coulombův potenciál. Sférický oscilátor si můžete představit jako tělísko v počátku souřadnic, od kterého vedou pružiny na všechny strany. Kdykoli ho vychýlíme, bude působit vratná síla směrem do centra. Průběh potenciální energie je kvadratický. Sférická jáma přibližně odpovídá potenciálu, který pociťuje neutron zachycený v atomovém jádře. Jaderné síly na hranici jámy (r = a) jsou značné (v idealizaci  dokonce nekonečné) a v jiných oblastech velmi slabé. Coulombův potenciál se uplatní například ve vodíkovém atomu, kdy osamocený elektron podléhá působení jediného protonu v atomovém jádře. Nezapomínejte, že r ( (0, (). Průběhy těchto známých potenciálů jsou:
	V klasické mechanice bude popsán systém Lagrangeovou funkcí, zobecněnými hybnostmi a energií a Hamiltonovou funkcí ve sférickém souřadnicovém systému takto:
	Již v klasické mechanice jsme si ukázali, že zobecněné hybnosti odpovídající úhlovým proměnným jsou komponenty momentu hybnosti. Druhá část Hamiltonovy funkce odpovídá rotačním stupňům volnosti a lze ji zapsat pomocí vektoru momentu hybnosti L vzhledem k ose z, od které je odvozen sférický souřadnicový systém. 
	Z předchozího již víme, že jednotlivé komponenty momentu hybnosti nejsou současně měřitelné a nekomutují spolu . Současně ale můžeme měřit kvadrát momentu hybnosti  a libovolnou z jeho komponent . U sféricky symetrického problému budeme preferovat třetí osu a třetí komponentu. Osa z má preferované postavení při budování sférického souřadnicového systému, ve skutečnosti je však lhostejné, kterou z komponent momentu hybnosti zvolíme do úplné množiny pozorovatelných. Je-li v systému přítomno vnější magnetické pole, volíme zpravidla souřadnicový systém tak, aby třetí osa mířila ve směru tohoto pole, osa z je potom současně směrem vnějšího magnetického pole. 
	Je­li systém sféricky symetrický, potom s operátory  a  ještě komutuje Hamiltonův operátor . To je vidět již z klasického rozpisu . Víme totiž, že zobecněné souřadnice nekomutují jedině se svými zobecněnými hybnostmi. V komutátoru  mohou tedy být jediné nenulové členy s úhlovou částí hamiltoniánu, tou je ale právě násobek  . Operátor sám se sebou komutuje, takže výsledek může být jedině nulový. Podobně komutátor  může mít jediné nenulové části s úhlovou částí hamiltoniánu, tj. ~ . Tento komutátor je ale opět nulový podle.
	Nalezli jsme tak trojici nezávislých komutujících operátorů, která tvoří úplnou množinu pozorovatelných u nerelativistického sféricky symetrického problému (v relativistické úloze k těmto proměnným ještě přibude spin):
	U soustavy nezávislých vzájemně komutujících operátorů je možné hledat společné vlastní vektory ke všem operátorům. U sféricky symetrického problému budeme tedy řešit soustavu tří rovnic pro vlastní vektory
	Index  čísluje energetické stavy, index l stavy kvadrátu momentu hybnosti a index m stavy projekce momentu hybnosti do libovolné osy (zvolili jsme třetí). Vlastní čísla jsme označili E, , . Tuto soustavu je třeba řešit současně. Co by se stalo, kdybychom například řešili jen rovnici pro energii? Nalezená vlastní čísla E by samozřejmě byla v pořádku, ale ke každému vlastnímu číslu (každé hodnotě energie) by existovalo více nezávislých vlastních vektorů (ve skutečnosti se od sebe liší čísly l a m, to ale nevíme, protože řešíme jen první rovnici). Tomuto typu spektra říkáme degenerované spektrum. Znamená to jen to, že k danému vlastnímu číslu existuje více vlastních vektorů. Odlišili bychom je od sebe až pomocí dalších operátorů, které komutují s operátorem, jehož spektrum právě hledáme.
	V následujících dvou kapitolách se budeme zabývat momentem hybnosti, tedy druhou a třetí rovnicí v . Řešení pro moment hybnosti je stejné pro všechny průběhy potenciální energie. V kapitole 2.5.1 nalezneme řešení bez použití konkrétní reprezentace a v kapitole 2.5.2 naznačíme, jak by se při řešení postupovalo v x reprezentaci. První rovnicí v  se budeme zabývat v kapitole 2.5.3. Řešení pro energii (energetické spektrum) již samozřejmě závisí na průběhu potenciální energie a je jiné například pro vodík a jiné pro sférický oscilátor. Navíc řešení pro energii závisí na číslech l a m. To je logické: moment hybnosti souvisí s rotačními stavy systému a ty k energii přispívají. Vidíme to konec konců i v hamiltoniánu , kde je právě rotační část energie vyjádřena přes kvadrát momentu hybnosti.
	2.5.1 Moment hybnosti

	Základními komutačními relacemi pro moment hybnosti jsou vztahy  a :
	Zaveďme nyní tzv. posuvné operátory
	Tyto operátory budou mít podobný význam jako kreační a anihilační operátory u energie harmonického oscilátoru. Budou nás totiž posouvat ve spektru momentu hybnosti. Napišme přehledně jejich důležité vlastnosti (všechny lze snadno odvodit z definice posuvných operátorů a z komutačních relací momentu hybnosti):
	Známe-li posuvné operátory, můžeme z relací (1), (2) a (6) zrekonstruovat celý moment hybnosti. Úlohu, kterou budeme nyní řešit, lze zformulovat takto:
	Dokažme nejprve, že posuvné operátory posouvají vlastní vektory ve třetí komponentě momentu hybnosti o Planckovu konstantu:
	Lemma 1: 
	Důkaz: Označme . Aplikujme operátory  a  na tento vektor:
	,
	.
	Vidíme, že posuvné operátory  posouvají ve spektru operátoru  o konstantu . Ve spektru operátoru  nedělají posuvné operátory nic.  tedy mění jen hodnotu projekce momentu hybnosti do zvolené osy.
	Lemma 2: Při daném λ je spektrum operátoru  omezené, tj. existuje μmin a μmax .
	Důkaz: V  relacích
	jsou operátory na levých stranách pozitivně definitní. Proto musí platit. Zřejmě tedy musí být , a proto  a existuje min a max.
	Nyní již spektrum momentu hybnosti odvodíme standardním způsobem. Podobně jako u harmonického oscilátoru zapůsobíme posuvným operátorem na první (resp. poslední stav). Výsledek působení musí být nulový, protože další stav již neexistuje:
	vytvořme kvadrát normy těchto vektorů:
	Součiny operátorů vyjádříme z (2.64.4) a (2.64.5).
	Po zapůsobení operátorů máme:
	vynulováním koeficientů u obou relací dostáváme:
	neboli
	 (*)
	Posuvné operátory posouvají ve spektru třetí komponenty momentu hybnosti o Planckovu konstantu, proto musí také současně platit:
	.
	zaveďme bezrozměrné číslo . Potom
	.
	Lemma 3: Označíme-li mmax ( l, potom je mmin = – l. 
	Důkaz: Z relací (*) snadno zjistíme, že
	První řešení je ve sporu s předpokladem, druhé dokazuje uvedené tvrzení.
	Číslo m tedy může nabývat celkem 2l+1 různých hodnot z množiny . Počet hodnot 2l+1 musí být nezáporné celé číslo a proto samo číslo l může nabývat jen poločíselných hodnot
	. Vlastní číslo .
	Závěr: Výsledky celého odvození můžeme zformulovat takto:
	Poznámky k řešení: (velmi důležité, čtěte pozorněji než samo řešení!!!)
	1) Číslo l čísluje velikost momentu hybnosti a nazývá se vedlejší kvantové číslo (hlavní kvantové číslo čísluje energii). Číslo m čísluje projekci momentu hybnosti do libovolné osy. Vzhledem k tomu, že nabitá rotující částice má nenulový magnetický moment, a toto číslo bylo poprvé zavedeno pro elektron v atomárním obalu vodíku, nazývá se magnetické kvantové číslo. 
	2) Možné hodnoty velikosti momentu hybnosti a jeho projekce do třetí osy jsou:
	3) Poločíselné hodnoty, které jsme odvodili pro číslo l jsou skutečně také možné. Realizují se u spinu, jehož operátor má stejnou komutační strukturu jako moment hybnosti. V Schrödingerovské X reprezentaci (následující kapitola) tyto hodnoty nedostaneme. Volba reprezentace zde znamená ztrátu části řešení. To, že poločíselné hodnoty l jsou již součástí komutačních relací  bylo objeveno až relativně pozdě (v roce 1968 Kaufmannem) postupem podobným našemu odvození.
	Z výsledku , respektive  plyne skutečný význam Planckovy konstanty. Jedná se o elementární kvantum momentu hybnosti. Při měření momentu hybnosti budeme vždy měřit projekci momentu do určité osy, dané měřícím zařízením. Tato projekce je vždy násobkem Planckovy konstanty. 
	5) Vidíme, že stavy s konkrétním vedlejším kvantovým číslem l jsou degenerovány – existuje více vlastních vektorů | l, m>, které přísluší stejnému kvantovému číslu l. Tyto vektory se od sebe liší kvantovým číslem m a jejich počet je 2l+1 (tzv. stupeň degenerace, který označujeme #). 
	6) Historicky byly označovány kvantové stavy velikosti momentu hybnosti elektronu v obalu atomu vodíku písmeny s, p, d, f podle následující tabulky:
	7) Vztah pro velikost kvadrátu momentu hybnosti lze dostat také jako aritmetický průměr všech možných hodnot. Například pro l = 2 jsou možné hodnoty projekcí Lx, Ly nebo Lz rovny –2, –, 0, , 2. Průměrná hodnota kvadrátu je proto dána vztahem 
	 Velikost přesně podle vztahu .
	8) Není obtížné napočítat maticové elementy  operátoru momentu hybnosti ve vlastní reprezentaci pomocí posuvných operátorů podobně jako u harmonického oscilátoru v kapitole (2.4.3). Pro l = 0 může být m i  jen 0 a proto jde o jediný prvek. Tato matice působí na skalární veličiny, hovoříme o skalární reprezentaci. Pro l = 1/2 může nabývat m i  hodnot –1/2 a +1/2. Jde o matice 2×2 působící na uspořádané dvojice, které nazýváme spinory. Jedná se o tzv. spinorovou reprezentaci. Pro l = 1 může nabývat m i  hodnot –1, 0 a +1. Jde o matice 3×3 působící na uspořádané trojice, které nazýváme vektory. Jedná se o tzv. vektorovou reprezentaci. Všimněte si, že matice L3 jsou diagonální s vlastními čísly na diagonále.
	Spinorová reprezentace ( l = 1/2)
	Vektorová reprezentace ( l = 1)
	Matice pro l = 1/2 se nazývají Pauliho matice (bez násobících koeficientů).
	9) Známé tvrzení Bohrova modelu, že na obvod dráhy elektronu v atomárním obalu musí připadnout celistvý násobek vlnových délek, je možné s pomocí vztahu  přepsat takto:
	a nejde tedy o nic jiného než o kvantování projekce momentu hybnosti.
	2.5.2 Řešení v x reprezentaci, kulové funkce

	V x reprezentaci budeme problém sférického potenciálu řešit ve sférických souřadnicích (jsou nejbližší symetrii potenciální energie). Je třeba řešit soustavu rovnic , která bude mít nyní tvar:
	Operátory zapsané ve sférických souřadnicích mají tvar:
	Kinetická energie v Hamiltonově operátoru vede v Schrödingerově rovnici na člen
	V kartézských souřadnicích se Laplaceův operátor štěpí na součet druhých derivací podle jednotlivých os, tomu odpovídá rozklad kinetické energie na složky Tx, Ty a Tz. Ve sférických souřadnicích se Laplaceův operátor dělí na radiální a úhlovou část, tomu odpovídá rozklad kinetické energie na radiální a úhlovou část. Právě úhlová část kinetické energie je rotační energie spojená s momentem hybnosti a proto kvadrátu momentu hybnosti odpovídá úhlová část Laplaceova operátoru. 
	Hledané řešení  samozřejmě závisí na kvantových číslech , l, m. Řešení budeme hledat v separovaném tvaru
	 . 
	Nejdříve řešme poslední z rovnic (2.67):
	Nalezené řešení musí být periodické v úhlu :
	V x reprezentaci jsme opět odvodili kvantování projekce momentu hybnosti. Projekce momentu hybnosti může nabývat jen celistvých násobků Planckovy konstanty. Poločíselná řešení nelze v x reprezentaci nalézt. Přechodem ke konkrétní reprezentaci přicházíme o část řešení. Hledané řešení má nyní tvar:
	Konstantu c jsme zvolili tak, aby nalezené řešení bylo normováno k jedné. Jako další krok dosadíme toto řešení do druhé rovnice  a budeme ji řešit
	Výsledkem je obyčejná diferenciální rovnice pro funkci h(), která se řeší standardními matematickými postupy přesahujícími rámec tohoto sylabu. Výsledkem jsou polynomiální funkce v cos  a sin , které se nazývají přidružené Legendreovy polynomy Pl m(cos ) a jsou definované vztahem
	Pro m = 0 se tyto polynomy nazývají Legendreovy polynomy. Příslušné vlastní číslo je
	Celá úhlová část řešení se nazývá kulová funkce a označuje se
	Celkové řešení druhých dvou rovnic soustavy  tedy je
	 .
	Odvozené kvantování momentu hybnosti je až na absenci poločíselných hodnot shodné se vztahy odvozenými jinou cestou v předchozí kapitole. Pro radiální funkci f(r) lze řešení získat z první rovnice . Toto řešení závisí na tvaru potenciální energie. Pro některé základní tvary potenciální energie bude řešení diskutováno v příští kapitole. Na závěr uveďme příklady některých kulových funkcí:
	2.5.3 Jednoduché systémy: oscilátor, vodík, jáma

	Nyní zbývá řešit první z rovnic  – rovnici pro energii. Tato rovnice nám poskytne energetické spektrum a radiální část celého řešení (r, , ). Jak energetické spektrum, tak radiální část mohou záviset na kvantových číslech l a m z předchozího řešení a budou závislé na konkrétním tvaru potenciální energie V(r).
	V poslední rovnici  známe působení rotační části kinetické energie Hamiltonova operátoru na celkovou vlnovou funkci. To je dáno působením kvadrátu momentu hybnosti podle druhé z rovnic . Známe již i vlastní číslo l podle vztahu . Po zapůsobení rotační části zkrátíme úhlové části g() a h() na obou stranách rovnice a získáme rovnici pro radiální část řešení:
	 . 
	Povšimněte si, že v rovnici vystupuje vedlejší kvantové číslo l  a energetické spektrum proto nezávisí jen na radiálním čísle , které čísluje energii, ale i na vedlejším kvantovém čísle l. Řešení rovnice  se provádí standardními metodami (rozvoj do řady, hledání asymptotického chování, oříznutí nekonečné řady). Uvedeme výsledky výpočtů pro potenciální energii sférického harmonického oscilátoru, prostorové jámy a Coulombův potenciál . 
	Harmonický oscilátor
	Pro potenciální energii harmonického oscilátoru vychází energetické spektrum
	. 
	Nejmenší možná hodnota energie (nulové kmity) je . Radiální kvantové číslo  čísluje pořadí radiálních stavů a zpravidla také počet průsečíků radiálního řešení s osou x. Většinou se zavádí tzv. hlavní kvantové číslo n, které skutečně čísluje stavy energie:
	 . 
	Spektrum oscilátoru je degenerované (ke každé hodnotě energie přísluší více stavů, každé n lze složit z více kombinací  a l). Snadno určíme stupeň degenerace, uvědomíme-li si, že ke každému vedlejšímu kvantovému číslu existuje 2l + 1 hodnot magnetických čísel m: 
	Řadu  jsme sečetli jako aritmetickou řadu. Každá energetická slupka n obsahuje (n + 1)(n + 2)/2 stavů.
	Coulombický potenciál
	Pro Coulombickou potenciální energii vychází energetické spektrum
	 . 
	Hlavní kvantové číslo n číslující stavy energie jsme zavedli vztahem
	Stupeň degenerace bude
	Jde-li o atom vodíku, může mít každý elektron ještě dva spinové stupně volnosti ms = (1/2 a celkový počet stavů v jedné energetické slupce je proto 2n2. Tyto stavy se liší hodnotou kvantových čísel l, m, ms.
	Kvantová jáma
	Sférická konečná kvantová jáma s potenciálem
	nemá analytické řešení. Problém lze řešit jen numericky nebo graficky. 
	2.6 ČASOVÝ VÝVOJ

	Prozatím jsme se v kvantové teorii zabývali stacionárními stavy, tj. stavy systému, které se v čase nevyvíjí. Skutečné kvantové stavy jsou lineárními kombinacemi stacionárních stavů (prvků báze) a koeficienty těchto kombinací se mění s časem. Přechod stavu z jednoho času do času pozdějšího provádí tzv. evoluční operátor (operátor časového vývoje).
	2.6.1 Evoluční operátor

	Evoluční operátor převádí známý stav čase t0 na stav, do kterého se vyvine v čase t:
	. 
	Evoluční operátor musí splňovat některé podmínky a požadavky:
	1) počáteční podmínka: vývoj z počátečního času do počátečního času nemění stav
	 .
	2) semigrupová podmínka: vývoj ze stavu t1 do t2 dopadne stejně, je-li proveden naráz nebo přes mezičas t:
	 
	Porovnáním obou postupů získáme semigrupovou podmínku
	 .
	3) unitarita: časový vývoj nemění normování stavu:
	.
	4) inverze: inverzní evoluční operátor má obrácené pořadí argumentů. Odvodíme ze semigru-pové podmínky:
	 .
	5) spojitost: samovolný vývoj stavu (bez aktu měření), který popisuje evoluční operátor, musí být spojitý:
	.
	Nyní odvodíme základní rovnici pro evoluční operátor. Vyjdeme z definice střední hodnoty dynamické proměnné (viz tabulka v kapitole 2.3.2) a tuto střední hodnotu budeme derivovat podle času:
	Jinou možností je přímo zavést operátor časové derivace dynamické proměnné vztahem
	Porovnáním obou postupů získáme rovnici
	, (*)
	ve které za časovou derivaci operátoru dynamické proměnné dosadíme časový vývoj dynamické proměnné zapsaný v Poissonových závorkách (1.53) převedený do kvantové podoby pomocí principu korespondence :
	. 
	Získáme tak rovnici, ze které se budeme snažit získat rovnici pro evoluční operátor:
	 (**)
	Ve všech následujících úpravách využíváme unitaritu UU† = U†U = 1. Z rovnice (**) je třeba vyloučit operátor U† a jeho derivaci podle času, kterou získáme derivováním definice unitarity podle času a násobením výsledku operátorem U† zprava:
	Výsledek dosadíme do rovnice (**) a vynásobíme ji operátorem U zleva a U† zprava:
	 . 
	Právě odvozená rovnice se nazývá rovnice časového vývoje. Zapůsobíme-li touto operátorovou rovnicí na počáteční stav |0>, provede evoluční operátor vývoj stavu do času t a získaná rovnice pro |(t)> se nazývá časová Schrödingerova rovnice:
	 . 
	2.6.2 Časová Schrödingerova rovnice

	Řešení časového vývoje lze najít relativně snadno, není-li Hamiltonův operátor explicitní funkcí času, tj. závisí jen na operátorech zobecněných souřadnic a hybností. V takovém případě je výhodné volit v Hilbertově prostoru popisovaného systému bázi generovanou vlastními vektory Hamiltonova operátoru :
	 .
	Do těchto vektorů rozvineme hledaný stav, koeficienty rozvoje budou funkcemi času:
	  .
	Řešení v tomto tvaru dosadíme do časové Schrödingerovy rovnice a získáme lineární rovnici pro koeficienty an(t). 
	Řešení časového vývoje tedy je:
	  . 
	Poněkud elegantnější řešení je nalézt přímo evoluční operátor jako superpozici projektorů generovaných Hamiltonovým operátorem pomocí věty o spektrálním rozvoji. Řešení rovnice pro evoluční operátor lze formálně zapsat jako
	 .
	Nyní zapůsobíme nalezeným evolučním operátorem na počáteční stav | 0 >:
	a získáme tak okamžitě řešení časové Schrödingerovy rovnice:
	Příklad 16:
	Nalezněte vývoj pravděpodobnosti systému, jehož počáteční stav je zadán jako reálná lineární kombinace dvou reálných vlastních funkcí Hamiltonova operátoru. Například může jít o dva stavy harmonického oscilátoru nebo kvantové jámy či o dvoustavový systém. Požadavek reálnosti vlastních funkcí a koeficientů je jen z důvodu jednoduchosti výpočtu.
	Řešení: Počáteční stav je kombinací dvou vlastních stavů 1 a 2 Hamiltonova operátoru 
	,
	časový vývoj je 
	a výsledná hustota pravděpodobnosti pro reálné vlastní funkce vychází
	 .
	Celková pravděpodobnost je součtem pravděpodobnosti, že se systém nachází ve stavu 1, ve stavu 2 a interferenčního členu, který je pro kvantové procesy typický. Výsledek lze jednoduše zapsat takto:
	Frekvence časových oscilací pravděpodobnosti odpovídá Planckovu kvantování . 
	■
	2.6.3 Oscilace neutrin

	Neutrina (elektronové, mionové a tauonové) jsou ve skutečnosti lineární kombinací vlastních stavů hmoty
	,   kde    a   .
	Index α popisuje generace neutrin a index k vlastní hmotnostní stavy. Transformační matice je unitární a poprvé ji zavedli Ziro Maki, Masami Nakagawa a Shoichi Sakata v roce 1962, aby vysvětlili oscilace neutrin předpovězené Brunem Pontecorvem. Pro pochopení principu oscilací předpokládejme jen existenci dvou generací neutrin a mixáž ve tvaru
	Unitární matici jsme zapsali jako běžnou rotační matici za pomoci úhlu θ. Za letu neutrin se budou hmotnostní stavy vyvíjet a mixážní poměry měnit. Spíše než časový vývoj nás ale bude zajímat vývoj stavu podél letící částice. Vzhledem k tomu, že pro rovinnou vlnoplochu platí
	,
	budeme moci vývoj hmotnostních stavů podél letu neutrina zapsat takto:
	.
	Například stav elektronového neutrina se za letu bude měnit podle formule
	Amplituda pravděpodobnosti, že se elektronové neutrino bude za letu jevit pozorovateli jako čistě mionové neutrino (dané svou počáteční kombinací), bude 
	.
	Po provedení skalárního součinu (hmotnostní stavy tvoří ortonormální bázi) máme
	.
	Neutrina mají velmi malou hmotnost a relativistické energie, a proto lze využít rozvoj
	Amplitudu pravděpodobnosti nyní snadno upravíme
	Pokud jsou vlastní hmotnosti různé (stačí jedna nenulová), dojde k oscilacím neutrin (poprvé byla pozorována v roce 1998 na detektoru Superkaniokande). Pravděpodobnost, že původní elektronové neutrino nalezneme jako mionové je periodickou funkcí vzdálenosti od zdroje
	.
	Z různých experimentů je možné určit úhel mixáže a střední a periodicitu přeměny neutrin
	,
	ze které plyne pouze rozdíl kvadrátů hmotností neutrin. Skutečná neutrina mají tři generace a transformační matice je 3×3 a obsahuje tři úhly. Princip se ale nemění. Z měření plyne, že platí Δm122 = (7,59 ± 0,21)×10−5 eV2 (KamLAND, 2005) a Δm232 = (2,43 ± 0,13)×10−3 eV2 (MINOS, 2006). Pro mixážní úhly máme přibližně θ12 ~ 33°, θ23 ~ 45°, θ13 ≤ 9°. Mixážní matice se tak rozhodně nepodobá diagonální matici, jako je tomu v případě mixáží kvarků.
	2.6.4 Dvouštěrbinový experiment

	Představme si, že na dvě štěrbiny dopadá proud částic. Po průchodu štěrbinami se na stínítku zaznamenává, kam která dopadla. Výsledkem je klasický interferenční vlnový obrazec s maximem dopadů paradoxně mezi oběma štěrbinami. Podobně jako v předchozí kapitole se sčítají amplitudy pravděpodobností obou možností, nikoli samotné pravděpodobnosti. 
	Na výsledku nic nezmění ani počet přítomných částic: bude-li tok zleva velmi slabý a v průměru se bude vyskytovat v oblasti experimentu jediná částice, nikdy nezjistíme, kterým otvorem prošla. Po dosti dlouhé době získáme statistický obraz dopadu částic na stínítko podle obrázku. Můžeme si třeba myslet, že část částice prošla jedním otvorem a část druhým, nebo že interferovala sama se sebou. Takové úvahy nemají reálný smysl. Pro posouzení statistického výsledku mnoha opakovaných dopadů je důležitý jen souhlas experimentálního výsledku s předpovědí danou teorií.
	Jiný obraz se nám naskytne, pokusíme-li se zjistit, kudy částice prolétla. Zakryjeme-li jeden z otvorů, bude maximum dopadajících částic proti otevřenému otvoru. Můžeme vymyslet rafinovanější postup. Budeme sledovat například pomocí částic světla – fotonů, kudy částice prolétla. Bude-li foton málo energetický, bude mít příliš dlouhou vlnovou délku na to, aby určil, kudy částice prolétla. Bude-li ale foton mít pro detekci dosti krátkou vlnovou délku, můžeme skutečně rozhodnout, kudy prolétla částice. Ale něco za něco: krátkovlnný foton má značnou energii a silně ovlivní stav prolétající částice. Dokonce natolik, že interferenční obrazec zcela vymizí. Obecně platí: nepokusíme-li se o detekci, sčítají se amplitudy pravděpodobnosti a statistika dopadů má charakter interferenčního jevu. Pokusíme-li se o detekci, interference zaniká a sčítají se klasicky samotné pravděpodobnosti. Těžko se nám tento fakt přijímá. Je to vlastnost mikrosvěta, která se nám zdá velmi podivná. Naše zkušenosti z makrosvěta jsou založeny na komutujících objektech. Právě nekomutativnost jevů v mikrosvětě vede ke skládání amplitud pravděpodobností možností, které jsou k dispozici, a k interferenčnímu jevu.
	2.6.5 Ehrenfestovy teorémy, viriálový teorém

	V této kapitole si probereme tři základní teorémy týkající se časového vývoje.
	První Ehrenfestův teorém
	První teorém se týká časového vývoje operátoru souřadnice. Pro jednoduchost ho odvodíme v jednorozměrném případě, vyjdeme z principu korespondence a časového vývoje (1.53):
	První Ehrenfestův teorém je tak analogií definice hybnosti z klasické mechaniky:
	 . 
	Druhý Ehrenfestův teorém
	Druhý Ehrenfestův teorém se týká časového vývoje operátoru hybnosti. Budeme postupovat podobně jako v předchozím případě:
	Hodnotu posledního komutátoru určíme takto: Nejprve nalezneme komutátor operátoru hybnosti s libovolnou mocninou operátoru souřadnice (indukcí) a výsledek budeme člen po členu aplikovat na operátor potenciálu rozvinutý do mocninného Taylorova rozvoje:
	Základním předpokladem těchto úvah je samozřejmě rozvinutelnost potenciální energie do Taylorovy řady. Po dosazení za vypočtený komutátor druhý Ehrenfestův teorém vychází:
	 , 
	což je vlastně kvantovou analogií Newtonových pohybových rovnic (záporně vzatý gradient potenciální energie je působící sílou).
	Viriálový teorém
	Viriálový teorém je velmi užitečný nejen v kvantové teorii, ale i ve statistické fyzice. Určuje střední hodnotu kinetické energie obsažené v systému z tvaru energie potenciální. Určeme nejprve maticové elementy komutátoru dynamické proměnné A s Hamiltonovým operátorem v energetické reprezentaci:
	Pro n = m máme
	Za operátor dynamické proměnné A budeme nyní volit součin souřadnice a hybnosti:
	Za časový vývoj souřadnice a hybnosti dosadíme z Ehrenfestových teorémů:
	Ve třech dimenzích je výsledek součtem příspěvků v jednotlivých osách. Na levé straně stojí střední hodnota kinetické energie systému, napravo tzv. operátor viriálu:
	 . 
	Pro jednorozměrný harmonický oscilátor je operátor viriálu přímo roven potenciální energii: 
	Střední hodnoty kinetické a potenciální energie jsou si proto v každém stavu rovny.
	Poznámka: Již v roce 1933 upozornil F. Zwicky, že v kupě galaxií ve Vlasech Bereniky je pohyb galaxií větší, než by odpovídalo viriálovému teorému pro gravitační potenciální energii. Řešením je existence další neviditelné (temné) hmoty v této kupě. Později byl podobný problém zjištěn Verou Rubinovou i pro oběžné rychlosti hvězd v periferních oblastech samotných galaxií. Řešením je opět existence haló z temné hmoty v okolí galaxie. Viriálový teorém může být proto velmi užitečný i pro makroskopické nekvantové systémy. Svítící (registrované) hmoty v galaxiích je jen asi 1 %. V roce 2000 se pomocí HST ukázalo, že až 50 procent hmoty Galaxie může být soustředěno ve velmi starých a málo svítících bílých trpaslících, které doposud nebyly pozorovatelné. Patřily pravděpodobně k první generaci hvězd před cca 12 miliardami let a vyplňují celé haló Galaxie. Obdobně tomu bude asi i u ostatních galaxií. K řešení problému temné hmoty ale bílí trpaslíci zdaleka nestačí. S největší pravděpodobností jde o neznámou formu hmoty nebaryonové povahy. 
	2.7 RELATIVISTICKÁ KVANTOVÁ TEORIE, SPIN
	2.7.1 Prostorová rotace a Lorentzova transformace


	Prostorová rotace
	Pootočíme-li souřadnicovým systémem kolem osy z o úhel , lze transformaci zapsat jako
	Časovou souřadnici budeme dávat na nultou pozici, při prostorové rotaci se čas nemění. Celou transformaci popíšeme pomocí rotační matice Rz, Podobně můžeme popsat rotace kolem ostatních souřadnicových os (stačí cyklicky zaměnit x ( y ( z ( x):
	Rotace patří mezi unitární transformace. Připomeňme si, že unitární operátory zachovávají skalární součin, proto platí
	Pro reálné matice může být determinant všech unitárních transformací roven buď +1 (rotace) nebo –1 (zrcadlení). Snadno se přesvědčíme, že determinant všech tří rotačních matic je roven jedné. S rotační symetrií se pojí zachování veličiny, kterou nazýváme moment hybnosti. Tato veličina je danou symetrií definována (viz teorém Noetherové, kap. 1.3.1).
	Lorentzova transformace
	Velmi příbuznou transformací k rotacím je Lorentzova transformace popisující přechod mezi dvěma vzájemně se rovnoměrně pohybujícími inerciálními souřadnicovými systémy, předpokládejme, že v ose x:
	Tuto známou transformaci lze zapsat podstatně elegantněji v maticové podobě. Zavedeme-li relativistické proměnné a relativistické koeficienty
	,
	budou matice Lorentzovy transformace (v ostatních osách matice získáme cyklickou záměnou) mít tvar
	Determinant transformačních matic je roven 
	a jde tedy opět o rotace, tentokrát v rovině dané časovou a jednou prostorovou osou. Charakter rotací lépe vynikne, zapíšeme-li Lorentzovy matice pomocí tzv. rapidity (je definována vztahem):
	S Lorentzovou symetrií (experiment dopadne stejně ve dvou inerciálních soustavách, které se navzájem pohybují rovnoměrně přímočaře) se pojí existence nové zachovávající se veličiny, která se nazývá spin. 
	2.7.2 Spin

	V minulé kapitole jsme viděli, že podobnou úlohu, jakou má prostorová rotace má i Lorentzova transformace. Jde také o rotaci, ale v rovině dané časovou a jednou prostorovou souřadnicí o imaginární úhel nazývaný rapidita. Rotační symetrie odpovídá symetrii systému vzhledem k pootočení, Lorentzova symetrie odpovídá stejnému chování systému v různých, navzájem se rovnoměrně pohybujících, inerciálních souřadnicových systémech. S oběma symetriemi se pojí odpovídající zákony zachování:
	rotační symetrie ( moment hybnosti LLorentzova symetrie ( spin S
	Spin má velmi podobné vlastnosti jako moment hybnosti, lze si ho však jen velmi těžko představit. Značně nepřesné, ale přesto ilustrativní, je představit si částici obíhající kolem centra a současně rotující kolem vlastní osy. V této klasické představě odpovídá momentu hybnosti orbitální rotace a spinu vlastní rotace. Skutečné částice ani neobíhají kolem centra, ani nerotují kolem vlastní osy. Jejich celkový rotační stav je dán dvěma veličinami – momentem hybnosti (orbitálním momentem) a spinem (vnitřním momentem). Obě veličiny se mohou skládat, potom hovoříme o spinorbitální interakci, neboli LS interakci či LS vazbě. Operátor spinu má stejné komutační relace jako moment hybnosti , 
	Stejně tak jako u momentu hybnosti zavádíme dvě kvantová čísla popisující spin: spinové číslo neboli spin s určující velikost a magnetické spinové číslo ms určující projekci spinu do třetí osy. Pro spin lze pomocí posuvných operátorů odvodit stejně jako pro moment hybnosti vztah 
	Tentokrát se ale realizují i poločíselné hodnoty, které jsme pro komutační strukturu  respektive  odvodili dříve. Hodnota spinu s je pro elementární částice neměnnou charakteristikou, stejně tak jako hodnota elektrického náboje Q nebo klidové hmotnosti m0. 
	Spin některých částic
	leptony (elektron, tauon, mion, neutrina)
	1/2
	kvarky (d,u,s,c,b,t)
	1/2
	skalární mezony ( kaony)
	0
	vektorové mezony (,kaony)
	1
	hadrony (neutron, proton,  hyperon)
	1/2
	hadrony (, )
	3/2
	intermediální bosony (, W(, Z0, gluony)
	1
	gravitony
	2
	Přítomnost spinu zvyšuje stupeň degenerace energetických stavů. Například elektron v atomárním obalu, který má energetický stav určený hlavním kvantovým číslem, již nemá stupeň degenerace n2, ale 2n2. Elektron má totiž spin 1/2 a jeho stavy jsou určeny čtveřicí čísel n, l, m, ms. Projekce spinu ms může nabývat dvou hodnot (1/2 a počet stavů se zdvojnásobuje.
	Částice s nenulovým spinem vykazují magnetický moment, aniž by měly orbitální moment hybnosti. Magnetické vlastnosti částic proto nemusí souviset jen se skutečným rotačním pohybem částic, ale i s „vlastním momentem“ – spinem. V přítomnosti nehomogenního magnetického pole reagují částice na toto pole. Stavy, které původně odpovídaly jediné energii, se štěpí na multiplety blízkých energetických podhladin. Stupeň degenerace se snižuje, stavy s různým m a ms mají různou energii. Hovoříme o tzv. sejmutí degenerace v přítomnosti magnetického pole.
	Spin byl poprvé pozorován ve Sternově-Gerlachově experimentu (1925). Atomy stříbra odpařující se z pícky byly kolimovány do svazku procházejícího nehomogenním magnetickým polem. Na tyto elementární magnetické momenty v nehomogenním poli působí síla (1.123) F = ((B. Magnetický moment jednotlivých stavů je různý a proto je různá i výsledná působící síla a energie daného stavu. Kdyby neexistoval spin, nebude se stav l = 0 štěpit vůbec (m = 0), stav l = 1 se bude štěpit na tři různé podstavy (m = 0, (1) a na stínítku se vytvoří jedna nebo tři stříbrné skvrny (i ve vyšších stavech l půjde vždy o lichý počet skvrn). Na stínítku však byly pozorovány dvě stříbrné skvrny, což svědčí o elektronu s orbitálním stavem l = 0 a spinovým stavem s = 1/2 (magnetické vlastnosti jsou určeny dvěma projekcemi ms = (1/2). Sudý počet projekcí znamená poločíselné řešení komutačních relací  respektive . Hypotézu o existenci vlastního momentu elektronu, který má podobné vlastnosti jako orbitální moment, podali ještě před teoretickým objasněním spinu Uhlenbeck a Goudsmit v roce 1925.
	Na následujícím obrázku je numerická simulace (Yamanashi University) Stern Gerlachova experimentu. Stavy s projekcí ms = +1/2 jsou označeny modře, stavy ms = (1/2 červeně. V malé vzdálenosti se na stínítku objeví dvě výrazné stříbrné skvrny, ve větší vzdálenosti nejsou pravděpodobnosti dopadu atomů v jednotlivých stavech výrazně prostorově oddělené.
	2.7.3 Kleinova-Gordonova rovnice

	Schrödingerova rovnice není relativistická, a proto nemůže správně popsat spin. Při jejím odvození jsme používali nerelativistický tvar Hamiltonovy funkce. Výsledkem byla Schrödingerova časová rovnice , která má v x reprezentaci tvar
	 .
	V rovnici se nachází první časová derivace a druhé prostorové derivace, čas a prostor není rovnoprávný, rovnice zjevně není relativistická. Relativistickou konstrukci lze vytvořit jak ve druhých (Kleinova-Gordonova rovnice), tak v prvních (Diracova rovnice) derivacích. V této kapitole se budeme zabývat konstrukcí správné rovnice ve druhých derivacích.
	■ Kleinova-Gordonova rovnice
	Rovnici poprvé odvodili Oskar Klein a Walter Gordon. Předpokládejme, že hledáme lineární rovnici, která limitně při malých rychlostech přejde v Schrödingerovu rovnici. U lineárních rovnic platí princip superpozice a obecné řešení lze vždy složit z rovinných vln
	. 
	Třírozměrné vektory jsou označeny tučně. Složky vlnového vektoru kα musí být nutně závislé, neboť i parciální vlny  musí splňovat hledanou rovnici. Taková závislost se nazývá disperzní relace a můžeme ji zapsat v implicitním tvaru 
	. 
	V některých případech je možné nalézt explicitní závislost ω = ω(k). Obecná vlnová funkce bude superpozicí
	. 
	Diracova distribuce zajišťuje automatické splnění disperzní relace . Parciální (rovinné) vlny lze snadno derivovat:
	a parciálním derivacím odpovídají algebraické výrazy
	S využitím duality  máme
	. 
	Nejpřirozenějším přechodem od komutujícího k nekomutujícímu popisu je tedy zavedení operátorů na L2 předpisem
	. 
	Poznámka 1: Snadno dopočteme, že takto zavedené operátory splňují komutační relace, které jsou ve shodě s principem korespondence mezi Poissonovými závorkami a komutátory
	Poznámka 2: V (3+1) D formalizmu lze první ze vztahů  zapsat jako
	Odlišné znaménko u časové proměnné souvisí s relativistickými transformačními vlastnostmi čtyřvektorů. Druhou relaci jsme již používali v x reprezentaci operátoru hybnosti, viz . Najděme nyní velikost čtyřhybnosti
	tato hodnota musí být ve všech souřadnicových soustavách stejná a můžeme ji určit v klidové soustavě částice, kde je E = m0c2, p = 0:
	 . 
	V (3+1) formalizmu jde o známou Pythagorovu větu pro energii
	Tento vztah je správným relativistickým vztahem pro energii volné částice, a proto se o něho musí opírat odvození relativistické varianty Schrödingerovy rovnice. Přepišme proto  do operátorové podoby:
	 . 
	Rovnice  je Kleinova-Gordonova rovnice pro volnou částici. Po dosazení za operátory získáme jiný často používaný tvar Kleinovy-Gordonovy rovnice
	 . 
	Kleinova-Gordonova rovnice je relativistickou analogií Schrödingerovy rovnice pro volnou částici. Při malých rychlostech limitně přechází v nerelativistickou Schrödingerovu rovnici. Jde o lineární rovnici a každé její „rozumné“ řešení je možné zapsat pomocí Fourierovy transformace jako superpozici rovinných vln. Konstanta κ je v normální soustavě jednotek (c = 1, ħ = 1) rovna klidové hmotnosti částice.
	■ Nerelativistická limita
	Kleinovu Gordonovu rovnici  můžeme v operátorovém tvaru zapsat jako
	. 
	Obě strany formálně odmocníme. Odmocninu chápeme jako funkci operátoru ve smyslu  nebo :
	.
	Záporné znaménko před odmocninou jsme zatím vynechali jako nefyzikální a budeme se jím zabývat až v kapitole věnované Diracově rovnici. První člen můžeme chápat jako konstantní/nulovou potenciální energii (posunutím o konstantu se potenciální energie nezmění) a druhý je běžná kinetická energie částice. Po dosazení za operátory z získáme časovou Schrödingerovu rovnici  s nulovou, resp. konstantní potenciální energií. Pro malé rychlosti (hybnosti) Kleinova-Gordonova rovnice přechází ve Schrödin-gerovu rovnici.
	■ Pravděpodobnostní interpretace
	Hustota ρ a tok pravděpodobnosti j výskytu částice by měly splňovat rovnici kontinuity (zákon zachování pravděpodobnosti výskytu částice) ve tvaru
	. 
	Ukažme, že takový zákon zachování je v Kleinově-Gordonově rovnici obsažen. Nalezněme kombinaci ψ*–ψ*:
	Nyní v obou výrazech využijeme identitu f ∂αg = ∂α(f g)– (∂αf )g:
	.
	Pokud v posledním výrazu zvýším první index a snížíme druhý, vyruší se s druhým výrazem:
	 . 
	Čtyřvektor jα reprezentuje nenormovanou pravděpodobnost výskytu částice. Hustota pravděpodobnosti j0 (v SI j0/c) není bohužel pozitivně definitní a Kleinova Gordonova rovnice připouští i záporné hustoty pravděpodobnosti. Řešením tohoto problému (vyústí v existenci antičástic) se budeme zabývat v kapitole věnované Diracově rovnici.
	■ Disperzní relace
	Po dosazení rovinné vlny  do Kleinovy-Gordonovy rovnice získáme disperzní relaci
	Záporné řešení (odpovídá záporné energii ħω) budeme opět považovat za nefyzikální. Standardním postupem určíme fázovou a grupovou rychlost:
	Na první pohled je zřejmé, že grupová rychlost je vždy podsvětelná. Z Hamiltonových rovnic mechaniky 
	plyne, že grupová rychlost vlnového balíku je analogem mechanické rychlosti pohybující se částice. Oproti tomu fázová rychlost je vždy nadsvětelná a nemá význam přenosu informace. Mezi oběma rychlostmi je jednoduchý vztah vfvg = c2. Obě rychlosti závisí na vlnové délce parciální vlny, tj. dochází k disperzi.
	■ Kleinova-Gordonova rovnice pro nabitou částici v elektromagnetickém poli
	V přítomnosti elektromagnetického pole se v Hamiltonově funkci (1.90) vyskytovala kanonická (zobecněná) hybnost v kombinaci p – QA. Obdobně tomu musí být i v Kleinově Gordonově rovnici , která má pro nabitou částici v elektromagnetickém poli tvar
	 . 
	Po dosazení za operátor hybnosti a roznásobení všech členů máme
	. 
	Využijeme-li kalibrační podmínku (1.188), tj. položíme-li ∂αAα = 0, získáme výslednou rovnici
	pro popis nabité částice v elektromagnetickém poli.
	■ Vodíkový atom
	Naznačme nyní, jak by se postupovalo při hledání spektra vodíkového atomu z Kleinovy-Gordonovy rovnice. Elektron s nábojem Q = –e je v poli jádra, které lze vyjádřit vztahy
	Kleinova-Gordonova rovnice získá tvar
	Laplaceův operátor rozložíme na radiální a úhlovou část stejně jako v nerelativistickém případě . Budeme hledat stacionární řešení, tj. časovou část vlnové funkce budeme předpokládat ve tvaru exp(–iωt) = exp(–iEt/ħ), prostorovou část zapíšeme jako součin radiální a úhlové části, kterou již známe z dřívějška, viz :
	kde jsme označili
	tzv. konstantu jemné struktury. Po provedení časových derivací získáme rovnici
	Nyní zapůsobíme operátorem  na úhlovou část vlnové funkce podle vztahu  a vyjádříme radiální část Laplaceova operátoru
	Jde o obyčejnou diferenciální rovnici, která se řeší standardními postupy (asymptotické chování, rozvoj do řady, oříznutí). Výsledkem jsou tzv. Laguerrovy polynomy a energetické spektrum
	. 
	Hlavní kvantové číslo je definováno stejně jako v nerelativistickém případě, druhý člen v hranaté závorce reprezentuje první relativistickou korekci a současně sejmutí degenerace spektrálních čar.
	■ Problémy
	Kleinova-Gordonova rovnice má tři základní problémy:
	1. Druhé časové derivace znamenají zadání počáteční podmínky nejen na vlnovou funkci (reprezentuje stav systému), ale i na první časovou derivaci vlnové funkce, což je fyzikálně jen obtížně interpretovatelné.
	2. Hustota pravděpodobnosti není pozitivně definitní.
	3. Kleinova-Gordonova rovnice poskytuje i záporné energetické stavy.
	2.7.4 Diracova rovnice

	Správnou relativistickou kvantovou rovnici pro nabitou částici, ve které jsou obsaženy jen první derivace, odvodil Paul Adrien Maurice Dirac (1902–1984) v roce 1928. Ukázalo se, že jde o mnohem vhodnější rovnici pro elektron, než je Kleinova-Gordonova rovnice. Tím, že rovnice je jen v prvních derivacích, postačí zadat počáteční hodnotu vlnové funkce a automaticky odpadá nutnost zadávat první derivaci vlnové funkce. U Diracovy rovnice je hustota pravděpodobnosti pozitivně definitní a tak odpadá i druhý základní problém Kleinovy-Gordonovy rovnice. Problém záporných energetických stavů nicméně přetrvává a Dirac tyto stavy interpretoval jako stavy příslušející antičástici k elektronu – pozitronu. Ten byl objeven až v roce 1932 Carlem Andersonem.
	■ Diracova rovnice
	Hledejme rovnici, která má stejný tvar jako Schrödingerova rovnice, ale Hamiltonův operátor je lineární funkcí prostorových derivací:
	Z rozměrových důvodů budeme namísto koeficientů ak a b hledat koeficienty αk a β, které jsou bezrozměrné:
	. 
	Na koeficienty máme dvě základní podmínky
	1. Kvadrát Hamiltonovy funkce musí dát pravou stranu , tj. 
	 tím bude každé řešení Diracovy rovnice řešením Kleinovy-Gordonovy rovnice (nikoli naopak, druhé derivace některá řešení přidají).
	2. Nová rovnice musí být relativisticky kovariantní (tj. její tvar se nesmí změnit po provedení Lorentzovy transformace souřadnic a polí).
	Za chvíli uvidíme, že tyto podmínky nesplňují žádné číselné koeficienty a hledaná čísla αk a β musí být matice. Vyjděme z podmínky , do které dosadíme hamiltonián  a za operátor hybnosti z :
	Porovnáním členů na levé a pravé straně máme na koeficienty :
	První relaci upravíme snadno na tvar
	Požadavky , resp.  nesplňují žádná reálná ani komplexní čísla. Budeme proto hledat soustavu čtyř matic, jejichž zajímavé vlastnosti nejprve přehledně sepíšeme a vzápětí dokážeme
	. 
	Dokažme nyní jednotlivá tvrzení
	Ad 1)
	Antikomutační relace matic αk a β plynou okamžitě z relací  a . Poznamenejme, že antikomutátor dvou objektů je definován jako {A,B}≡AB+BA. 
	Ad 2)
	Tvrzení opět plyne okamžitě z relací  a . 
	Ad 3)
	Hermitovost matic αk a β plyne z požadavku na hermitovost operátoru energie .
	Ad 4)
	Z podmínky  plyne, že vlastní čísla matic αk a β leží na jednotkové kružnici v komplexní rovině, tj. | λ | = 1. Hermitovské matice ale mají reálná vlastní čísla, tedy připadají v úvahu pouze hodnoty λ = ±1.
	Ad 5)
	Stopou matice nazýváme součet diagonálních členů
	. 
	Tr je zkratkou z anglického trace. Stopa matice se nezmění při cyklické záměně matic:
	, 
	tj. první matici můžeme odstěhovat na poslední místo v součinu (nebo poslední na první). Nyní již snadno dokážeme, že stopa hledaných matic je nulová:
	.
	Nejprve jsme přidali β2, což je ale jednotková matice. Poté jsme jednu matici β odstěhovali na konec za pomoci cyklické záměny a vrátili ji zpět na původní pozici s využitím antikomutativnosti matic α a β. Přečteme-li si začátek a konec, máme
	.
	Obdobně můžeme postupovat u matice β:
	.
	Ad 6)
	Předpokládejme závislost matic, tj. například matici β bude možné vyjádřit jako lineární kombinaci ostatních:
	.
	Vynásobme relaci zleva maticí β:
	Jde o spor, neboť stopa jednotkové matice nalevo je nenulová. Matice tedy musí být nezávislé. Tím jsou všechna tvrzení (1 až 6) dokázána.
	♦
	Stopa matic je invariantem, tj. ve všech bázích/souřadnicových soustavách je stejná. Pokud u hermitovské matice za bázi zvolíme její vektory, bude matice diagonální a na diagonále budou její vlastní čísla. Stopa matice je proto součtem vlastních čísle matice. V našem případě jsou vlastní čísla +1 nebo –1, stopa matice je nulová, a proto musí mít hledané matice sudou dimenzi (aby součet čísel +1 a –1 mohl dát nulu).
	N = 2
	V kapitole věnované momentu hybnosti jsme odvodili tzv. spinorovou reprezentaci momentu hybnosti . Matice spinu bez příslušných koeficientů se nazývají Pauliho matice:
	Pauliho matice mají námi hledané vlastnosti. Jsou hermitovské, antikomutují mezi sebou, jejich kvadráty jsou jednotkové matice, vlastní čísla jsou +1 a –1, součet členů na diagonále je nulový. Jejich jedinou nevýhodou je, že jsou jen tři. My hledáme soustavu čtyř nezávislých antikomutujících matic. Ve dvou dimenzích taková soustava ale neexistuje. Další nezávislou maticí k Pauliho maticím je jednotková matice, ale ta s nimi komutuje, nikoli antikomutuje. Navíc u ní není součet diagonálních členů nulový.
	N = 4
	Ve čtyřech dimenzích existuje celkem 16 nezávislých matic a skutečně z nich lze vybrat 4 antikomutující matice požadovaných vlastností. Jde o nejmenší počet dimenzí, ve kterých lze vyřešit Diracovu úlohu. Existuje více způsobů, jak vybrat hledanou soustavu antikomu-tujících matic. Dirac je blokově skládal z Pauliho matic a nalezl řešení
	. 
	Každý prvek matice znamená blok 2×2. Výsledné Diracovy matice tedy jsou:
	Ověřte si, že všechny matice jsou hermitovské, mají vlastní čísla +1 a –1, součet prvků na diagonále je 0, v kvadrátu dají jednotkovou matici a každá matice antikomutuje s každou. Diracova rovnice pro volnou částici má nyní jednoduchý tvar:
	. 
	Koeficienty rovnice jsou matice 4×4, vlnovou funkci proto tvoří čtveřice funkcí (nejde o čtyřvektor!). Jiná volba čtveřice Diracových matic by vedla na tatáž fyzikální řešení.
	■ Operátor rychlosti, záporné energie
	Určeme operátor rychlosti částice jako operátor časového vývoje polohy podle principu korespondence :
	Matice αk tak mají (až na konstantu c) význam operátoru rychlosti:
	 . 
	formálně lze zapsat všechny tři relace naráz
	. 
	Za pomoci operátorů rychlosti a hybnosti získá Diracova rovnice  jednoduchý tvar:
	Řešme nyní Diracovu rovnici pro částici v klidu, tj. s nulovým operátorem rychlosti
	Řešení je:
	Porovnáme-li řešení s časovou částí rovinné vlny exp[–iωt] = exp[–i(E/ħ)t], je zřejmé,že první dvě řešení odpovídají kladné energii E = m0c2 a druhá dvě záporné energii E = – m0c2. Problém záporných energetických stavů tak Diracova rovnice nevyřešila.
	Ukázalo se, že Diracova rovnice popisuje chování částic se spinem 1/2 (například elektron). Čtveřice  se nazývá bispinor. Má speciální transformační vlastnosti. Horní dvě komponenty bispinoru popisují stavy částice s projekcí spinu +1/2 a –1/2 a mají kladnou energii. Dolní dvě komponenty mají zápornou energii a Dirac je interpretoval jako stavy antičástice s projekcí spinu +1/2 a –1/2. Diracova rovnice je v jistém smyslu „odmocněním“ Kleinovy-Gordonovy rovnice postavené na vztahu E2 = p2c2 + m02c4. Proto stavy se zápornou energií nejsou překvapením. Elegantní však bylo Diracovo vysvětlení: Všechny záporné stavy jsou zaplněny (Diracovo moře elektronů se zápornou energií). Nezaplněný stav se chová jako „díra“, kterou Dirac interpretoval jako antičástici s kladnou energií. Rozborem tvaru rovnice a jejích řešení teoreticky Dirac v roce 1928 předpověděl existenci pozitronu ještě před jeho experimentálním objevem v roce 1932 (Carl Anderson).
	■ Pravděpodobnostní interpretace
	Při odvození rovnice kontinuity pro pravděpodobnost budeme postupovat stejně jako u Kleinovy-Gordonovy rovnice, jen namísto komplexního sdružení budeme využívat hermitovské sdružení jednotlivých matic i základního bispinoru, který tvoří vlnovou funkci. Hermitovsky sdružený bispinor má tvar
	. 
	Nalezněme nyní kombinaci ψ† – ψ †:
	,
	,
	,
	,
	Získali jsme tak rovnici kontinuity ve tvaru
	Hustota pravděpodobnosti je dána vztahem
	a je tedy pozitivně definitní. Tok pravděpodobnosti je zobecněním vztahu pro klasický tok (hustota × rychlost), rychlost nahrazuje operátor rychlosti. Výsledný tok pravděpodobnosti je ale obyčejným vektorem, neboť každá z jeho komponent je součinem řádkové, čtvercové a sloupcové matice, tj. dá obyčejné číslo.
	■ Diracova rovnice pro nabitou částici v elektromagnetickém poli
	Zobecnění z volné částice na částici v poli provedeme stejně jako u Kleinovy-Gordonovy rovnice, tj. nahradíme
	. 
	V (3+1) symbolice máme
	Diracova rovnice  získá nyní tvar
	neboli
	. 
	Oproti volné částici přibyl napravo interakční hamiltonián podle vztahu
	I v tomto případě jde jen o přímé zobecnění interakčního členu známého z Lagrangeovy funkce v klasické mechanice.
	■ Kovariantní tvar Diracovy rovnice
	Přenásobme Diracovu rovnici  zleva maticí β a poté převeďme všechny členy doleva:
	.
	Získali jsme tak nejznámější tvar Diracovy rovnice
	 , 
	ve které jsou koeficienty derivací tzv. gama matice
	Mezi původními maticemi a maticemi gama existují jednoduché transformační vztahy:
	Důkaz třetího vztahu je triviální, druhý vztah stačí násobit maticí β zleva. Pro prostorovou část obou sad matic tak platí jednoduché pravidlo: násobením maticí β zleva dostaneme odpovídající matici z druhé sady. Matice gama opět antikomutují, nejsou již ale hermitovské a kvadráty prostorových matic nedají jednotkovou matici, ale minus jednotkovou matici:
	.
	Obdobně bychom postupovali u ostatních matic, platí tedy
	. 
	Zaveďme nyní dvě užitečné a často používané operace. První z nich je Diracovo sdružení:
	. 
	Jde o hermitovské sdružení doplněné násobením maticí γ0 zprava. Druhou operací je Feynmanovo zúžení (Feynman slash):
	 . 
	Za pomoci těchto operací lze elegantně zapsat složky čtyřtoku pravděpodobnosti 
	Jednotně tedy můžeme psát
	 . 
	Diracovu rovnice  lze přepsat do „úsporného“ tvaru
	, neboli 
	. 
	Pro nabitou částici v elektromagnetickém poli bude mít Diracova rovnice nyní velmi jednoduchý tvar
	Spin se stal automatickou součástí relativistických rovnic kvantové teorie. Rovnice Kleinova-Gordonova se nakonec ukázala vhodnou rovnicí pro skalární částice (se spinem nula), rovnice Diracova pro částice se spinem ½ (elektrony, neutrina, kvarky). Právě na ní je postavena dnešní kvantová elektrodynamika.
	Příklad 17: 
	Kvadrát matic α a β je roven jednotkové matici. U matic γ tomu tak není, (γ0)2=1, ale (γk)2 = −1 pro k = 1,2,3. Je to přirozené, v Minkowského metrice se prostorová část chová vždy jinak než časová část. Ve vztahu  je výsledek na pravé straně vždy násoben jednotkovou maticí, tu ale nebývá zvykem psát.
	Příklad 18: 
	.
	Příklad 19: 
	Příklad 20: 
	.
	Příklad 21: 
	Dokažme, že platí relace (užitečná při výpočtu sdružených matic γμ†)
	. 
	Relaci  zleva a zprava vynásobíme γ0 a dokážeme platnost vztahu γ0γμ†γ0 = γμ: Sdruženou matici γμ† rozepíšeme z  za pomocí sady hermitovských matic α a β:
	■ Matice C
	Existuje řada dalších zajímavých matic, které lze odvodit ze základní sady matic γμ. Zaveďme nejprve C matici, která bude užitečná při nábojovém sdružení (přechodu od částic k antičásticím a také při výpočtu transponovaných matic γμT:
	. 
	Matice má prvky jen na vedlejší diagonále, a to střídající se hodnoty +1 a –1. Stopa matice je nulová. Na první pohled je zřejmé, že pro C platí zajímavá vlastnost:
	. 
	Chceme-li tedy najít inverzní matici, transponovanou či hermitovsky sdruženou, stačí jen změnit znaménko matice (vyměnit pořadí +1 a –1 na vedlejší diagonále). Pokud potřebujeme nalézt transponovanou matici γμT, lze k tomu využít matice C:
	Tvrzení se dokáže pouhým převedením matic γμ na sadu matic α a β, které se po transpozici nezmění. 
	■ Matice γ5
	Další důležitou maticí, která má využití při popisu levopravé symetrie, je matice
	Tato matice je hermitovská, její kvadrát je roven jednotkové matici, je lineárně nezávislá na ostatních γ maticích a antikomutuje s nimi:
	■ Matice Σ a báze Γk
	Z matic γμ můžeme zkonstruovat ještě matice Σ, které jsou užitečné při definici báze na prostoru matic a při hledání transformačních vlastností antisymetrických tenzorů. Matice definujeme jako komutátory
	. 
	Zřejmě platí
	Je zjevné, že existuje celkem šest nezávislých matic Σαβ, například Σ01, Σ02, Σ03, Σ12, Σ13, Σ23. Ostatní prvky jsou buď nulové nebo je lze dopočíst z antisymetrie. Zajímavou bází na prostoru matic 4×4 je následujících 16 matic:
	. 
	Celkem snadno lze ukázat, že matice Γk jsou nezávislé. Protože jich je 16, tvoří bázi na prostoru matic 4×4. Jejich kvadrát je +1 nebo –1, vhodným vynásobením ±i by bylo možné docílit, aby kvadrát byl vždy roven jednotkové matici, je to však zbytečné. Stopa všech, s výjimkou jednotkové matice Γ1, je nulová. Násobek libovolných dvou různých matic Γk je až na znaménko roven některé další matici Γ:
	Z rovnice kontinuity  je zřejmé, že veličina  je čtyřvektor. Obdobně lze pomocí členů báze Γk zkonstruovat i další veličiny, které se transformují charakteristickým způsobem:
	2.7.5 Pozitron, C symetrie

	Nejprve popíšeme úvahy, které vedly Paula Diraca k předpovědi existence pozitronu a poté matematickou transformaci (nábojové sdružení), která převede Diracovu rovnici pro elektron na rovnici pro pozitron. Dirac předpověděl existenci pozitronu v roce 1928, objeven byl Carlem Andersonem v kosmickém záření v roce 1932.
	■ Diracovo moře
	Jak jsme viděli, z Diracovy rovnice vycházejí záporné energetické stavy. Záporné energie se ale v přírodě nevyskytují a tak Diraca napadlo, že tyto stavy jsou všechny zaplněny elektrony a žádný z nich není volný, proto je nepozorujeme. Vakuum je podle této představy tvořeno mořem elektronů v záporných energetických stavech, tzv. Diracovým mořem.
	Představme si, že do tohoto moře vletí foton s energií větší než je dvojnásobek klidové energie elektronu. Potom může z Diracova moře vytrhnout elektron a má-li dostatečnou energii, převést ho do některého energetického stavu s kladnou energií. V záporném Diracově moři zůstane díra – prázdný energetický stav, který se vůči okolí jeví jako kladně nabitá oblast s kladnou energií (hmotností). Dirac tuto díru v roce 1928 interpretoval jako kladně nabitou částici, která má jinak shodné vlastnosti s elektronem, a nazval ji pozitron. V roce 1929 tento koncept rozšířil na všechny částice a zavedl pojem antičástice – objektu, který má opačné hodnoty všech kvantových nábojů oproti původní částici. Navenek se tedy zdá, jakoby se původní foton rozpadl na elektron-pozitronový pár.
	Pohyb volného elektronu by měl být Diracovým mořem ovlivněn. Elektron interaguje s blízkými elektrony v záporných stavech, odtlačuje je od sebe a z dálky vypadá, jako by měl menší náboj, než skutečně má. Z větší vzdálenosti proto nevidíme skutečný náboj elektronu, ale náboj odstíněný Diracovým mořem. Čím více se přibližujeme k letícímu elektronu, tím více vnímáme jeho skutečný, holý náboj.
	■ Nábojové sdružení
	Diracova rovnice pro elektron ve vnějším poli má tvar 
	Rovnice pro pozitron by měla mít tvar
	, 
	kde ψC je vlnová funkce pozitronového řešení. Diracovu rovnici nejprve hermitovsky sdružíme a poté ji transponujeme. Po těchto dvou operacích přejde rovnice pro elektron v rovnici pro pozitron. Vzpomeňte si, že operace hermitovského sdružení a transpozice splňují vlastnost :
	Proveďme tedy Hermitovo sdružení Diracovy rovnice pro elektron :
	. 
	Derivace nyní působí samozřejmě vlevo, tj. na vlnovou funkci. Hermitovo sdružení nyní aplikujme na jednotlivé členy v závorce
	a sdružené matice gama vyjádříme ze vztahu  
	.
	Rovnici vynásobíme zprava maticí γ0:
	.
	Po operaci hermitovského sdružení se změnilo znaménko prvého členu, vlnová funkce je nalevo a má tvar diracovsky sdruženého bispinoru. Nyní vrátíme vlnovou funkci doprava za pomoci operace transpozice 
	.
	Provedeme transpozice všech členů v závorce
	a transponované matice gama vyjádříme ze vztahu 
	.
	Celou rovnici vynásobíme maticí C−1 zleva
	a využijeme relace  pro inverzní matici C−1 = −C:
	Transpozice tedy změnila znaménko posledního členu rovnice a výsledek je
	Získali jsme hledanou rovnici pro pozitron, který má opačný náboj a nezměněnou hmotnost. Pokud známe v dané situaci řešení ψ pro elektron, bude ve stejné situaci odpovídajícím řešením pro pozitron vlnová funkce ψC = C()T. Řešení pro pozitron tedy není novým řešením, je obsaženo v řešení pro elektron.
	Diracova rovnice nezmění svůj tvar (tzv. kovariance), provedeme-li nábojové sdružení neboli C transformaci
	V původní Diracově rovnici odpovídají dvě řešení s kladnou energií elektronu s projekcí spinu +1/2 a −1/2 (proto je řešení zdvojené) a řešení se zápornou energií pozitronu s projekcí spinu +1/2 a −1/2. Dvě dvojice spojené do jedné čtveřice vlnových funkcí se nazývají bispinor. Po provedení transformace  mají pozitronová řešení naopak kladnou energii a elektronová zápornou, takže se na situaci můžeme dívat obráceně a elektron interpretovat jako díru v  Diracově moři pozitronů obsazujících záporné energetické stavy.
	2.7.6 Elektron a jeho pole, U(1) symetrie

	Nabité částice v přírodě generují elektromagnetická pole popsaná Maxwellovými rovnicemi (resp. kvantovou teorií elektromagnetického pole) a samy se v těchto polích pohybují ve shodě s Lorentzovou pohybovou rovnicí (resp. Diracovou rovnicí). V této kapitole se nejprve zaměříme na kompletní Lagrangeův popis soustavy pole + elektron a poté se budeme věnovat U(1) symetrii, ze které přímo plyne nutnost existence pole v okolí elektronu.
	■ Lagrangeův popis
	Hustota Lagrangeovy funkce pro interakci nabité částice a elektromagnetického pole má tvar
	Polní část známe z teoretické mechaniky, viz vztah (1.194)
	. 
	Také interakční část jsme poznali v teoretické mechanice. Pokud jsou částice popsány čtyřtokem jμ a pole čtyřpotenciálem Aμ je nejjednodušším skalárem kombinace jμAμ:
	. 
	V klasické fyzice je tok náboje částic dán výrazem jμ = (ρQc, j), v kvantové teorii musí tok částic sledovat pravděpodobnost jejich výskytu a tak musí být úměrný toku pravděpodobnosti . V případě náboje bude koeficientem úměrnosti samotný náboj:
	. 
	Interakční člen tak získá tvar
	. 
	Zbývá nám tedy najít hustotu Lagrangeovy funkce pro samotné částice (elektrony), ze které plyne Diracova rovnice. Velmi jednoduchým skalárem sestaveným přímo za pomoci Diracovy rovnice je výraz
	. 
	Pokud budeme interpretovat pole  a ψ jako nezávislá, je hustota Lagrangeovy funkce
	a příslušné Lagrangeovy rovnice dají
	První rovnice je Diracova rovnice pro nabitou částici, druhá rovnice je v tuto chvíli jen pomocnou rovnicí pro diracovsky sdružené pole. Povšimněte si, že hmotový člen změnil znaménko. U Feynmanových diagramů to bude odpovídat přítoku hmoty (či odtoku hmoty) do (z) daného vrcholu. U derivací je v obou případech naznačen směr jejich působení. Nyní již můžeme zapsat kompletní hustotu Lagrangeovy funkce pro částici a pole:
	Poznámky: 
	1) První člen odpovídá volnému poli, druhý interakci pole s částicí a třetí volné částici.
	2) Lagrangeova funkce je funkcí polí  a jejich derivací. Lagrangeovy rovnice pro pole A dají Maxwellovy rovnice, Lagrangeovy rovnice pro pole  dají Diracovu rovnici.
	3) Pokud ponecháme jen první člen, získáme z hustoty Lagrangeovy funkce Maxwellovy rovnice ve vakuu. Pokud ponecháme jen poslední člen, dostaneme Diracovu rovnici volné částice. První a druhý člen dají Maxwellovy rovnice se zdrojovými členy (pole interaguje s částicemi), druhý a třetí člen dají Diracovu rovnici pro částici v přítomnosti elektromagnetického pole (částice interaguje s polem).
	4) Interakční člen (druhý) spolu s částicovým členem (třetím) lze sloučit do podoby, která vede na Diracovu rovnici s elektromagnetickým polem:
	■ U(1) symetrie
	Hustota Lagrangeovy funkce Diracovy částice a čtyřtok reprezentující tok náboje 
	se nezmění při transformaci
	Touto transformací není změněn ani tenzor pole Fμν, a tím ani Lagrangeova funkce Lfield elektromagnetického pole. Celá teorie reprezentovaná lagranžiánem  je kovariantní vzhledem k transformaci . Transformace představuje otočení vlnové funkce v každém bodě časoprostoru o stejný úhel α. Jde o unitární operaci (nemění skalární součin) s jedním parametrem (úhlem α), proto se tato transformace označuje U(1). Představuje tzv. vnitřní symetrii teoretického popisu interakce pole-částice. Důsledkem této symetrie je existence elektrického náboje, který se zachovává. U(1) symetrie v jiných teoriích (lagranžiánech) vede na existenci obdobných kvantových nábojů, jako je elektrický, které se v daných procesech zachovávají.
	■ U(1)loc symetrie
	Prozkoumejme nyní, jak by se změnil lagranžián volné částice, pokud bychom připustili, aby úhel α potočení vlnové funkce byl v každém bodě časoprostoru jiný. Představte si nekonečnou prostorovou mříž, v jejímž každém bodě je malý míček. U(1) symetrie v našem modelu odpovídá tomu, že otočíme všechny míčky naráz o stejný úhel. Po této transformaci bude mříž vypadat stejně jako před ní. Nyní si představme, že budeme otáčet v různých časech různé míčky o různé úhly. Výsledek? V libovolném čase naše prostorová mříž vypadá stejně jako před začátkem otáčení. A právě takovou symetrii nazýváme U(1)loc symetrií:
	Proměnná x symbolizuje celou událost x = (t,x).Tato transformace opět nezmění čtyřtok . Jak se ale změní Lagrangeova funkce volné částice? Dosaďme čárkované veličiny do Lagrangeovy funkce  a proveďme derivace vlnové funkce a exponenciely:
	Hustota Lagrangeovy funkce po transformaci změnila svůj tvar. Přibyl člen ħγμα,μ s derivacemi úhlu pootočení, který kopíruje polní člen v hustotě Lagrangeovy funkce nabité částice v přítomnosti pole . Výsledek je velmi zajímavý. Pokud bychom trvali na tom, aby hustota Lagrangeovy funkce pro volnou částici splňovala symetrii U(1)loc, musíme do teorie přidat elektromagnetické pole. Požadavek, aby byla Diracova rovnice kovariantní vzhledem k U(1)loc symetrii, vede na požadavek existence elektromagnetického pole v okolí částice! Samo elektromagnetické pole se při transformaci změní tak, aby kompenzovalo nově vzniklý člen ħγμα,μ. Uvažujme tedy transformaci
	a opět proveďme výpočet čárkovaného lagranžiánu, tentokrát s elektromagnetickým polem:
	hustota Lagrangeovy funkce se nezmění, pokud bude vnitřní kulatá závorka nulová, tj.
	.
	Tím jsme získali návod pro správnou transformaci elektromagnetického pole. Celková transformace U(1)loc bude tedy mít tvar:
	Jak jsme ukázali, nezmění se při této transformaci součet Lint + LDir. Snadno ověříme, že transformace U(1)loc nemá vliv ani na tenzor elektromagnetického pole a tím na polní část lagranžiánu Lfield. Tok pravděpodobnosti  transformace také neovlivní. Celá teorie je tak kovariantní vzhledem k U(1)loc transformaci. O kvantové teorii elektromagnetického pole se proto většinou hovoří jako o U(1)loc teorii. Symetrie U(1)loc zajišťuje provázanost nabité částice (elektronu) a elektromagnetického pole.
	Pokud budeme aplikovat Kleinovu-Gordonovu, resp. Diracovu rovnici na soustavu částic, zjistíme, že statistické chování více částic je u každé z rovnic odlišné. Kleinova-Gordonova rovnice je vhodnou rovnicí pro částice se spinem 0, které nesplňují Pauliho vylučovací princip. Diracova rovnice je naopak vhodná pro částice se spinem ½, které Pauliho vylučovací princip splňují. Chováním soustavy stejných částic v kvantové teorii se budeme zabývat v následující kapitole.
	2.8 SOUSTAVA STEJNÝCH ČÁSTIC

	Stejnými částicemi nazýváme dvě částice se shodnými parametry (hmotou, nábojem, spinem,…). Z hlediska teoretické mechaniky je trajektorie těchto částic dána Hamiltonovými rovnicemi a známe-li počáteční polohy a rychlosti částic, lze přesně predikovat budoucí polohy částic a v každém okamžiku říci která je která.
	V kvantové teorii můžeme předpovědět jen pravděpodobnost výskytu částice v nějakém místě a čase. Tato pravděpodobnost má maximum v místě klasické trajektorie a se vzdáleností od ní zpravidla exponenciálně ubývá a dosti daleko od klasické trajektorie je sice velmi malá, nikoli však nulová. Máme-li dvě stejné částice, nikdy si nemůžeme být jisti, která částice je která. Pravděpodobnost výskytu jedné částice v místě druhé je nenulová. Hovoříme o tom, že stejné částice jsou v kvantové teorii nerozlišitelné. Hamiltonův operátor se při záměně dvou stejných částic nezmění:
	. 
	2.8.1 Operátor výměny dvou částic

	Pro jednoduchost budeme uvažovat jen dvě částice, u kterých sledujeme dynamickou proměnnou A (nejlépe celou úplnou množinu pozorovatelných). Stav, ve kterém má první částice hodnotu a1 a druhá částice hodnotu a2 označíme
	 .
	Opačnou situaci, kdy první částice má hodnotu a2 a druhá a1, označíme
	 .
	Díky nerozlišitelnosti identických částic v kvantové mechanice musí být oba stavy závislé (vyjadřují ve skutečnosti jeden a tentýž kvantový stav), proto
	 . 
	Zaveďme nyní operátor vzájemné výměny částic vztahem
	a prozkoumejme jeho vlastnosti:
	Důkaz (1): Dvojnásobná záměna částic vede na původní konfiguraci. 
	Důkaz (2): Vlastními vektory jsou vektory  a  definované výše:
	 . 
	Číslo  je vlastním číslem operátoru výměny. Proveďme nyní dvojnásobnou výměnu jednak pomocí prvního vztahu  a jednak podle :
	Hodnota vlastních čísel operátoru výměny je zřejmá již z prvního vztahu . Jde o unitární a hermitovský operátor. Vlastní čísla musí ležet na jednotkové kružnici v komplexní rovině a současně být reálná. Jediné takové hodnoty jsou ( 1.
	Důkaz (3): V důkazu využijeme časovou Schrödingerovu rovnici :
	2.8.2 Bosony a fermiony, Pauliho princip

	Z předchozího rozboru je zřejmé, že
	Vlnová funkce dvou částic může být jen symetrická nebo antisymetrická. Neexistuje nic mezitím. Částice mohou být jen dvojího druhu: se symetrickými vlnovými funkcemi (bosony) nebo s antisymetrickými vlnovými funkcemi (fermiony) vzhledem ke vzájemné záměně. Tuto vlastnost nelze změnit ani časovým vývojem, protože operátor výměny částic podle třetího vztahu  komutuje s Hamiltonovým operátorem a jeho časový vývoj je proto nulový. Vznikne-li částice jako fermion či boson, zůstává takovou až do svého zániku.
	■ Bosony
	Bosony mají symetrickou vlnovou funkci
	. 
	Budou li oba stavy stejné, tj. a1 = a2 = a, získáme relaci , která je vždy splněna a proto může existovat více bosonů ve stejném kvantovém stavu. Při nízkých teplotách mají bosony dokonce snahu kumulovat se v nejnižším možném energetickém stavu a vytvářet tzv. bosonový kondenzát. Ten je známý zejména v supratekutosti a supravodivosti. Statistika, které podléhá soustava bosonů, se nazývá Boseho-Einsteinova statistika a zabýváme se jí v části TF3 (Statistická fyzika). Z dalšího vývoje kvantové mechaniky se ukázalo, že bosony jsou vždy částice s celočíselným spinem (0, 1, 2,…) a pro tyto částice lze zavést kreační operátory splňující jednoduché komutační relace (viz následující kapitola). Nejtypičtějšími představiteli této rodiny jsou skalární (s = 0) a vektorové (s = 1) mezony, dále všechny intermediální částice (foton, W(, Z0 a gluony se spinem 0 a graviton se spinem 2).
	■ Fermiony
	Fermiony mají antisymetrickou vlnovou funkci
	. 
	Budou li oba stavy stejné, tj. a1 = a2 = a, získáme relaci , která není nikdy splněna, a proto nemůže existovat více fermionů ve stejném kvantovém stavu. Tomuto faktu se říká Pauliho vylučovací princip. Při nízkých teplotách obsazují fermiony postupně jednotlivé energetické hladiny, například v atomárním obalu může být na každé hladině jen tolik elektronů, kolik kvantových stavů tato hladina představuje (to je dáno stupněm degenerace). V atomárním obalu tedy nemohou existovat dva elektrony se stejnými kvantovými čísly n, l, m, ms.. Statistika, které podléhá soustava fermionů, se nazývá Fermiho-Diracova statistika a budeme se jí zabývat v dalším díle (TF3) tohoto sylabu. Fermiony jsou vždy částice s poločíselným spinem (1/2, 3/2,…) a pro tyto částice lze zavést kreační operátory splňující jednoduché antikomutační relace (viz následující kapitola). Nejtypičtějšími představiteli této rodiny částic jsou leptony (elektron, mion, tauon a neutrina se spinem 1/2), kvarky (d, u, s, c, b, t se spinem 1/2), částice složené ze tří kvarků, neboli baryony (neutron, proton,  hyperon se spinem 1/2 a například  baryony se spinem 3/2).
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	2.8.3 Druhé kvantování

	Představme si, že máme N stejných částic, které obsazují stavy nějaké dynamické proměnné. N1 částic je v prvním stavu (hodnota a1), N2 částic je ve druhém stavu (hodnota a2), atd. Čísla Nk nazýváme obsazovací čísla stavu k. Součet všech obsazovacích čísel je roven počtu částic:
	 . 
	Pro bosony je  Pro fermiony je situace jednodušší. V daném stavu může být nejvýše jeden fermion, tj. . Příslušný stav soustavy N stejných částic s danými obsazovacími čísly označíme
	 . 
	Tomuto zápisu říkáme reprezentace obsazovacích čísel a příslušné stavy nazýváme Fockovy stavy. Dále se situace bude lišit pro bosony a pro fermiony.
	■ Bosony
	Zaveďme podobně jako u harmonického oscilátoru kreační a anihilační operátory do stavu k definičními vztahy (normovací konstanty ponecháme stejné jako u harmonického oscilátoru):
	Přímo z těchto definičních relací (pouhým zapůsobením na stavový vektor  snadno spočteme komutační relace kreačních a anihilačních operátorů:
	Zaveďme další operátor
	. 
	Tento operátor se nazývá (analogicky jako u harmonického oscilátoru) operátor počtu částic ve stavu k, protože zapůsobením na stavový vektor získáme počet částic ve stavu k:
	Operátor celkového počtu částic potom je
	. 
	Je-li úplná množina pozorovatelných spojitá můžeme celý postup zopakovat pro spojité proměnné. Například v x reprezentaci lze zavést
	 kreační operátor do polohy x,
	 anihilační operátor z polohy x.
	Komutační relace budou obdobné, jen místo Kroneckerova symbolu vystupuje na pravé straně Diracova  distribuce (viz příloha):
	Operátor hustoty počtu částic se zavádí vztahem
	, 
	operátor počtu částic vyskytujících se v intervalu <a, b> je
	a operátor celkového počtu částic je
	. 
	Obdobně by se postupovalo ve třech dimenzích. Celý přechod od fyziky jedné částice k fyzice mnoha stejných částic lze formálně provézt nahrazením vlnové funkce kreačními a anihilačními operátory a nahrazením hustoty pravděpodobnosti operátorem hustoty počtu částic:
	 . 
	Tomuto postupu se říká druhé kvantování, vlnové funkce popisující systém se stávají operátory a kvantová teorie přechází v kvantovou teorii pole, ve které jsou právě veličiny popisující klasická spojitá pole nahrazovány operátory. Druhý řádek přiřazení  má ještě jeden důležitý význam: U soustavy stejných částic vyjadřujeme pravděpodobnost děje operátorem hustoty počtu částic, tak jak to bývá u skutečných systémů (například svazku stejných částic v experimentu). U jedné částice můžeme hovořit o hustotě pravděpodobnosti jejího výskytu . Celková pravděpodobnost je rovna jedné, tak, jak to odpovídá normování stavového vektoru.
	■ Fermiony
	U fermionů probíhá druhé kvantování obdobně. Opět zavádíme kreační a anihilační operátory  do stavů k a l. Vzhledem k antisymetrii vlnových funkcí musí tyto operátory splňovat antikomutační relace:
	Antikomutátory značíme složenými závorkami a relace  platná pro bosony, získá pro fermiony tvar:
	Definice spojitých operátorů i operátoru hustoty počtu částic zůstávají shodné. U fermionů jsou všude nahrazeny relace komutační relacemi antikomutačními. V mnoha situacích se chování fermionů a bosonů liší pouze znaménkem (symetrie vlnové funkce; komutační a antikomutační relace; BE a FD statistika).
	2.8.4 Ukázka druhého kvantování pro Kleinovo-Gordonovo pole

	Uvažujme nejjednodušší variantu reálného Kleinova-Gordonova pole pro volnou částici s Lagrangeovou funkcí
	a polní rovnicí
	Přejdeme-li k soustavě identických částic, změní se pole na operátor
	s vlastnostmi
	Veličiny x a y reprezentují celou událost (čas a prostor). Rozviňme nyní polní operátor do rovinných vln (zvlášť označíme kladně frekvenční a zvlášť záporně frekvenční část):
	. 
	V uvedeném vztahu je časová část čtyřvektoru kμ provázána s prostorovou částí přes disperzní relaci ω = ω(k), takže integrace ve skutečnosti probíhá přes všechny čtyři složky. Konstanta C(k) je normovací konstanta, která zajišťuje, aby koeficienty rozvoje (operátory , †) splňovali relace kreačních a anihilačních operátorů. Dosadíme-li rozvoj polního operátoru  do komutačních relací , získáme ihned (správná volba C zajistí koeficient 1 u delta funkce v druhé relaci)
	Dosadíme-li rozvoj polního operátoru  do definice Hamiltonovy funkce (1.165) a hybnosti (1.170) máme po elementárních úpravách
	kde jsme označili
	Vztah ω(k) je dán disperzní relací . S využitím komutačních relací  získáme přímo dosazením relace
	Z těchto relací je zjevný význam operátorů , +: Pole φ je kvantováno a operátor † kreuje kvantum pole s energií E(k) a hybností p(k), operátor  stejné kvantum anihiluje. Toto kvantum můžeme interpretovat jako boson s nulovým spinem (pole má jedinou vlnovou funkci odpovídající jediné projekci spinu). Kleinova-Gordonova rovnice získává po druhém kvantování názornou interpretaci. Jde o pole, které můžeme chápat jako soustavu excitací – bosonů s nulovým spinem.
	■ Komplexní pole
	Pokud by Kleinovo–Gordonovo pole bylo komplexní, tj.
	lze ukázat, že excitace takového pole odpovídají dvěma druhům skalárních bosonů (se spinem 0), které jsou sobě navzájem antičásticemi.
	■ Normální uspořádání operátorů
	Ve vztazích pro energii a hybnost  se skrývá jeden problém. Pokud bychom hledali střední hodnotu energie a hybnosti ve vakuovém stavu, dostaneme nekonečné hodnoty. Za to může první člen, ve kterém je kreační operátor napravo a na vakuový stav dá nenulovou hodnotu:
	Tento problém je důsledkem principu korespondence, který neřeší správné pořadí operátorů, které jsou v součinu. Máme-li dvě dynamické proměnné A a B, můžeme součinu AB v kvantové teorii přiřadit dvě možná pořadí operátorů:
	Jen jedno pořadí bude ovšem odpovídat dějům v přírodě. Toto pořadí není dáno principem korespondence, ale musíme ho vybrat tak, aby výsledky byly v souladu s pozorováním. Správné pořadí operátorů se nazývá normální uspořádání a označujeme ho dvojtečkou, tedy 
	Tento zápis znamená, že pořadí operátorů mezi dvojtečkami není určeno jednoznačně a musíme ho volit ve shodě s experimentem. Použít lze například následující postup:
	1) operátory vyjádříme za pomoci příslušných kreačních a anihilačních operátorů (bosonové splňují komutační relace a fermionové antikomutační relace),
	2) v součinech budeme anihilační operátory přesouvat doprava podle následujících pravidel:
	a. pokud vedle sebe jsou dva bosonové operátory, přesuneme anihilační doprava,
	b. pokud vedle sebe je jeden bosonový a jeden fermionový operátor, přesuneme anihilační doprava,
	c. pokud vedle sebe jsou dva fermionové operátory, přesuneme anihilační doprava a zaměníme znaménko daného členu.
	Příklad 22: 
	Nalezněte správné pořadí operátorů v hamiltoniánu Kleinova-Gordonova pole:
	Střední hodnota hamiltoniánu ve vakuovém stavu již nediverguje, navíc je struktura Hamiltonova operátoru zcela zřejmá,  je operátor hustoty počtu částic s vlnovým vektorem k. Obdobně musíme upravit i vztah  pro hybnost. Správné relace tedy jsou:
	Příklad 23: 
	Určete správné pořadí operátorů ve výrazu (a jsou bosonové operátory, d fermionové)
	Aplikací výše uvedených pravidel získáme snadno výsledek
	.
	PŘÍLOHA – ZOBECNĚNÉ FUNKCE
	P1. Diracova distribuce

	Ve fyzice se velmi často setkáváme s nutností popsat bodový náboj nebo hmotný bod. Náboj či hmotnost částice si představujeme lokalizované v jediném místě, což s sebou nese problém nekonečné hustoty náboje či hmoty v tomto místě. Řešením je zavedení tzv. zobecněných funkcí, zejména Diracovy distribuce. Ukažme si problém na lineární hustotě náboje lokalizovaného v místě x = 0:
	Integrál z hustoty ale musí dát celkový náboj Q:
	Je jasné, že hustota náboje není „normální“ funkcí. Má nenulovou hodnotu v jediném bodě a integrál z ní by přesto měl dát konečné číslo. Takové funkce ale neexistují, můžeme je zavádět jako limitu posloupností funkcí a jejich význam je jen ve skalárním součinu s jinou, tzv. testovací funkcí.
	Posloupnost obdélníků
	Zaveďme si obdélníkové funkce
	Všechny obdélníky mají stejnou plochu rovnou jedné a funkce mají zajímavé vlastnosti:
	Diracovu distribuci můžeme formálně zavést jako limitu těchto obdélníkových funkcí
	Posloupnost kopečků
	Obdélníky z předchozí ukázky nejsou hladké funkce. To ale není nepřekonatelný problém, místo obdélníků můžeme použít funkce spojité se všemi svými derivacemi podle vztahu
	Plocha pod těmito funkcemi je rovna jedné pro každé , protože
	Pro malá  se „kopce“ zužují a přitom se zvětšuje jejich výška:
	Opět můžeme zavést Diracovu distribuci jako limitu těchto spojitých funkcí:
	Posloupnost Dirichletových jader
	Diracovu Distribuci můžeme zavést také pomocí jednoduché funkce 
	Zaveďme posloupnost
	která má jednoduché vlastnosti
	Diracovu distribuci lze zavést jako limitu funkcí
	Poznamenejme, že funkce  jsou známé z důkazu věty o Fourierově rozvoji do řady a nazývají se Dirichletovo jádro.
	Fourierův obraz jednotkové funkce
	Spočtěme nejprve následující integrál:
	Integrál až na koeficient /2 dává Dirichletovo jádro. Diracovu distribuci lze proto napsat jako
	. 
	Integrál v nevlastních mezích chápeme právě ve smyslu uvedené limity. Diracova distribuce je tak Fourierovým obrazem jednotkové funkce.
	Diracova distribuce nemá vlastnosti běžných funkcí. Přestože je její hodnota nenulová v jediném bodě, dá integrál z ní nenulovou hodnotu. To plyne z limitního charakteru zavedení této distribuce. K jejím základním vlastnostem patří:
	Důvod je snad zřejmý. Distribuce  je všude nulová kromě jediného bodu x = 0. Proto výsledek integrálu může ovlivnit jedině hodnota funkce f v počátku. Tu však můžeme vytknout před integrál a dostaneme jako výsledek hodnotu funkce v počátku. 
	Poznámka 1: Distribuci lze také chápat jako velmi jednoduché zobrazení, které přiřadí funkci její hodnotu v počátku (zobrazení, které přiřadí funkci číslo se nazývá funkcionál).
	.
	Poznámka 2: Distribuci lze chápat jako funkcionál daný skalárním součinem
	Skalární součin působí na libovolnou funkci f z tzv. prostoru testovacích funkcí. Funkce g je pevně daná, definuje toto zobrazení a nazývá se temperovaná distribuce. Čím hezčí vlastnosti budou mít funkce z testovacího prostoru (například budou dostatečně rychle konvergovat k nule na hranicích oblasti), tím horší vlastnosti může mít funkce g definující zobrazení. Za prostor testovacích funkcí může posloužit například Schwarřtzův (Sobolevův) prostor. 
	Poznámka 3: Často se hledají řešení celých rovnic „ve smyslu skalárního součinu“. Například místo rovnice
	řešíme rovnici
	,
	kde  je hledané řešení a  je libovolná funkce z prostoru testovacích funkcí. Tato řešení se nazývají slabá řešení. Jejich třída je mnohem bohatší než byla třída řešení původní rovnice. Nacházená řešení mohou mít „divočejší“ charakter a jsou bližší fyzikální realitě. Jejich hledáním se zabývala vynikající matematička Ladyženská.
	P2. Konvoluce

	Na separabilních prostorech (se spočetnou bází) můžeme zobrazení  psát v konkrétní reprezentaci v maticovém tvaru
	Jednotkové zobrazení  je dáno jednotkovou maticí, jejíž prvky tvoří Kroneckerův symbol:
	V případě neseparabilních prostorů je zobrazení dáno funkcí dvou proměnných
	. 
	Integrál  se nazývá konvoluce a označuje se
	. 
	Konvoluce je analogií maticového násobení na neseparabilních prostorech. Roli indexů přebírají spojité proměnné x a y. Roli matice přebírá tzv. jádro konvoluce . Speciálním případem konvolucí jsou různé integrální transformace (Laplaceova, Fourierova, Abelova, atd.). Jádrem jednotkového operátoru je Diracova distribuce (je nenulová jen pro ):
	Diracova distribuce tak na neseparabilních prostorech přebírá úlohu Kroneckerova symbolu.
	P3. Greenův operátor a Greenova funkce

	Napišme maticové elementy jednotkového operátoru v x reprezentaci (maticové elementy jednotkového operátoru jsou právě Diracovou distribucí):
	Ve spojitých prostorech
	Distribuci lze tak napsat pomocí libovolných bázových funkcí, například pomocí báze
	,
	dostaneme
	,  
	což je výše odvozený vztah .
	Greenův operátor
	Hledejme řešení lineární operátorové rovnice s pravou stranou
	. 
	Z věty o spektrálním rozvoji víme, že řešení je možné zapsat pomocí vlastních vektorů (tvoří-li ortonormální bázi) a vlastních ve tvaru
	.
	Přepišme řešení takto
	 . 
	Operátor  se nazývá Greenův operátor a je inverzním operátorem k operátoru . V případě operátoru se spojitým spektrem přejde sumace v integraci. 
	Greenova funkce
	Zabývejme se nyní speciálním případem - rovnicí s lineárním operátorem a nenulovou pravou stranou na prostoru L2
	. 
	Hledejme nejprve řešení pro jednotkový impuls na pravé straně (bude reprezentovaný Diracovou distribucí):
	Toto řešení se nazývá Greenova funkce. Obecné řešení rovnice  je konvolucí Greenovy funkce a pravé strany rovnice
	.
	Důkaz je velmi jednoduchý. Ukážeme, že působením operátoru  na nalezené řešení dostaneme pravou stranu původní rovnice:
	Záložky Wordu
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