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0.1 Oznacdeni
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Kapitola 1

Zakladni pojmy matematické logiky
a teorie mnozin

1.1 Zakladni matematické pojmy

1. MnoZina

V matematice nazyvame jakykoliv soubor ¢i systém objekti mnozina. Mtizeme naptiklad
mluvit o mnoziné vSech stromil na pasece, o mnoziné hus pasoucich se na louce ¢i o
mnoziné vsech celych cisel.

Zmaci-li A mnozinu vsech predmétt a x je jeden z téchto predméti, fikame, ze x je
prvkem mnoziny A (x patii do A) a piSeme x € A.

Neni-li y prvkem A, piSeme y € A nebo y€A.

Jestlize pro libovolné  ma vztah x € A vidy za nasledek vztah x € B, potom fikame,
7e mnozina A je obsaZena v B a nazyvame ji podmnoZinou mnoziny B. V tom priipadé
piseme A C B. Relace A = B je specidlnim pfipadem relace A C B. Plati-li A C B a
také B C A, pak piseme A = B.

Je nutné zavést také pojem prazdné mnoziny neobsahujici zadné prvky. Tuto mnozinu
znacime ().

Definujeme:

e Sjednoceni (soucet) mnozin Aa B: AUB (A+ B),
e Rozdil mnozin Aa B: A\ B (A— B),
e Prinik (sou¢in) mnozin A a B: ANB (AB).

A B A B A B

Obrazek 1.1.1: A|JB  Obrazek 1.1.2: A(\B  Obrazek 1.1.3: A\ B

10
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1.2 Elementy matematické logiky

1. Kvantifikatory

Za zakladni kvantifikdtory povazujeme nasledujici dva:
e Existencni kvanitfikdtor: 3 (existuje); napt. It e R: 2 +2=5

e Obecny kvantifikitor: V (pro vSechny, pro kazdé); napi. Ve e R: x — 1 < x.

2. Tvrzeni, véty, logické symboly

Jako tvrzent lze oznacit napi. vyrok Kniha je bila. Matematicka véta, resp. matematické
turzeni je pravdivy matematicky vyrok, ktery ma vyznam v matematické teorii. Matema-
tickou vétu nazyvame také pravidlo (obsahuje-li ndavod k vypoctu) nebo lemma (jedna-li
se 0 pomocnou vétu). Je-li tvrzeni pravdivé, fikdme, ze vyrok plati, napf. 2+ 3 = 5. O ne-
pravdivém tvrzeni (nepravdivé formuli, kontradikci) mluvime tehdy, kdyZz vyrok neplati,
napi. 22 < —100.

Rozlisujeme nésledujici typy vyrok:

e Konjunkce: A (a, a zarovetl); napt. (r >5) A (x <6) =5<x <6

Disjunkce: V (plati jedno nebo druhé nebo oboji); napft.

(x>5)V(x<6)=2€R

Implikace: = (jestliZe ... pak); napi 2*> =1 = z = +1

Ekvivalence: <= (tehdy a jen tehy); napi. 22 > 0 <= x # 0

Negace: x> 0= 2 <0

1.3 Definice, véty, druhy dikazua

Dukaz pfimy: Pro dikaz tvrzeni P — () sestavime Fetézec pravdivych implikaci
P—P =P —..—DPFP — Q.

Dikaz nepfimy: DokéZeme (piimo) obménu implikace P — @, tedy -(Q — —P.

Diikaz sporem: Vyjdeme z negace —P dokazovaného tvrzeni P a pomoci pravdivych
implikaci odvodime tvrzeni nepravdivé. Tedy ptvodni tvrzeni P je pravdivé.

Dilkaz matematickou indukci: Tento dikaz pouZivame pro dokazovani tvrzeni typu
pro vsechna n € N, resp. pro vsechna n > ng plati P. Dtikaz sestava ze dvou casti:
v prvnim kroku dokédzeme tvrzeni pro ng a ve druhém (indukénim) kroku dokazeme,
ze plati-li vyrok P pro n, pak plati i pro n + 1.
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1.4 Ciselné mnoziny
Definujeme nésledujici ¢iselné mnoziny:
e N— mnozina pfirozenych ¢isel; N ={1,2,3,...}

e 7Z— mnozina celych ¢isel (celd ¢isla);
Z=NU{0,-1,-2,-3,...}

e Q— mnozina racionalnich ¢isel; {%} ,m,n € Z,n#+0

e Q*— mnozina iracionalnich &sel (napt. v/2,e (zdklad piirozeného logaritmu), 7
(Ludolphovo ¢islo), log5, .. .)

e R— mnozina realnych cisel

e C— mnozina komplexnich éisel {(a,b) : a € R,b € R},i — komplexni jednotka,
2=-1,2=a+ibeC.

e Plati R=QUQ",NCZcCcQcRCcC.

1.5 Intervaly

Budeme interpretovat ¢isla jako body (celoc¢iselné nebo reélné osy) a naopak body piimky
jako ¢isla. Mnozina ¢isel z splilujicich nerovnosti @ < x < b (resp. a < x < b) se nazyva
uzavieny (resp. otevieny) interval s koncovymi body a a b. Analogicky definujeme intervaly
polooteviené, polouzaviené a nekonecné:

e uzavieny interval: [a,b] nebo < a,b >, a <z <b
e otevieny interval: (a,b) nebo |a,b[, a <z <b
e polootevieny (polouzavieny) interval: [a,b), a <z < b ( (a,b], a <z <b)

e nekonecné intervaly: (—oo, 00), (—00, al, (—o0, a), (a, 00), [a, 00).

1.6 Zakladni vlastnosti komplexnich éisel

1. Algebraicky tvar komplexniho cisla

Cislo
z =z +1y,

kde x a y jsou libovolna realna ¢isla a i je imagindrni jednotka, se nazyva algebraicky tvar
komplexniho ¢isla. Pak = se nazyva redind a y tmagindarni ¢ast komplexniho ¢isla z.
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Im(z

Obrazek 1.6.1: Komplexni ¢islo z = x + iy v komplexni roviné

Podle definice jsou si dvé komplexni ¢isla rovna tehdy a jen tehdy, jsou-li si rovny
jejich realné a imaginarni ¢asti. Potom je rovnost

T+ z'yl = X9 + in
ekvivalentni dvéma rovnostem
T = T2 a Y1 = Y2.

Komplexni ¢islo z = x + iy lze zobrazit jako bod v roviné zy, na jejiz ose x je znazornéna
realnd Cast z a na ose y imagindrni ¢ast z (viz. obr.1.6.1). Pro ucely tohoto zobrazeni se
osa T nazyva redlnd osa a osa y se nazyva imagindrni osa, rovina Oxy se pak nazyva
komplexni rovina.

Komplexni ¢islo si Ize predstavit také jako vektor, jehoz pocatek je totozny s pocatkem
soustavy souradnic a konec s bodem, na néjz se zobrazi dané komplexni ¢islo. Soutadnice
vektoru na osach = a y znazornuji redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho cisla z.

Je-li y = 0, pak komplexni ¢islo z = £ 410 = x je realné ¢islo zndzornéné bodem realné
osy; je-li naopak z = 0, ¢islo z = 0 4 1y = iy se nazyva ryze imagindrni a je zndzornéno
bodem (0, y) lezicim na imaginarni ose.

Obrazek 1.6.2: z, Z - ¢isla komplexné sdruzena

Cislo komplexné& sdruZené (viz. obr.1.6.2) s danym komplexnim &islem z = a + ib
znacime Z a je definovano jako
Z =a —1b.
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Operace odcitani je definovana jako operace inverzni ke scitani; tj. z = a + ib se
nazyva rozdil mezi komplexnimi ¢isly z; = a1 + tby a 29 = as + ibs, plati-li a = a1 — as
and b = by — by.

Operace déleni komplexnich ¢isel je definovana jako operace inverzni k operaci néaso-
beni. Komplexni ¢islo z = a + ib se nazyva kvocientem komplexnich ¢isel z; = a; + iby
a 29 = ag + iby, plati-li 2 = z - 2,. ReSenim této rovnice (za predpokladu, Ze z, # 0)
dostavame
21 ay + Zbl Qa9 — ’ng a1ag + ble ,blag — alb2

22_a2+ib2 ag—ibg_ a%—l—bg a§+b§

z =

2. Trigonometricky tvar komplexniho ¢isla

Jelikoz je komplexni ¢islo definovano jako dvojice ¢isel redlnych, je prirozené zobrazovat
komplexni ¢islo z = a + ib jako bod v roviné xy s kartézskymi soufadnicemi =z = a a
y = b. Tuto rovinu nazveme komplexni rovinou; osa x se nazyva redlnd osa, osa y se
nazyva imagindrni osa komplexni roviny. Je také mozné definovat pozici bodu v roviné
pomoci polarnich soufadnic (p, ), kde p je vzdalenost bodu od pocatku soufadnic a ¢
je thel, ktery svird vektor privodic¢ s kladnou poloosou osy x. Kladny smér pro méreni
uhlu ¢ je smér proti pohybu hodinovych rucicek. Vyuzijeme-li vztahu mezi kartézskymi
a polarnimi souradnicemi
T = pcosy,y = psinp,
dostédvame takzvany trigonometricky (nebo poldrni) tvar zépisu komplexniho ¢isla:

z = p(cos p +isinp).

Obrazek 1.6.3: Trigonometricky tvar komlexniho ¢isla
Vzdalenost p se nazyva modul nebo absolutni hodnota z; thel ¢ se nazyva argument
nebo amplituda z (viz. obr.1.6.3). Obvykle pouzivame znaceni
p=|z|,p = Argz.
Je-li z = a+ b, pak

b
p=var+%tg(p) = —.
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Argument komplexniho ¢isla je jednoznacné definovan az na periodu 27. Je vhodné oznadit
jako arg z hodnotu argumentu v intervalu

Po < argz < 27 + o,
kde ¢q je libovolné pevné zvolené ¢islo (napf. o = 0 nebo ¢y = 7). Pak
Argz = arg z + 2km (k=0,£1,4+2,...).

Hodnota argz se nazyva hlavni hodnota argumentu. V nésledujicim budeme pouzivat
o = 0.

Argument komplexniho ¢isla z = 0 neni definovan a jeho modul je roven nule.

Dveé nenulova komplexni ¢isla jsou si rovna tehdy a jen tehdy, kdyz jsou si rovny jejich
moduly a hodnoty argumentti se budto rovnaji, nebo se lisi o nasobek 27.

3. Exponencialni tvar komplexniho éisla
Exponencialni tvar (exponenciilni oznac¢eni) komplexniho ¢isla
2 = pe'?
lze ziskat z trigonometrického tvaru uzitim tzv. Fulerovy formule:
e’ = cos + ising.

Podle pravidel nasobeni dostavame pro z; = p1e%t a 2z = pye'¥?

Z1 Ry = p1p2ei(s@1+s@2) (161)
a
2L PLiter—e) |
) P2
Z1 + 29
Z9 21 + 22

|21 — 22|
<1

Obrazek 1.6.4: |21 + 22|, |21 — 22|

Operace s¢itani a odcitani komplexnich ¢isel odpovidaji operacim s vektory: soucet
dvou komplexnich ¢isel (vektorti) z; a z3 je vektor z; + z5. Analogicky se sestroji vektor
29 — 21 jako rozdil vektorti z5 a z;. Tak okamzité dostavame trojihelnikové nerovnosti

|21 + 22| < [a1] + 2],
21— 2] = 1] — |l
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4. De Moivreova véta

Ze vztahu (1.6.1) lehce dostavame tak zvanou De Moivreovu vétu:
2" = [p(cos @ + isinp)]" = p"(cosny + isinny),

kde n je kladné celé ¢islo.

5. Odmocnovani komplexniho cisla

Komplexni ¢islo z; = {/z se nazyva n-tou odmocninou komplexniho ¢isla z, jestlize plati
z =z} Je-li z1 = pi(cos 1 + isin 1) potom podle De Moivreovy véty (nebo Eulerovy
formule)

21 = pi(cosngy + isinne).

Je-li z = p(cos ¢ + isinp), pak

p=pi=p=73/p

¥
Y =np; — P = —.
n
Jak bylo vySe uvedeno, argument komplexniho ¢isla je definovan jednoznac¢né az na peri-
odu 27. Z toho divodu dostavame pro argument komplexniho ¢isla z;

2rk
So—i—i;k::O,l,...,n—l,
n

P = —
n
kde ¢ je jedna z hodnot argumentu komplexniho ¢isla z. Tedy existuji rtizna komplexni
¢isla ktera, umocnéna na n-tou, jsou rovna témuz komplexnimu ¢islu z. Moduly téchto
komplexnich ¢isel jsou stejné a jsou rovny {/p, jejich argumenty se lisi o nasobky 27 /n.
Pocet riiznych hodnot n-tych odmocnin komplexniho ¢isla z je n. Body v komplexni roviné
odpovidajici riznym hodnotam n-té odmocniny komplexniho ¢isla z lezi ve vrcholech
pravidelného n—thelnika vepsaného do kruhu o poloméru {/p se stfedem v bodé z = 0.
Odpovidajici hodnoty ¢ ziskame tak, ze za k dosadime hodnoty £k =0,1,...,n — 1.

Klasicka analyza polozila problém rozsifeni realnych cisel takovym zptisobem, aby
vysledkem nejen elementarnich operaci s¢itani a nasobeni, ale také operace odmocnovani
bylo ¢islo z téze (rozsifené) ¢iselné mnoziny. Jak vidime, komplexni ¢isla tento problém
resi.

Dostali jsme vzorec

\’VE:{L/E(COS
k=0,1,....,n—1.

o+ 2kr . cp+2k;7r)
Y 4i4sin —— | ,
n n

Piiklad 1 Najdéte vsechny hodnoty \/i.
Reseni. Necht » =i = ¢e'™/?. Pak
/24 2kr . w/242knw

zk:cos#jwsmf,k:&l
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a
2
zozcosg—l—isin%:g(l—l—i),
5 ) 2
zlzcosf—i-isinf:—g(l—i-i).

Piiklad 2 Graficky zndzornéte vsechna vesend z° = 1.
Reseni.

Obrazek 1.6.5: Reseni 2° = 1

1.7 Zavedeni pojmu funkce, inverzni funkce, funkce

dvou a vice proménnych

Necht Dy je ciselnd mnozina a necht je dan jisty pfedpis, podle néhoz kazdému ¢islu

x € fifadime (jedinou) hodnotu y. Pak f{kdme, Ze na mnoziné e definovana
Dy priradi (jedi ) hodnotu y. Pak fika Z ziné Dy je definové

(jednohodnotova) funkce a piSeme: y = f(x), (x € D). Pak y nazgvame hodnotou funkce

(funkci, zavisle proménnou), x argumentem (nezavisle proménnou).

D¢ nazgvame defini¢nim oborem funkce (“domain”), H nazgvame oborem hodnot funkce

(“image”), y € Hy, Hy = f(Dy).

Dale fikdme, Ze funkce f zobrazuje mnozinu D; na mnozinu Hy a f nazyvame zobra-

zenim. Pojem funkce muze byt také chapan geometricky.

1. Specialni typy funkci

Definice 1 Funkce, pro niZ plati:

Vay, 0 € Dy (21 # x2) = f(21) # [(22)

se nazyvd prostd.

Piiklad 3 Jsou funkce y = 2%,y = cosx,y = 2~ ! jednohodnotové funkce ve svijch defi-

ni¢nich oborech D¢? (Viz grafy funkct.)
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Definice 2 Funkce f(z) je (na intervalu I):

e rostouct, jestlize Vxy,x9 € I, 11 < x9: f(x1) < f(22)

o klesajict, jestlize V1, xq € I, 21 < 9 : f(x1) > f(x2)
e nerostouct, jestlize Vi, o € 1,21 < 9 : f(x1) > f(x2)
o neklesajict, jestlize Vrq,x9 € I, 11 < o : f(x1) < f(22).
Y Y
f(x)
f(x2)
f(x1)
flx
f(x1) (@)
f(x2)
T To T I T2 i
Obrazek 1.7.1: Funkce rostouci Obrazek 1.7.2: Funkce klesajici
Y Y

Obrazek 1.7.3: Funkce nerostouci Obrazek 1.7.4: Funkce neklesajici

Definice 3 Rostouci a klesajici funkce se nazyvaji ryze monotonni.

Definice 4 Funkce f(z) se nazyvd omezend, jestliZe

dMeRVeeDs: |f(z) <M.
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Priklad 4 Jsou funkce f(z) = 22, f(x) = sinx omezené?
Definice 5 Funkce f(z) se nazyva:

e lichd, jestlize Vo € Dy : f(x) = —f(—x),

o sudd, jestlize Vx € Dy : f(x) = f(—x),

e periodickd, jestlize 3w > 0,w € R,Vz € Dy : f(x +w) = f(z).

Obrazek 1.7.5: Funkce licha Obrazek 1.7.6: Funkce suda

Obrazek 1.7.7: Funkce periodicka

1.8 Inverzni funkce

Uvazujme libovolnou funkci y = f(x) definovanou na mnoziné F a ozna¢me E; = f(F)
obraz E. Pfifadme kazdému y € F; mnozinu vSech x € E, pro néz y = f(x). Dosté-
vame funkeci z = ¢(y) definovanou na F;. Funkce ¢(y) se nazyva funkce inverzni k f(x).
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Budeme pfedpokladat, ze inverzni funkce je jednohodnotova. Takto dostavame ziejmé
identity: ¢[f(x)] = z, 2 € E a flp(y)] = y, y € Ey. Nékdy je pohodlné oznacit funkci
inverzni k f symbolem f~'. Pak f~'f(z) =z, z € Fa ff ' (y) =y, y € E\.

Priklad 5 o flz)=2a? [Ha)=Vz, (y=2* 2= y),z>0
° y:kx,k%O,keR,y:%x,

e y = arccosx je inverzni ky = cosx na [0,].

Obrazek 1.8.1: Funkce inverzni

Véta 1.8.1 Grafy inverznich funkci f(z), f~'(x) jsou symetrické podle osy y = x.

Diikaz. Necht y = f(z), y = g(z) a flg(x)] = z. Je-li b = f(a), pak g(b) = a a body
[a, b], [b, a] jsou symetrické podle osy y = x.
1.9 Trigonometrické funkce

e Funkce sinus: sin a,

e Funkce kosinus: cos a,

e Funkce tangens: tga,

e funkce kotangens: cotga.
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Obrazek 1.9.1: Funkce sinus

SE
B

Obrazek 1.9.3: Funkce tangens

Obrazek 1.9.2: Funkce cosinus

cotgx

B

Obrazek 1.9.4: Funkce cotangens
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1.10 Inverzni trigonometrické funkce

e y = arcsinx (arkus sinus) je inverzni k funkci y = sin z;
arcsin(sin x) = z,sin(arcsinz) = z,xv € Dy = [—1,1].

e y = arccos x (arkus kosinus) je inverzni k funkci y = cos x;
arccos(cos x) = x, cos(arccosx) = x,x € Dy = [—1,1].

e y = arctgx (arkus tangens) je inverzni k funkci y = tgx;
arctg(tgz) = z,tg(arctgxr) = x,x € Dy = (—00, +00),

e y = arccotg z (arkus kotangens) je inverzni k funkei y = cotg z;
arccotg(cotg x) = x, cotg(arccotg x) = z,x € Dy = (—00, +00).

Y Y

: - R o
arccotgxr ..

\

arccosr .

Obrazek 1.10.1: Funkce Arcsin, Arccos Obrazek 1.10.2: Funkce Arctg, Arccotg

1.11 Exponencialni a logaritmické funkce
e y = a” (exponencialni funkce), Dy =R, a > 0,a € R,
e y = log, x (logaritmicka funkce) D; = (0, 00) je inverzni k exponencialni funkei.

y=a" <z =1og,vy.

Definice 6 y = log, = jestlize a¥ = x; a > 0,a # 1,2 > 0.

Nésledujici vzorec je uzitecny:

Je-li a = 10, pak log,, x = log x; je-li a = e, pak log, x = Inx.
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Y
3"2
(3)”
(3 . S
2 9 T
,,/ﬂ—/;‘/ | “\‘*mu, i
1 0 1 x

Obrazek 1.11.1: Funkce exponencialni Obrazek 1.11.2: Funkce logaritmicka

1.12 Hyperbolické a inverzni hyperbolické funkce
Definice 7

ef—e™ "

e sinhz = “=— (hyperbolicky sinus),

e coshz = % (hyperbolicky kosinus),

o tghu = % = 2:2:2 (hyperbolicky tangens),

o cotghy = LM — eHe 2 /hynerbolicky kotangens).

sinh z et —e™®

R 2 7 cotghx
", coshz '

Obrazek 1.12.1: Funkce sinh, cosh Obrazek 1.12.2: Funkce tgh, cotgh
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Inverzni hyperbolické funkce:
e y = argsinh z (je funkce inverzni k y = sinh x)
e y = argcoshz (je funkce inverzni k y = cosh x)
e y = argtghx (je funkce inverzni k y = tghx)
e y = argcotghz (je funkce inverzni k y = cotgh x)

Nékteré vzorce:
cosh?z — sinh?z =1,
cosh 2z = cosh? z + sinh? z,

sinh 2x = 2 sinh x cosh z,

1
cosh2x:72,
1—tgh“x
tgh?
sinh2x:g7€.
1—tgh®x

1.13 Definice funkce komplexni proménné

Predpokladejme, ze je dana vektorova funkce skalarniho argumentu, jejiz prumét na osu
z je identicky roven nule pro vsechny hodnoty parametru t. Pak

-

A(t) = ()i +y(1)]

a kiivka 7= /Y(t) lezi cela v roviné Oxy. V tomto pripadé je prihodné povazovat vektor

(1.13.1)

F=xi+ yj

za geometrickou reprezentaci komplexniho ¢isla 2z = z + 7y a mluvit misto o vektorové
funkei 7(t) = x(t)i+y(t)s o komplexni funkei z(t) = x(t)+iy(t) redlné proménné ¢. Vektor
¢ neni totozny s imaginarni jednotkou.

Definice 8 Jestlize je kaZdé hodnoté parametru t pritazeno urcité komplexni ¢islo
z(t) = x(t) +iy(t), (1.13.2)

kde x(t) a y(t) jsou funkce nabyvajici redlnych hodnot, z(t) se nazgvd komplexni funkce
redlného argumentu t.

Parametr ¢ nabyva hodnot z daného intervalu. Graf komplexni funkce z(t) = x(t) +
y(t); ¢

iy(t) je, podle definice, kiivka s parametrickymi rovnicemi x = z(t), y = y(t); tedy,
hodografy vektorové funkce (1.13.1) a komplexni funkce (1.13.2) jsou shodné.

Piiklad 6 Pro funkci
2(t) =t +it? t € (—o0,+00)

mdme x =t a y = t2. Hodografem je parabola y = 2. Pokud t nabyjvd hodnot od —oo do
+00, body paraboly se pohybuji tak, Ze kladna cdst osy y zustdva vidy vlevo.
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1.14 Mnohocleny a racionalni funkce
Definice 9 Polynomem n-tého stupné promeénné x nazveme viyraz

Po(2) = apz™ + ap_12"t + -+ ayx + ay,
kden € N a ay,...,a1,aq jsou libovolnd redlnd ¢i komplexni ¢isla, pricemz a,, # 0.
Polynomu mtize byt zapsan i ve tvaru

Pu(z) =ag +a1x + -+ ap_12" 1 4+ apa™,
Podle toho, z jaké mnoziny bereme koeficienty a;,7 = 1,2,...,n, mluvime o polynomu
celociselném, redlném, raciondlnim, komplexnim, atd. Polynomy mutizeme sc¢itat, nasobit
¢islem, nasobit mezi sebou a délit. Necht pro n > m mame

Po(z) = apz™ + ap 12"+ - 4+ ayx + ay,

Qm(x) - bmxm + bm—lxm_l + -+ blx + bo,

potom
Po(z) + Qm(x) = (ao + bo) + (a1 + b))z + -+ + (@m + b)) 2™ + @pr12™ ™ + - + a2”,

aP,(z) = (aay)z" + (aa,_1)2™ 4+ -+ + (aay)x + (aag),
Pn(x) ’ Qm(x) - Cn+mxn+m + -+ 1z + ¢,

kde
cp = Z a;bj, 1=0,1,...,n, 7=0,1,...,m.
itj=k
Pro n > m plati
P(z) Ry (x)
- Sn—m r)+ ;
On(e) ~ O G @)

kde Ry(z) je zbytek stupné k < m, coz mizeme zapsat ve tvaru

P(x) = Spem()Qm(z) + Ri(z).

Definice 10 Polynom D(x), ktery déli beze zbytku polynomy P, (x) a Q.,(z) se nazygvd
spolecnym délitelem polynomi P,(x) a Qn(x).

Polynom D(x), ktery md ze vSech spolecnyjch déliteli nejoyssi stupen, se nazgvd nejuétsi
spolecny délitel polynomi P,(x) a Qn(x).

Eukleidav algoritmus
Necht jsou dény nenulové polynomy P,(Q, stupen P = st (P) > st (Q). Polynom P
vydélime polynomem @ a dostaneme ¢asteény podil S a zbytek Ry, st (R;) < st (Q):

P=QS+R,.
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Nyni vydélime polynom () zbytkem R; a ziskame ¢astecny podil S; a zbytek Rs,
st (Rq) < st (Ry),
Q == Rlsl + Rg.

Vydélime polynom R; zbytkem R, a dostaneme
Ry = RS, + R;s.
Pokracujeme dale, az v k-tém kroku dostaneme
Ri_9 = Ri—1Sk-1 + Ry.

Protoze st (Ry) < st (Rr—1) < --- < st (R2) < st (R;) < st (Q) < st (P), po kone¢ném
poctu ¢ kroktt dostaneme
Ri o= Ry 1Si1+ Ry,
Rt—l - RtSt + 0

7 posledni rovnosti plyne, Zze polynom R; je délitelem polynomu R; ;. Dosazenim do
predposledni rovnosti dostaneme

Ri o = RiSiSi-1+ Ry = R (S:Si-1 + 1),

neboli R; je i délitelem polynomu R;_, a tak mizeme pokracovat dale a ukazat, ze vSechny
polynomy R;,j <t jsou délitelné polynomem R;, tedy i P a @) jsou délitelné R;.

Obracené, necht je polynom D spole¢nym délitelem polynomi P a (). Potom D bude
délitelem polynomu R;. Jestlize D déli () a Ry, potom déli i R,. Jestlize déli Ry a R,
deéli i R3, atd., polynom D tedy musi délit i R;. R; je tedy nejvéetsim spolecnym délitelem
polynomi P a Q).

Definice 11 Cislo a je korenem polynomu P,(x), jestliZe plati
P.(a) = a,a" + a1+ daja+ag = 0.

Véta 1.14.1 Zakladni véta algebry
Kazdy polynom s redlnymi nebo komplexnimi koeficienty stupné n > 1 md aspon jeden
koren, obecné komplexni.

Vé&ta 1.14.2 Bézoutova Cislo a je korenem polynomu P,(x) stupné n > 1 prdvé tehdy,
kdyz
Po(x) = (2 — a)Qn-1(x),

kde Q,_1(z) je vhodny polynom stupné n — 1.
Dusledek 1 Kazdy polynom P,(z) = ap,x™ + ap_12" ' + -+ + ayx + ag, stupné n > 1
s (komplexnimi) koteny o, v, . .., v, pricemZ koteny nemusi byt navzdjem rizné, se dd

rozloZit na soucin korenovych cinitelu

Py(x) = ap(x — ay)(z — ag) ... (x — o).
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Definice 12 Ndsobnosti kotene o rozumime pocet, kolikrdt se o vyskytuje v rozkladu na
korenové cinitele.

Disledek 2 Koren a polynomu P,(x) md ndsobnost k, jestlize P,(x) je délitelny poly-
nomem (x — a)*, ale neni délitelnsj polynomem (v — a)**1.

Véta 1.14.3 Hornerovo pravidlo
Pro vypocet hodnoty polynomu

P(x) = apnt" + ap12" " + -+ a1 + ag
v bodé x = a nebo pro urceni koeficientu b; polynomu
Qn-1(z) = by12" '+ + bz + by

vzniklého délenim polynomu P,(x) clenem (x — «) pouZivame tohoto postupu:

r =« ‘ (07% Ap—1 P Ao a1 Qo
‘ bn—l bn_g P b1 b() r
kde plati
bn—l = Qap,
bn—2 = bn—1a+an—17
b1 = bgOé + as,

bo = b10é+CL1,
r = bpa+ayg = P,(«a)

Dusledek 3 Jestlize pri pouZiti Hornerova pravidla dostaneme r = 0, potom je o kote-
nem polynomu P, ().

Véta 1.14.4 Vietovy vzorce
Mezi koeficienty a koteny polynomu

Po(2) = ap2™ 4+ ap 12"+ b+ ag = an(z — an)(x — an) ... (7 — )

plati vztahy
-1 = —ap(on+ag+- 4 ay),
Un—g = ap(nee +arjaz+ -+ aaz + -+ ap_10,),
ag = (=1)"ap(as...qp).

Disledek 4 Kazdy koten deéli absolutni clen.
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Véta 1.14.5 Meyme polynom s celociselnymi koeficienty
Po(z) = apz™ + ap_ 12"t + -+ arz + ao.
Celé ¢islo o muze byt korenem, jestlize o deéli absolutni clen ay.
Raciondlni cislo g (kde p je celé cislo a q je prirozené cislo nesoudélné s p) miZe byt

kotenem polynomu P,(x), jestlize p déli absolutni élen ag a q déli koeficient u nejuyssi
MOCTINY G, .

Definice 13 Necht P,(z) a Q.(x) jsou polynomy. Jejich podil

R(z) =

nazveme racionalni funkci lomenou.
Je-li n < m, mluvime o raciondlni funkci ryze lomené.

Véta 1.14.6 Kazdd raciondlni neryze lomend funkce R(x) se dd jednoznacné vyjddrit ve
tvaru

R(x) = F(z) + G(z),

kde F(x) je polynom stupné n —m a G(x) je raciondlni funkce ryze lomend.

Véta 1.14.7 O rozkladu na parcialni zlomky
Mejme redlnou ryze lomenou raciondkni funkci

Pn(x)
Qm(z)’

s rozkladem jmenovatele na korenove cinitele nad R

R(z) =

n <m,

Qm(z) = am(x—al)kl (27—@2)k2 . (ZE—OzT)kT (:E2+p1x+q1)81 (x2+p2x+qQ)52 o (x2—i—pvx—|—qv)s“,

kde a;, i =1,2,...,r jsou redlné kofeny ndsobnosti k; a kvadraticky trojélem x* + p;x +
g7 =12,..., v,p? —4q; < 0, reprezentuje dvogici komplexné sdruzenych koreni s nd-
sobnosti s;. Potom

. A A Aig,
R(x)zz< L 22+---+7'“,)ki)+

—~\(r—a) (z-)

x+ N Misx + N; Mjs,w + Njs,
+Z< 2]1 v 2J2 ]22+"'+ 2” -
(22 +pjr+q;) (22 +pjz + q5) (2% + pjw + q;)%

kde vsechny koeficienty A;x, Mjs, Njs jsou redlnd cisla.



Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné 29

Piiklad 7 Rozlozte na parcidlni zlomky raciondlni lomenou funkci

B 622+ Tx + 4

R =5 s 32 -1

Reseni: RozloZime jmenovatele na soucin kotenovych ciniteli (nejlépe pomoci Hornerova
schématu).

1
2x3+3x2—1:2(x—§) (x4 1)

Mdame jeden prosty redlny koten x = % a jeden redalny korten x = —1, ktery md ndsobnost
2. Dosadime podle predchozi véty a dostaneme:

6x2+7x+4_ A N B N C
2034322 -1 z—-3 x4+1 (z+1)%

Neznamé koeficienty urcime tak, Ze celou rovnici vyndasobime jmenovatelem raciondlni
funkce (t.j. polynomem 2z + 32% — 1) a upravime:

1 1
622 +7x +4 = A2(z +1)* + B2(z — 5)(:z: +1) + C2(z — 5),

62 + 7o+ 4= A2(z® + 22+ 1) + B2z — 1)(z + 1) + C(2z — 1),
62° +7r +4=A2(2* +2v + 1)+ B22* + 2 — 1) + C(2x — 1).
Srovndnim koeficienti polynomi na obou strandch rovnice dostaneme soustavu rovnic:
6 = 2A+2B

7 = 4A+B+2C
4 = 2A-B-C

Soustava md jediné reseni
A=2B=1,C=-1.
Rozklad na parcidlni zlomky md proto tvar

62° +Tx+4 2 Lt 1
203 +322 -1 z—-1 2+1 (z+1)%

Priklad 8 Rozlozte na parcidlni zlomky raciondlni lomenou funkci

162% — 1522 + 62 + 5

Fle) = (2z —1)2(22 + 22 +5)

Reseni: Jmenovatel md jeden redlny koten x = % ndsobnosti 2 a dvojici komplexné sdru-

zZengch korentd. Rozklad na parcidlni zlomky bude mit tvar:

162° — 152" + 62 +5 A LB Ci+D
(22 —1)2(2x2+2x +5) x—3 (x_%)Q 2+ 2x+5
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Po vynasobeni spolecnym jmenovatelem dostaneme

1 1\?
162° — 152> + 62 +5 = 4A (a: — 5) (2°+22+5)+4B(2*+22+5) +4(Cz+ D) (x — 5) :

Po tpraveé dostaneme soustavu rovnic, kterd ma resent

AzO,Bz%,C’zéL,D:O.

Rozklad na parcidlni zlomky ma tedy tvar

162% — 1522 + 62 + 5 1 4z

(2x — 1)%(22 + 22+ 5) - (22 — 1) +x2+2x+5‘

Véta 1.14.8 Mejme redlnou ryze lomenou raciondlni funkci

Pn(x)
Qm(z)’

jejiz ymenovatel mad pouze prosté koreny

Qm(z) = ap(z —A)(x—X) ... (z — An),

R(z) = n <m,

Potom I I I
R(z) = L 4 2 I I L —
(z) (x—X)  (z—A) (x — A\m)
kde P
Li=—-2"Y =12 ... m.
Q1. (A\)

Piiklad 9 Rozlozte na parcidlni zlomky raciondlni lomenou funkci

x?+1

Bo) = e =6

Reseni: RozloZime jmenovatele na soucin kovenovych ciniteli.
(2> = 1)(2* +7—6) = (v + 1)(z — 1)(z+ 3)(x — 2).
Vsechny koreny jsou redlné prosté. Rozklad bude mit tvar

22 +1 A B C D

(x2—1)(x2—|—x—6)_x+1+x—1+x+3+x—2'

Po vyndsobeni rovnice jmenovatelem (z* — 1)(2? + 2 — 6) dostaneme
?+1=Ar—-1)(z+3)(z-2)+Bl+1)(x+3)(z—-2)+C(z+1)(z - 1)(z —2)+

+D(z+1)(x — 1)(x + 3).
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Do posledni rovnice postupné dosazujeme jednotlivé koreny. Pro x1 = —1 dostaneme po
dosazeni:

(-1 +1=A(-1-1)(-14+3)(-1-2)+B(-1+1)(-1+3)(-1-2)+C-0+D-0,

Prox=1:

1+1=A1-1)(1+3)1-2)+B1+1)(1+3)(1-2)+C-0+D-0,

Pro x = —3:

(=3 +1=A-0+B-0+C(-3+1)(-3-1)(-3-2)+D -0,

Pro x =2:
224+1=A4-0+B-0+C-0+D(2+1)(2-1)(2+3),

5=D3)(1)(5),

D—

Wl =

Konecny rozklad ma tedy tvar

2 +1 1 1 1 1

@ —1)@+7-6) 6@@+1) 4c—1) z+3) 3@-2)




Kapitola 2

Matice a determinanty. Soustavy
linearnich rovnic a jejich reseni.

2.1 Matice

Definice 14 Necht m,n jsou pfirozend cisla. Jestlize kazdé uspordadané dvojici (i,j) €
{1,2,...,m} x{1,2,...,n} pritadime prvek a;; € R, obdrZime redlnou matici typu (m,n)
nad R. Cisla i,j jsou indexy , i je Fddkovy a j je sloupcovy index.

Matice zapisujeme jako

a1 a19 oo Qip

921 929 oo Qop
A= (a) =

Am1 Am2 ... Omn

Matice budeme oznacovat velkymi pismeny.
Specialni typy matic:

Matice fadkova B = (a1, a9, ...,a,).
a1
. a2
Matice sloupcova C=
G,
a1 0 0
L .y o, a2 0
Matice diagonalni a; =0Vi#j, D=
0 0 s .

32
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Prvky a;; ¢ = 1,2,...,min(m,n) tvofi hlavni diagonalu. Matice D je typu (m,m), obecné
muze mit diagonalni matice bud jesté dalsi sloupce, v nichz budou samé nuly, a nebo dalsi
radky, v nichz budou opét samé nuly.

Jestlize m = n, potom mluvime o ¢tvercové matici radu m.

10 ... 0

01 ... 0
Matice jednotkova 1=

00 ... 1

Matice jednotkova je tedy Ctvercova diagonalni matice, ktera ma na hlavni diagonale samé
jednicky.

Matice nulova O = (aij), a;; =0 Vi, j.
a1 Az ... Qami
. i 19 A22 ... Am2
Matice transponovana AT = | . .
A1p A2 ... Amn
Matice symetricka a;j = aj; Vi, J.

Matice téhoz typu (m,n) nad R budeme znacit R,, .

Definice 15 Matice A = (a;j) je rovna matici B = (by), jsou-li obé matice stejného typu
a stejnolehlé proky se sobé rovnagi, tj. A € Ry, B € Ry p, a5 = by, Vi € {1,2,...,m},
Vie{l,2,...,n}.

Definice 16 Souctem dvou matic A, B € R,,, ,, je matice C € R,, ,, takovd, Ze c;; = a;; + b;j.
Ciselnym ndsobkem o € R matice A € R, je matice B € R,, ,, takovd, Ze b;; = aa;.
Linedrni kombinaci matic Ay, Ag, ..., Ay € Ry, s koeficienty A1, Aq, ..., Ay nazveme ma-
tici A = )\1A1 + )\2A2 + -+ )\kAk:

Definice 17 Méjme rovnost

MAL+ XAs+ -+ NAL, =0 (2.1.1)
kde O je nulovd matice. Matice Ay, As, ..., Ax nazveme linedrné zavislé, pokud I\; # 0,
i = 1,2,...,k a rovnost (2.1.1) plati.
Matice Ay, As, ..., Ay nazveme linedrné nezavislé, pokud rovnost (2.1.1) plati tehdy a jen

tehdy, kdyz \; =0 proVi=1,2,... k.

Disledek 5 Jsou-li Ay, As, ..., Ay linedrné zdvisle, potom alespon jedna z nich je line-
arni kombinaci zbyvagicich.

Je-li nékterd z matic Ay, Ag, ..., Ay linedrni kombinaci zbyvajicich, jsou matice
Aq, Ay, .. Ay linedrné zdvisle.

Je-li néktera z matic Ay, A, . .., A, nulovd, jsou matice Ay, As, ..., Ay linearné zdvisle.
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1 0 1
Priklad 10 Matice A; = (2) ., Ay = :1 , As = 9 jsou linedrné
0 1 2

zavisle, protoZe plati Ay + 2A, — Az = O.

Priklad 11 Urcete linedrni zdvislost ¢ nezdvislost matic

1 1 0
Al: 0 ) A2: 2 ) A3: 1
0 0 1

Reseni:
Sestavime si linedrni kombinaci téchto vektoru podle definice 17:

0
MAL+ XAy +X3435=| 0
0
Dosadime
1 1 0 0
)\1 0 + )\2 2 + )\3 1 = 0 )
0 0 1 0
A+ Ao 0
20 +X3 | =1 0
A3 0

Srovndnim stejnolehlych proki dostaneme soustavu rovnic

AL+ A = 0,
200+ A3 = 0,
>\3 - 07

ktera md Teseni Ay = Ay = A3 = 0. Podle definice 17 jsou matice Ay, Ay, As linedrné
nezavisle.

2.2 Determinant

Definice 18 Permutace je zobrazeni mnoZiny {1,2,...,n} na sebe.

Definice 19 Inverzi v permutaci (i1, iz, . . ., 1,) rozumime kazdy vyskyt takové dvojice ¢i-
sel, Ze vétsi stoji pred mensim, tj. vlevo od néj.

Piiklad 12 Permutace (2,3,1) md dvé inverze2 —1 a3 — 1.



Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné 35

Definice 20 Determinant c¢tvercové matice A vadu n je cislo

a1; Qai2 ... Qin

Qg1 Q22 ... Q2 .

’ ’ ’ ’ (315325-++13n)

Ap1 Ap2 ... Qpp
kde scitame pres vsechny permutace (ji, j2,- - -, jn) mnoZiny {1,2,...,n} a t(j) je rovno
poctu inverzi v permutaci (J1, 2, - - jn)-

Piiklad 13 Krizové pravidlo pro vypocet determinantu matice druhého radu:
a b
c d

‘:ad—bc.

Piiklad 14 Sarrusovo pravidlo pro vypocet determinantu matice tretiho radu:

Q@ Q2
> 00 o

c
f | =aek+bfg+ cdh —ceg —afh — bdk.
k

Poznamka 1 Pro determinanty matic vyssich tadiu podobny vzorec neexistuje.

Véta 2.2.1 Vlastnosti determinantu:

1. 'V defini¢nim vyjddrent determinantu matice A se vyskytuge clen (a;,j,aiyj, - - - Qi)
se znaménkem (+) pokud maji permutace (i1, ig,...,05),(J1,J2,---+Jn) SOucasné
sudy pocet inverzi a nebo soucasné lichy pocet inverzi; a se znaménkem (—) po-
kud ma jedna permutace sudy a druhd lichy pocet inverzi.

det A = det (AT), t.j. ekvivalence Fddkii a sloupcii.
Zameénou dvou sloupci matice A se hodnota determinantu zmeéni na opacnou.
Determinant matice, kterd ma dva stejné sloupce, je roven nule.

Spolecny nasobek vsech prvku sloupce se muze vytknout pred determinant.

S st

Necht prvky s-tého sloupce matice A jsou linedrni kombinace prvki tvaru

a;s = PBbis + veis, potom |A| = B|Ay| + 7| Ac|, kde matici A, ziskame z matice A
nahrazenim s-tého sloupce prvky b;s a ponechdnim ostatnich beze zmény a matici
A, ziskdme obdobné nahrazenim s-tého sloupce matice A prvky c;s a ponechdnim
ostatnich beze zmény.

7. Jestlize néktery sloupec matice A je linedrni kombinaci zbyvajicich, potom |A| = 0.

8. Hodnota determinantu se nezment, pokud pricteme k jednomu sloupci linedrni kom-
binaci zbyvagicich.



MATEMATIKA 1 36

9. Determinant diagondlni matice je roven soucinu prvki na hlavni diagondle.

Definice 21 Necht v matici A vadu n vynechdame s-ty sloupec a k-ty vdadek. Zbijvajici
proky tvori matici vddu (n — 1) a jeji determinant nazveme minorem My proku ays.

Definice 22 Algebraickym dopliikem Ay, proku ays nazveme Ags = (—1)*5 M.

Véta 2.2.2 Laplaceova véta o rozvoji determinantu.
Pro kazdou ctvercovou matici A a kazdé k € {1,2,...,n} plati

|A| = aw Ak + agp Aok + -+ - + appAni.
Diusledek 6 Vzhledem k rovnopravnosti fadki a sloupci plati Vk € {1,2,...,n}
|A] = ar1 Apr + aroAgz + - - + ArnApn.

Piiklad 15 Urcete hodnotu deterninantu matice A,

~10 5 -7 4
73 -9 3
A= 21 -1 1
55 -3 5

Resent:

Ndsobky druhého sloupce budeme pricitat ke zbyvajicim tak, abychom wve tretim rddku
dostali nuly. Dvojndsobek druhého sloupce pricteme k pronimu sloupci, ke tretimu sloupci
pricteme druhy a od cturtého sloupce odecteme druhy sloupec.

-10 5 -7 4 05 -2 -1

A = -7 3 -9 3 _ |13 =6 0}_
-2 1 -1 1 01 0 0
-5 5 -3 5 55 2 0

Rozvineme determinant podle tretiho vadku a potom podle posledniho sloupce:

0 -2 -1 16
= (1B -1 =6 0| =(=1)(=1)(-=1)+¥ ‘:28
5 2 0 b2

Poznamka 2 Pri vypoctu je vhodné si nejprve zapsat sloupec (tddek), jehozZ ndsobky
budeme pricitat ke zbyvagicim. Zapisujeme jej na jeho misto, protoZe nemuzZeme menit
potadi jednotlivych sloupci, aniz by doslo i ke zmeéne hodnoty determinantu. SniZime tim
moznost, Ze se nechténe dopustime chyby.

Véta 2.2.3 Pro kaZdou ctvercovou matici A vadu n a pro kaZdou dvojici ruznych indext
k,le{1,2,....,n}, k#1, plati

a1 Ay + agr Ao + - 4 anpAn =0,

a1 An + arAip + - + agn A, = 0.
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2.3 Hodnost matice

Definice 23 Necht A € R,,,,, £ < min(m,n). Vybereme v matici A libovolné k tddki
a k sloupci. Elementy stojict na prusecicich techto radki a sloupct tvori matici vadu k.
Jeji determinant nazveme minorem k-tého radu matice A.

Diusledek 7 Minori k-tého tadu matice A € Ry, k < min(m,n) muZeme vytvorit

e ()(F)

Piiklad 16 Méjme matici

3 2 4 2
A= 2 01 1
0 4 51

Mizeme z ni vytvorit celkem 12 minoru proniho Tadu, 18 minori druhého rddu a 4 minory
tretiho radu. VSechny minory tretiho rddu jsou pritom nulove.

Definice 24 Hodnost nulové matice je rovna nule.

Hodnost nenulove matice A je rovna k, jestlize existuje nenulovy minor 7adu k a vsechny
minory vyssich radu, pokud existuji, jsou rovny nule. Libovolny nenulovy minor rddu k
nazveme bazovym a jeho sloupce (fadky) nazveme bdazovymi sloupci (Tddky).

Véta 2.3.1 Libovolny sloupec matice A je linedrni kombinaci bdzovych sloupcii.

Véta 2.3.2 Ma-li matice A hodnost h, md potom pravé h linedrné nezavislych sloupci
a naopak, md-li matice A prdvée h linedrné nezavislych sloupci, potom md hodnost h.

Disledek 8 Determinant ctvercové matice A je menulovy pravé tehdy, kdyzZ vsechny
sloupce jsou linedrné nezduvislé.

Definice 25 Za elementdrni dpravy matice A prohldsime

1. Prechod od matice A k matici transponované A” .
Vzdjemnou vymenu dvou rdadkii.
Vyndsobeni vsech prvki v jednom radku nenulovym cislem.

Prictent k jednomu radku linedarni kombinace zbyvagicich radki.

vt o e

Vynechdani nulového radku.
Véta 2.3.3 Elementarni upravy neméni hodnost matice.
Definice 26 Matici A € R,,,,, nazveme horni trojihelnikovou matict, kdyz

a;; = 0 Vi > j > min(m,n). Matici A nazveme dolni trojihelnikovou matict, kdyz a;; =
0Vi < j < min(m,n).
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Dusledek 9 Postupnym uzitim elementarnich uprav lze kaZdou matici prevést na troju-
helnikovou matici. Tento postup se nazyva Gaussova eliminacni metoda.

Postupnym uzitim elementdrnich uprav lze kaZdou matici prevést na diagondlni matici.
Tento postup se nazyva Jordanova eliminacni metoda.

Determinant trojuhelnikove matice radu n je roven soucinu prvkid na hlavni diagondle.

Priklad 17 Urcit hodnost matice

A:

W N -
[ =)
N O O N
_—_ O W
= O N Ot

Reseni: Pruni fddek vyndsobeny (—2) pricteme ke druhému, pruni Fadek vyndsobeny (—3)
pricteme ke tietimu a proni fadek vyndsobeny (—4) pricteme k poslednimu radku.

1 0 2 3 =5
0 -1 -4 -6 12
0 1 0 -8 15
0 0 -10 —-11 21

AN

Pruni a posledni rddek opiseme, treti pricteme ke druhému a zapiseme treti Tadek jako
druhy

10 2 3 =5
A 01 0 -8 15
00 -4 -—-12 27

0 0 -10 —-11 21

Pruni tri 7adky nechdme beze zmény, posledni tdadek ndsobime (—4) a pricteme k nému
desetindsobek tretiho radku

10 2 3 -5
A~ 01 0 -8 15
00 —4 —-12 27
00 0 —76 186

Matice A je prevedena na trojuhelnikovy tvar, ma ¢tyri nenulové radky, proni ¢tyri radky
a proni étyri sloupce tvori nenulovy minor tadu 4 (jeho hodnota je 804 ), hodnost matice
A je proto rovna ctyrem.

2.4 Maticova algebra

Definice 27 Soucinem matice A € R,,, a matice B € R,,,, v uvedeném poradi, je
matice C' € R, , pro kterou plati

C:AB, C:<Cij), cij:Zaikbkj, ’i:l,...,m,j:].,...,p.
k=1
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Poznamka 3 Nasobeni matic neni komutationi, t.j. existuji takové matice A, B, Ze plati:
AB # BA,
a nebo néktery ze soucini AB ¢ BA neni definovdn.

Priklad 18 Necht A € Ry a B € Rz 4. Potom soucin AB existuje, ale soucin BA neni
definovan.

Dusledek 10 Soucin matic A a B je definovdn pravé tehdy, kdyz pocet sloupcu matice
A je roven poctu rddkiu matice B.

Piiklad 19 Méjme dany matice
1 2 2 1
A:(:s 1)’ 32(1 3)'
4 7 5 5
AB_(7 6), BA_(lo 5),AB7ABA.

11 12 0 0
=(an)me(ad) (o)

Mdme pripad, 2e A+ O, B # O, ale AB = O.
Jednd se o situaci, ktera nemd obdobu v oboru redlnych cisel. Nelze proto prendset
automaticky poznatky z ciselnych mnozin do teorie matic.

Potom

Priklad 20

Véta 2.4.1 Pro vsechny matice A € R,, ,, B,C € R,,,,D € R, , plati
1. A(B+C)=AB+ AC,
2. A(BD) = (AB)D,
3. (¢A)B = A (aB) = a(AB),
4. (AB)Y = BT AT,

Véta 2.4.2 Pro kaZdou matici A typu (m,n) plati AI = A, kde I je jednotkovd matice
radu n.

Disledek 11 A=A, kde I € R, ..

Véta 2.4.3 Necht A je matice typu m,n, potom soucin AAT je matice symetrickd.

Véta 2.4.4 Necht A, B, C jsou ctvercové matice fadu n a necht plati
AB=CA=1.

Potom B = C.
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Definice 28 Necht A, B jsou ¢tvercové matice vadu n a necht plati
AB=BA=1.
Potom matice B je inverzni matici k matici A. Oznaceni B = A™L.

Piiklad 21 Pro kazdou matici A nemusi existovat takovd matice B, Ze plati AB = 1.

(11 a B\ _ [(a+y B+9
as=(g0)(55)=("3" "%
To ovsem znamend, Ze pro tuto matici A neexistuje matice B takovd, Ze po jejich vynd-
sobeni dostaneme matici jednotkovou.

Definice 29 Matice, ke které existuje matice inverzni, se nazyvd requldrni. V opacném
pripadé mluvime o matict singuldrns.

Véta 2.4.5 Necht A,B jsou dvé requldrni matice vadu n. Potom
1. Soucin AB je regquldrni a (AB)™' = B~1A~L.
2. Matice A7 je reguldrni a (A1)t = A.
Véta 2.4.6 Necht A, B jsou ctvercové matice tddu n. Potom |AB| = |A||B].

Dusledek 12 [A7} = |j1\'

Matice A je requldrni prave tehdy, kdyZ jeji determinant je nenulovy.

Definice 30 Adjungovand matice k matici A je matice adj A = (aj;), kde aj; = Aj;.

Dusledek 13 Matici adjungovanou ziskame, kdyz kaZdy prvek matice A nahradime jeho
algebraickym doplnkem a vyslednou matici transponujeme.

Véta 2.4.7 Bud A reguldrni matice. Potom A™! = Fﬁ(adj A).
Dusledek 14 |adj A| = |A|" .
Piiklad 22 Inverzni matice pro matici radu 2.
(a b R L1 d —b
A—(C d), ad]A_<_c a), A _ad_bc(_c a).

Priklad 23 Urcete inverzni matici k matici A, jestlize

2 0 7
A= 1 -4 =5
3 1 2
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Resent:
Protoze |A] = —16 + 7+ 84 + 10 = 85, je matice A requldrni a tedy k ni existuje matice
inverzni. Urcime jednotlive algebraickeé doplnky.

—4 -5 1 -5 1 —4
All - ‘ 1 2 ‘ - _37 Al? - ‘ 3 9 ' = _177 Al3 - ‘ 3 1 ' = 137
07 2 7 2 0
A21—_‘1 2':771422:‘3 2':_1771423:_'3 1‘:_27
0o 7 2 7 2 0
T W O | 1
Potom
-3 7 28 1 -3 7 28
adj A= | —17 —17 17 a A =35 —17 —17 17
13 -2 -8 13 -2 -8

Véta 2.4.8 Pro vypocet inverzni matice vyssich radu pouZivame metodu doplnéni s jed-
notkovou matici: Vedle matice A (vpravo) napiseme jednotkovou matici téhoZ fadu a po-
moci radkovych elementdrnich uprav prevedeme matici (A|I) na tvar, kdy vlevo bude ma-
tice jednotkova. Potom vpravo bude matice inverzni

ay; Q2 ... Qip 10 ... 0
(A‘]) _ ‘a21 Qg ... Q2p 0 1 0 ~ (I|A_1)
Apl Qpa - Gpp |0 0 ... 1

Piiklad 24 Urcete inverzni matici k matici A, jestlize

3 —4 5
A= 2 -3 1
3 -5 -1

Reseni: Zapiseme vedle sebe matici A a matici jednotkovou. Od pruvniho vddku odecteme
druhyj:

3 -4 5|100 1 -1 4|1 =1 0
AnNh=112 -3 11010 |~[2 =3 1(0 10|~
3 -5 —1/0 0 1 3 -5 —1|0 0 1

Ndsobky pruniho rddku odecitame od zbyvajicich, poté odecitame ndsobek druhého radku
od tretiho:

1 -1 41 1 -1 0 1
~10 -1 —-7-2 30 |~1|0
0 -2 -13|-3 31 0
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Nyni odecitame nasobky tretitho radku od zbyvajicich a poté secteme druhy a pruni radek:

1 -1 0}]-3 11 -4 1 0 0]-8 29 —11
~10 10/-5 18 -7 ]~010|-5 18 =7
0 01} 1 =3 1 001 1 -3 1

Tedy pro matici A je inverzni matice

-8 29 —11
At=| -5 18 -7
1 -3 1

Poznamka 4 Neni nutné predem provérovat reqularitu matice A. Pokud matice A neni
requldrni, tak pomoci Tadkovych uprav ziskdme v levé poloviné nulovy radek. Provddime
totiz stejné upravy jako pri zjistovdni hodnosti matice. Vypodcet konci a vikdame, Ze matice
inverzni nent definovdna.

Piiklad 25 Urcete inverzni matici k matici B, jestlize

1 1 -2
B = 1 -2 1
-2 1 1

Reseni: Zapiseme vedle sebe matici A a matici jednotkovou. Ndsobky pruniho vddku ode-
citame od zbyvagicich:

1 1 =2(1 00 1 1 -2 100
(B|I) = 1 -2 11010 }|~[0 -3 3|-110 ]~
-2 1 1|0 0 1 0 3 -3 201
Secteme druhy a treti radek:
1 1 -2 100
~ 0 -3 3|-110
0 0 0] 111

Vlevo jsme dostali nulovy radek. ProtoZe jsme pouZili pouze upravy, které nemeéeni hodnost
matice, je hodnost matice B rovna 2. Matice B je proto singuldrni a inverzni matice
k matict B neexistuje.

2.5 Soustavy linearnich rovnic — zakladni pojmy

Definice 31 Rovnice Ax = b, kde A € R,,,,, b € R,,,1, 2 € R, se nazyvd soustava
linearnich (algebraickych) rovnic.
V rozepsaneém tvaru mame

a11T1 + 122 + ... + A1pTn = b1
211 + 929 + ... + A2, Tn = bg

(2.5.1)

1Tl + QmaTa + ... + QunZn = bn
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A je matice koeficientu, b je sloupec pravych stran, x je sloupec nezndmych,

aiq a12 e A1p ‘ bl
] g1 Q22 ... Q9p ‘ b2 ., . Yy,
matice (Alb) = | . ] ) ] | se mazyvd matice rozsirend.
Ul Qm2 o G | b

Kazdy sloupec (sloupcovd matice)  pro ktery plati Ac = b se nazgvd fesenim soustavy

(2.5.1).

Definice 32 Soustava (2.5.1) je Tesitelnd, md-li asporn jedno TeSen.
Soustava (2.5.1) je jednoznacné fesitelnd, md-li pravé jedno tesend.
Soustava (2.5.1) je viceznacné tesitelnd, ma-li vice nez jedno tesent.

Definice 33 Soustava linedrnich algebraickiyjch rovnic se nazyvd homogenni, jestliZe je
tvaru

Az = O, (2.5.2)

kde O je nulovy sloupec. V opacném pripadé mluvime o nehomogenni soustave.

Definice 34 Je-li Ax = b nehomogenni soustava, pak pridruZenou homogenni soustavou
rozumime soustavu Ax = O (t.j. homogenni soustavu se stejnou matici koeficienti jakou
md nehomogenni soustava,).

Priklad 26 Mejme danu nehomogenni soustavu

3]31 + 29 — 41’3 =1
T — 2ZL’2 +x3 = 5
201 — x93 — 33 = 4

Pridruzend homogenni soustava md tvar

3$1+l’2—4x3 =0
1’1—2ZL’2+1’3 =0

201 — x93 — 33 =

2.6 Reseni soustav linearnich algebraickych rovnic

Véta 2.6.1 Necht soustava Ax = b md regquldrni matici koeficienti. Potom md tato sou-
stava praveé jedno reseni. MuZeme je urcit pouZitim “Cramerova pravidla” : k-ty clen
reseni je zlomek, v jehoZ jmenovateli je determinant matice koeficientu A a v Citateli de-
terminant matice Dy, kterd vznikne z matice A tak, Ze k-ty sloupec nahradime sloupcem
pravijch stran soustavy (2.5.1), ostatni sloupce ponechdme beze zmény.
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Piiklad 27 Najit reseni soustavy rovnic

3]31 + 29 — 41’3 =1
Ty —2x3+2x3 = D
2(131 — T9 — 3(133 = 4

Reseni: Urcime determinant matice koeficienti

3 1 —4
Al=]1 -2 1|=14
2 -1 =3

Determinant matice A je nenulovy, soustava je tedy jednoznacné resitelnd. Spocitame
determinanty matic D;, kde matice D; vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce
sloupcem pravych stran nasi soustavy.

1 1 —4 31 —4 3 11
IDi|=|5 -2 1|=14, |Dy|=|1 5 1|=-28 |Ds]=|1 -2 5|=0
4 -1 -3 2 4 -3 2 —1 4
Potom x; = ﬂi", takZe mdme
14 —28 0
T T Ty =g =0

Vyhodnoceni: Cramerovy vzorce nam sice davaji presné feSeni, ale je zapotiebi pro né
vypocitat (n + 1) determinanti n-tého fadu. Pro rozsahlejsi soustavy je jejich pouziti
problematické, protoze ani s pomoci vypocetni techniky nejsme schopni urcit presné hod-
noty determinanti. Cramerovy vzorce navic predpokladaji regularitu matice koeficientt.
Nedaji se proto pouzit pro libovolnou soustavu.

Véta 2.6.2 Frobeniova.
Soustava (2.5.1) je tesitelnd pravé tehdy, kdyZ hodnost matice koeficienti se rovnd hod-
nosti matice rozsirene.

Disledek 15 Je-li soustava (2.5.1) Tesitelnd, t.j. h(A) = h(A|b) = h, pak pro h =n md
soustava (2.5.1) prdvé jedno teseni a pro h < n md soustava (2.5.1) nekonecné mnoho
reSent, kterd zdvisi na (n — h) parametrech.

Piiklad 28 Reste soustavu
r+y+z =1
20 +y+2z =
r+y+3z = 2
Protoze |A| = =2 # 0, jde o kramerovskou soustavu, kterd md tesent

xz 27y 72 2
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Priklad 29 Reste soustavu

r+y+z =1
r+y+2z = 1
r+y+3z = 2

|A| = 0, proto nemizeme pouzit Cramerovych vzorci.

h(A) =2, h(A|b) =3 = h(A) # h(A|b).
Podle véty 2.6.2 nemd soustava Tesent.
P¥iklad 30 Reste soustavu

r+y+z =1
r+y+ 2z
20 +22442 = 2

|A| = 0, proto nemizZeme pouzit Cramerovych vzorci. Dale
h(A) =2, h(A|b) =2 = h(A) = h(Ab),

resenti zavisi na jednom parametru t € R:

r = 1—1t
y =1
z = 0.

Véta 2.6.3 Homogenni soustava (2.5.2) je vidy tesitelnd.
Definice 35 Nulové feseni soustavy (2.5.2) nazveme trividlnim.

Véta 2.6.4 Homogenni soustava (2.5.2) md netrividlni feSeni pravé tehdy, kdyz hodnost
matice koeficienti je mensi neZ pocet nezndmych.

Véta 2.6.5 Necht u,v jsou teSenim soustavy (2.5.2). Potom i jejich libovolnd linedrni
kombinace au + Pv je fesenim soustavy (2.5.2).

Definice 36 Mazimadlni pocet linedrné nezdvislych reseni soustavy (2.5.2) nazveme fun-
damentdlni soustavou TeSent soustavy (2.5.2).

Véta 2.6.6 Kazdd viceznacné resitelnd soustava (2.5.2) md vZdy fundamentdlni soustavu
resent.
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Piiklad 31 Reste homogenni soustavu rovnic

3x1 + 229 + 523 + 224 + Tx5 =
6x1 + 4w + Txs +4xs + D25 =
3r1 + 2x9 — 13+ 224 — 115 =
6x1 + 4o + 23 + 424 — 1325 =

o O O O

Reseni: Koeficienty soustavy si zapiseme do matice a pomoci elementarnich rddkovijch
uprav si matici prevedeme na stupmovity tvar.

32 52 71 32 52 71

6 4 74 5 00 -30 -9

32 1211|7100 60 -18 [~

6 4 1 4 -13 00 -9 0 —27
3202 -8

N00103N(1§o§—§)
0000 0 0010 3
0000 0

Mame dvée rovnice o peti neznamych. Volime proto tri parametry. Nezndmeé, ktere stoji
na zacdtku radku, jehoZ predchozi koeficienty jsou nulové, miZeme dopocitat. Zbyvajici
volime jako parametry. Zvolme xo = 3s, x4 = 3t, v5 = 3u, kde s,t,u € R. Potom

—25 — 2t + 8u —2 —2 8

3s 3 0 0

r= —9u | =s 0 | +¢ 0O | +ul| -9
3t 0 3 0

3u 0 0 3

Tri sloupcové matice vpravo pak predstavugji fundamentdlni soustavu Tesent, protoze pokud
je zapiseme jako sloupce do matice, tak druhy, cturty a pdty rddek ndm vytvdreji nenulovy
manor radu 3.

Véta 2.6.7 Necht p,q jsou Teseni soustavy (2.5.1). Potom (p — q) je teSenim pridruiené
homogenni soustavy.

Disledek 16 Soucet teseni soustavy (2.5.1) a teseni pridruzené homogenni soustavy je
resenim soustavy (2.5.1).

Dusledek 17 Vsechna tesent soustavy (2.5.1) ziskame jako soucet jednoho (parcidlniho)
reSent soustavy (2.5.1) a fundamentalni soustavy Teseni pridruZené homogenni soustavy.
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2.7 Gaussova eliminaéni metoda

Definice 37 Dve resitelné soustavy linedrnich rovnic se nazyvaji ekvivalentni, jestlize
maji steynou mnozinu resent.

Poznamka 5 Duvé ekvivalentni soustavy mohou mit rizny pocet rovnic, ale musi mit
stejny pocet nezndmych.

Méjme dvé takové soustavy Ax = b, Az =V

Potom z podminek Fesitelnosti plyne, ze h(A) = h(A|b) = h(A") = h(A'|V).

ProtoZze maji stejnou mnozinu feseni, tak plati: Aa =b < Ala=1V.

Potom koneénym poctem Fadkovych elementarnich aprav lze matici (A|b) pfevést na ma-
tici (A’|V/). Nelze kombinovat fadkové a sloupcové tpravy. Mizeme pouzivat pouze Fad-
kové upravy a ze sloupcovych pouze vymeénu sloupct v matici A, coz je vlastné preznaceni
promeénnych.

Pomoci povolenych elementarnich tprav si upravime soustavu Az = b na tvar

CLay1 +Cioyo + - -+ CLpYn F ClptiYher + o F e = di

Co2Y2 + -+ ConYn + CopprYnr + o+ Conl = da
Chh¥h + Chhp1Yhs1 + o F Chnln = dp
kde (y1,¥2,--.,Yn) je vhodnd permutace proménnych (z1,xs, ..., z,).
Je-li h = n ma soustava pravé jedno feseni — jde o kramerovskou soustavu.
Je-li h < n, potom proménné yj.1, ..., ¥y, prohlasime za parametry a soustavu upravime
na tvar
iyt +cipyo + - -+ cipyn = di — CLprYht1 — - — Cinln
CaoY2 + -+ conyn = da— Copt1Ynt1 —  — Canln (2.7.1)
Ch,nYn = dp, — Chh+1Yh+1 — *°° — Chnln

Tato soustava je ekvivalentni s pivodni soustavou Axr = b a kazdé volbé parametri
Yhi1,- - -, Yn 0dpovida pravé jedno feseni. Parametri je celkem (n — h). Jestlize za prvky
Yht1,---,Yn bereme sloupce reguldrni matice fadu (n — h), potom bereme za parametry
linedrné nezavislé prvky a obdrzime obecné feSeni soustavy (2.5.1).
Tento postup se nazyva Gaussova elimina¢ni metoda.

Jestlize budeme déle pokracovat v fadkovych tpravach, mizeme soustavu (2.7.1) upra-
vit na tvar

i+ 0y + -4+ 0y = 91— fipt1¥nt1 — - — finln
ya+ -+ 0yn = 92— forri¥Ynt1— = fonln
Yn = Gn — fh,h+1yh+1 - fh,nyn

zde mame na hlavni diagonale vlevo jednotky a zbyvajici prvky nalevo jsou nulové. Tento
postup se nazyva Jordanova eliminace.
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Priklad 32 Reste soustavu

T1 4 229 4 323 + 424 + D5 =
—2x1 + 3x9 + 43 + dx4 + 615 =
—3x1 + 4x9 + brs + 624 + Txs =
—4x1 + dxo + 623 + T4 + 825 =

>~ W N =

Reseni: Zapiseme rozsitenou matici soustavy a pomoci elementdrnich radkoviych uprav ji
prevedeme na trojuhelnikovy tvar.

1234 5|1 1 2 3 4 5|1 12 3 4 5|1
—2 345 6|2 0 7 10 13 164 0 7 10 13 164
3456 713171010 14 1821/6| 7103 4 5 62"
—4 5 6 7 8|4 0 13 18 23 288 06 8 10 124
1 23 4 5|1 12 3 4 5|1 1 23 45| 1
012 3 4|0 01 2 3 4|0 0123 4| 0
0345627 1oo0o -2 -4 =627 10012 3| -1
0000O0O0/0 00 0 0 0]0 0000O0| O

Ziskali jsme soustavu tri rovnic o péti nezndmijch

Ty +2ZL’2 +3£L’3+4ZL’4+5[L’5 =
To + 223+ 314 + 45 =
$3+2ZL’4+31L’5 = —1

Zvolime dva parametry x4 = s, x5 = t, kde s,t € R. Potom

r3 = —1—-2x4—3x5=-1—25—31
Ty = —2$3—3$4—4$5:2+S+2t
ry = 1—2I2—3$3—4ZE4—55L’5:O

Resenim nasi soustavy je v = (0,2 + s + 2t, —1 — 2s — 3t,s,t)T.
Casto byjvd vhodnéjsi pokracovat ddle v maticovijch tipravdch a prevést matici na diago-
ndlni tvar. V nasem pripadé budeme mit

éf;’éié 120 -2 —4| 4 100 0 of o0
00123_1~010—1—22~010—1—22
00000 0 0 01 2 3] -1 001 2 3] -1
Potom

.731:O,ZEQ:2+ZE4+2ZL’5,1’3:—1—2$4—3(L’5

a analogicky jako v predchozim pripadé si volime dva parametry x4 a x5 a dostaneme
stejny vysledek. (0,2, —1,0,0)" tvori partikuldrni feseni a (0,1,—-2,1,0)7,(0,2,-3,0,1)"
je fundamentdlni soustava reseni pridruZené homogenni soustavy.



Kapitola 3

Vektorové prostory

3.1 Vektorovy prostor

Definice 38 Necht L je mnozina a necht mdme definované operace + : L x L — R
a-: RxL— L, které spliuji axiomy:

I (x+y)+z=a+Wy+z2) Vayzel asociativita sc¢itdni
2.30el: O+z=2+0=x Ve e L existence neutrdlniho prvku
S VreLIrzteL:z+21=0 ezxistence inverzniho proku
4. v +y=y+zx Ve,y € L komutativita scitand
5. a-(f-x)=(af)-x VYo, ERVreEL asociativita pro ndsobeni
6. a-(x+y)=(a-2)+(a-y) VaeRVr,yel distributivita 1.
7 (a+0)-z=(a-2)+(B-2) Vo,feRVrel distributivita II.
§. 1-x=x Ve € L

Potom usporddand trojice (L, +,-) tvori vektorovy prostor nad R.
Proky z L budeme nazyvat vektory, prvky z R skalary. Znacit budeme vektory malymi
pismeny latinskée abecedy a skaldry malymi pismeny recké abecedy.

Poznamka 6 Pro vektorovi prostor se pouzivd i ndzev linedrni prostor.

Véta 3.1.1 Necht (L, +,-) je vektorovy prostor, O je neutrdlni prvek z aziomu 2. Potom
Va € L,Va € R plati:

1. 0-a =0,
2. -0 =0,
3. a-a =0 < a=0Va=0,

4. (—a)-a =(a-a) .

49
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Piiklad 33 1. MnoZina R? vsech usporddanijch dvojich redlnych cisel spolu s opera-
cemi +, - definovanych ndsledovné (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d), a-(a,b) = (a-a,a-b)
tvori vektorovy prostor.

2. MnoZina { My, ,,, +, -} vSech matic typu (m,n) s operacemi s¢itani matic a ndsobeni
matice cislem tvori vektorovy prostor.

Definice 39 Necht (L, +,-) je vektorovy prostor. Neprazdnou podmnoZinu K vektorového
prostoru L nazveme podprostorem prostoru L, jestlize je K vektorovym prostorem vzhle-
dem ke stejngm operacim jako vektorovy prostor (L,+,-).

Mnozina K se ndzyva nosicem podprostoru.

Priklad 34 1. Mnozina {Hp, ,+,-} vSech hornich trojihelnikovijch matic tvoi pod-
prostor v prostoru { My, ,, +, - }.

2. Mnozina {(x,0),z € R} tvori podprostor v (R? +,-).

3. MnoZina vsech Teseni homogenni soustavy linedrnich algebraickych rovnic o n ne-
znamych tvori podprostor ve vektorovém prostoru (M, 1y, +,-) sloupcovych matic

typu (n, 1).

4. MnoZina {O} je podprostorem a nazyva se trividlni podprostor.

Véta 3.1.2 Neprazdnd podmnozina K vektorového prostoru (L, +, ) je podprostorem v L,
prave kdyz pro Yu,v € K, Va € R plati:

u+v €eK, a-u € K.

Véta 3.1.3 Pranik libovolného poctu podprostori vektorového prostoru (L, +,-) je opét
vektorovym podprostorem v L.

Definice 40 Bud M podmnoZina vektorového prostoru (L,+,-). Pranik vSech podpro-
stori obsahugicich M nazveme linedrnim obalem mnoZiny M a oznacime (M).

Necht uy, us, . .., u, jsou vektory z vektorového prostoru (L,+,-). Linedrni kombinaci vek-
tori u; nazveme kazdy vektor tvaru v = aq - Uy + Qg - Us + -+ - F Q- Uy, ; € R

Véta 3.1.4 Necht M je podmnoZina vektorového prostoru (L,+, ). Pak plati:
1) Je-li M =0, je (M) =0O.
2) Je-li M # 0, je (M) mnozina vSech linedrnich kombinaci tvaru

QUL F Qg U+ F Qs Uy, kdeu; € M, a; € Ryn € N,

Definice 41 Podmnozina M vektorového prostoru L se nazyvd generujici, jestlize (M) =
L.
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Piiklad 35 1. Vektory

(3 0)m= (8 ) o= (0 0) o (80)m= (1 0).
r=(01)e-(0)=(1 1)

tvori generugici mnozinu pro (Msga, +,-) (vektorovy prostor vSech matic Tadu 2).

2. Vektory 1,14z, 1+x+2% 1+o+22+23, v +23, 22 — 22 +7 tvord generujici mnoZinu
prostoru, vSech polynomi stupné nejvyse tretiho.

3. Vektory 1,x,22,...,2", ... tvoii generujici mnoZinu ve vektorovém prostoru vsech
polynomdi.

Véta 3.1.5 PodmnoZina M vektorového prostoru L je generujici pravée tehdy, kdyz kazdy
vektor z L je linedrni kombinaci vektori z M.

Definice 42 Vektory ay, as, ..., a, z vektorového prostoru (L,+,-) nad télesem (R, +, )
nazveme linedrne nezavisle, jestlize

al.al+a2.a2+...+an.an:(9 éOll:OéQ:"':OZn:O,

a nazveme je linedrné zavisle, jestlize existuje aspon jeden nenulovy koeficient oy, 1 =
1,2,...,n tak, Ze plati

oap-apt+ag-ag+ -+, a, =0 .
Definice 43 Mnozina M C L je linedrneé nezdavisla, jestliZe kazZdd jeji konecnd neprazdnad

podmnoZzina {ay,as, . ..,a;} je tvotena linedrné nezdvislymi vektory.
MnozZina M C L je linedrné zdvisld v opacném pripade.

Véta 3.1.6 Necht (L,+,-) je vektorovy prostor. Potom plati:

1. Jsou-li prvky ay,as,...,a, € L linearné nezavislé, jsou linearné nezavislé i prvky
Qjyy Qjgy - v oy Qi s kde 1 < iy <ig < -+ <1 <n.
2. Je-li mezi vektory ay,as,...,a, € L nulovy vektor, jsou vektory ai,as,...,a, line-

arné zavislé.

3. Jsou-li vektory ay,as,...,a, € L linedrné zdvislé, je aspon jeden z nich linedrni
kombinaci ostatnich.

4. Jsou-li vektory ay, as, ..., a, € L linedrné zdvislé, potom pro libovoln€ a, 1 € L jsou
linedrné zavislé i vektory ay, as, ..., an, Qpy1.
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3.2 Baze, dimenze, souradnice.

Definice 44 Podmnozina B vektorového prostoru (L,4+,-) se nazgjvd bdze vektorového
prostoru , jestlize mnozina B je linedrné nezdvisla a (B) = L.
Rikame take, Ze baze je linedrné nezavisla generujici mnozina vektorii.

Véta 3.2.1 BudB = {ay,as, ...} baze vektorového prostoru (L, +,-). Pak kazdy nenulovy
vektor u lze jednoznacné, az na poradi, vyjadrit ve tvaru

U=0Q1 a; +Qp- A+ -+ Qp Ay,
kde {ai,as,...,a,} C B a vektory a; jsou po dvou rizné.
Véta 3.2.2 V kazZdém netrividlnim vektorovém prostoru existuje aspor jedna baze.

Definice 45 Rekneme, Ze netrividalni vektorovy prostor (L,+,-) nad R md konecnou di-
menzi, jestlize v L existuje generugjici mnoZina tvorend konecnym poctem vektori.

Véta 3.2.3 7 kazZdé generujici mnoZiny vektoroveho prostoru konecné dimenze lze vybrat
bazi.

Umluva: Viude déle budeme pod vektorovym prostorem rozumét vektorovy
prostor kone¢né dimenze.

Véta 3.2.4 Steinitzova o vyméné Necht {ay, as, ..., a,} tvori generujici mnoZinu vek-
torového prostoru (L,+,-), necht {b1,bs,...,bx} je linedrné nezdvisla mnoZina vektori
z (L,+,-). Potom k < n a pFi vhodném oznaceni je mnoZina {by,bs, ..., by, aps1,...,0n}
generugict mnozinou pro (L,+, ).

Dutikaz: Vektor b; € L a proto jej lze vyjadrit podle véty 3.1.5 jako linedrni kombinaci
vektort generujici mnoziny:

b = (a1 -a1) + (a2 -a2) + -+ (o, - an), (3.2.1)

kde aspon jeden z koeficienti «;,i = 1,2, ..., n je nenulovy, nebot b; je vektor z linearné
nezavislé mnoziny a tedy nemiize byt nulovy. Bez omezeni obecnosti mtizeme predpokla-
dat, Zze nenulovy koeficient je u vektoru a; ( v opa¢ném piipadé provedeme preznaceni
vektor generujici mnoziny). Z rovnice 3.2.1 si vyjadiime a;:
1

a; = o b1 — (g - ag) — -+ — (- an)] - (3.2.2)
Jestlize nyni ve vyjadreni libovolného vektoru v jako linedarni kombinace prvki generujici
mnoziny nahradime vektor a; vztahem (3.2.2), dostaneme vektor v vyjadieny jako linearni
kombinaci vektortd {by, az, as, . . ., a, }. Potom tyto vektory tvofi novou generujici mnozinu.
Vyjadiime si nyni by jako jejich linearni kombinaci:

by = (B1-b1) + (Ba-a2) + (Bs-as) + -+ (Bn - an), (3.2.3)
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kde aspon jeden z koeficientid (s, ..., 3, bude nenulovy. Pokud by byly vsechny nulové,
pak by by bylo nasobkem b; a to nemtze nastat, protoze by, by jsou prvky z linearné
nezavislé mnoziny. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze nenulovy koeficient
je u as. Vyjadiime si z rovnice (3.2.3) vektor as:
1
o
A opét kazdy vektor vyjadreny jako linedrni kombinace vektorti generujici mnoziny
{b1,as,as,...,a,} zdménou ay podle (3.2.4) dostaneme vyjadieny jako linearni kombinaci
vektoru {by, b, as,...,a,}. Pokracujeme dale podle indukce. Pocet linedrné nezavislych

vektort® musi byt mensi nebo roven poc¢tu vektorti generujici mnoziny. Tento pocet je
kone¢ny a proto se po koneéném poctu krokii zastavime. O

'[62_61'bl_ﬁ?)'a?)_"'_ﬁn'an]- (324)

a2

Dusledek 18 Kazdé dvé baze vektorového prostoru (L, +, -) magi stejny pocet proki a kaZdd
linedarné nezavisld podmnoZina L s timto poctem prvki je bdzi.

Véta 3.2.5 Necht B # 0 je podmnoZina vektorového prostoru (L, +,-) nad R. MnoZina
B je bazi prostoru L prave tehdy, kdyzZ kaZdy vektor v € L se da jednoznacné vyjadrit
(s presnosti do poradi) jako linedrni kombinace prvki z B.

Piiklad 36 Méjme prostor (Msa, +,-). Dokazte, Ze jeho bdzi tvori vektory

1=(o0)2=(00)e=(10)P=(11)

Reseni: Podle predchozi véty staci ukdzat, Ze kaZdy vektor z M o se dd jednoznacéné vyjadrit
jako linedarni kombinace vektoru A, B, C, D. Mé&me libovolny vektor

a b
()
a hleddme koeficienty o, 3,7,0 tak, aby platilo
aA+pB+~C+6D = X.

(oo)rorlon) (i) eo(in)=(a3)

Po dosazeni dostaneme soustavu

at+B+y+d6 = a
B+y+46 = b
v+ = ¢

§ = d

Jde o nehomogenni soustavu s requldrni matici koeficienti (je to trojiuhelnikovd matice),
kterd je jednoznacne resitelnd pro libovolny tvar pravée strany. To znamend, Ze libovolny
vektor X se dd jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinace prvkiu A, B, C, D a tedy tyto
prvky tvori bazi.
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Definice 46 Necht L # {O} je vektorovy prostor. Dimenzi prostoru L nazveme pocet
prvkd jeho baze. Piseme dim L = n.

Trividlni vektorovy prostor ¥V = {O} md dimenzi 0.

Vektorovy prostor dimenze n budeme znacit L, .

Definice 47 Necht usporadand mnozina B = (b1, bs, ..., b,) je bdzi vektorového prostoru
(L,+,) dimenze n. Potom Vx € L plati

x:a1~b1+a2-bg+~-~+an-bn,

kde koeficienty o; jsou uréeny jednoznacné. Prvek a = (ay, s, ..., a,)" nazveme sourad-
nicemi vektoru x vzhledem k bazi B.

Véta 3.2.6 KazZdy podprostor P vektorového prostoru L konecné dimenze md také ko-
necnou dimenzi m < n.

Dusledek 19 Necht P je podprostor prostoru L konecéné dimenze. Jestlize dim P = n,
potom P = L.

Priklad 37 Ve vektorovém prostoru (R®, +, ) uréete v zdvislosti na parametru o dimenzi
linearniho obalu vektori a = (o, —4,—1), b= (4,—6,-3), c = (1,1, —a).

Reseni: Linedrni obal mnoZiny vektori je podprostorem a tuloha md smysl. Urcime li-
nearni zdavislost ¢i nezdvislost vektoru a,b,c. Zapiseme vektory je do matice a pomoci
elementdarnich uprav matici prevedeme na stupnovity tvar:

a —4 -1 1 1 —« 1 1 —
4 —6 -3 ~ 4 —6 -3 ~ 0 —10 4a—3 ~
1 1 —« a —4 -1 0 4—a a®—-1
1 1 -«
~ 0 —10 4o — 3

0 0 —6a?+13a—2

Rovnice —6a2 4+ 13a — 2 = 0 md koveny oy = 2, ap = %, proto dim {(a, b,c) = 2 pro o = 2

aneboa:%adim(a,b,c>:3prooz7é2 aoz;éé.

3.3 Transformace souradnic.

Definice 48 Necht (L,+,-) je vektorovy prostor. Necht A = (ay,as,...,a,) a B =
(b1,ba,...,b,) jsou dvé bdze tohoto prostoru. Potom prvky baze B se daji jednoznacné
vyjadrit jako linedrni kombinace prvki baze A.

by = ana 4+ azag + -+ pan,

by = ai2a1 + aas + -+ oy,

bn = Q101 + Q2p02 + - - -+ Qpp Gy,
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neboli
(b1, b2,y ..., b,) = (a1, az,...,a;,) (Mlgf‘) ) (3.3.1)
Matici M@ = (cvij);j ;—y nazveme matici prechodu od bdze A k bdzi B.

Ve vztahu (3.3.1) mame vpravo formélni sou¢in matic, kde prvni matice je fadkova a jeji
prvky jsou vektory a druhd je ¢tvercova a jeji prvky jsou skalary.

Véta 3.3.1 Matice prechodu je vZdy requldrni.

Véta 3.3.2 O transformaci souradnic.
Necht mdme vektor x wvyjddreny jako linedrni kombinaci ve dvou rizniych bdzich x =
(a1,a9,...,a,)é4 ax = (by,ba,...,b,)Ep. Necht Mg je matici piechodu. Potom

&= (Mg) &s.
Dusledek 20 (Mg)~t = M&.

Priklad 38 Necht v (R3, +,.) mdme ddny dvé bdze

B ={(1,0,0,), (1,1,0), (1,1,1)}, a C = {(~1,1,0), (1,1,0), (0,0,1)}.

Urcete matici prechodu od bdze B k bazi C a naopak. Urcete x¢, yg, jestlize

w5 = (—1,3,0)7, ye = (2,4,7)".

Reseni:B = {a,b,c}, C = {k,I,m}. Proky bdze C si vyjadrime jako linedrni kombinace
prvku bdze B.

k = a1&+51b+’710,
[ = Qo0 + 62(7 + Y2C,
m = aga+ B30+ ysc,

To znamend, Ze musime Tesit t71 soustavy rovnic se stejnou matici koeficienti a riznymi
pravymi stranami. Budeme je vSechny tri tesit najednou, protoZe u matice koeficienti
bychom provddeli opakované stejné upravy. Zapiseme si vektory bdzi B i C sloupcové
do matice, pritom vektory bdze B tvori matici koeficienti a vektory bdze C jsou “pravé
strany”, které mame ale zapsany v jedné matici. Pomoct radkovijch elementdrnich uprav
najdeme Teseni:

1 1 1}-1(1]0 11 0]-1]1]-1 1 00[-=2/0 O
011 1{1/0 |~ 0 10 1j1|-1 ] ~1 010 111|-1
0 0 1] 0|01 0 0 1| 0j0] 1 0 0 1] 0|0 1
Matice prechodu od baze B k bdzi C je
-2 0 0
ME = 11 —

e}
e}
—_
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Matice prechodu od bdze C k bazi B bude pak matice inverzni

X -3 00
Mg=(MZ) = 3 11
00 1

Vyndsobenim nyni dostaneme xc = (Mg)xg = (3,3,0)7, yg = (MEF)ye = (=4, -1, 7)".

Véta 3.3.3 Necht A = (ay,as,...,a,) je bdaze vektorového prostoru L, M je requldrni

matice Tadu n. Potom (a1, as, ... ,a,)M je taktéZ baze vektorového prostoru L a vSechny
baze prostoru L muZeme ziskat timto zpusobem.



Kapitola 4

Skalarni, vektorovy a smiseny soucin

4.1 Skalarni soudin

Definice 49 Necht (L, +, ) je vektorovy prostor dimenze n nad R. Zobrazeni g : L x L —
R: (x,y) — g(x,y) se nazyvd skaldrnim soucinem na L, jestlize Voo € R a Vx,y,z € L
plati:

1. g(z,y) = g(y, x), komutativita
2. g(x+y,2)=g(z,2) + 9y, 2), distributivita
3. glax,y) = ag(z,y), vytykdni skaldrniho ndsobku
4. g(x,z) >0, pricemz g(x,z) = 0 pouze pro x = O. pozitivni definitnost

Priklad 39 Méjme prostor (Cla,b], +, ) vSech spojitych funkci definovangch na intervalu
[a,b]. Definugme si zobrazeni:

Vu,v e Cla,bl:  g(u,v) :/ u(z)v(z)de.

Zobrazeni g splnuje vSechny pozZadavky definice 49, a tedy se jednd o skaldrni soucin.
Provérte.

Diusledek 21 Plati:
1. 9(O,x) =0 Vz € L.

2. g(( cui), (22 By5)) = 22 22 ilB9(wi, y5).-

Véta 4.1.1 V libovolném vektorovem prostoru dimenze n je mozné definovat skaldrni
S0UCIN.

o7
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Definice 50 Vektorovy prostor se skaldrnim soucinem se nazyvd Eukleidovsky vektorovy
prostor.
Jako standardni skaldrni soucin na R™ budeme oznacovat

TeYy=2T1Y1+ Tay2 + -+ TpYn.
Definice 51 Necht L je Eukleidovsky prostor dimenze n. Normou vektoru x € L nazveme
cislo
Izl = Vg(z,2) (=Vzexz).

Véta 4.1.2 Vx,y € (L, +,)r plati Cauchyova — Schwarzova nerovnost:

|z oy < lf| - [lyll.
Véta 4.1.3 Vx,y € L plati trojihelnikova nerovnost.

[l +yll < [lzf| + [y
Dusledek 22 ||z + y|| = ||=|| + ||ly|| prdvé tehdy, kdyZ |x e y| = ||z| - ||ly]|-

Definice 52 Velikost uhlu p mezi dvéma nenulovymi vektory je definovdna takto:
rey

COS P = ———.
]} - [yl

Poznamka 7 Podle Cauchyovy — Schwarzovy nerovnosti je definice korektni. Citatel je
mensi nebo roven jmenovateli. Omezujeme se na ¢ €< 0,7 >.

Definice 53 Prvky x,y € L nazveme ortogondlnimi, jestliZe plati x ey =0 .
Poznamka 8 Jde o zobecnéni pojmu “kolmost” pro libovolné prostory.
Véta 4.1.4 Pro kazZdé dva ortogondlni vektory plati Pythagorova rovnost

lz +ylI* = [l2]* + [lyl>

Definice 54 Bdze vektorového prostoru se nazyvd ortogondlni, jestliZe je tvorena vektory
po dvou ortogondlnimia.
Baze vektorového prostoru se nazyvd ortonormdlni, jestlize plati

1, 1=
ai°aj:5z’j:{0 i
Disledek 23 Jsou-li ve vektorovém prostoru ddny nenulové vektory aq,as,...,a, po

dvou ortogondlni, pak jsou tyto vektory linedrné nezdvisle.

Véta 4.1.5 Gramova—Schmidtova
V kazdém netrivialnim eukleidovském vektorovém prostoru lze sestrojit ortonormadlni badzi.
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Dikaz: Pomoci matematické indukce. Mé&jme bazi A = (ay, as, ..., a,). Nejdiive vytvo-
fime ortogondlni bazi B = (by, bs, ..., b,) a pak ji normalizujeme. Kazdy prvek nové baze
B je roven stejnolehlému prvku staré baze A a linearni kombinaci jiz vytvozenych prvkt
nové baze B.

bl = ai.
bg = a9+ Oébl,

kde a; je neznamy koeficient. Vynasobime skaldrné tuto rovnost vektorem b; a protoze
vektory b1, by maji byt ortogonalni, musi platit

0= (CI/Q (] bl) -+ Oé(bl ® bl),

s ® bl
o= — .
bl [ ] bl
Urdili jsme koeficient «v a tim také vektor bs. Vektor by musi byt nenulovy, jinak by platilo,
ze as = —ayby = —aqa; a to by byl spor s tvrzenim, Ze aq, as jsou prvky béaze, t.j. jsou

linearné nezavislé. Pokracujeme déle
bs = az + B1by + Baby
a postupujeme stejné jako v predchozim pripadé:

ag.bi

ﬁi:_bi.bia

i=1,2.

bs opét musi byt nenulovy. atd. Pouzivame tedy obecny vztah

k—1
bk:ak+27jbj, k=1,2,...,n,
j=1

ajp ® b
kde Vi = — b b] .
i ®Uj
Nakonec provedeme normalizaci
b;
C; =
164
a mame ortonormalni bazi C = (¢q, o, ..., Cp). O

Poznamka 9 Stejngm zpisobem mizZeme postupovat i pii hleddni ortonormdlni baze pod-
prostoru zadaného generujici mnoZinou. Jestlize jsou vektory generujici mnoZiny linedrné
zavisle, objevi se béhem konstrukce nektery z vektoriu b; jako nulovy. Pak ovsem memiuZe
byt prvkem bdze, proto jej vyloucime a pokracujeme ddle.
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Piiklad 40 Urcete ortonormdlni bazi podprostoru generovaného vektory
a=(1,1,-1,-1), b= (1,-1,1,1), c = (=1,-2,0,1), d = (1,—2,0,1).

Reseni: Hledané ortogondlni vektory si oznacime k,l,m,n. Potom

k = a,
1
I =b+ ak, :>oc:§, =1=(3,-1,1,1).
m=c+pk +9l, =p=1,7=0, =m=(0,—-1,-1,0).
1 1
n=d+ 6k +nl+_(m, :>5:§,77:—§,§:—1, =n=(0,0,0,0).

Ortogondlni bdzi proto tvori vektory k,l, m.

4.2 Ortogonalni primét.

Definice 55 Dva podprostory K a M vektorového prostoru L jsou ortogonalni, kdyzZVx €
K, Yye M :xey=0.

Dusledek 24 Necht K a M jsou ortogondlni podprostory. Potom
KNM=0=K+M=K&M.
Definice 56 Ortogondlnim doplnkem podprostoru K nazveme mnoZinu
M={xe(L\K): zey=0Vy € K}.

Disledek 25 Ortogondlni doplnek podprostoru doplnény nulovym vektorem je podpro-
stor.

Piiklad 41 Urcete ortogondlni doplnék podprostoru
K={(a=(-1,2,0,1),b=(3,1,-2,4), c = (—4,1,2,-3)).
Reseni: Ortogondlni doplnék bude tvoren vektory v = (a, 3,7,0), pro néz plati
vea=veb=vec=0.

Dosazenim dostaneme homogenni soustavu rovnic. Matici koeficientu elementdrnimi upra-
vami prevedeme na stupmnovity tvar:

-12 0 1 -1 2 0 1
31 -2 4|~ 0 7 -2 7 N(_éi_g ;)
-4 1 2 -3 0 -7 2 -7

Mdme soustavu dvou rovnic o ctyrech nezndmijch. Reseni bude zdviset na dvou paramet-
rech a md tvar v = (4s —t,2s —t,7s,t), s,t € R, s>+ 2 # 0. (Parametry s,t se nemohou
oba soucasné rovnat nule, protoZe to bychom dostali nulovy vektor a ten nepatii do orto-
gondlniho dopliiku.) Tim mdme popsan ortogondlni doplnék .

Pokud chceme bdzi ortogondlniho podprostoru M, volime s =1,t=0as=0,t=1a
dostaneme M = ((4,2,7,0),(—1,—1,0,1)).
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Definice 57 Ortogondlni primeét vektoru v do podprostoru K je vektor u € K, pro ktery
plati v =u + z, kde z je ortogondlni k podprostoru K.

Véta 4.2.1 Necht K je podprostor vektorového prostoru L. Potom Yv € L miZeme se-
strogit jeho ortogondlni prumeét do podprostoru K.

Poznamka 10 Tento postup se vyuzivda v numerické matematice, kde se nazyjvd “metoda
nejmensich ctverci.”

Priklad 42 V prostoru (R, +,) uréete ortogondini primét vektoru xz = (1,2, 3) do pod-
prostoru K = (a,b), kde a = (—1,1,1),b = (1,1,,1).
Resent:

r=oaa+ 0b+ z,

kde z 1 a,b a tedy zea = zeb=0.
rea=a(aea)+ (bea),

reb=ca(aeb)+ G(beb).

Dosazenim ziskdme soustavu rovnic

Ja+ [ =4,

a+ 30 =06,
3 7
Oé—Z? 6_17

hledany primeét u je

3 7 5 5
= =—-(-1,1,1 —(1,1,1) = (1, =, =).
Uu aa+ﬁb 4( , L )‘|‘4(7 ) ) ( 72a2)
Zkouska:
5 5 11
z xr u ( 5 ;3) ( a272) (07 272)’

potom zea =zeb=0.

Poznamka 11 Pri vipoctu ortogondlniho priumétu musime pocitat se zlomky, pokud nam
vyjdou. Zde si nemizeme dovolit (tak jako pFi vypoctu ortogondlni baze) zménit normu
vektoru jeho vyndsobenim nenulovym cislem.
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4.3 Vektorovy poéet v E° - vektorovy a smiseny sou-
¢in.

Definice 58 Duvé bdze A, B téhoz vektorového prostoru L nazveme souhlasné orientované,
jestlize matice prechodu od A k B md kladny determinant a nesouhlasné orientované
v opacném pripade.

Diusledek 26 ProtoZe (Mg)™' = M5 a pro kazdou reguldrni matici M je |M~'| = |M|7,
takze obé matice maji determinant bud soucasné kladniy a nebo soucasné zaporny. Tim se
mnozina vsSech bdzi vektorového prostoru L rozpadne na dvé disjunktni tridy.

Kazdé dvé baze, patrici do stejné tridy, maji matici prechodu s kladnym determinan-
tem. Kazdé dvé bdze, patrici ruznym triddm, maji matici prechodu se zapornym determi-
nantem.

Jiné oznaceni - kladné , pravotocivé,E™.
- zaporné, levotocivé, E~.

V praxi (hlavné technické) se za kladny, pravotocivy systém bere nasledujici:

Definice 59 Méjme ddnu soustavu soutadnou (P, (e, ea, e3)). Do roviny (P, ey, e3) umis-
time hodinky tak,aby cifernik sméroval do poloprostoru v némz le3i es. Uhel mezi vektory
e1, e musi byt menst neZ w. Prejdeme-li nyni z ey na es proti sméru hodinovych ruci-
cek, tvori vektory (eq, ea, e3) kladné orientovanou soustavu. V pripadé prechodu po sméru
hodinovych rucicek jde o zdporné orientovanou soustavu.

Jiné definice: Pravidlo pravé ruky.

Vezmeme si mensi z obou uhli, které sviraji vektory a a b. Polozime palec pravé ruky
na vektor a a ukazovacek pravé ruky na vektor b. Jestlize dlan sméfuje do poloprostoru,
kde lezi vektor ¢, jsou vektory a,b,c souhlasné orientované. V opacném piipadé jsou
nesouhlasné orientované.

Dusledek 27 Kanonickd bdze (i, j, k) prostoru E® je pravotocivd (kladnd). Pritom i =
(1,0,0),7 = (0,1,0),k = (0,0, 1).

Definice 60 Méme orientovany prostor E3. Pro kazdé dva vektory a,b € E? definujeme
jejich vektorovy soucin ndsledovné: a x b = ¢, kde |c| = |a| - |b|sing a ¢ je uhel mezi
vektory a,b a trojice (a,b,a x b) tvori kladné orientovanou soustavu.

Dusledek 28 Geometricky vijznam vektorového soucinu.
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c=axb

¢ le] = la] - |b] sin

Obr. ¢. 1

Véta 4.3.1 Je-li (€1, e, €3) pravotocivd ortonormdlni bdze v E3, pak e; X e; = +ey, pro
kazdou permutaci (i,7,k) z mnoZiny {1,2,3}, pricemZ znaménko (+) se bere pro sudé
permutace a znaménko (—) pro liché permutace.

Vé&ta 4.3.2 Necht (i, 75, k) je pravotocivd ortonormdlni bdze v E3.
Nechta=«ai+ (j+~vk, b=ci+ (j+nk. Potom

1 7 k
axb=|a [ v
e ¢

Poznamka 12 Je to formdalni determinant. Jeho prvky jsou ¢isla a vektory. Formdlné
na nej aplikujeme Sarrusovo pravidlo a ziskdme spravnou hodnotu, kterd nebude cislem,
ale bude vektorem.

Véta 4.3.3 Zakladni vlastnosti vektorového soucinu.
1.axb=—(bxa).
2.ax(b+c)=(axb)+(axc).

3. ax (fb)=(Ba)xb=pF(axb).
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4. a,b jsou linedrné zavisleé prave tehdy kdyzZ a x b = O.
Definice 61 Smiseny soucin vektori a,b,c € E3 je [a,b,c] = a e (b X c).

Vé&ta 4.3.4 Necht a,b,c jsou linedrné nezdvislé vektory z E3. Potom =[a,b,c| je objem
rovnobéznosténu s hranami a, b, c. Znaménko (+) bereme pii kladné orientaci usporddané
trojice a,b, c a znaménko (—) pri zdporné.

V =a,b, (]

Obr. ¢. 2

Véta 4.3.5 Necht a = (a1, a2, a3), b = (01, B2, B3), ¢ = (71,72, 73). Potom plati

a; Qg O3

[07570]: Br B2 Bs
Y1 Y2 3

Véta 4.3.6 Zakladni vlastnosti smiseného soucinu:
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1. [a,b,c] = [b,c,a] = [c,a,b] = —[c,b,a] = —[b,a,c] = —[a,c,].
2. loa,b,c] =a,0b,c] =a,b,0c] = pla,b,c|.
3. [a+b,e,d) = [a,c,d] + [b,c,d].

4. Vektory a,b, c jsou linedrné zdvislé prdavé tehdy, kdyz [a,b,c] = 0.



Kapitola 5

Analyticka geometrie linearnich a
kvadratickych utvart

5.1 Linearni atvary v E°.

1. Primka

X = A + tu je vektorova rovnice pfimky p.

r = a;+tuy
Yy = ag+tus p je parametrickd rovnice primky.
z = ag+tus

Vyloucenim parametru ¢ dostaneme dvé rovnice
a1 x + bly +ci1z + d1 =
s + by + coz+dy = 0

Jde o rovnice dvou rtznych rovin, jejichz prisecikem je primka p.

vSeobecné rovnice primky.

Piiklad 43 Dokazte, Ze se bude opravdu jednat vidy o rizné roviny.

Reseni: Vektor u je smérovym vektorem piimky p pravé tehdy, kdyz jeho soufadnice
amr+biy+ciz = 0

asx +boy +coz = 0
vektoru u pfimky p a normalového vektoru n; = (a;, b;,¢;), i = 1,2, roviny)

(x,y, z) vyhovuji soustavé { (jde o skalarni souéin smérového

2. Rovina

X = A+ tu+ sv je vektorova rovnice roviny p.

T = a;+tu + sv;
Yy = ag+tus + svy p je parametrickd rovnice roviny.
z = as-+tug+ svs

Vyloucenim parametrii ¢, s dostaneme rovnici

ar +by +cz+d=0,

t.j. obecnou rovnici roviny o.
Kazdy vektor w # O je smérovym vektorem roviny ¢ pokud jeho soutadnice (wy,ws, w3)

66
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vyhovuji rovnici aw, + bwsy + cws = 0.
Vsechny nenulové nasobky vektoru n = (a, b, ¢) jsou normélové vektory.
Obecnou rovnici roviny dostaneme fesenim determinantu
r—a, y—ay z—as
Uq U9 Uus =0.
U1 V2 (R}

3. Polorovina, poloprimka, tisecka

Necht A, B € E3, A # B. Vektorova rovnice X = A+tu,kdeu=B—Aate<0,+00)
je rovnici polopfimky AB.

Pro t €< 0, —00) jde o rovnici poloptimky BA.

Prot €< 0,1 > jde o rovnici usecky AB.

Zcela analogicky i pro parametrické rovnice.

Jestlize ve vektorové rovnici roviny polozime ¢ € R, s €< 0, +00) dostaneme vektoro-
vou rovnici poloroviny s hrani¢ni pfimkou p : X = A + tu a vnitinim bodem C' = A + v.

4. Vzajemna poloha dvou primek

Dvé ptimky v E? jsou bud

riznobézné = maji spolecny pravé jeden bod,
rovnobézné = lezi v jedné roviné a nejsou riznobézné,
mimobézné = nelezi v jedné rovine.

Necht pfimky p, ¢ jsou zadany rovnicemi

p:X=P+su, q:Y=Q+tv (5.1.1)
nebo
amr+by+cz+d = 0 ar+ iy +mnz+or = 0 (5.1.2)
o + by +coz+dy = 0 s + Poy + 22+ 602 = 0 o
Vzajemna poloha primek p, g potom zélezi na Tesitelnosti soustavy rovnic
P—Q=tv—su (5.1.3)
a nebo
amr+by+cz+d = 0
asT +boy +coz+dy = 0 (5.1.4)
a1x+ﬁ1y+’ylz+51 =0 o

OéQZE—Fﬁzy—F’YQZ—F(SQ =0

Ozna¢me A matici koeficientii soustavy (5.1.3) a A* matici rozsifenou této soustavy.
Ozna¢me B matici koeficientti soustavy (5.1.4) a B* matici rozsifenou této soustavy.
Potom p, g jsou:
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. e, = h(A")=3
1. mimobé&zné WB") =4
o . , <= h(A)=h(A*)=2
2. ruznobéZné h(B) = h(B*) = 3
3 bomé a rigme T MA) =1ARMAY) =2
. rovnobé&zné a rizné h(B) =2 A h(B*) = 3

4. totoZné

= h(A) = h(A*) = 1
&= h(B) = h(B*) =2

Uhel ¢ piimek p, ¢ definujeme jako mensi z Ghla které sviraji ptimky p, ¢, pokud jsou
riznobézné a jako nulovy, pokud jsou rovnobézné. Jestlize u, v jsou smérové vektory p, q,
potom

jluev|

O Ju] v

5. Vzajemna poloha primky a roviny.
Primka a rovina jsou

e riiznobézné = maji pravé jeden spolecny bod.

e rovnobézné

— rizné = nemaji zadny spolecny bod.

— splyvajici = primka lezi v roviné.
Necht pfimka p je ddna rovnici (5.1.1) a nechf n je normalovy vektor roviny o. Potom
1. p a p jsou riznobézné <= uen # 0.
2. p a p jsou rovnobézné, rizné, t.j. p ¢ 0 < uen=0AA ¢ o.
3. p a p jsou rovnobézné, splyvajici, t.j. pC 0 <= uen=0AA € o.

Piimka p je kolmé na rovinu p, jestlize je smérovy vektor ptimky nenulovym nasobkem
normalového vektoru roviny. Uhel p¥imky p a roviny p je definovam jako thel smérového
vektoru pifmky u a jeho ortogonalniho préimétu u’ do roviny g. Pokud je p L ¢ je ¢ = 3.
Uhel poc¢itame podle vzorce

ueu
COS (P =
ul [u'|
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6. Vzajemna poloha dvou rovin

Dvé roviny jsou

e riiznobézné = maji spole¢nou pifimku.
e rovnobézné, rizné = nemaji spolecny bod.

e rovnobézné, splyvajici.
Necht

0: amr+by+cz+d =0 (5.1.5)
0: ax +byy+coz+dy=0 o

Necht A a A* jsou matice koeficient a matice rozsifena soustavy (5.1.5). Potom ¢ a o
jsou

1. rtznobéiné <= h(A) = h(A*) =2

2. rovnobézné, ruzné <= h(A) = 1 A h(A*) =2

3. totozné <= h(A) = h(A*) =1
Uhel dvou rovin miizeme uréit jako tihel jejich normalovych vektort.
|n; e ny

s 0y |.[ny|

5.2 Analyticka geometrie linearnich utvar.

1. Vzdalenost bodu od pfimky

Méjme ptimku p = (A, B) a bod C, potom
g |AB x AC|
-~ |AB|

2. Pricka mimobézek
Nechf piimka p je uréena bodem A a smérovam vektorem a, primka ¢ je je urcena bodem
B a smérovam vektorem b. Oznac¢me AB = ¢, potom
b
bl
la x b
Rovnice roviny prochazejici body A, B,C
Necht A = (z1,y1,21), B = (2,92, 22), C = (23,ys, 23), potom rovnice roviny procha-
zejici témito body je formalni determinant
x Yy z
I Y1 A

Ty Y2 <2
T3 Yz =3

— e
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5.3 Kanonické tvary kuzelosecek.

Definice 62 MnoZinu bodi z E* o soutadnicich (z,y) nazveme kuZeloseckou, jestlize vy-
hovuji rovnict

CL11]I2 + a22y2 + 2a12xy + 2a1x + 2a2y +ag = 0,

kde a1, ass, a1, a1, as, ay € R. Kvadratickou cédsti rovnice kuZelosecky je annx? + asy? +
+2a12xy, linedrnt casti rovnice je 2a1x + 2a2y. Matice

11 a2 ai
A= Q12 A22 Az
ap a2 Q

je matict kuZelosecky.

. - s , . ,CE2 y2
imaginarni elipsa I A
a?> b
2 2
. x Y
elipsa = + "= 1
2 2
T Y
hyperbola poiye i 1
parabola Yy —2pr =0
P P
bod LYy
a2 2
.. o 2y
dvé riznobézné primky Z_Z =0
a2 b2
0 v +a*=0
dvé rovnobézné primky 2 —a’=0
dvé splyvajici pfimky 2 =0

Tabulka 5.3.1: Kanonické tvary kozelosecek

Poznamka 13 Kruznice je specidlni typ elipsy pro a = b.
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Obrazek 5.3.2: Elipsa: (IZQ”)Q 4+ W=

Obrazek 5.3.3: Hyperbola: (e—m)® _ (u=n)® _ 4

a? b2
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Obrazek 5.3.4: Parabola: (y — n)? = 2p(z — m)

5.4 Kanonické tvary kvadrik.

Definice 63 MnoZinu bodii z E® o souradnicich (z,y, z) nazveme kvadrikou, nebo kvad-
ratickou plochou, jestliZe vyhovuji rovnici

anz? + a22y2 +ag3z? + 2a191y + 201302 + 2a93y2 + 2017 + 2a9y + 2a3z + ag = 0,

kde ai1, ass, ass, a1, a1s, Go3, a1, as, as, ay € R. Kvadratickou ¢dsti rovnice kvadriky je a1 2%+
ay? + ass2® + 2a190y + 201377 + 2a03yz, linedrni ¢dsti rovnice je 2a1x + 2asy + 2asz.

Matice
11 a2 Q13 Qi

A — 12 Q22 Q23 a2
13 dg3 aG33 A3
a az asz Qo

je matict kvadriky.

Poznamka 14 Koule je specidlni typ elipsoidu pro a = b = c.

5.5 Kuzelosecky a kvadriky — zakladni vlastnosti

Definice 64 Kuvadratickd plocha s matici A se nazgvd reqularni, jestlize |A| # 0.
Kvadratickd plocha se nazyvd singuldrni, jestlize |A| = 0.

Véta 5.5.1 Requldrni kuZelosecky jsou: elipsa, hyperbola, parabola.
Regularni kvadraticke plochy jsou: elipsoid, hyperboloid, paraboloid.

Definice 65 Kuvadratickd plocha se nazyvd stredova, jestlize md jedinny stred soumernosti
(nazgvd se stred kvadratické plochy).
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2

2 2
imaginarni elipsoid % + %—2 + 2t 1=0
2 2 2
elipsoid %—}-g—z—i—z—z—lzo
. " . 22 yr 22
jednodilny hyperboloid Stez—2—-1=0
a . x2 y? 22
dvoudilny hyperboloid Styr—=+1=0
e 1, . 72 y2
elipticky paraboloid St —22=0
— . 22y
hyperbolicky paraboloid Sz —22=0
2 2
imaginarni kuZelova plocha &+ Zg_z +%=0
PR 22 |y 2 _
elipticka kuZzelova plocha Sty —==0
. . , 22 |y
imaginarni valcova plocha S+=+1=0
1 , 2 |y
eliptick4 valcova plocha S+Ez—-1=0
o , 2y
hyperbolick4 valcova plocha Sz —1=0
2
parabolickd valcova plocha % —2py =0
2 2
dvé imaginarni riaznobézné roviny % + Zg—z =0
2 2
dvé riznobézné roviny % — Z_2 =0
dvé imaginarni rovnobézné roviny 22 +a®>=0
dvé rovnobézné roviny 22 —a2=0
dvé splyvajici roviny 22 =0

Tabulka 5.4.1: Kanonické tvary kvadrik
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Z
i
Y
Obrazek 5.4.1: Koule: 22 + 3?2 + 22 =1
Z
i
Y
Obrazek 5.4.2: Elipsoid: 5’;—2 +yt+22=1
z
i
Y

Obrazek 5.4.3: Jednodilny hyperboloid: 22 + ¢ — 22 =1
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Y

Obrazek 5.4.4: Dvojdilny hyperboloid: 2% + y? — 22 = —1

Y
Obrazek 5.4.5: Elipticky paraboloid: 22 + y? — 2z =0
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X

Obrazek 5.4.6: Hyperbolicky paraboloid: 22 — 3% — 22 = 0

T
Y
Obrazek 5.4.7: Kuzelova plocha: 2% + y? — 22 =0
VA
e E—
) ——

Obrazek 5.4.8: Elipticka valcova plocha: 22 + 3% =1
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Obrazek 5.4.9: Hyperbolicka valcova plocha: 22 — 3% =1

——

Obrazek 5.4.10: Parabolicks valcova plocha: 3% = 2px
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Véta 5.5.2 Bod S = (s1,59,3) je stiedem kvadratické plochy s matici A pravé tehdy,
kdyz usporadand trojice (s1, s2, S3) je jedingm feSenim soustavy

anr + apy + aszz + a = 0
12T + axpy + axz + ay = 0
a3x + a3y + asxzz + ag3 = 0

Véta 5.5.3 Kazdd kuzelosecka ¢i kvadrika se da vhodnou transformaci prevést na kano-
nicky tvar.

Piiklad 44 Urcete kanonickou rovnici kuZelosecky
2?2+ +4dry+22+1=0.

Reseni: PouZijeme Lagrangeovu metodu doplnéni na ctverec. Vezmeme si vsechny cleny
obsahugici x a doplnime je na uplny ctverec. Potom provedeme totéZ pro cleny obsahugici
Y.

Py Aoy +22+1=0,

(2% 4 day +22) +y* +1 =0,
(z+2y+1)2—4y® —dy—1]+y*+1=0,
(x+2y+1)° —3y* — 4y = 0,

4
(x+2y+1)2—3(y2+§y) =0,

) 2\> 4
(x+2y+1)°—3 y+§ +§:O,

(r+ 2y +1)? 3(y+§)2
+ 1
3

- . = 1.
3
Oznacme )
{=(z+2y+1) nz(y+§)
Potom > g0
£,
3 3

Dostali jsme rovnici hyperboly.



Kapitola 6

Diferencialni pocet funkci jedné
promeénné

6.1 ¢ - okoli

Definice 66 ¢ - okolim bodu a € R nazyvame otevieny interval (a —e,a+¢€), kde € > 0.

Oznaceni: O(a),O(a,€),U(a),U(a,¢).
Pravé okoli: [a,a + ¢).
Levé okoli: (a — ¢, al.

6.2 Limita funkce

Definice 67 Cislo b se nazyvd (vlastni) limita funkce f v bodé a, jestlize funkce je de-
finovdna v okoli tohoto bodu a jestlize pro Ve3é > 0 (v zdvislosti na €) takovd, Ze
Va:|z—al <, x#amdme|f(z)—b| <e.

Tento fakt symobolicky zapisujeme nasledujicim zptsobem:

lim f(x) = b nebo f(z) — b (x — a).

r—a

Priklad 45 Nechf f(x) = 2. Ukdzeme, Ze lim 23 = 8. Vime, Ze |23 — 8| = |2? + 2z +

4| - |z — 2|. Podivejme se, co se déje, kdyZ se x blizi 2 v jistém okoli tohoto bodu, napf.
v okoli s polomérem 1, tj.

2-1<2<241 = 1<z<3.
Pro libovolnou hodnotu x v tomto okoli plati

7 < |2? + 2z + 4] < 19,

a tedy
|z® — 8] < 19]x — 2.

79
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Necht € je libovolné pevné zvolené (mal€) kladné ¢islo. Z predchozi nerovnosti plyne, Ze
€

= .
19

|z =8| < ¢ if |z —2| <
(e/19 musi byt mensi neZ polomér okoli, tj. 1.)
Geometricky splnéni nerovnosti |f(z) — b| < € pii splnéni nervnosti | — a| < 0 znamena,
ze jestlize sestrojime na ose y okoli bodu b s libovolné malym polomérem e, pak lze urcit
polomér § pro takové okoli bodu a na ose z, Ze hodnoty argumentu z (s vyjimkou = = a)
budou pattit do 26-okoli bodu a a hodnoty funkce padnou do 2¢ okoli bodu b.

1
Priklad 46 Definujme funkci y(z) = { %x, i 7_é i’ Ukdzeme, Ze lim,_, y(z) = 5. Mu-

sime tedy dokdzat, Ze

1
Ve>030>0Ve:jz—1| <, 2#1= §x—§‘<5.
Z posledni nerovnosti plyne, Ze ‘%x — %‘ = %|x—1\ a ‘%x — %‘ < g jestlize |x—1| < 2e = 0.

Piiklad 47 Dokazte, Ze neezistuje limita lim, o sin %
Diikaz. Necht limita je rovna ¢islu b, tj.

lim sin — = b.
z—0 x
Vybereme posloupnost {x,} = % Zrejmé lim xz, =0 a
n—oo
o1 ..
lim sin — = lim sinnm = 0.
n—00 Tn n—00

. Zrejmé lim z, =0 a

n—oo

Tedy b = 0. Vybereme jinou posloupnost {x,} =

1
5t+2nm
o1 . T

lim sin — = lim sin <— + 2n7r) =1.

n—oo e n—oo 2
Tedy b = 1. Dosli jsme ke sporu, protoZe jestlize limita existuje, pak hodnota b must byt
urcena jednoznacne.

Obrazek 6.2.1: Graf funkce sin%
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Piiklad 48 Eristuje lim 2 sin £ ?
Piiklad 49 UvazZujme funkci
22 —4

fla) =S

Najdeme lin; f(z). Pro libovolné x # 2 mdme f(x) = x + 2, a protoZe definice limity pro

x — 2 nezahrnuje hodnotu funkce f v bodé x = 2, dostavame

x?—4

lim = lim(z +2) = 4.

r—2 r — r—2

6.3 Pravostranna a levostranna limita funkce. Limita
zprava a zleva

Definice 68 Pravostrannd limita:

lim f(z) = lim f(z).

r—at z—a,z€(a,+00)NDy
Cislo b je pravostrannou limitou, jestliZe
Ve >03d>0Ve € (a,a+9):|f(z)—b <e.
Levostrannd limita:
R E
Cislo b je levostrannou limitou, jestlize

Ve >03d>0Ve € (a—0,a):|f(x)—b <e.

Priiklad 50 Najdéte jednostranné limity pro x — 1, jestlize

0, z<1,
flz)=< 1, z=1,
2, ©>1.

Resenf: lim f(z) =0, lim f(z)=2.

r—1— r—1t

Véta 6.3.1
lim f(2) = b, (a+# oc)

r—a

<~

lim f(x)= lim f(z)=0b.

z—at r—a~
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6.4 Nevlastni limita funkce

Definice 69 Funkce f md v bodé x = a nevlastni limitu (tj. limita je rovna +00 nebo
—00), jestlize

VM >036>0Vexe(a—0d,a+0),x#a : f(x) >M (nebo f(x)<—-M).

Piseme:
lim f(z) = +o0, lim f(z) = —o0.

r—a Tr—a

6.5 Dalsi pripady limit

Nasledujici limity mohou byt definovany analogicky k pfedchozim definicim vlastnich a
nevlastnich limit (viz podkapitoly 6.2 a 6.4):

lim f(x) = +o0, lim f(z) = —o0,
lim f(z) = +o0, lim f(x) = —o0,
xkrfmf(x) = 400, zl—lgloof(x) = —00,
lim f(z) = +oo0, lim f(z) = —o0,

lim f(x) =", lim f(z)=".

r——00 T——+00
6.6 Neéekteré véty o limitach
Véta 6.6.1 Jestlize lim fi(xz) = b a lim fo(x) = ¢, pak

i{%[fl(x) + fo(z)] =b=*c,

lim f1(2) fo() = b c.

. fl(il?) . b
ﬂlﬂlirlll falz) e
jestlize ¢ £ 0 a fo(x) # 0 (v jistém okoli (a — d,a + 9) \ {a}).

Véta 6.6.2 Jestlize lim fi(xz) = by a lim fo(x) = by a jestliZe existuje okoli U(a) takove,
Ze v nem

filz) < fa(z)  (nebo fi(z) < fo())
pro x € U(a),z # a, pak by < bs.
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Piiklad 51 Jestlize fi(z) =1+ 22, fo(z) =1+ |z|,2 € U(0,3) = fi(z) < falz) a
by < by, tj. by = lirr(l)fl(a:) =1= liH(l)fg(.T) = by.

Véta 6.6.3 Jestlize lim fi(x) = by, lim fo(x) = by a by < by pak 3 U(a,d) \ {a} takove,
Ze fi(z) < fo(x) Vo e U(a,d)\ {a}.

Priklad 52 Jestlize fi(z) = 2%, folz) = 1+ 2%,a = 0, pak by = 0 < by = 1 and
2 <1+2? Vo eU(0,1)\ {0}.

Véta 6.6.4 Jestlize lim fi(z) = lim fo(x) = b a jestlize

fi(z) < p(x) < faolx)

pro x € U(a), x # a, pak
lim p(z) = b.

r—a

6.7 Limita sloZzené funkce

Pojem sloZené funkce (nebo také funkce jiné funkce):

y=f(2), z=p(x) = y=flo(@);

f nazyvame vnéjsi funkci, ¢ pak vnéjsi funkei.

Priklad 53 f(z) = 1+cosz, ¢(z) = (x—1)2, flp(x)] = 1+cos(z—1)2, p[f(z)] = cos? z.

Véta 6.7.1 Jestlize lim f(x) = b, lirri o(x) =c a 3U(a,€) takové, Ze

f(x) #0b pro x € U(a,c),x # a, (6.7.1)
pak
tim (7)) = e

Piiklad 54 Jestlize f(z) = 2% o(z) =1, a=2 pakb=4,c=7 a
) 1 .1
el =y (=im).

Podminka (6.7.1) je nutnd!
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Priklad 55
2, Xz O, ]-7 X 27
o= 7 e ={ o 27

xr =0, T =2.
Necht a = 0. Pak hII(l) f(z) =2, lir% o(x) =1, ale lirr(1) olf(x)] =0#1a

dran={ & 270

6.8 Neékteré znameé limity

() z
lim (1+1) — e = 271828,
r—Fo00 x

(i)

lim (1 + x)

z—0

(iii)
lim <1+E) = e ceR,
x

Tr—00

(iv)
lim sinz 1,
z—0 X
) .
im L "= —Ina, acR*,
z—0 x
(vi)
lim In(1+ ) _1
z—0 x

(Tuto limitu lze ziskat z pfedchozi limity substituci a® — 1 = z)

(vii)
lim (14+x)*—1

=a, a€R
z—0 x

6.9 Spojitost funkce
Definice 70 Funkce f se nazjvd spojitd v bodé a, jestlize je definovina v okoli U(a,€) a

lim /(2) = f(a)

r—a

(Ve>030>0Vz:|z—al <4 |f(x)— fla)] <e)



Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné 85

Definice 71 Funkce f se nazyvd zprava (zleva) spojitd v bod€ a, jestlize
i ) = @), ( m f0) = ).

Poznamka 15 Zkracené zapisujeme:

f(a*) = lim f(z), f(a”)= lim f(a).

r—a™t T—a~

Zkrdceny zdpis x — a® je ekvivalentni zdpisu x — a, x > a a zkrdceny zdpis x — a~ je
ekvivalentni zapisu x — a, r < a.

Zavedme pojem piirustek funkce.

Definice 72 Rozdil
Af(z) = flz+ Az) — f(z)

se nazyva prirustek funkce f v bodé& x prislusny priristku Ax nezdvisle proménné x.

Zkracené zapisujeme: Af = Af(x); Ay = Ay(x), (y = f(x)), Ay(z) = Af(x).

Poznamka 16 Priristek Ax nezdavisle proménné x nezdvisi na x. Necht napriklad x =
o =1,z =2 = 10,z = a = =9, Az = 0,1. Pak v + Ax = 1,1; 21 + Ax =
10,1; a + Az = —8,9.

Poznamka 17 Definice funkce spojité v bodé a miuzZeme zapsat nasledujicim zpiusobem.:

lim Af(a) = f(a).

Az—0

Definice 73 Funkce [ se nazgvd spojitd na otevieném intervalu (a,b), jestliZe je spojitd
v kaZdém jeho bodé ¢ € (a,b).

Definice 74 Funkce f se nazgvd spojitd na uzavieném intervalu [a,b], jestliZe je spojitd
na otevreném intervalu (a,b) a navic je v bodé a spojitd zprava a v bodé b zleva.

Ukol. Napiste analogicky definici spojitosti funkce na intervalech (a, b] a [a, b).
Ukol. Je funkece
(z) = -z, =<0,
Y= 1, 2>0

spojitd (nespojita) zprava (zleva) v bodé z = 07
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6.10 Neékteré vlastnosti spojitych funkci

Véta 6.10.1 Jsou-li funkce f(x) a p(x) spojité v bodé a, pak jejich soucet (nebo rozdil)
f(z) £ (), soucin f(x) - p(x) a podil % (v pripadé, Ze p(a) # 0) jsou také spojité
v bodé a.

Véta 6.10.2 Je-li funkce p(z) spojitd v bodé a a funkce f(y) v bodé b = p(a), pak sloZené
funkce F(x) = flp(x)] je spojitd v bodé a.

Véta 6.10.3 Je-li funkce f(x) spojitd v bodé a, pak existuje okoli U(a), v némz je f(x)
omezend.

Priklad 56 Konstatni funkce f(x) = C je definovdna a je spojitd pro libovolnou hodnotu
x, protoZe jeji prirustek odpovidajici libovolnému prirustku Ax argumentu je AC' = C' —
C' =0, a tedy podminka AC — 0 (pro Az — 0) je automaticky splnéna.

Priklad 57 Funkce f(x) = 2", n € N je definovdna pro vSechny body redlné osy a je
v nich spojitda. Skuteéné, funkce y = x je spojitd pro libovolné x, nebot

Am, Af(@) = lim (@4 Az) —a] = lim Az =0.
Tedy funkce 2> = x -z, 23 = 2% - x,...,2" = 2" 1 - & jsou také spojité.
Piiklad 58 Polynom
P(z) = ap2™ + ap12™ 4+ -+ a2 + ag
(kde a; € R, =0,...,n) je spojitd funkce pro libovolné x € R. Racionalni lomend funkce

P(x) @™+ ap 2"+ 4 am + ag
CQ(r) by by ™ b+ b

(kdea; e R,i=0,...,n,b; € R,j=0,...,m) je spojitd pro vSechny hodnoty x € R, pro
néz Q(x) # 0.

6.11 Odstranitelna nespojitost

Definice 75 Je-li f nespojitd v bodé x = a a pokud soucasné existuje konecnd limita
lim f(x), Tikame, Ze tento bod je bodem odstranitelné nespojitosti funkce.

Tento pojem mé vyznam, nebot v tomto pripadé muze byt funkce f redefinovana v bodé
a (za predpokladu, Ze je definovana v a) a nebo dodefinovana v bodé a (jestlize ptivodné
nebyla v bodé a definovana) tak, Ze polozime

f(a) = lim f(x),

r—a

takze (témét definovana!) funkce f je v tomto bodé spojita.
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Priiklad 59 Funkce

oy ={ e 271

neni spojitd v bodé x = 1. Tato nespojitost je odstranitelnd, nebot poloZime-li f(1) = 2,
(novd) funkce f bude spojita vz = 1.

Piiklad 60 Funkce y = Sin% je omezend a ma neodstranitelny bod nespojitosti x = 0.

Ptiklad 61 Funkce y = (signx)? kde

1, >0,
signx = 0, =0,
-1, z<0

ma bod odstranitelné nespojitosti x = 0.

6.12 Klasifikace nespojitosti

Definice 76 Ezistuji-li pro funkci f v (koneéném) bodé a (koneénd) éisla f(a™), f(a™)
a md-li funkce v a presto bod nespojitosti, Tikame, Ze tato funkce md bod nespojitosti
prontho druhu v bodeé a.

Priklad 62 Funkce

3, r=1, 2, x>1,
fl(x) = 27 x> ]-7 fZ(x) =

1, =<1, 1, =<1,

2, v>1, 3, =1,
f?’(”)_{ 1, z<1, f4(x)_{ 1, 2% <1,

2, x > 1, o ]-7 T > 17
f5($)—{ 1’ ZL’<1, f6(x)_{ 1’ r <1

maji v bodé x = 1 bod nespojitosti pruntho druhu.

Definice 77 Cislo § = 6(a) = f(a™) — f(a™) se nazyvd skok nespojitosti. (Bod x = a se
pak nazgvd bodem skokové nespojitosti.)

Poznamka 18 Je-li x = a bodem odstranitelné nespojitosti, pak é(a) = 0.

Definice 78 Je-li funkce f definovdina v okoli bodu a (popFipadé s vijimkou bodu a sa-
motného) a ma-li v bodé a bod nespojitosti, ktery nepatii do tridy nespojitosti proniho
druhu, Tikame, Ze funkce md v a bod nespojitosti druhého druhu.

Piiklad 63 Funkce y = sin 2 md v bodé x = 0 nespojitost druhého druhu. Funkce y = 1

x x

ma v bodé x = 0 nespojitost druhého druhu.
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6.13 Funkce spojité na uzavieném intervalu
Véta 6.13.1 Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu [a,b], je na ném omezend.

Zkracené zapisujeme skutecnost, ze funkce f je spojitd na [a,b] takto: f € Cla,b] nebo

feCnalab)

Véta 6.13.2 (Weierstrass) Funkce f € C na [a,b] nabyvd v néjakych bodech intervalu
[a,b] svého maxima a minima, tj. existuji body o a B patrici do [a,b] takové, Ze

min = f(a), max = f(().

x€[a,b] z€[a,b]

Tedy f(a) < f(z) < f(B) pro vSechna z € [a, b].

Obrazek 6.13.1: Weierstrassova véta

Poznamka 19 Napt. funkce y = x je spojitd na otevieném intervalu (0,1) a je na ném

omezend; avsak na tomto intervalu nedosahuje sveho supréma sup x = 1, tj. neexistuje
x€(0,1)

xo € (0,1) takové, Ze by funkéni hodnota v tomto bodé byla rovna 1. Vidime, Ze funkce je

rovna 1 pro x = 1. Vidime, Ze poZadavek spojitosit funkce na uzavieném intervalu [a, b]

(zahrnujicim oba krajni body a a b) je zdsadnd.

Zrejme sg% arctgr = 3. Neexistuje vsak bod x na poloprimce x > 0, v némz by funkce
z>
arctgr nabyvala hodnoty 7; tedy pro x > 0 nedosahuje svého mazima. Podminky vyse

uveden€ vety jsou 1 v tomto pripadé poruseny, protoZe definicni obor spojité funkce arctgr
neni omezeny.

Véta 6.13.3 Je-li f € C na [a,b] a f(a)- f(b) <0, pak ezistuje na otevieném intervalu
(a,b) alespon jeden bod c, pro néjz f(c) = 0.
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Disledek 29 Funkce f € C na [a,b] nabyvd na tomto intervalu vsech hodnot mezi hod-
notami v koncovych bodech.
Kazdd polynomidlni rovnice P,(x) = 0 lichého stupné n, a,, # 0, md nejméné jedno tesend.

Piiklad 64 Rovnice cosz —x = 0 md koten leZici na intervalu (0,7), protoze f(0) >
0, f(m) <0 kde f(x) =cosx —x a f(z) je spojitd funkce.

6.14 Tecna ke krivce

Necht I' je graf spojité funkce y = f(x). Vybereme na funkci I" bod A s soufadnici zg a
jiny bod C' se soufadnici zg + Az, (Az # 0). Setna S prochézejici bodem A a C' svird
s kladnou poloosou x thel 5. Tangens thlu § vyjadiime vzorcem

Ay f(wo + Ax) — f(z0)
tgﬁ_A—x_ Az '

Necht Az se blizi nule; pak pro spojitou funkci f se hodnota Ay také bude blizit nule a
bod C' se bude pohybovat podél I' a bude se pfiblizovat k bodu A. Jestlize se v tomto
limitnim procesu ukéze, ze pomér % se blizi jedné a ze pro né€jakou konecnou limitu
(¢islo) k libovolné takové, pro néz Az se blizi k nule plati0

Ay

pak thel 3 se bude také blizit k jistému tthlu «. Spolu se zménou  bude secna S rotovat
kolem A a bude se v limité priblizovat k pfimce T" prochazejici bodem A a svirajici thel
a s kladnou poloosou x. To znamenad, ze T je tecnou k funkci I' v bodé A a

Ay
Arso Az Ao tell = tgar =k

Tak jsme dokazali, Ze jestlize se pomér % blizi kone¢né limité pro Az — 0, kiivka ' ma
v bodé A tecnu, jejiz smérnice je rovna této limité.

Rovnici te¢ny lze zapsat takto: y — yo = k(x — z¢), kde

. f(wo+ Az) — f(x0)
k= AI;IEO Az )

6.15 Derivace

Definice 79 Derivace f'(xg) funkce f v bodé xq je definovdna jako vlastni limita

f(zo + Azx) — f(z0) ‘

! — 1
f (.Z'()) Airilo Axr
(Jing zdpis: % gy Z—i z=m0 )
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Posledni limita mize byt pfepsana takto:

Ptiklad 65 Pron € N mdme (z") = nz" . Opravdu, podle Newtonovy binomické véty

wv o Ay (z+Ax)" — 2™
(") = Algilo Ar Alu}crilo Az N
1
= AI;IEOE [x” + ( ZL ) 2" Ax 4 ( Z ) A VAV LR

Véta 6.15.1 Jestlize ma funkce f v bodé xq derivaci f', je v tomto bodé spojita.

6.16 Fyzikalni vyznam derivace

1. Okamzita rychlost

Necht se bod pohybuje po pfimce a necht funkce s = f(t) vyjadifuje zavislost jeho vzdale-
nosti s od pocate¢niho bodu O (brano s odpovidajicim znaménkem) v ¢ase t. V okamziku
t je bod ve vzdélenosti s = f(t) od O. V jiném ¢asovém okamziku ¢ + At je ve vzdalenosti
s+ As = f(t+ At) od O. Jeho primérna rychlost béhem ¢asového intervalu (¢,¢ + At)
je vyjadiena jako

L As St AN - F(0)
Voo = Ap Al '

Okamzité (,skuteéna®) rychlost v bodu v okamziku ¢ mize prirozené byt definovana jako
limita, k niz se v,, blizi, kdyz At — 0, tj.

. As ,
V(t) = vins(t) = Alir_r}o N (t).
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6.17 Derivace zakladnich elementarnich funkci
(C) =0, C€R, (6.17.1)
(%) = az"', a €R, (6.17.2)
(a®) =a"Ilna, a>0, (6.17.3)
(") = (6.17.4)
1 A7.
(log, z) = —na ,x>0,a>0, (6.17.5)
1
(lnz)" = — e 0, (6.17.6)
1
(In|z]) = L #0, (6.17.7)
I o o 1, >0,
(el =signs = { 1 77 0 6.17.8)
(sinz) = cosz,  (cosz) = —sinu, (6.17.9)
tgr) = 171
o — (6.17.10)
—1
(cotgr)’ = —5—, (6.17.11)
sin” x
(arcsinz)’ = .zl < 1, (6.17.12)
1 — a2
—1
(arccosz)" = .zl < 1, (6.17.13)
1—22
(arctgr)’ = 1122 (6.17.14)
(arccotgr)’ = Tt (6.17.15)
(sinhz)" = cosh, (6.17.16)
(coshz)’ = sinh z, (6.17.17)
1
tghr) = —— 6.17.18
(tgha) = (6.17.18)
—1
hz) = . A7.1
(cotghz) (sinha)? (6.17.19)
Derivace zprava a zleva:
A A
fi(z) = lim =7 f(z)= lim =Y

Az—0,Az>0 Az’

Az—0Az<0 Az
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Zakladni pravidla pro derivovani:

(f(z) £ g(x))" = f'(z) £ g'(x), (6.17.20)
(f(z) - 9( ) = f'(x) g(z) + f(z) - g'(x), (6.17.21)

f@)Y
(g B (6.17.22)
(f(@)?®) = g(@)[f (@)D~ f'(2) + [ (2)]°) (In f (2))g (). (6.17.23)

v
[\

—
=
=
~—
s

8
~—
|
=
¥
Q\
=
~—
~—

6.18 Diferencial funkce

Definice 80 Funkce f se nazgvd diferencovatelnd v bodé x, jestlize jeji priristek Af(xg)
lze vyyadrit jako

Af(xg) = AAx 4+ a(Az)Ax, (6.18.1)
kde A = f'(x¢) =const, Az =z — 1z a Alimooz(Ax) = 0.

Piiklad 66 Funkce y = 22 je diferencovatelnd pro viechna v € R, protoZe
Ay = (z+ Ar)* — 2% = 22Az + (Ar)?
a A =2z a(Ar) = Ax.

Definice 81 Hlavni — linedrni — c¢dst pririustku (6.18.1) se nazyvd diferencidl funkce f
v bodé = vzhledem k danému priristku Ax a znaci se df(z) = f'(x)Ax (nebo dy =

f'(x)d).
Poznamka 20 a) dx = Az, b) Af(xg) =~ f'(x9)Ax, jestlize Ax — 0 a f'(xq) # 0.

Geometricky vyznam diferencidlu: Rovnici tecny lze zapsat jako
Y — Yo = tga - (v —x0) = f'(0)(z — o)

jestlize v = xog + Ax. Tedy y = yo + f'(20) Az = yo + dy(x).

Piiklad 67 Mdme odhadnout mnozZstvi materialu potrebného k vyrobé krabice ve tvaru
krychle, jestlize vime, Ze jeji vniting hrany jsou 10 cm dlouhé a Ze tloustka stén je 0,1 cm.

Objem krychle s hranou a je vyjddven funkci V(a) = a®. Objem materidlu potiebného
na steny krychle je priblizné vyjadren prirustkem této funkce:

AV =V (10+0,1) — V(10) =~ V'(10) - 0,1 = 300 - 0, 1 = 30cm?.



Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné 93

6.19 Derivace inverzni funkce

fl(z) = . (6.19.1)

1 1 _ z(y)
1+ x(y)

H\
—
NS
N—

Il
I
|—=

4

6.20 Derivace a diferencialy vyssich radu
Derivaci 2. fadu ziskdme derivovanim f'(x):

f(@) =[]
analogicky pro derivaci vyssich radu:

FO () = [ V(@)

Priklad 69 oy =2a2%a € R Y sy (a — Dz*2,. . y™ = a(a —
1)...(a—=n+1)xz“ " Proa € N je y(o‘) a(a —1)...12° = ! a yloth) = ylo+2) =
—

oy =219y =2"In2 y" =2%(In2)? ...,y = 2°(In2)".

Leibnizova formule: Je-li f(x) = u(z)v(z), pak

FO) ) 4 G) WD 4 (Z) e B O W (7) oMY
=0

Diferencialy vyssich radu:
dy = f'(x)dz, d*y = d(dy),...,d"y = d(d""'y).

Nechf y = f(z). Vypoctéte d*y : d*y = d(dy) = (f'( Jdz) = (f'(x)dx) = f"(z)(dx)* +
f'(z)(dz) dx = f"(x)(dx)?, protoze (dz) = (Ax) = 0 (Ax je povaZovano za konstantni
veli¢inu nezavislou na x). V obecném pripadé

d" f(x) = [ () (dx)".
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6.21 Numerické derivovani

Nejjednodussi vzorce pro numerické derivovani

Predpokladejme, ze v néjakém bodé x méa funkce f derivaci

L Jat Aa) — f(@)

Potom je ptirozené polozit

Vyvstava otazka: jaka je chyba (tj. jaky je rozdil mezi ¢leny na pravé a na levé strané) této
priblizné rovnosti? Abychom ziskali kvantitativni odhady této chyby, sam fakt, Ze exis-
tuje f'(x), je nedostatecny. Proto obvykle pfi analyze chyb pfibliznych metod numerické
derivace pozadujeme, aby méla dana funkce derivaci fadu vyssiho nez pocitana derivace.
Necht x; = xo+i-h, i =0,£1,42, ..., kde h > 0 je krok. Polozme f; = f(z;), fl = f'(x;),
atd. Pfedpokladejme, ze f € C?([xg, z1],R). Potom existuje bod ¢ takovy, Ze

fo= h ; fo_ g - f1(€), w0 <§ < (6.21.1)
Je-li f € C3([x_1, 7], R), pak navic
fo= I th_ % f1(E), o <E<m (6.21.2)
4)

Z podminky, ze f € C(

1 —2 ht
Y = fo Zfo tho K W),z < &<y (6.21.3)
h 12
Bod ¢ ve vyse uvedenych vzorcich neni znam.
Vztahy (6.21.1) a (6.21.3) mohou byt dokdzany pfesné. Tyto dikazy vynechavame.

Vztahy (6.21.1) - (6.21.3) se nazyvaji vzorce pro numerické derivovani se zbytkem a vztahy

[x_1,x1], dostavame

f/ fl fO fl f— //Nf—1_2f0+.f1
0N T bR T R h?
jednoduse vzorce pro numerické derivovdni. Chyby téchto vzorct jsou
Ji— Jo
/! _ < ma "
fO h — 2[I0x1]|f ( )|
(chyba je prvniho fadu vzhledem k h (nebo je fadu h));
fl f— "
< R
f- Lo < max 1770,

(fikdme, Ze chyba zde a v nésledujicim vztahu je druhého fadu vzhledem k h (neboli je
fadu h?)),

" f -1 2f 0o+ f 1
0 h2

< ma |70).

[z—1,21]
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6.22 Derivovani s programem MAPLE V

Derivovani pomoci programu MAPLE V se provadi pomoci ptikazu
"diff".

Prvnim argumentem tohoto ptikazu je vyraz, ktery ma byt zderivovan, druhym argu-
mentem je proménnd, vzhledem k niz budeme derivovat.

Piiklad 70 Najdéte derivaci funkce
f(z) =sinx - tanz.
pomoci MAPLE V.
Reseni. napisme odovidajici piikaz v MAPLE:
diff (sin(x)*tan(x),x);
Vysledek vypsany programem MAPLE je tvaru:
cos(z) tan(z) sin(z)(1 + tan(x)?)

Piiklad 71 Najdeéte derivaci funkce

pomocit programu MAPLE V.

Reseni. Napisme odpovidajici pitkaz v MAPLE:
diff (x~(x"x),x);

Vysledek vypsany programem MAPLE je tvaru:

T

2) (x (In(z) + 1) + i)

T

6.23 Taylorovy polynomy
Uvazme nasledujici problém: Jaké podminky zarucuji, ze funkce f(z) muze byt pfiblizné

zapsana jako polynom? Pfedpokladejme, ze f(z) € C" (kde n je dostatecné vysoké ¢islo)
v okoli O (z¢). Pokusme se pfiblizné nahradit tuto funkci f(z) polynomem

f(z) = ag+ ai(z — 20) + az(z — 20)* + - - + an(z — 20)".
Lehce nahlédneme, ze (pro x = xg) a9 = f(zo). Derivujme tento polynom. Dostavame

f'(z) = a1 + 2as(x — o) + 3az(z — 20)? 4 -+ nap(z — 29)"
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a vidime, ze a; = f'(zo). Analogicky
f(x) = 2ay + 6az(x — z9) + - +n(n — )a,(z — x0)" 2
a, jako vyse, ay = % 1" (xg). Pokra¢ujeme-li timto zpisobem, dostdvame po nté derivaci

B f(k) (z0)

=T

, k=0,1,2,...,n.

Dosazenim téchto vyrazii do ptivodni nerovnosti dostavame

F(&) = F(a0) + F(ao) @ — o) + L5 e — )Pt
+ fm?E'!TO) (JI o ZL’0)3 44 fnlr(L"TO) (JI o xo)n
Koeficienty .
a =1 ](j‘)) k=012,
se nazyvaji Taylorovy koeficienty a soucty
Ty() = flao) + Fao)x — a0) + Lo (@ — )2
+ (o) (x—20)> +---+ 1) (x—20)*, k=0,1,2,...

3! k!

Taylorovy polynomy.

6.24 Taylortv vzorec

Napisme
f(x) =Tu(z) + Ro(x)
kde T, (x) je Taylortv polynom a R,(x) je zbytek.

Véta 6.24.1 (Lagrangeova véta) Je-li f(x) € OV na O (z0) pak

e F ) — )

) = G

pro vSechna x € O(xy), kde £ je ¢islo leZici mezi xy a .

6.25 Inverzni trigonometrické funkce a jejich deri-
vace

e y = arcsinx (arkus sinus) je inverzni k funkci y = sin x;
arcsin(sin z) = x, sin(arcsinz) = x,x € Dy = [—1,1].
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Derivace funkce y = arcsinx :
Yy = arcsinx = = = siny;
podle vzorce (6.19.1)

1 I T
cosy /1—sin?y V1-—a? 7

1
V1—a22

(arcsinz)’ =

e y = arccosx (arkus kosinus) je inverzni k funkci y = cos x;
arccos(cosx) = x,cos(arccosz) = z,x € Dy = [—1,1].

-1
V1—a22

(arccos )" =

e y = arctgx (arkus tangens) je inverzni k funkci y = tgx;
arctg(tgz) = z,tg(arctgzr) = x,x € Dy = (—00, +00),

() 1 1 1 cos? 1 1
xr) = = = = = = y
Y y)  (tey) oy YTty 1+
1
/_
(arctg x)’ = T

e y = arccotg x (arkus kotangens) je inverzni k funkeci y = cotg z;
arccotg(cotg x) = x, cotg(arccotg x) = z,x € Dy = (—00, +00).

, =1

(arccotg x) = T2

6.26 Derivace hyperbolickych funkci
e (sinhz) = coshz

e (coshz) =sinhz

* (tgh x>, = COS;IQCC
e (cotghz) = —
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6.27 Derivace inverznich hyperbolickych funkci

1

e y = (argsinhz) = =z T E€R,
e y = (argcoshz) = \/ﬁ , x> 1,
o y=(argtghz) = =+ , |z| <1,

1

o y = (argcotghz) = = , |2/ > 1

Dokazme prvni vzorec: y = argsinhz = x = sinhy,

1 1 1 1
#'(y)  coshy /1 +sinh?y 1+t

6.28 Klasifikace funkci

y'(x) =

1. Zakladni elementarni funkce

Definice 82 Trida zdkladnich elementdrnich funkci zahrnuje nasledugici funkce:

(a) mocninnd funkce y = z*, v € R,a € N;

(b) exponencidlni funkce y = a*, a > 0,a # 1; logaritmickd funkce y = log, x, a >
0,a>1;

(c) trigonometrické funkce (sin z, cos x, tg x, cotg x) a inverzni trigonometrické funkce
(arcsin z, arccos x, arctg z, arccotg ).

2. Elementarni funkce

Definice 83 Funkce, ktere vzniknou ze zakladnich elementarnich funkci a konstant

pomoci konecného poctu aritmetickych operaci a skladani funkci se nazyvaji elemen-
tarni funkce.

Napr.

. 1+ cosx
y = arcsin{/ ———
1—e®

je elementarni funkce.
3. Algebraické funkce
Definice 84 Algebraickd funkce je funkce y = y(x) dand algebraickou rovnici
Po(2)y™ + Py 1(2)y" ' + -+ Pi(2)y + Py(x) = 0,

kde Pj(x), j =1,2,...,n jsou polynomy.
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Specialni pripady:

~1
Y= a,x" + ap_ 12"+ -+ ar1x+ ag

(pro Pi(z) = —1, Pj(x) =0,j > 1) nebo

(pro Pj(xz) = 0,5 > 1).

4. Transcendentni funkce

Definice 85 Kazdd funkce, kterd nepatri do tridy algebraickiych funkci, se nazyvd
transcendentni.

6.29 Neékteré véty o diferencovatelnych funkcich

Véta 6.29.1 (Fermatova véta) Jestlize

a) f(x) € C na [a,b],

b) v bodé & nabjvd f(x) své nejuyssi (nebo nejnizsi) hodnoty
c) 3f'(§)

pak f'(€) =0.

Véta 6.29.2 (Rolleova véta) Jestlize
a) f(x) € C na [a,b],

b) f(z) € C* na (a,b),

c) f(a) = f(b)

pak 3¢ € (a,b) takové, Ze f'(§) = 0.

Véta 6.29.3 (Lagrangeova véta) Jestlize
a) f(x) € C na [a,b],

b) f(z) € C* na (a,b)

pak 3¢ € (a,b) takové, Ze

Geometricky vyznam.
Jiny tvar Lagrangeovy véty:

f() = fla) = f1(E)(b—a) .

Prirtustek funkce f(z) na intervalu [a, b] zavisi na hodnoté derivace a piiriistku nezavisle
proménné.
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Obrazek 6.29.1: Vyznam Rolleovy véty  Obrazek 6.29.2: Vyznam Lagrangeovy véty

Véta 6.29.4 (Cauchyova véta) Jestlize
a) f(x), p(x) € C na [a,b],

b) f(x), o(x) € C* na (a,b),

c) ¢'(z) # 0 na (a,b),

pak existuje Cislo & € (a,b) takové, Ze

Véta 6.29.5 (L’Hospitalovo pravidlo) Je-li
lim  f(z) = lim  p(w) =0(c0),
r—xg (00

x—1x0 (00
a existuje-li limita

- f(=)
m—};?%oo) QD,(.CE) ’
pak /
lim m = lim J'@)

z—ao (00) P(T)  z—a0 (00) @ ()
Priklad 72

. sinz . COSZ
lim = lim =1;
z—0 I z—0 1
1
Inz =
lim — = lim £ =0.
r—o0 I T—00 1

6.30 Testovani monotonnosti funkce
Véta 6.30.1 (Nutné podminky monoténnosti funkce) Jestlize 3 f'(x) na (a,b) a
1) f(x) roste na (a,b) = f'(x) > 0 na (a,b),

2) f(z) klesd na (a,b) = f'(x) <0 na (a,b),
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3) f(z) je rovno konstanté na (a,b) = f'(x) =0 na (a,b).

Véta 6.30.2 (Dostateéné podminky pro monoténnost) Jestlize f(x) € C na [a, b],
f'(z) € C* na (a,b) a

1) f'(z) >0 na (a,b) = f(x) roste na [a, ],
2) f'(z) <0 na(a,b) = f(x) klesd na [a,b],
na (

3) fl(x) = a,b) = f(z) =k nala,b)].

6.31 Extrémy funkci

Definice 86 Bod x se nazyvd lokdlni mazimum (lokdlni minimum) funkce f(x) jestlize

f(xo) = f(x), © € OF) (f(w0) < f(x), x € O()).

Definice 87 Body, v nichZ funkce nabyva svého mazxima nebo minima se souhrnné ozna-
cuji jako body extrému. Hodnota funkce v téchto bodech se nazyva extrém.

Véta 6.31.1 (Nutna podminka pro existenci extrému) JestliZe funkce f(x) md ez-
trém v bod€ xy, jeho derivace v tomto bodé (pokud 3 f'(xy)) je rovna nule nebo neexistuje.

6.32 Nutné podminky pro extrémy

Véta 6.32.1

A) Je-li f'(z) kladnd pro x < xy a zdpornd pro x > xo, bod xy je bodem lokdlniho
mazima. Je-li f'(x) zdpornd pro x < xz¢ a kladnd pro x > xy, bod xo je bodem
lokdlniho minima.

B) Je-li f'(x) =
° f//
° f//
C) Je-li f'(wo) = f"(x0) = ... f™ V() = 0, n je sudé a f™(x5) >0 (<0), bod x je

bodem lokalniho minima (mazxima).

xg) > 0, bod xq je bodem lokdlniho minima,

(o)
(x9) <0, bod z¢ je bodem lokdlniho mazima.

6.33 Konvexnost a konkavnost krivky. Inflexni body.

Definice 88 Rikdme, Ze oblouk k¥ivky je konvexni, jestlize leZi cely na jedné strané tecny
vedené kterymkoli bodem oblouku.

Rozlisujeme dva druhy konvexnich oblouki: konvexni nahoru (konkavni dolti), konvexni
doli (konkavni nahoru, konvexni).
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Definice 89 Bod krivky, ktery oddéluje jeji konvexni oblouk od konkduvniho se nmaziyvd
inflexnt bod.

Véta 6.33.1 Je-li f"(z) < 0, pak oblouk y = f(x) je konkdvni; je-li f"(x) > 0, pak
oblouk y = f(x) je konveznd.

Véta 6.33.2 (Nutna podminka pro inflexni bod) Je-li xy inflexnim bodem, pak
f”(l‘o) = 0

Véta 6.33.3 (Dostateéné podminky pro inflexni bod)

A) Jestlize f"(x) méni znaménko, kdyZ x prochdzi xo, pak xq je inflexnim bodem.

B) Jesltize f"(xg) =0 a f"(x0) # 0, pak zo je inflexnim bodem.

C) Jestlize f"(xo) = f"(wo) = --- = fOV(29) = 0, f™(20) # 0 aa n je liché, pak xq je
inflexni bod.

6.34 Asymptoty krivky

A) Jestlize lim, f(z) = oo, kiivka y = f(x) ma vertikdlni asymptotu z = x.
z—xo (g ,Zq )

B) Jestlize lim {2 = k e R a lim [f(z) — Kz] = ¢ € R, kiivka y = f(z) mé asymptotu

r—00 Tr—00

danou rovnici y = kx + q.

6.35 Obecné schéma pro vysetrovani priubéhu funkce

Je nutno vysetfit:

I. (a) Defini¢ni obor Dy funkce f(z).
(b) Body nespojitosti; intervaly spojitosti.
(c
(d

Chovani funkce v okoli bodui nespojitosti a vertikalni asymptoty.

Priiseciky se sourfadnymi osami.

f) Periodi¢nost funkce.

)
)
)
)
(e) Symetrie grafu funkce (suda, lichd).
(f)

II. Intervaly monoténnosti; body extrému a extrémy.
III. Intervaly konvexnosti a konkavnosti; inflexni body.

IV. Chovani v nekonecnu, asymptoty se smérnici.
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6.36 Neékteré numerické metody reseni nelinearnich
rovnic a soustav rovnic

1. Metoda puleni (Metoda rozdélovani tusefky na dva stejné
dily)

Uvazujme rovnici

kde funkce f(x) je spojité na [a,b] a
fa)- f(b) <0.

Abychom nasli kofen lezici v intervalu [a, b], rozdélime interval na polovinu. Jestlize f((a+
b)/2) =0, pak £ = (a + b)/2 je kofenem rovnice. Jestlize

a+b
0
r(*57) o
vybereme ten z intervali [a, (a+b)/2], [(a+b)/2,b], v jehoz koncovych bodech mé funkce
f(z) opatné znaménka. Tento nové vznikly interval [aj, b;] znovu rozpilime a zopaku-

jeme postup, az nakonec béhem procesu budto ziskame piesny kofen nebo nekonecnou
posloupnost vnotrenych intervali

[a'b bl]a [a2a bQ]a sy [a'n7 bn]7 cee
takovou, ze
flan) - f(by) <0, n=1,2,... (6.36.1)
? 1
b, — a, = 2_”(b_ a).
Pokud levé koncové body
a1,09,03,...,0n, ...

tvofl monotonni neklesajici omezenou posloupnost a pravé koncové body
bi,b9,b3,...,by,, ...
monotdénni nerostouci posloupnost, pak existuje spolecné limita

¢ = lim a, = lim b,.

n—oo n—oo

Piiblizujeme-li se limité v (6.36.1) pro n — oo, dostavame [f(£)]? < 0, tedy f(£) = 0, coz
znamena, ze £ je kofenem rovnice. Je ziejmé, ze

1
Ogﬁ—anSQ—n(b—a).



MATEMATIKA 1 104

2. Metoda proporcialnich casti

Ptredpokladejme, ze f(a) < 0, f(b) > 0. Potom je misto ptleni intervalu [a, b] pFirozenéjsi
rozdélit interval v poméru

fla): f(b) .
Tim dostavame odpovidajici hodnotu kotene
1 =a+ hl,
e f(@) (@)
—f(a —f(a
"= T e -

Aplikujeme-li tento postup na interval [a, z1] nebo [x1,b] v jejichZ koncovych bodech ma
funkce f(x) opatnd znaménka, dostavame druhou aproximacei kofene x, atd. Geomet-
ricky je metoda proporcionalnich ¢asti ekvivalentni nahrazeni kiivky

y = f(x)
tétivou prochéazejici body Ala, f(a)], Blb, f(b)]. Skute¢né, rovnice tétivy AB je
v—a _ y—fla)

b—a  f(b)—f(a)

Polozime-li x = 1 a y = 0, dostavame

f(a)
f(b) = f(a)
Predpokladejme, ze f”(z) > 0 proa < x < b (pfipad f”(z) < 0 se redukuje na nas piipad,
pokud napiSeme rovnici jako: —f(x) = 0). Pak bude kiivka y = f(z) konkdvni a tedy
bude lezet pod te¢nou AB. Mohou nastat dva pfipady: f(a) > 0a f(a) < 0.

V prvnim pfipadé je koncovy bod a pevny a postupné aproximace

- (b—a).

Iy —a—

$0:b7

tvori omezenou posloupnost a
a<E< <Xy <Tp < --- <y < Tp.
Ve druhém pripadé je koncovy bod b pevny a postupné aproximace
Lo = a4,
Tni1 :xn—%-(b—mn), n=20,1,2,...
tvofi omezenou rostouci posloupnost a
o< Ty < <Xy < Tpyy < ---<E<D.
Lze dokazat, ze

lim z, =¢, and f(§)=0.

n—oo



Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné 105

3. Newtonova metoda (Metoda tecen)

Necht existuje kofen rovnice f(x) = 0. Newtonova metoda je ekvivalentni nahrazovani
malych ¢asti oblouku kiivky y = f(x) te¢nou vedenou bodem kfivky. Predpokladejme, Ze
f"(x) >0proa <z <ba f(b) > 0. Vyberme napt. zo = b, pro né&jz f(zo) - f"(xo) > 0.
Vedme teénu ke kiivee y = f(x) bodem By(zo, f(zo)). Proprvni aproximaci x; kofene £
vezméme Usek vytaty na ose x touto teénou. Bodem Bi(x1, f(z1)) znovu vedeme teénu,
jejiz x-ova souradnice priiseciku dava druhou aproximaci x, kofene & atd. Je ziejmé, Ze
rovnice teény v bodé B, (x,, f(z,)), n=0,1,2,... je

y— f(@a) = fl(zn) (@ — 2n).
Polozime-li y = 0, x = x,,11, dostavame vzorec

n

Vsimnéme si, Ze v nasem pfipadé pokladame xy = a a tedy f(zo) - f"(z0) < 0. Pokud
bychom vedli teénu ke kiivee y = f(z) bodem A(a, f(a)), dostali bychom bod z/, ktery
lezi vné intervalu [a, b] a metoda by selhala.

Véta 6.36.1 Jestlize f(a)- f(b) <0, f'(x), f"(x) jsou nenulové a zachovdvaji zanménko
na a <z < b, pak lze z poédtecni aprorimace xq € [a,b], pro niZ f(xo) - f"(xo) > 0 uZitim
Newtonovy metody (6.36.2) vypocitat samotny koten & rovnice f(x) = 0 s libovolnou
presnosti.

(6.36.2)

Pro piesnost dostavame vzorec |€ —z,| < C- (x, — z,_1)?, kde C je jista konstanta.

4. TIteradni metoda

Necht je ddna rovnice
f(z) =0, (6.36.3)

kde f(x) je spojita funkce a chceme urcit jeji redlné kofeny. Nahradime (6.36.3) ekviva-
lentni rovnici

x = p(x). (6.36.4)

Né¢jakym zptisobem vybereme ptibliznou hodnotu kofene, x(, a dosadime ji do spravného
¢lene (6.36.4), abychom ziskli ¢islo

1 = @(x). (6.36.5)

Nyni dosadime z; do spravného ¢lene (6.36.5) za xy a dostaneme nové ¢islo x5 = ¢(x7).
Opakovanim tohoto procesu dostavame posloupnost ¢isel

Ty =p(Tp-1), n=1,2,....
Je-li tato posloupnost konvergentni, pak limita
¢ = lim x,

n—~o0

je kofenem (6.36.3).
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L L L L L L L L
[ 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrazek 6.36.1: Konvergujici itera¢ni proces

Véta 6.36.2 Necht funkce ¢ je definovdna a diferencovatelnd na intervalu [a,b] se vsemi
hodnotami p(z) € |a,b]. Pak existuje ryzi zlomek q takovy, Ze

[P (@) < g <1
pro a < x < b. Pak iteracni proces
Ty =p(Tp-1), n=1,2,...

konverguje, bez ohledu na pocdateéni hodnotu xo € [a,b]; limitni hodnota & = lim,, ., x, je
jedinym kotenem rovnice
z = ¢()

na intervalu [a, b].

Poznamka 21 Iteracni proces muzZe divergovat:

L L L L L L L L
[ 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrazek 6.36.2: Divergujici itera¢ni proces
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5. Itera¢ni metoda pro soustavu dvou rovnic

Necht je ddna rovnice o dvou neznamych

Fl('r7y) = 07

ol ) — 0. (6.36.6)

Mame za tikol najit jeji redlné kofeny s predem danou presnosti. Uvadime iteracni proces,
ktery za jistych okolnosti dovoluje zlepseni pribliznych hodnot kofenii. Za tim tcelem
zapiseme (6.36.6) jako

T =i y), (6.36.7)
y = pa(z,9),
a zkonstruujeme postupné aproximace podle nasledujicich vzorct:

Tpy1 = Spl(xna yn)>
Yn+1 = ©2(Tn, Yn), (6.36.8)
n=12....
Existuji-li limity
(= lim x,, n= lim y,,

pak bod (£,7) je kofenem (6.36.6).

Véta 6.36.3 Necht je v uzavieném intervalu R = {a <z < A,b < x < B} jediny koten
r=¢&y=mnof (6.36.7). Jsou-li p1(x,y), p2(x,y) spojité diferencovatelné na R, pocatecni
aprozimace (X, yo) a vSechny ndsledujici aprozimace (Tn,yn), n = 1,2,... patii do R;

pak proces postupnych aproximact (6.36.8) konverguje ke koteni (§,n) soustavy (6.36.7).
6. Priblizny vypocet

Pro itera¢ni metodu mame

n

Da se dokazat, ze

Piiklad 73 Najdéte redlné koreny rovnice
r —sinz =0,25

na tri platné cislice.
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Reseni. Napiseme rovnici jako
r =sinz + 0, 25.
Graficky vidime, Ze rovnice ma v intervalu [1, 1; 1, 3] jeden redlny kofen ¢, pfiblizné rovny
xo = 1,2. Polozme
o(x) =sinz + 0, 25.

Protoze ¢'(x) = cosx a |¢'(z)| <~ 0,62 =q, = € (0,9;1,5), pak
Tp =sinx, 1+0,25, n=1,2,....
Tyto odhady lezi v intervalu (0,9;1,5) a z, — £ pro n — oc.

Sestrojime posloupnost aproximaci z,, n = 1,2, ..., az dvé sousedni aproximace x,_1, T,
budou vyhovovat pozadavkiim na chybu

1- 1
=9 .c=0,51-= 107~ 0,0025.
q 2
Mame
vy =sinl, 2+ 0,25 = 1,182,
To = ]., 175,
vy = 1,173,
vy = 1,172,
w5 = 1,172,

Tedy & = 1,17 + 0, 005.

7. Reseni rovnic pomoci programu MAPLE V

Piiklad 74 Najdéte redlny koven rovnice
r—sinz =0,25
pomoct programu MAPLE V (viz Priklad 73).
Reseni. Napism odpovidajici ptikaz v MAPLE:
s:=solve ({x=sin(x)+0.25},{x});
Vysledek vypsany programem MAPLE ma tvar:
s:={x=1.171229653}
Piiklad 75 Najdéte koreny polynomické rovnice
28 4 40® f4at — 2 —4r —4=0
pomoci MAPLE V.

Reseni. Napisme odpovidajici piikaz v MAPLE:
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s:=solve ({x"6+4*x"b+4*x"~4-x"2-4*x-4},{x}) ;
Vysledek vypsany programem MAPLE mé tvar:
s:={x=1},{x=-1},{x=1},{x=-1},{x=-2},{x=-2}
Skutecné, rovnice muze byt zapsana ve tvaru:
24 42° +dat —2? —dr — 4= (2®+ 1) (2* - 1)(z +2)? = 0.
Vytesme tento priklad pomoci substituce:
poly:=x"6+4xx"5+4*xx"4-x"2-4*x-4;

MAPLE déava:
poly = x5 + 42° + 4a* — 2? — 4o — 4

Potom ptikaz
solve(poly=0,x) ;

dava vysledek
1, -1, 1, -I, -2, -2
Piiklad 76 Najdeéte koreny polynomické rovnice

2® —6x+2=0

pomoci MAPLE V.
Reseni. Obvykly piikaz
s:=solve ({x"3-6*x+2},{x});
dava jako vysledek nejasna transcendentni ¢isla. Pak je mozno pouzit prikaz
s:=fsolve ({x~3-6xx+2},{x});

Tak dostavame

s:={x=-2.601679132}, {x=.3398768866},{x=2.261802245}
Piiklad 77 Najdéte koreny polynomické rovnice
et +4r+1=0
pomoci MAPLE V.
Reseni. Obvykly piikaz

s:=solve ({x"4+4*xx+1},{x});
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odkazuje na kofeny téze rovnice
s:={r =RootOf(_Z* +4.Z + 1)}

Prikaz
s:=fsolve ({x~4+4*x+1},{x});

dava pouzte realné kotfeny
s:={x=-1.493358557},{x=-.2509921575}

Vsechna teseni této polynomialni rovnice dostaneme pomoci ptikazu
s:=fsolve({x"4+4*x+1},{x}, complex);

Dostavame

s:={x=-1.493358557},{x=-.2509921575},
{x=.8721753570-1.381031598*I},{x=.8721753570+1.381031598*1}

6.37 Vektorova funkce skalarniho argumentu

1. Vektorova funkce. Hodograf.

7 vektorové algebry vime, ze vektor ff, jehoz priméty na osy jsou po radé rovny x,y a z,
lze zapsat jako

A=zi+yj+zk
kde ;,; ak jsou jednotkové vektory soutadnych os. Jsou-li priméty z,y a z konstanty,
fikame, ze vektor A je konstantni. Nyni pfedpokladejme, ze priméty vektoru jsou funkce
parametru ¢ pohybujiciho se v rozmezi daného intervalu:

r=ux(t),y =yt),z = 2(t).

Pak tikame, zZe vektor A sam je wvariabilni: kazdé hodnoté t parametru odpovida jista
(vektorova) hodnota A:

A(t) =x(t)i+y(t)j + 2(t)k.
Definice 90 Jestlize kaZdé hodnoté parametru t z daného intervalu odpovida jisty vektor

A(t), nazgvime A(t) vektorovou funkei skalarniho argumentu ¢.

Je pohodlné polozit poc¢atek vektoru f_f(t) do pocatku soufadné soustavy; pak pii zméné
hodnoty ¢ koncovy bod vektoru A(t) (se soutadnicemi x(t),y(t), z(t)) opise kiivku L, pro
kterou vztahy

slouzi jako parametrické rovnice.
Vektor A(t) neni nic jiného nez radius vektor 7 pohybujiciho se bodu M kiivky L. Tuto
krivku lze specifikovat pomoci jediné vektorové rovnice

= (1) = 2(t)i + y(0)] + 2(0)F.
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Definice 91 Kvivka L popsand koncovym bodem promeénného vektoru ff(t) zacinagictho
v pocdtku se nazyvd hodograf vektorové funkce 7 = A(t). Pocdtek se pak nazyvd pélem
hodografu.

2. Limita a spojitost vektorové funkce

Definice 92 Rikdme, Ze vektor B je limitou vektorové funkce ff(t) ast — to, zapisujeme

lim A(t) = B,

t—to

jestlize pro vSechny hodnoty t lezict dostatecné blizko to je modul rozdilu vektori |A(t) — B|
libovolne maly.

Je-li . B
A(t) =x(t)i+y(t)j + 2(t)k
a — —
B =ai+bj + ck,
pak

|A(t) = Bl = V/Te(t) — a? + [y(t) — 0> + [=(t) — >

Je zfejmé, Ze podminka, aby se |f_1'(t) - B | blizilo k nule pro ¢ — ty ma za disledek
x(t) — a, y(t) — b, z(t) — c. Obracené tvrzeni plati samoziejmé také. Takze lze struéné
prohlésit, ze praméty limit vektorové funkce A(t) jsou rovny limitam jejich priméti.

Definice 93 Rikdme, Ze vektor A'(t) je spojity pro danou hodnotu t parametru, jestliZe
je definovdn v okoli bodu t a jestliZe

Al?—r}o |A(t + At) — A(t)| = Al%r_r}o |AA(t)| = 0.
Necht je rozklad vektoru A(t) na slozky podle soufadnych os

A(t) = z(t)T + y(1)] + 2(t)E.

Pak
At + At) = z(t + AT + y(t + AN + 2(t + Atk

a, podle pravidel vektorové algebry,
AA(t) = At + At) — A(t) = Axi 4 Ayj + Azk

kde Az = z(t + At) — z(t) atd. Protoze

|A(t)| = /Az? + Ay? + Az2,

podminka |AA(t)| — 0 implikuje, ze Ax — 0, Ay — 0, Az — 0. Obréacené tvrzeni je
také ziejmé: Jestlize Az, Ay, Az — 0 jde k nule, |AA(t)| jde také k nule. To znamen4, ze
spojitost vektorové funkce A(t) je ekvivalentni spojitosti jejich praméta x(t),y(t), z(t).
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3. Derivace vektorové funkce

Zkonstruujme pomeér

AA(t) At + At) — A1)

At At '

Definice 94 Derivace vektorové funkce A(t) je limita (pokud ezistuje)

. AA) o dA(t

i, S5 = 0 =5
Podle definice limity je derivace vektorové funkce také vektor.
Je-li modul vektorové funkce A(t) konstanta (zatimco smér se mize ménit), jeji derivace

A"(t) je vektor kolmy k pivodnimu vektoru A'(t) Opravdu, v tomto piipadé lezi hodograf
na sféte, a tedy jeho derivace A'(t), te¢na k hodografu, je kolmé k vektoru privodici A(t).
Tedy derivace vektoru s konstantnim modulem je k danému vektoru kolmd.

Nyni prakticky uréime derivaci A’(t) dané vektorové funkce A(t). Necht je vektorové
funkce A(t) urdéena svim rozkladem

A(t) = ()i + y(1)] + 2(t)E.

Pak méame

A/_f(t) . g—_*_i_ %_f—l—g%’
At At TAY AT
Pfi limitnim pfechodu pro At — 0 dostavame

At) =2/ (t)T + /' (8)] + 2/ ().

7 toho vyplyva, zZe

A (1)] = \JAa? + Ay? + A2

4. Zakladni pravidla pro derivovani vektorové funkce
Vyuzijeme-li vyjadieni derivace A'(t), lze lehce ukazat, 7e viechna zakladni pravidla o

derivovani pro saklarni funkce lze téméi beze zmény pienést na vektorové funkce:

1.

FOAD] = f(O)AL) + FOA (D)
kde f(t) je skalarni funkce.
Pravidla pro derivovani skalarnfho a vektorového soucinu Ay (t) - As(t) a A;(t) x As(t)

dvou vektorovych funkei jsou také zcela analogické odpovidajicim pravidlim pro soucin
skalarnich funkei:

1.
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5. Aplikace v mechanice

—

Necht t je ¢as pohybu a necht hodograf vektorové funkce 7 = A(t) je trajektorie bodu
M. Vzdalenost bodu M od pevného pocatecniho bodu budeme oznacovat s a pocitame
ji podle trajektorie a bereme se znaminkem + nebo — v zavislosti na tom, zda se bod M
od pocatecniho bodu pohybuje v kladném nebo zaporném smeéru. Poloha bodu M je plné
urcena veli¢inou s, coz je krivkovd soutadnice bodu M. Rovnice s = s(t) vyjadiuje zdkon
pohybu podél trajektorie.
Podle definice je rychlost v daném bode M v daném casovém okamziku t ddna derivact
vektorové funkce 7 = A(t) podle casu:
ar -

V== A'(t).
Nasledné wvektor rychlosti pohybliveho bodu je tecny vektor k trajektorii v odpovidajicim
bodé ve sméru pohybu. Modul rychlosti je vyjadien vztahem

- ds
= At = —
ol = |0 =&

tedy, je roven derivaci krivkove souradnice s vzhledem k t.
Je-1i pohyb pfimocary, skalarni veli¢ina

ds
dt
plné urcuje rychlost. Tuto veli¢inu nazyvame rychlosti pfimoc¢arého pohybu v daném bodé.

Vektor
. dv &7
w = =

dt — de?
se nazyva zrychleni pohybu.

6.38 Komplexni funkce realné proménné

1. Definice komplexni funkce

Predpokladejme, ze je dana vektorova funkce skalarniho argumentu, jejiz primét na osu
z je identicky roven nule pro vsechny hodnoty parametru ¢. Pak

— —

A(t) = z(t)i + y(t)] (6.38.1)

a kiivka 7 = A(t) le#i celd v roviné Ozy. V tomto piipadé je vhodné uvazovat vektor
=i+ yj

jako geometricky obraz komplexniho ¢isla z = x 4 iy a mluvit, ve shodé€ s timto, misto

o vektorové funkei 7(t) = x(t)i + y(t)] o komplexni funkei z(t) = x(t) + iy(t) redlné
proménné .
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Definice 95 Je-li kaZdé hodnoté redlného parametru t prirazeno komplexni c¢islo
z(t) = x(t) +dy(t), (6.38.2)

kde x(t) a y(t) jsou funkce nabyvajici redlnych hodnot, z(t) se nazgvd komplexni funkce
redlného argumentu t.

Parametr ¢ se pohybuje uvnitf intervalu. Hodograf komplexni funkce z(t) = x(t) + iy(t)
je podle definice kiivka s parametrickymi rovnicemi z = z(t), y = y(t); tedy hodograf
vektorové funkce (6.38.1) a komplexni funkce (6.38.2) jsou totozné. Definice limity a spoji-
tosti komplexni funkce jsou zcela analogické odpovidajicim definicim pro vektorové funkce.
Vsimnéte si, Ze spojitost komplexni funkce z(t) = x(t) +iy(t) je ekvivalentni spojitosti jeji
realné a imaginarni ¢asti © = z(¢) and y = y(t). Hodograf spojité funkce z(t) vykresleny
pro parametr ¢ v intervalu (¢1,¢5) je spojité ¢ara spojujici body z(¢1) a z(t2) v komplexni
roviné.

Piiklad 78 Pro funkci
2(t) =t +it? t € (—00,+00)

mdme v =t a y = t2. Hodografem je parabola y = 2. Pro t nabyvajici hodnot od —oc
do 400 opise pohyblivy bod paraboly krivku tak, Ze horni (nekonecnd) oblast omezend
parabolou zustdva vidy vlevo.

2. Derivace komplexni funkce realné proménné

Derivace komplexni funkce z(t) je definovana bé&Zznym zptisobem, tj. jako podil pfiristku
funkce Az = z(t + A) — 2(t) a pFirtstku nezavisle proménné At:
Az
"(t) = lim —.
() Ao At
Tedy derivace z/(t) je komplexni funkei téhoZ argumentu. Geometricky lze derivaci
interpretovat tak, Ze vektor odpovidajici komplexnimu ¢islu 2'(¢y) je rovnobézny s tecnou
k hodografu funkce z(t) v bodé hodografu, ktery odpovida hodnoté parametru ¢ = t,. Pro
danou komplexni funkci z(t) = x(t) 4 iy(t) dostavame vztah pro derivovani

2 (t) =2 (t) + iy (t).

Tento vztah naznacuje, ze komplexni funkce z(t) = z(t) + iy(t) mize byt derivovana
jednoduse jako linedrni kombinace, v niz 7 je povazovano za béznou konstantu.



Kapitola 7

Diferencialni pocet funkci vice
proménnych

7.1 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

1. Funkce v R”

Definice 96 y se nazyvd funkce proménnych
T1,X2y...,Tpn

definovand na mnozine D C R", jestliZe je kazdému bodu mnoZiny R™ prirazena urcitd
hodnota proménne y.

Oznacujeme:

y= f(z1,29,...,2,)
nebo strucneé:

y = f(x).

MnoZina D se nazyvéa defini¢nim oborem funkce f. Jestlize D C R2, uzivime zkraceny
zépis z = f(x,y). Skutecnost D C R3 dasto zapisujeme u = f(x,v, z). Jako p¥iklad mohou
slouzit funkce y = 21 + 23 + 23 + -+ - + 27 and y = exp o+ T32y.
Je-li z = f(x,y) funkce dvou nezévisle proménnych z a y, jejim grafem je mnozina bod,
jejichz z-ovymi a y-ovymi soufadnicemi jsou hodnoty x a y a tfeti soufadnice je odpo-
vidajici hodnota z, tj. mnozina bodu (z,y, f(z,y)). Grafem funkce definované na oblasti
roviny je obvykle plocha.

Priklad 79 Plocha dand vztahem
e
je horni polokoule. Plocha dand vztahem
2=+ y2
je rotacni paraboloid (viz. Obrdzek 7.1.1).

115
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k N\
Nasin=

NNinwas

Obrazek 7.1.1: Horni polokoule a rotacni paraboloid

2. Limita funkce

Definice 97 Rikdme, Ze funkce f(x) = f(x1,79,...,2,), * = (T1,72,...,7,) Mmd v bodé
20 = (29,29,...,2°%) limitu rovnou &islu A, jestliZe funkce je definovdna v okoli x° s vy-

jimkou nejvyse bodu x° samotného a jestlize pro libovolné € > 0 existuje & > 0 takové,
ze

[f(z) = Al <e

pro vsechna x # x° spliiugici nerovnost
— )| <6, i=1,2
lv; — x| <6, 1=1,2,...,n.

7 této definice vyplyva, ze pokud limita A existuje, pak je jedina. Takova limita se nazyva
vlastni. Jestlize A = oo (pokuste se modifikovat vyse uvedenou definici pro tento piipad),
pak se limita nazyva nevlastni. Pro oznaceni tohoto faktu uzivame nasledujici zapis

lim f(z)=A

z—z0

nebo
lim flxy, 29, ..., 2,) = A.

i=1,2,...,n

Priklad 80 Najdéte lim f(xz,y) kde
z—0
y—0
a® + 3
f(x,y) = 2y

Sestavime tuto pomocnou nerovnost:

(:173+y3)2::)36—|—2x3y3—|—y6 <2(x6+y6) <2(x6+3x4y2+3x2y4—|—y6) :4(1,2_‘_y2)3'
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Tedy
%

2% + 7| < 2(2? + ¢?)

[f(z,y)] <222 +y2.
Nyni je zrejmée, Ze
lim f(z,y) =0.

z—0
y—20
Piiklad 81 Ezistuje
im  p(z,y)
z—0
y—0
pro
2 2
Ty,
go(x,y)— x2—|—y2 :
a) Necht y = x. Pak
2 2
T —x
lim r,y)=1lim —— =0
fim plo,y) = lim o
y—20

Tedy jestlize A existuje, pak A = 0.
b) Necht y = 2x. Pak

—322 3
li =1 =——.
T lglo e 20 5a? 5
y—0

Vidime, Ze funkce ¢(x,y) nemd limitu v bodé (0,0).

Uvedeme néktera uzite¢nd pravidla pro vypocet limity (pfedpokladdme existenci vlastnich
limit lim, .., f(x) = F, lim,_.,, ¢(z) = ®):

1. lim (f(z) £ p(x)=F+®

T—To

2. lim f(z)p(z)=F -

T—To

im 1@ _F
3. Hm oo =3

jestlize p(z) # 0 a @ # 0.
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3. Spojitost funkce

Definice 98 Rikdme, Ze funkce f(x)= f(x1,29,...,2,) Jje spojitd v bodé

20 = (29,29, ...,29), jestlize je definovdna v okoli bodu x° véetné bodu z° samotného a
jestlize

: 40

lim f(z) = f(z").

r—T

Priklad 82 Je funkce

T ' 2 2
f(x7 y) — z2+y2 ]€8tlze €T + y > 07
0 jestlie xz=y=0

spojitd v bodé (0,0)? Ano, protoZe podle Prikladu 80

lim  f(z,y) =0= f(z,y).

rz—0
y—0

Podminka spojitosti funkce f v bodé 2° miize byt piepsana ve tvaru:
lim f (2" + h) = f(a?),

kde h = (hq, ha, ..., hy).
Pfirtstek (nebo absolutni p¥irtstek ) funkce f v bodé z2° odpovidajici prirtstku h
vektorového argumentu je definovan nasledovneé:

Af(a?) = f(2+h) = f(2°).

MitiZzeme tedy prepsat definici spojitosti f v bodé 2° pomoci piiristki:

Funkce je spojita v 20, jestlize
lim Af(2°) =0

h—0
kde
Af(xo) :f(x(l)+h1>'rg+h277xg+hn)_f(x(1)7'rg77xg)

Obvykla pravidla pro pocitani se spojitymi funkcemi nadale plati, napf¥. soucet, rozdil,
soucin a podil dvou funkei f(z) a o(z) je spojity v bodé x°, pokud jsou zde spojité funkce
f(x) a ¢(z) (pro podil navic pozadujeme, aby ¢(z°) # 0).

4. Parcialni derivace

Definice 99 Parcidlni derivace f(x1, 2. .., x,) vzhledem k nezdvisle proménné x; v bodé
(x1,22...,2,) je definovdana jako limita
f;],(l’l, To ... ,,In) = }}E}% E [f((l}l, To ... ,I‘j_l, l’j -+ h, (L’j+1, e ,I‘n) — f(l’l, To ... ,I‘n)] 3

kde j € {1,2,...,n}, za predpokladu, Ze ezistuje.
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s s , - . 9 .
Pouzivame nésledujici oznaceni: g’cj, gT];’ gg), je{l,2,...,n}.
Poznamka 22 Parcidlni derivace f!.. neni nic jiného nez derivace funkce f(xy,zo. .., x,),
J
na niZ pohlizime jako na funkci promeénné pouze x; pro pevnd r1,Ts ..., Ti—1,Tjt1,- - -, Tn.

Piiklad 83 Jako priklad uwvedme funkci f(x1, xo, x3) = x12525 a fl (21, T2, x3) = Tr 2525,

5. Geometricky vyznam parcialni derivace

Funkce dvou proménnych z = f(x,y) geometricky pfedstavuje misto bodu (z,y, f(z,v)),
kde (z,y) € Dy, tedy plochou v tfidimenzionalnim prostoru, v némz jsou zavedeny pra-
vouhlé kartézské soutadnice (x,y, z). Derivace f.(zo,yo) (za predpokladu, ze existuje) je
rovna tangentu tihlu sviraného tec¢nou k této ¢asti plochy a osou x vedenou v roviné y =
bodem z.

Analogicky interpretujeme vyznam parcidlni derivace f, (v, y).

6. Gradient

Vektor
gradw(z) = (W), (2), wh,(2),. .., W, (z))

se nazyva gradient funkce w v bodé x. Pouzivame nasledujici oznaceni: grad w(x), Vw(z)

(nabla).
Véta 7.1.1 Gradient funkce

F('I7y7z) ==z _f(xay)
je kolmy k tecné roviné vedené bodem (x,y, z) plochy z = f(x,y).

K dukazu: Rovnice teéné roviny v bodé (z¢,yo) plochy (x,y, (f(z,v)), z = f(x,y), z0 =

[ (0, 90) je:
z— 20 = [o(x0, y0)(x — m0) + f, (0, 40) (¥ — Yo)

a tecny vektor T}, T, ma soufadnice:
T, = (1707f;($0,y0)) , Ty = (07 1>f;($oayo)) .
Vypoctéte VF = (— fa(xo,y0)s — 1, (20, Yo), 1) . Pak oba skalarni souciny jsou rovny nule:
(I,,VF)=0, (I, VF) =0

a nasledné
VF L1 TP (tefné rovina).

Véta 7.1.2 Derivace funkce f(x) ve sméru jednotkového vektoru w je rovna pramétu
gradientu f v tomto bodé do daného sméru:
of

= = (grad f,w) = grad, f.
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Dikaz. Ziejmé
(grad f,w) = |grad f| |w| - cos(grad f,w) = |grad f| - cos(grad f,w) = grad , f.

Véta 7.1.3 Smerova derivace funkce [ je mazimdlni, jestliZe gradient f je rovnobézny
S w.

Dtikaz. Protoze maximalni hodnoty je dosazeno, jestlize

g—f = |grad f| - cos(grad f,w) = |grad f|,
w

tj. jestlize cos(grad f,w) = 1, pak zjevné grad f || w.



Kapitola 8

Diferencialni pocet funkci vice
proménnych 2.

7. Parcialni derivace vyssich radua

Derivace fg’cj, j=1,2,...,n se nazyvaji také parcidlni derivace prvniho ¥adu (prvni par-
cidlni derivace) funkce f. Vyrazy

2
a(af) oJ i,j=1,2....n

03:2- al'j N al’zal'] ’
(nebo f7, ) se nazyvaji parcidlni derivace druhého fddu (druhé parcialni derivace). Pro
t = j je oznacujeme jako
0 f
Ox?

2

(nebo f”,). Analogicky definujeme parcidlni derivace vyssich fadi, napi.

0 0 B om
Oz~ Oz, Ox
——_— ——
m —krat
nebo
00 0 0 0 9°

8. Nezavislost smisenych derivaci na poradi derivovani

Derivace ;’ixj, .5 17 j apod. se nazyvaji smiSené parcidlni derivace.
[ a)

Véta 8.0.4 Necht je funkce z = f(x,y) definovina na oteviené mnoziné G roviny zy.
Jestlize md parcialni derivace f!' a f!' v bodé (x,y) € G, jsou si v tomto bodé tyto

derivace rovny.

i = fie

121
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Véta 8.0.5 Jestlize vsechny parcidlni derivace funkce

f(x) = f(z1,22,...,24)

(prislusné danému vektoru K = (ky,..., k) s celoc¢iselnymi soutadnicems, které vyjadiuji
mazximalni parcidlni derivace vzhledem k proménngm xi, s, ..., x,) jsou spojité na R"
v bod€ x, pak lze libovolné zmenit poradi derivovani v libovolné z téchto derivaci bez vlivu
na konecny vysledek.

Piiklad 84
o f P f o f

020y2020x B 0220y20x B 0x0y2022’

Priklad 85
z=ay? 2, = 3a%y?, 2, = 22%y, 2l = 6aPy = 2.

9. Diferencovatelna funkce. Totalni diferencial.

Definice 100 Rikdme, Ze funkce y = f(x1, 29, ..., T,) je diferencovatelnd v daném bodé
(1,22, ..., x,), jestlize jeji celkovy prirustek (nebo strucné prirustek) lze zapsat ve tvaru

Af(x) = fo, () + fr,(@)he + -+ £, (@) hn + e(R)]|A]),

kde ||h|| = \/h3 + h% + -+ h2 je funkce takovd, Ze lim; _oe(h) = 0.

Definice 101 Hlavni ¢ast celkového priristku se nazyvd totalni diferencial (nebo strucné
diferencial) funkce, tj.

df (z) = Z foi ()i

Ziejmé dx; = h;, (de = Ax = (x+h)—x = h;dx; = Ax; = (v;+hy)—x; = hy,i = 1,...,n).
Rikame, Ze funkce diferencovatelns v kazdém bodé& uréité oblasti je diferencovatelna na
této oblasti.

Poznamka 23 Totdlni diferencidl mizZeme v tom pripadé zapsat takto:
df(x) = f1.(x)da.
i=1

Piiklad 86 Necht z = 3axy — 2% — 3, a € R. Pak
dz = (3ay — 32*)dx + (3ax — 3y?)dy.
Jestlize napriklad z = zo = (1,2), pak

dz(1,2) = (6a — 3)dz + (3a — 12)dy.
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Piiklad 87 Pro funkci z = z¥, x > 0 dostdvame
dz = (y2¥~Y)dz + (z¥ Inz)dy.
Miuzeme formulovat nasledujici pravidla pro diferencialy:
d(u £ v) = du =+ dv,
d(uv) = du-v+v - du,

d (E) = %(vdu —udv), if v#0.

(% (%

Priklad 88 (Tento priklad ukazuje, Ze existence parcidlni derivace meni dostatecngm
predpokladem diferencovatelnosti funkce.) Je funkce

f(z,y) = ]yl

diferencovatelnd v bodé (0,0)? Vypocteme parcidlni derivace

1 \y\agnm ly|signz
(lzyl), = = pro zy # 0
2/l [zy[ 24/

|x|signy

~——== pro zy # 0.
2¢/yl

Tyto vztahy nejsou vhodné pro vypocet hodnot f,(0,0), f,(0,0). Pro vjpocet téchto hodnot
musime postupovat podle definice:

folz,y) =

fo(z,y) =

: R B N
£2(0,0) = lim = (f(h,0) — £(0,0)) = hmh 0=0

a podobnym zpusobem dostdvame
f,(0,0) =0.
Nyni vypocteme

Af@ Y00 =0 ha+ 0 ha+elh, ha)y b + h3

Af(0,0) = f(hy, h2) — f(0,0) = \/|h1hs —\/Ll \/ W3+ h3.

e(hy, hy) = Y121 o
B/

lim €(h1, hg)

h1—0,ha—0

Je videt, Ze muzZeme poloZit

Bohuzel limita
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neexistuje, nebot napt. pro hy = hy :

hhg €(h1,h1) = 7
a pro hy = 2hsy :

hm e(hy,h1/2) =

&‘

Tedy funkce f(x,y) neni diferencovatelnd.

10. Diferencialy vyssich radu

Definice 102 Druhy diferencidl funkce f(z) (kde x = (x1,22,...,x,)) odpovidajici ne-
zavislym priristkim (diferencialim) dxq,dzs, . . ., dx, je definovdan rovnostmi

A f = d(df).

Obecné je diferencidl l-tého tadu (I-ty diferencidl) funkce f pro mezdvislé diferencidly
dxy,dxs, ..., dz, definovdn indukci pomoct rekurentni formule

df=dd1f),1=23,....

Pro nezavisle proménné xi,z,,...,x, mame dzr; = Az;, j = 1,2,...,n. Diferenci-
aly dz; budeme také nazyvat nezéwlsle diferencialy, abychom zduraznlh, ze jsou nezavislé
na ¢ = (21, %s,...,%,). ,Nezavislost* veli¢in dz; se formalné ukazuje v priabéhu derivo-
vani: derivujeme-li vzhledem k x1,x9, ..., x,, povazujeme ostatni nezavisle proménné za

konstanty, tj. d(dz;) =0, 7=1,2,...,n
Priklad 89 Vypoctéme druhy diferencidl
A’ f(x1, 29, ..., T0).

Dostavame

d?f(x1, T, ..., 2n) = d(df (21,20, ..., 7)) =

“a(3ogtan) = 3oa(Pan) -3 ( (ggz))dm

n n

+ ZI: 8—% Z Z 8@8@ B0, i

=1 j=1

Proto napr.
& f(x,y) = frp(dw)? + 2f7, dxdy + fy,(dy)*.
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Zavedme operator

0- 0- 0-
D, = e ——
" o dxi + Ot —dxy + -+ 8xndxn,

se kterym zachazime podle vztahu

D.f = Z dxz.

Pak lze lehce ovérit, ze

Napft. pro pripad n = 2,k = 2 mame
d d- ?
D)= =—d —d =
( 2) <8ZL’1 x1+8x2 ZL’2)
i d - dx1d 0 dzy)?
03:1( n) 03318552 Tl 03:2( )"

Nakonec dostavame

& f(z,y) = Dif(x,y) = fr,(dv)* + 27, dwdy + fy,(dy)*.
V obecném piipadé dostavame pro n = 2 (podle binomické véty)
0 8- g
(Dg)k = (—dl’l + d 2) =
2

8 T 8ZL’
k k
O (dny)* + (k)ﬁi(dxl)k Ldayt

~ ozt O0x 10,
k ok k o
+ |, ) == ’“—2d2+---+()7d MRl e+
(2) 8x’f‘26x§( )" dry ok p8x2( )y
k ok ok
————dr1(d g —(day)” .
+ (k )33:103: xq1(dxe)" " + 8x’§( T9)

11. Rovnice te¢né roviny k plose

Necht je ddna funkce z = f(z,y) € C*(D,R), kde D C RE€ je oteviend oblast. Pfedpo-
kladejme, ze (zg,yo) € D. Mnozina bodu (x,y, f(x,y)) generuje plochu S. Uvazujme fezy
plochy S rovnami y = yp a © = xo. Vedme teény M7, a MyT, bodem My(zo, Yo, 20), 20 =
f (o, yo) k rovinnym ki¥ivkdm vzniklym v Fezech. Rovina T' prochézejici témito pfimkami,
které se protinaji v bodé My, se nazyva tecna rovina k plose S v bodé My, bod M, se
nazyva bodem dotyku roviny 7" a plochy S.

Primka M,T, je urcena rovnicemi

z — zg = fi(zo,y0)(® — o), Y= Yo,
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a piimkou M,T), :
zZ— 2= fg:(%,yo)(y — %), T = o.
Rovnici roviny T' prochézejici body My(zo, yo, z0) 1ze vyjadiit jako

z— 2y = Alxr — x0) + By — yo)-

Protoze MyT, C T, MyT, C T, dostaviame A = f,(x0,0), B = f,(%0,%0) a rovnice T
bude mit tvar

z— 20 = fo(20,90)(x — 20) + f, (20, Y0)(y — Yo)-

12. Geometricka interpretace totalniho diferencialu funkce dvou
proménnych

Lehce nahlédneme, Ze z rovnice te¢né roviny vyplyva

AZT - f;;('r07 yO)A'I + fg:('r()a yO)Ay7

kde Az = z — z9, Ax = x — 19 a Ay = y — yo. Protoze = a y jsou nezavisle proménné,
posledni rovnici 1ze napsat ve tvaru

Azp = fr(xo, yo)dx + f, (w0, yo)dy

a nebo v nasledujicim tvaru (ktery udava také struény tvar rovnice te¢né roviny)

kde
dz = fodx + f,dy.

Véta 8.0.6 Totdlni diferencidl funkce z = f(z,y) je roven priristku z na tecné roviné
vedené ke grafu funkce odpovidajicim bodem.

Ma-li x prirtustek Az a y prirtustek Ay, pak funkce z ma odpovidajici prirtstek Az re-
prezenotvany useckou R M; rovnou prirtustku na souradnici z pfislusného bodu plochy S
(tj. RiM; = Az), zatimco diferencidl dz je reprezentovan useckou R;77, coz je pfirtstek
soufadnice z prislusného bodu teéné roviny 7' (tj. RiT) = dz).
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13. Aplikace totalniho diferencialu na priblizné vypocty

Ptipomenme definici diferencovatelné funkce

NEEWAGIEED

nebo, strucnéji

Af(x) = df (x) + e(Az)||Axl],

kde Az = h, (16 Afl)l = hl, Axg = hg,...,Al’n = hn), sz = (ZL’Z + hz) — X; a
[|Az|| = /> i (Az;)?. Odtud vyplyva:

Af(z) =df(x) if Az — 0 a df(zx)#0 for Az #0.

Tento ptiblizny vzorec miize byt dokazan vzhledem k tomu, ze

lim £(Az) = 0.
Az—0

Lze urcit chybu tohoto vzorce.
Piiklad 90 Napisme priblizny vzorec pro vipocet hodnot funkce
z = In(zy + 2y° — 22)

v okoli bodu (1,1).
Mdme xog =1,y =1,

/ y—= 2 /
/ r+ 4y /
Zy('ru y) Ty + 2y2 — 2% ) Zy( ) ) 9

a 2(1,1) = 0. Tedy v okoli bodu (1,1)
In(zy + 2y* — 27) ~ —(z — 1) +5(y — 1).
Prox=y=1,1
In(1,1* +2-1,1> -2,2) ~ —0,1+5-0,1 =0,4
a presnéjsi hodnota je

In(1,1>4+2-1,1> = 2,2) =In1,43 =~ 0, 357.
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14. Derivace slozZzené funkce

Véta 8.0.7 Necht je funkce u = f(z,y,2) diferencovatelnd v bodé (z,y,z) € G a necht
funkce

r=0(t), y=9(), z=x(t) (8.0.1)

zavislé na skaldrnim argumentu t maji derivace vzhledem k t. Pak derivaci sloZené funkce
vzhledem k t

u=F(t) = f(e(t), ¥(t), x(1))

(tedy derivace f podél krivky urcené vlastnostmi (8.0.1)) lze vyjddrit vzorcem

+ £y (0 (), (), x(0)'(8) + L (2), (1), X (8))X' (F).

Analogicky pokud napf. z = f(u,v), kde u = p(z,y) a v = ¥(z,y), pak parcidlni derivace
funkce

z=F(z,y) = f(p(z,y),¥(z,9))

jsou vyjadreny vztahy
Z; = Fé = f;(go(a:, y)v 7,/)(£E, y))go;(a?, y) + f;(%p(% y)7 %Zf(fv, y))%(% y)v

Zg// = F; = f;(QO(ZE, y)v ¢($a y))@;(x’ y) + fé(%(%y),%ff(x,y))%(%y)

Vyse uvedena pravidla lze aplikovat na funkce libovolného poc¢tu nezavisle proménnych a
libovolného poctu prechodnych argumentd. VSimnéme si rozdilu mezi derivacemi

dz ox

Zatimco prvni je totalni derivace, tj. oby¢ejna derivace z jako funkce z, druhé je (expli-
citni) parciélni derivace z vzhledem k argumentu x vystupujicimu v pivodnim vyjadieni
funkce, tj. vypoctena za predpokladu, Ze vSechny ostatni argumenty, a¢ zavislé na x ve
slozené funkci, jsou v tomto procesu derivovani povazovany za konstanty.

Priklad 91 UvazZujme funkci
z=-e"sinv ,

kde pokladdme uw = xy a v =x +y. Pak
z, = e™ysin(x + y) + e™ cos(z + y) = Y[y sin(x + y) + cos(z + y)],

z, = e™asin(z +y) + e cos(x + y) = ™[z sin(x + y) + cos(z + y)].
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Priklad 92 Necht
2
z =3,

kde u je funkce proménné x, tj. uw = p(z). Pak

aZ / 2 2
— =2z = 3z°e"
ox r
¢ d
é = 322" + 2% 2uy ()
nebo

d
ﬁ = 322”4 2237 @ o (2) ¢ ().

Derivace vyssich fadi vypocteme analogicky.

15. Smérova derivace

Definice 103 Nechtw = (w1, ws, . .., wy) jsou libovolné pevné jednotkové vektory. (Smé-
rova) derivace funkce f v bodé x = (x1,xs,...,2,) ve sméru vektoru w (podélw) je limita

) = 2 () = pimg TN )

W t—0 t

(za predpokladu, Ze existuje).

Véta 8.0.8 Je-li funkce f diferencovatelnd v bode

2% = (29,29,...,2%),

pak existuje jeji derivace ve sméru libovolného jednotkového vektoru
w= (w1,wa,...,wn)

a lze 31 vyjadrit vztahem

of

f o f /o 0 0
Poznamka 24 Parcidlni derivace %, 1 =1,2,...,n, jsou smérovée derivace podle vek-

tord (0,0,0,...,0,1,0,...,0).
~————
i—1
Geometricky vyznam. Je-li z = f(x,y), pak f/(P) je rovno tangentu thlu sevieného

tecnou k fezu plochy z = f(x,y) rovinou kolmou k roviné zy a prochazejici vektorem
w = (wy,ws).

Ptiklad 93 Najdéte derivaci funkce u = xy*z3 v bodé M(3,2,1) ve sméru vektoru wy, =
(2,2,1).

Reseni. Vektor wi neni jednotkovy. Proto vypocteme

W= w1 o (27271) _ (2 2 1)
ARG 3733

o 1 2 2 1 2
}M-§:4-§+12-§+36-§:22§.

2 2
ul (M) = y223‘M '3 + Qxyzg}M '3 + 3 2y?2
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16. Taylortav vzorec

Uvazujme dva body P(zy,x,...,7,) a P%(z0,29,...,2%). Taylortiv vzorec pro funkci
f(x) n proménnych v bodé P° se zbytkem R,, v Lagrangeové tvaru lze vyjadiit jako:
1 1 1
J(P) = J(P?) + df (P?) + 45 (P?) + - -+ = 1)‘d(”‘1)f(P°) + R,

kde
1
Ry = —d"f(P*+8- (P~ P)), 6 € (0.1), 6 = const.
n!

Bod P°+ 0 - (P — P°) lze vyjadiit v soufadnicovém tvaru jako
PP+0-(P-P) =@ +0- (v —a0), 25 +0-(v2—29),...,2° +0 - (2, — 20)).

Priklad 94 Rozvinime podle Taylorova vzorce funkci z = x¥ v okoli bodu (1, 1) pron = 3.
RESENI. Nejprve vypocteme parcidlni derivace:

2 = yav !, z, =2¥Inz,

2y =yly — a2 Zyy = TV 'M+ylnz), 2 Zyo = 2Y(Inz)?,

a2 =yly—1)(y—2)2¥, 205 = 2¥(Inz)?,

=y =1 (L ylna) + 2 L =22 ((y ~ )1+ ylna) +y),
X

1
2%2 = yajy_l(ln x)2 + 2% Ing - = =gv? (?/(lnx)Q + 21nx) :
X

Polozme P° = (1, 1). Pak
FPO) =1, £,(P") =1, f,(P") = 0.
Totadlnt diferencidl md pak tvar
df(P) =1-Azc+0-Ay=Av=2—2"=2— 1.
Dale
[ (P?) =0, fr,(P") =1, f(P") =0.

Tedy

d*f(P%) = fi2(P°)(Ax) + 27, (PO)AxAy + f2(P°)(Ay)* =

=2AzAy =2(x —1)(y — 1).

Zbytek lze zapsat ve tvaru

Ry = L[5 — 1)( — 9372 - (Ax)+

6
+3772((— 1)1+ §Ing) +9) - (Ax)*Ay+
+3277" (j(In&)* + 2In7) - Az(Ay)*+
+ @ (Inz)* - (Ay)’]
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kde Ax=x—1, Ay=y—1a
T=14+60(z—-1),g=14+0(y—1).
Tedy Tayloruv rozvoj funkce je dan takto:
1
xy:1+(x—1)+§2(x—1)(y—1)+R3:x+(a:—1)(y—1)+R3.

Dosadme konkrétni numerické hodnoty. Jestlize napriklad x = 1,04 a y = 1,03, tj. Ax =
0,04 a Ay = 0,03, pak

1,04%% =1,04 40,0012 + R5 = 1,0412 + Rjs.
Protoze 0 <2 < 1,04 a 0 < y < 1,03, dostavame pro zbytek Rs odhad

1
|Rs| < 5 [1,03-0,03-1-1-0,04°+

+3-1-(0,3-(1+1,03)+1,03) - 0,04 - 0,03+
+3-1-(1,034+2)-0,04-0,03%+
+4-2-0,03% <0,00017.

Presnéji: 1,045% ~ 1,041224406.

17. Implicitni funkce
Pripomenme, ze implicitni funkce jedné proménné je urcena rovnici
F(z,y)=0. (8.0.2)
Existuji ptipady, kdy tato rovnice neurcuje funkci: napiiklad rovnice
P+ +5=0

nema zadné realné koreny a tedy y nemuze byt povazovano za funkci . Podame podminky
zarucujici, ze jedna z neznamych obsaZzenych v rovnici (8.0.2) je ur¢ena jako funkce druhé.

Véta 8.0.9 Necht F(x,y) je funkce spojitd i se svymi parcidlnimi derivacemi v okoli bodu
Moy(zo,v0). Jestlize

F(zo,y0) =0 a  F(v0,5) #0,
pak pro hodnoty x leZici dostatecné blizko xo md rovnice (8.0.2) jednoznacné teseni y =
o(x) zdvislé spojité na x takové, Ze p(xo) = yo. Kromé toho ma funkce o(x) také spojitou
deriwaci danou vztahem ,
iz, p(x))

y,(ﬂf) = 90,(‘%) = _F’(x, (,0(13)) :
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Priklad 95 Necht
F(z,y) = 2* +y* — R*.

Rovnice 2% + y* — R?* = 0 uréuje kruznici. V libovolném bodé My(zo,yo) této kruZnice
takovém, Ze yo # 0, jsou vsechny podminky véty splnény:

wy+yp — R =0, Fy(@o, yo) = 2yo # 0.
Priklad 96 Necht je implicitni funkce uréena rovnict
F(z,y) =2y +Iny — 2z =0.
V bodé My(1,1) mdame F(1,1) = 0. Parcidlni derivace

1
Fl(z,y) =32y —1,  Fj(z,y) =2+ "

jsou spojité v okoli tohoto bodu a
F(1,1)=2#0.

Tedy je jednoznacéné uréena funkce y = @(x) vyhovugjici dané rovnici takovd, Ze (1) =
1. Ackoli jsme ukdzali existenci funkce @(x), nelze ji vyjddrit jako elementdrni funkci
x, protoZe rovnice neni algebraicky tesitelnd pro y. Lze nalézt nékteré priblizné hodnoty
funkce ¢(x), dosadime-li za x a aplikujeme-li néjakou numerickou metodu. Pro derivace
dostavame

3z%p(z) — 1
SO/('I) - $3+ 1
e(x)
‘ 3-1
(1) = -1 =—1.
¢'(1) 5

18. Vypocet derivace vyssich radiu pro implicitni funkce
Jestlize rovnice F'(z,y) = 0 generuje implicitni funkci y = ¢(x), pak
F(z,0(z)) =0 nebo F(z,0(x)) =0

na odpovidajicim defini¢nim intervalu funkce y = ¢(z). Derivovanim tohoto vztahu zis-
kavame
Fo(z, (@) + Fy(z, ()¢ (z) = 0

a dostavame predchozi vzorec
: Fa(z, o(2))
¢(r) = =y -

Fy(z, ¢())
Derivovanim tohoto vzorce dostavame

-1
! /! ! / /
PH(x) = 77— | (P, 0(2)) + F, (T, 0(2)) @ (7)) F, (2, p(z))+
) = e sy L(Fle 90 + B o)l @) Fy ()

+ Fi(z, 0(2)) (F (2, ¢(2) + Fyy (2, o(2))¢ ()]
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nebo

" _ —1 " T T /x T 2

— 28 (z,0(2)) Fy(z, (@) Fy (2, ¢(2)) + Fy (2, ¢(2)) (Fo(x, ¢(2)))?]

19. Dalsi pripady pro vypocet derivaci

a) Jestlize rovnice

F(.Z',y7 Z) =0
definuje z = ¢(z,y), pak
d(oy) = —2@v @) oy Bl )
Fl(z,y,0(z,y)) v Fi(z,y, o(z,y))

b) Pfedpokladejme, Ze soustava
Fy(z,y1,92) =0,

Fy(r,y1,92) =0
generuje funkce y; = (), y2 = po(x), kde z € I C R, tedy

Fi(x, p1(x), p2(x))

Fy(z,01(x), p2(z)) =0

na I. Pak derivovanim téchto vztaht dostavame

0,

F, (2, p1(x), 2 (2))+
+ iy, (7, 01(2), a(2)) 1 () + Fy, (2, 01(2), p2()) () =0,

Féx(x’ Spl(x)v 902(33))4‘
+ F2/y1 (2, o1(2), p2(2)) i (x) + F2,y2 (z, 01(x), p2())py(x) = 0.

Jestlize je determinant

J:

F, () Fi(..)
B E(.) ‘#O’

pak Tesenim této soustavy dostavame

‘—F{x(...) Fl ()
—FL(..) F (...
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20. Extrémy funkci vice proménnych

Definice 104 Bod P°(29,29,...,2%) se nazjvd bodem lokdlniho maxima (lokalniho
minima) funkce y = f(x1,22,...,2,), jestlize pro kazdy bod P(xy1,za,...,x,) v okoli
bodu P plati:

F(P)=f(P°) <0 (>0).

Hodnota f(P°) se nazjvd extrém.

Véta 8.0.10 (Nutnid podminka pro existenci extrému.) Jestlize diferencovatelnd

funkce y = f(x1,29,...,7,) nabjvd v bodé P° svého extrému, jeji parcidlni derivace
v tomto bodé jsou rovny nule:
fo,(PY) = f1,(P°) == f, (P°) =0. (8.0.3)
Vsimnéte si, Ze pokud diferencovatelna funkce y = f(xy,29,...,x,) nabyva extrému
v bodé P, pak
df (P°) = 0.
Bodu P° v némz plati (8.0.3), se nazyva stacionarni bod funkce y = f(xy, s, ..., T,).

Priklad 97 Urcime staciondrni body funkce
z = 22% + xy? + 5 + 42

V tomto pripadé nabyjvd systém rovnic (8.0.3) tvaru

2 = 622 +y?+10z = 0,
z, = 2xy+2y = 0.
Ze druhé rovnice vyplyvd, Ze bud y = 0 nebo x = —1. Dosadime tyto hodnoty do pruni

rovnice a urcime ¢tyti stacionarni body:
M;i(0,0), Ms(—5/3,0), M3(—1,2), My(—1,—2).

Abychom zjistili, které z téchto bodu jsou lokdlnimi extrémy, musime aplikovat dostatecné
podminky pro extrémy.

21. Dostateéné podminky pro extrémy funkci vice proménnych

Necht P%(zg,yo) je staciondrni bod funkce z = f(z,y). Oznac¢me

A= (P, B=d,(P), C=d,(P).

Véta 8.0.11

1) Jestlize AC — B? > 0, funkce f(z,y) md extrém v bodé P°, a to mazimum pro A < 0
a minimum pro A > 0.
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2) Jestlize AC — B? < 0, nemd funkce v bodé P° extrém.

3) Jestlize AC — B* = 0, vlastnosti druhé derivace neposkytuji odpovéd na otdzku o
existenci extrému a je nutné dalsi vysetrovant.

Piiklad 98 Pokracujme v predchozim prikladé 97. Druhé derivace jsou
" " "
Zpe = 120410, 2z, =2y, 2z, =2x+2.
Pro prvni bod My mame

A=10, B=0,C=2, AC—B*=20>0, A>0,
a tedy bod My je bodem lokdlniho minima. Pro bod My mame
A=-10, B=0, C:—g, AC—B*>0, A<0
a tedy bod My je bodem lokdlniho mazxima. Pro bod M3 mdme
A=-2 B=4, C=0, AC-B*<0
a tedy bod M3 neni bodem lokdlniho extrému. Konecné pro bod My mdme
A=-2 B=-4, C=0, AC—B*<0.

Tedy ani bod My neni bodem lokdlniho extrému.

22. Dostateéné podminky pro obecny pripad

Necht bod P°(z9,29,...,2%) je staciondrnim bodem funkce
z= f(x1,29,...,2).
Véta 8.0.12
Jestlize d*f(P°) > 0 (< 0), funkce f(x1,2s,...,%,) md lokalni minimum (lokdlni maxi-

mum) v bode PP.
Jestlize d? f(P°) = 0, potom neni moZné rozhodnout o extrému v P° podle druhé derivace
a otdzka zistava otevrend.

Oznacme
0

Uvazujme posloupnost determinant

A17A27 ey An7
kde
a a a1 ... Qip
11 12
Alzau,AQZ .,An: ..
21 A22
anl Qpn



MATEMATIKA 1 136

Véta 8.0.13 (Sylvestrovo kritérium). Jestlize
A1 >0,A,>0,...,A,>0,
pak > f(P°) > 0. Jestlize
Ay <0,A,>0,...,(=1)"A, >0,
pak d*f(P°) < 0.

23. Urceni maximalni a minimalni hodnoty funkce na uzavrené
oblasti

Méame za kol uré¢it nejvyssi a nejnizsi hodnotu funkce y = f(z1, xo, ..., ,) na uzaviené
oblasti D. Jestlize funkce dosahuje jedné (nebo obou) téchto hodnot uvniti oblasti, musi
se pochopitelné jednat o lokalni extrém. Muze se vSak ukazat, ze funkce nabyva nejvyssi
nebo nejnizsi hodnoty (nebo obou) v bodé na hranici dané oblasti.

Abychom nasli globalni maximum (minimum) spojité funkce y = f(z1,x9,...,2,) na
omezeném uzavieném intervalu, je nutné urcit vSechna lokdlni maxima (lokdlni minima),
kterych funkce dosahuje uvniti dané oblasti a také nejvyssi (nejnizsi) hodnoty, jichz do-
sahuje na hranici oblasti. Potom nejvétsi (nejmensi) z téchto ¢isel je hledané globélni
maximum (minimum) dané funkce.

Piiklad 99 Urceme globdlni extrémy funkce z = 22 — y? na oblasti D : x> + y? < 1.
Zkoumejme funkci f z hlediska existence extrému. PoloZime-li parciadlni derivace
rovny nule, dostavame rovnice

= 2z =0

z
z,

< S8 >

a Tesenim tohoto systému je stacionarni bod x = y = 0, ktery patri do oblasti D. Najdeme
A=2B=0,C=-2aAC — B? <0 a bod (0,0) neni bodem extrému. Toto si lze
geometricky predstavit, vsimneme-li si, Ze rovnice z = x> — y? je rovnici hyperboloického
paraboloidu.

Globalni extrémy dosahuje funkce z na hranici oblasti D. Protoze hranice oblasti D
lze vyjadiit pomoci rovnice
v =1—-2% xc[-1,1],

mame
Zlp =2 — (1 —2%) =22" — 1.

Zkoumejme funkci 2 = 22% — 1 z hlediska extrému, je-li z € [—1,1]. Dostavame
Y=dr=0=1=0=y==+1,2"=4>0.
Minimalnich hodnot nabyva funkce v bodech

My(0,1), Ma(0, —1),
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a to

Maximélnich hodnot nabyvé funkce v koncovych bodech intervalu [—1, 1], tj. v bodech
M3(—1,0), My(1,0),

a to
Z(M3) = Z(M4) =1.

Extrémy funkce z = z? — y? na oblasti D jsou z = 1 (maxima) v bodech Mj, M, a
z = —1 (minima) v bodech M;, M.

24. Vazané extrémy
Zacneme formulaci jednoho problému, ktery bude slouzit jako ilustrace pro hledani vazané

extrému.

Priklad 100 Mezi vsemi pravouhlymi rovnobéznosteny s danou celkovou plochou S mdame
najit takovy, ktery md nejvéetsi objem.
Necht jsou strany rovnobéZnosténu oznaceny x,y a z. Problém se redukuje ma hleddni
nejuétsi hodnoty funkce

V =uayz

za podminky, Ze

TY + Yz + 2x = g .
Vypocet dokoncime po krdatkém teoretickém vykladu.
V nejobecnéjsim pripadé je problém dan nasledovné: Je dana funkce
u= f(x1,T2,...,2,);

tikolem je nalézt extrémy za podminky, Ze proménné vyhovuji m (m < n) podminkam:

901(1'1,.732,...,.7}”) = 0;
oo(xy,29,...,2,) = 0,
me(«rl,x%...,xn) = 0.

Nasledujici pomocna funkce n proménnych zahrnuje m dalSich nezndmych parametri
(Lagrangeovych multiplikatora):

S =f+ o1+ X2+ A

Vyfesime rovnice pro body nevdzanaych (nepodminénych) extrémi pro tuto pomocnou
funkei:
(I>;:1 :0,@;2 :()7...7@/" :0,@;\1 :OjCI),)\Z :07“.7@;\m =0.

T
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Dostavame body, v nichz muze funkce nabyvat vazanych extrémi. Tato soustava rovnic
poskytuje nutné podminky, tedy ne kazdy bod vyhovujici této soustavé musi byt bodem
vazaného extrému. Nebudeme mluvit o dostatecnych podminkach pro body véazaného
extrému. V konkrétnim pfipadé je vétsinou mozné zjistit, zda je bod urceny vyse uvede-
nymi rovnicemi bodem extrému bez toho, ze bychom zkoumali, jsou-li splnény dostatecné
podminky. Popisovana metoda je znama jako metoda Lagrangeovych multiplikatorii.

Piiklad 101 Pokracujme v 7eseni zapocatého prikladu. Pomocnou funkci lze vyjadrit jako
O(x,y,2) = xyz + Moy +yz + zx — S/2).

Rowvnice urcujici body extrému jsou tvaru

=0 = yz + My + 2) = 0,
®, =0 = zz + Mz + 2) = 0,
=0 = zy + Ay + ) = 0,
=0 = vy + yz+zx—-5/2 = 0.

Odecteme-li rovnice od sebe navzdjem, dostdvame

(z+ANy—z) =0
(z+A)(z—y)
(y+N(z—2) = 0.

|
o

Odtud vyplyva, Ze x = y = z, tedy hledany rovnobéznostén je krychle. Rozmeéry této krychle
zjistime pomoci podminek

SV'S
reves /6 a 61/6



Kapitola 9

Integralni pocet funkci jedné
proménné - Neurdity integral

V nasledujicich kapitolach 9—11 se budeme zabyvat tzv. integralnim poc¢tem funkci, které
zavisi jen na jedné proménné.

9.1 Primitivni funkce (antiderivace) a neurcity inte-
gral

Definice 105 Primitivni funkce (antiderivace) dané funkce f(z) na daném intervalu je
libovolna diferencovatelnd funkce F(x), jejiz derivact je dand funkce, tedy plati:

Véta 9.1.1 Jestlize F(x) je primitioni funkce k f(z), pak F(x) + C, kde C € R je
libovolna konstanta, je k této funkci také primitivni.

Definice 106 Soubor vsech primitivnich funkci dané funkce f(x) se nazgvd neurdity
integral f(z) a oznacuje se symbolem

[ i,

/ f@)dz = F(z) + C.

tedy

Poznamka 25 Da se dokdzat, Ze neurcity integrdl funkce, kterd je na daném intervalu
spojitd nebo zde md konecny pocet nespojitosti proniho druhu, na tomto intervalu existuje.

139
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9.2 Zakladni tabulka integrali

Uvedme nyni nékteré zakladni integraly. Poznamenejme, Ze touto tabulkou nejsou zdaleka
vyCerpany vsechny funkce, ke kterym umime primitivni funkce najit. Existuji celé knihy
obsahujici tabulky integral a programy vyrazné ulehcujici hledani primitivnich funkeci.

/de e (9.2.1)
xa—i—l
/x dx = +1+C’, a# —1, (9.2.2)
1
/ ;dx =In|z| + C, (9.2.3)
/axdx = +C, a>0, a#1, (9.2.4)
Ina
/ezdx =e" 4+ C, (9.2.5)
/sin xdx = —cosx + C, (9.2.6)
/cos xdx =sinx + C, (9.2.7)
/ s—dr =tgr +C, (9.2.8)
cos? x
1
/ —— dx = —cotgx + C, (9.2.9)
sin®

arcsin x + C,

1

/ V1— 22 dr = { —arccos x + C,
1

/ dr = { arctgx + C, (9.2.11)

(9.2.10)

1+ 22 —arccotg x + C,
1
7dx:ln)x+\/x2:|:1 e} 9.2.12
/ Vi +1 ( )
1
—————dx = arcsinhx + C, 9.2.13
/ Va2 +1 ( )
1
————— dx = arccosh x + C, 9.2.14
/ Va2 —1 ( )
1 s [+ C,
/ T de = ¢ arctghz + C, |z| <1 (9.2.15)
- arccotghz + C, |z| > 1,
/sinh xdx = coshx + C, (9.2.16)

/cosh xdx = sinhx + C, (9.2.17)
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1
/ s—dr =tghx + C, (9.2.18)
cosh” x
1
/ ——dr = —cotghz + C. (9.2.19)
sinh” z

9.3 Neékteré vlastnosti integralt

Platnost nékolika nasledujicich vztaht lze provérit pfimo uzitim definic derivace a neur-
¢itého integralu. Tyto vztahy jsou pri vypoctech casto pouzivany.

[ara) = @+ 0.3.1)

[/f } (z)dz, (9.3.2)
/ (@) + o dx_/f dxi/ (x)dz, (9.3.3)

/kf(:l:)d:t = k:/f(x)dx, (9.3.4)

[ / f(x)dx}, — /() 0.35)

Poznamka 26 Ne ke kazdé dané€ funkci umime najit neurcity integrdal jako néjakou kon-
krétni funkci a to presto, Ze dle Pozndmky 25 tento integrdl existuje. Napriklad neumime
vyjddrit pomoct tzv. elementdrnich funked integrdly [ e du, [ sinz?dz.



Kapitola 10

Integralni pocet funkci jedné
promeénné - dvé zakladni integracni
metody a casto uzivané integracni
postupy

V této kapitole uvadime dvé zakladni metody integrace (substituéni a po ¢astech), které
tvori zaklad integracnich technik. Dale je osvétlen zptisob integrace podilu dvou mnoho-
¢lenti. V zavéru kapitoly jsou uvedena doporuceni, jak postupovat pii integraci nékterych
iracionalnich a trigonometrickych funkci.

10.1 Substituc¢ni integracni metoda
Tato metoda je velmi flexibilni a jeji myslenka je obsazena v nasledujici vété:

Véta 10.1.1 Jestlize
/f(u)du _ Flu)+C (10.1.1)

au=p(x)eC, pak

[ Hle@le @ = Fle(a)) + €. (10.1.2)

Zakladem tuspéchu pii alpikacich véty 10.1.1 je spravny vybér funkce ¢(z). Praxe je
totiz takova, Ze vypocet konkrétnich piikladii je schematicky veden od vzorce (10.1.2) ke
vzorci (10.1.1).

Priklad 102

22 u=z? L[ . 1, 1 o
/e xdx_[du:dem}_é/e dU—ée +C—§e +C.

142
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Jednoduchou aplikaci véty 10.1.1 lze odvodit nasledujici vétu:

Véta 10.1.2 Jestlize o(x) = ax + b, kde a,b € R, a # 0, pak
1

/f(aa: +b)dr = —F(ax +b) + C.
a

Piiklad 103 Nasledujici dva vztahy lze lehce dokdzat:

/

1

/ L4 (x)da: =In|p(x)| +C, staci volit f(u) = — ve vété 10.1.1.
() u

gDa—H(.T)
a+1

+C, a# -1, wolime f(u)=z"

[ ¢ @t a)dn =

10.2 Integrace po ¢astech (per partes)

Ze vztaht pro nalezeni diferencialt d(uv) = udv + vdu a udv = d(uv) — vdu vyplyva
vzorec pro metodu integrace per partes:

/udvzuv—/vdu. (10.2.1)

Uziti tohoto vztahu je také velmi flexibilni a vyzaduje jistou zkusSenost pro vybér funkei
u a v. Ne kazdy jejich vybér vede ke zjednoduseni vypoctu. Tim mame na mysli dosazeni
stavu, kdy integral na pravé strané [ v du lze snadno nalézt. Nékdy je nutné metodu uzit
nékolikanasobné, abychom ptvodni funkci zintegrovali.

/ ze® dx
metodou per partes.
ReSeni. PoloZme u =z av = ¢e*. Potom

/xexdx:{ U= 3, du = dr }:xex—/exdx:xex—e’”jLC.

dv =e"dx,v = e"

Piiklad 104 Vypoctéme integrdl

10.3 Integrace podilu dvou mnohoclenu (racionalnich
lomenych funkci)

Kazda racionalni lomena funkce je tvaru
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kde P,,(x) a Q,(z) jsou polynomy. Stupen ¢itatele je m, stupeinl jmenovatele je n. Pfed-
pokladejme, ze m < n. V pfipadé, ze m > n, podil P, (z) a Q,(z) dava

Po(z) P(x)
kde N(z) je n&jaky polynom stupné m—n, ]51(93) je polynom stupné i < n. Pfedpokladame,

ze polynomy maji redlné koeficienty a ze koeficient u 2™ v @, (x) je roven 1. Polynom Q(x)
lze zapsat ve tvaru

= N(x) +

Q)= (x—a)...(@* +pr+q)'...,
kde a je k-nasobny realny kofen rovnice Q(z) = 0 a kvadraticka rovnice 22 + pr + ¢ =0
m4 komplexné sdruzené redlné koteny (tj. p? —4q < 0), tedy polynom Q(z) mé t-nésobné
komplexné sdruzené kofeny.

V rozkladu podilu Pnl@) ha parcialni zlomky odpovida kazdému faktoru (z—a)* soucet
Qn(z)
k parcialnich zlomkt tvaru
A Ap_ A
k . k1k_1+”.+ 1
(x — ) (x — ) (x — )
a kazdému faktoru (2% + pz + ¢q)! odpovid4 soudet ¢ parcidlnich zlomki tvaru
th + Ct Bt_lx -+ Ot—l le + Cl
2 t 2 - T TS :
(@2 +pr+q)t (224 pr+q) (22 + px +q)
Rozklad ma tedy tvar
P, A A A
(x): k —|— k1_+..._|_ 1 ++
Qn(r)  (z—a)  (z—a)! (r —a)
th + Ct Bt_lx -+ Ot—l o le + Cl
(22 + pr+q)t (22 + pxr +q)t! (22 + px +q)’

kde vSechny koeficienty jsou realna cisla.
Proto stac¢i uvazovat pouze ¢tyfi typy parcidlnich zlomki:

I. Parcidlni zlomek tvaru:

A
Zl(l') = m,kde A 7é 0.

Integrace tohoto zlomku je jednoduché. Thned dostavame:

/Zl(x)da::Aln|x—a| +C.

II. Parcidlni zlomek tvaru:
Zg(x):m ,kdeA#Oan>1

Integrace:

t=x—a, 1 Att—n A
/Zz(x)dx—{ d — d ]—A/t—ndt— = 1_n—i—C'— (1—n)(x—a)"—1+c‘
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ITI. Parcidlni zlomek tvaru:
M N
THN kde M #£0 p2 —4g < 0.

Z =
() 2+ pxr +q
Postup integrace je nasledujici:
M M
(2 +p)+ N — = M
(22 + p) de:{A:N_ Qp}

Z — 2
/ 3(w) do / x2 4+ pr+q

:_/x+px+q +A/ p
+pr +q) (z+8)" +¢-L
2 M A
= B:q—p— :—ln(x2+px+q)+—/72 d.
4 2 B an ARSNEY
(%)
V poslednim integralu zavedeme substituci
. v+ 5
VB
a tedy
A 1
— =—VB dt =
/ g B\/_/t2+1
P
2 1 C.

Aact t+C Aact
= ——ar = ——ar
VB E VB B

TIV. Parcidlni zlomek tvaru:
M N
T £0, pP—4¢ <0, n>1.

Zy(x) = )
() (22 +px+q)»
Pro integrovani tohoto zlomku se pouziva tzv. rekurentni formule, jejiz platnost lze

ovérit pfimym derivovanim:
1 T 2n — 1 1
dr = + dx.
/ (% + a?)nt! v 2na?(x? 4+ a?)*  2na® / (2% 4 a?)" v
Tedy
Mo + N — Mp
/Z4(x)dx:/ 22( p)ndx—i—/ 5 = — dx.
(22 +pz + q) [x+£) +q_pﬂ

Prvni integral vypocteme jako integral typu

kde f(x) = 2°+4px+q. Druhy integral, ve kterém je q — %2 > 0, vypocteme postupné
2 — t. Nakonec po (n — 1)—nésobném

uzitim rekurentni formule po substituci = + £
pouziti prechazime k integraci zlomku typu Zs(x)
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10.4 Integrace nékterych iracionalnich funkci

Zde uvedeme seznam nékterych uzitecnych doporuceni pro vypocet integralii nékterych
iracionalnich funkci. Racionalni funkci oznacujeme R(-) a definujeme ji jako funkci, kterou
obdrzime z jejich argumenti operacemi sc¢itani, odecitani, nasobeni a déleni.

A) V pripadé integrala tvaru
FINEE 1
/R(éE,kal,xk?,...,xkn)diE,
kde ki, ko, ..., k, € N je vhodné zavést substituci x = t*, kde « je nejnizsi spole¢ny
nasobek celych cisel ki, ko, ..., k,. Tim integral pfevedeme na néktery z pripadi
popsanych v ¢asti 10.3.

B) V pripadé integralu tvaru

ar + b\ " [az 4D\ az + b\ *n
R\ x, , R, dx,
cx+d cx+d cx+d

1
kde ki, ko, ..., ks € N je vhodné zavést substituci t = (%) « kde a je nejmensi
spole¢ny nasobek c¢isel ki, ks, ..., k,. Tim integral opét prevedeme na néktery z

pripadt popsanych v ¢asti 10.3.

C) Binomickym integralem nazyvame integral tvaru

/xm (ax™ +b)P dx, m,n,p € Q.
Doporucujeme postupovat nasledovné:

e Je-li p € Z, pak pouzivame stejnd doporuceni jako v A).

o Je-li mT“ € Z, pak pokladame ax™ + b = t%, kde a je jmenovatel p. Déle
pouzivame postup popsany v A).

o Jeli mT“ + p € Z, pak pokladame a + x% = t“, kde a je jmenovatel p. Dale
pouzivame postup popsany v A).

D)
/R(x,\/m> dx, a+#0.

Pouzivame tzv. Fulerovy substituce:

e Je-li a > 0, uzivame substituci

t=vVax2+br+c+za.



Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné 147

e Je-li ¢ > 0, uzivame substituci
t-z=+vVar?+br+cte.

o Je-lia <0, b?—4ac >0, pak

Vi Tl = ale = a)e = ) = | - alyfat ="

a uzijeme substituci

E) Pro integral typu

/
axr

lze pouzit nasledujici postup:

1 1
| -] 2
ax® +bxr +c \/a(x+%) e

4a

dr .

Tento integral lze prevést na néktery z tabelovanych integrali:

1 1
—d —dx.
/\/:E2:|:1 “ /\/1—932 *

/R(m, a2—x2) dx

je vhodné uzit nasledujici substituce:

F) Pro integrély typu

r =asint, r = acost.
G) Pro integraly typu
/R (93, Va? —|—x2> dx
je vhodné uzit nasledujici substituce:
xr =atgt, r =asinht, r = cotgt.
H) Pro integraly typu
/R <£E, Va2 — a2) dx

je vhodné uzit nasledujici substituce:

a .
r=—— , v =asint, r = cosht.
cost
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10.5 Integrace trigonometrickych funkci

Budeme se zabyvat integrovanim funkci typu

/R(sin x,cosx)dx

kde R je racionalni funkci uvedenych argumentii. Uvedme nékolik doporuceni, jak pii
integraci postupovat.

A) Lze uzit tzv. univerzdlni substituci:

t—tg 2
Pak p
2dt
= 2arctgt, dx =
v reet, ar 1+1¢2
a
. l—cosz
x Slng \V 2 /1 — cosx
2 COS § 1dcosz 1+ coszx
V2
Odtud plyne
1—t2
cosxT =
1+ 2

Analogicky vypoc¢teme

2t
sinz = V1 —cos?2x = .
1+¢2

Témito substitucemi (dosazenymi za dzx, sinx a cosx) prevedeme vychozi integral
na integraci podilu dvou mnohoclenti.

B) Je-li funkce R(sinz,cosz) lichd vzhledem ke cosz, tj. je-li
R(sinx, — cosz) = —R(sinz, cos ),

je vhodné uzit substituci

t =sinx.
C) Je-li funkce R(sinx,cosz) lichd vzhledem k sin z, tj. je-li
R(—sinz,cosz) = —R(sinz, cos x),

je vhodné uzit substituci

t = cosx.
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D) Je-li funkce R(sinz,cosx) sudd vzhledem k funkcim sinz i cosz, tj. je-li
R(—sinz, —cosz) = R(sinz, cos x),

je vhodné uzit substituci

t=tgux.
Pak
xr = arctgt, dxr = dt
’ 14+¢ 7
t:Sinx:mﬁcosxzil sinxzit
COS T CoS T 1+ Vit



Kapitola 11

Integralni pocet funkci jedné
promeénné - urcity integral a jeho
aplikace

11.1 Vypocet plochy obrazce omezeného krivkou

Zabyvejme se ulohou, jak vypocitat plochu Ps obrazce S na obrazku 11.1.1 ohrani¢eného

Yy y = f(z)

D\/C

Obrazek 11.1.1: Urcity integral - plocha obrazce 1

tseckami spojujicimi body AB, BC, AD a ¢asti spojité kiivky y = f(z) spojujici body
CalD.

Rozdélme libovolné zakladnu obrazce S (tj. interval [a,b] uzitim libovolného koneéného
poctu délicich bodil) na n subintervalt

[x07 xl]a [ajla .1'2], ceey ['Tn—la xn]7

kde a = 29 < 21 < @9 < +++ < X1 < 2, = b. Vedme pfimky rovnobézné s osou y

150
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délicimi body intervalu [a, b]. Tim se dany obrazec S rozdélil na n obrazct Sy, Sa, ... Sy,
tj. S = UL, Si (viz. obrazek 11.1.2).

Y y = f(z)
\ /
D
\_/
51 SQ Sz Sn
A B
a=x9g T1 X2 Ti—1Ti Tpol Tp =0 ]

Obrazek 11.1.2: Urcity integrél - plocha obrazce 2

V kazdém subintervalu vybereme libovolnym zptisobem bod. Oznacime-li tyto body
60) 517 cee 7§n—1a mﬁieme pSét

20L& <71, 11 <& <29y oty Tpo1 &1 S @,

Pak plati, ze plocha Pg je rovna souctu ploch Pg, jednotlivych oblasti S; , i =1,...,n.
Plochu Ps, mtizeme priblizné vyjadrit vztahem

Ps, = f(&i-1) - (wi — i) = f(&im1) - Az,

kde Az;_; = z; — x;_;. Proto

n—1 n—1

Ps Ps, ~ f(£0)Axo + f(§)Azy + -+ + f(§um1) Axpy = Y f(&) A,
=0

I
(]

1=0

Situace je nac¢rtnuta na obrazku 11.1.3.
Pokud zvétsujeme do nekonec¢na pocet délicich bodi a tzv. norma déléni

A = max{Axy, Azxy,..., Az, 1}

pritom konverguje k nule, pak je plocha obrazce S urcena vztahem

Py = lim Zf@Axl,

n—o00,A—0

(ve kterém predpoklddame, Ze limita existuje).
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Y f(&o) "
0 e f(én-1)
f(&i—1)

PSI PSQ PSL PSn

0gT1g T2 Ti-1g, {iTn-1¢, n T

Obrazek 11.1.3: Urcity integral - plocha obrazce 3

11.2 Urcity integral

Definujeme pro danou funkci y = f(z) na intervalu [a, b] tzv. n-ty tintegralni soucet:

fy

n—

I, = f(fz’)Al"i,

7

Il
=)

kde veli¢iny &;, x;, aAx; maji stejny vyznam jako v pfedchozim odstavci a zo = a, x, = b.

Definice 107 Urcity integrdl (tzv. Riemanniv) na [a, b je limita integrdlnich soucti, kdyZ
n — 0o a norma déleni A se pritom bliZi nule (za predpokladu, Ze tato limita existuje).

Urcity integral oznacujeme:

b
/f(x)da:: lim I,.

n—00,A—0
Geometricky vyznam urcitého integralu je zfejmy z predchazejici podkapitoly 11.1

Véta 11.2.1 (O existenci urcitého integralu) : Je-li funkce f(x) spojitd na uzavre-
. b L
ném intervalu [a,b], pak [ f(x)dz ezistuge.

Definice 108 FEzistuje-li ff f(z)dz, pak funkci f(x) nazgvame integrovatelnou funkci.

11.3 Vlastnosti urcitého integralu

Z definice urcitého integralu lze odvodit fadu jeho vlastnosti. Plati naptiklad (vSechny
pouzité funkce budeme povazovat za integrovatelné):

/a f(z)dx =0, (11.3.1)
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b
/ de =b—a, (11.3.2)
b
/ 0dz =0, (11.3.3)
b a
/ F(@) da —/ f(z) de, (11.3.4)
a b
je-li ¢ € [a, b], pak
b c b
/ F(@) do = / f(z) da +/ f(z) da (11.3.5)
(interval integrace [a, b] 1ze rozdélit na dvé ¢asti),
b b
VkER: / kf(z) do = k/ f(z) da (11.3.6)
(konstantu lze vytknout pfed integral),
je-li f(z) < g(x) na [a,b], pak
b b
(@) da < / o(z) dz. (11.3.7)
b b
/ F@yde| < [ |f@)|dz, a<b (11.3.8)
b b
/ F@yde = [ f)dt, (11.3.9)
b b b
/ (F(2) + g(z)) dz = / f(z) da i/ o(z) dz. (11.3.10)
je-li S(z) funkce sudéd a L(z) funkce lichd, pak
) / S(x) dx = 2/ S(z)dz; D) / L(z)dz = 0. (11.3.11)
—a 0

—a
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11.4 Odhad urcitého integralu. Véta o stifedni hod-
noté.

Véta 11.4.1 Je-li na [a,b] funkce f(x) integrovatelnd a ohranicend zdola a zhora kon-
stantami m, M, tj. m < f(z) < M na [a,b], pak

m(b— a) S/ flz)dx < M(b—a)

nebo
1 b
m< —— x)dr < M.
<5 [ s
Nasledujici véta je Casto nazyvana vétou o stiedni hodnoté.

Véta 11.4.2 (Véta o stfedni hodnoté&) Je-li f(z) € C ne [a,b], pak existuje bod & €
[a,b] takovy, Ze plati:

€)= [ fads

11.5 Derivace integralu vzhledem k horni mezi

Predpokladejme, ze funkce f(x) je spojita. Definujeme novou funkei

Fla) = / o

jako ur€ity integral s proménnou horni mezi. (Diskuse o oznaceni: Je-li F(z) = [ f(z) dx,
pak z probihd hodnoty od a do x, coz nedavd smysl.) Snadno lze dokédzat nasledujici
vysledek, ktery fika, ze funkce F'(z) je primitivni funkei k funkei f(z).

Véta 11.5.1 Deriwvace integralu vzhledem k horni mezi je rovna integrandu, tj.

Fl(z) = f().
Disledek 30 Ke kazdé spojité funkci f(x) existuje primitioni funkce.

11.6 Newton-Leibnizova véta (Zakladni vzorec inte-
gralniho poctu)

Véta 11.6.1 Hodnota urcitého integrdalu je rovna rozdilu hodnot libovolné antiderivace
& () integrandu odpovidagicich horni a dolni mezi integrdlu:

/ f(z) dz = B(b) — B(a),
kde ®'(x) = f(z).

Piiklad 105 ProtoZe pro x > 0 je (Inz) = 1, plati: 2 _ |2 = In2.

1 =z
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11.7 Integrace per partes pro ucité integraly

Ze vztahu pro integraci per partes pro neurcité integraly okamzité vyplyva vztah

/abu(x) dv(z) = u(x)v(z)], - /abv(x) du(z).

11.8 Metoda substituce pro urcité integraly

Vé&ta 11.8.1 Je-liz = p(t) € C! na (o, 8),a = ¢(a),b=¢(B) a p(t) je monotonni, pak

b B8
/fww:/ﬂwwmw

Priklad 106

1_1

1 2
/de— x = ¢t tEOl —edt t
0

oet

11.9 Numerické integrovani

1. Uvod

V praxi ztidkakdy dokazeme najit pfesnou hodnotu urcitého integralu. Naptiklad integral

2 dx

; Inx

nelze vyjadiit pomoci elementarnich funkci. V nésledujicim odstavci popiseme nékteré me-
tody pro priblizny numericky vypocet urcitych integrali. Zavedeme pojem kvadratického
vzorce. Necht je dan urcity integral
b
I= / f(z)dx
a

funkce f, kterd je spojita na intervalu [a, b]. PfibliZzna rovnost

[ t@de=Y a0 w).

kde ¢; jsou jista Cisla a z; jsou ur¢ité body intervalu [a, b] (které jsou voleny tak, aby bylo
ptiblizné rovnosti docileno), se nazyva kvadratickd formule definovand vdhami q; a uzly
Zj.
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2. Obdélnikové pravidlo
Predpokladejme, 7e f € C*[—h/2,h/2], h > 0. Polozime pfiblizné

h/2

flx)dz ~ h- fo, (11.9.1)
—h/2

kde fo = f(0). Pfiblizny vztah 11.9.1 fikd, Ze plochu kiivostranného lichobé&znika ohrani-
¢eného shora grafem funkce f lze aproximovat plochou vepsaného obdélnika, jehoz vyska
je rovna hodnoté funkce f v poloviné zakladny lichobéZnika (viz. obrazek 11.9.1). Déle
hleddme zbytek, tedy chybu formule (11.9.1). Lze dokézat tzv. obdélnikové pravidlo se

zbytkem:
h/2 3

h i
@ =l fot 501

kde o poloze bodu ¢ lze Fici pouze, Ze to je n&jaky bod z intervalu [—%, 2], tj. £ € [—2 2]

|
NS

Obrazek 11.9.1: Obdélnikové pravidlo

3. Lichobéznikové pravidlo

Necht f € C?[0, h]. Polozime

/hf(x)dleru,
; 2

kde fo = f(0) a f1 = f(h), tj. integral je pfiblizné nahrazen plochou vepsaného lichobé&z-
nika (viz. obrazek 11.9.2). Tzv. lichobéznikové pravidlo se zbytkem méa tvar

h 3
| @ =n BT, ce o
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fo%
f

Obrazek 11.9.2: Lichobéznikové pravidlo

4. Simpsonovo pravidlo (parabolické pravidlo)

Predpoklddejme, ze f € C*[—h, h]. Aproximujeme integrél

/_Zf(x)d:r:

plochou vepsaného kiivostranného lichobéznika ohrani¢eného shora parabolou prochéaze-
jici body (—h, f-1), (0, fo), (h, f1), kde f; = f(ih) (viz obrazek 11.9.3). Tato parabola ma

rovnici 1 F f 2ot f
. 1~ /-1 —1— 4Jo 1 2

coz lze lehce ovérit, polozime-li x rovno —h, 0 a h. Tak snadno spocCteme, zZe

" h
| v@yds =5 (4o £

—h

Tedy tzv. Simpsonovo pravidlo, které se také nazyva parabolické pravidlo, ma tvar

/ f)de~ b (Fat 4o+ 1),

Lze dokazat tzv. Simpsonovo pravidlo se zbytkem:

/ flx (f_1+4fo+f1)—— F9),

kde £ € [—h, h]. V§Se uvedené kvadratické vzorce se nazyvaji kanonické.

5. SlozZené kvadratické formule

Je-li v praxi t¥eba urcit pfibliznou hodnotu integralu, je dany interval [a, b] rozdélen na
N shodnych subintervalii. Na kazdy z nich aplikujeme kanonickou kvadratickou formuli a
vysledky sec¢teme. Kvadratické formule zkonstruované takto na intervalu [a, b] se nazyvaji
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—h h

Obrazek 11.9.3: Simpsonovo pravidlo

slozené. Aplikujeme-li obdélnikové a lichobéznikové pravidlo, je pohodlné brat intervaly
délky h, v pripadé Simpsonova pravidla délky 2h.

Podivejme se podrobnéji na pouziti obdélnikového pravidla. Necht f € C?. Oznacime
intervaly [z;, x;11], kde z; =a+ih,i=0,1,...,N—1, 2y = b, h = (b —a)/N. Ve shodé
s obdélnikovym pravidlem

Tit1
/ f(x)dr = hfiy1), (11.9.2)

kde fir1/2 = f(a+ (i +1/2)h) je hodnota f ve stfedu subintervalu [z;, z;41]. Navic

Tit1 3
[ f@de=hfi+ 3y 16,

kde &; € [x;, z441] je néjaky bod. Secteme-li vSechny aproximace (11.9.2) dostavame sloZené
obdélnikové pravidlo:

b
/ f(x)dr ~h (f1/2 + fapp e+ fN—l/2) .

Lze lehce dokézat tzv. sloZen€ obdélnikové pravidlo se zbytkem:

b—a
24

b
/ fl)de =h(fiye+ fap+ -+ fnoap) + 0 - f(©),

kde ¢ € [a, b].
Za podminky, Ze f € C?[a, ], miZeme zapsat sloZené lichobéznikové pravidlo:

b
/f(x)dx%h<%+f1 o+ o 1+f7N)

a odpovidajici sloZené€ lichobéznikove pravidlo se zbytkem:

b—
/f <f0+f1 ot fyo 1+f7N)—h2'Ta'f”(f)a
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kde f; = f(a+ih), h=(b—a)/N,af € [a,b].

Necht nyni h = (b — a)/2N a z; = a + jh, f; = f(x;). Simpsonovo kanonické pravidlo
miiZzeme piepsat ve spojeni se subintervaly [xg;, X9, 10| délky 2h:

2742 h
/ f(z) de ~ 3 (fai + 4 faiv1 + fair2) .

x24

Sec¢tenim obou stran vztahu pfes ¢ od 0 do N — 1 dostavame sloZené Simpsonovo pravidlo:

b
/ f(x)dx%g(f0+4f1+2f2+4f3+"'+4f2N—1+f2N)-

Odpovidajici sloZené Simpsonovo pravidlo se zbytkem, které ziskame sectenim rovnosti
v subintervalech [xy;, T9;12] za podminky, Ze f € C*, lze zapsat takto:

b b N N-1 b—a
/a f(x)dng <f0+f2N+4;f2i—1+2;fzz’) —h4'ﬁ'f(4)(5),

kde f; = f(a+1ih), h = (b—a)/(2N), a € € [, b)].

6. Odhad chyb kvadratickych formuli

Pro strucnost zavedeme oznaceni
N—-1
rect
I, = h - E fi+1/2>
i=0

je-li integral ptiblizné pocitan slozenym obdélnikovym pravidlem,

N-1

Tra) +

I pzh.(MJrE:fi)’
=1

kde h = (b—a)/N a f, = f(a+ ph), je-li integral ptiblizné pocitan slozenym lichobézni-
kovym pravidlem,a

b N N—1
Simp __
I, —5‘<f0+f2N+4;f2i—1+2;f2i>7

kde h = (b—a)/(2N) a f; = f(a + ih), je-li integral pfiblizné pocitan slozenym simpso-
novym pravidlem.

7 vyjadreni zbytkd vidime, Ze obdélnikové a lichobéznikové pravidlo jsou presné pro
polynomy prvniho stupné, zatimco Simpsonovo pravidlo je pfesné pro polynomy tietiho
stupné. Prvni dvé pravidla maji presnost druhého fadu vzhledem k h, zatimco Simpso-
novo pravidlo mé presnost ¢tvrtého ¥adu. Proto pro funkce t¥idy C* pro mald h dava
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Simpsonovo pravidlo zpravidla vyssi presnost nez predeslé dvé metody.

Chyba slozeného obdélnikového pravidla a slozeného Simpsonova pravidla spliiuje nerov-
nosti

b—a
I — Irect < h2 . . "
e N N T rﬁébflf (@)l,

: b—a
e P R @ ()]
\ ho] < 180 r{;%?\f ()]

Podobné nerovnosti existuji pro lichobéznikové pravidlo. Dolni odhady jsou také uzitecné.
Predevsim dolni odhad pro slozené obdélnikové pravidlo je

b—a

I— 17 > h2. ~min | f(x)].
h

[a,b]

Piiklad 107 Jako priklad analyzujme chyby kvadratickijch formuli pro integral

2
]:/ e " dx,
0

ktery nelze vyjadrit pomoci elementdrnich funkci, ale v aplikacich se casto vyuZivd.

Mame
fl)=e", fl(z) = —22e™, f"(z)=(42° — 2)e ™,
() = (=82° + 12z)e ™, f@(x) = 4(4a* — 1227 + 3)e ™,
a
e A< (@)] <2, [fW(2)| <12
pro x € [0,1/2].

Tedy pro h = 0.05 dostavame

04-107* < |I - I[**] <0.11-107°

I — 1™ <0.21-1075.

Horni odhad chyby Simpsonova pravidla je vyrazné nizsi nez dolni odhad chyby obdélni-
kového pravidla.

11.10 Nevlastni integraly
V této casti se budeme vénovat dvéma typtm urcitych integrali. Budou to jednak inte-

graly, ve kterych jedna nebo obé meze jsou nekonecné a jednak integraly, ve kterych je
integrand nespojitou funkci. Takovym integralim fikdme nevlastni.
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1. Nevlastni integraly vlivem intervalu

Uvazujme urcity integral s proménnou horni mezi

() = /al f(@) da.

Necht [ roste nade vSechny meze. Potom existuji dvé moznosti, totiz bud mé (1) kone¢nou
(tzv. vlastni) limitu pro | — 400 nebo nikoli.

/aoo f(z)dx

funkce f(x) na intervalu [a, 00) definujeme jako limitu integralu

/a o) da

pro | — 00, za predpokladu, Ze tato limita existuje (a je konecna), tj.

Definice 109 Nevlastni integral

/OO f(z)dx = lli)m lf(.:v) dx.

V takovém pripade, Tikame, Ze nevlastni integrdl konverguje; v opacném pripade Tikame,
Ze diverguje (limita je nekonecnd nebo vibec neexistuje).

Piiklad 108 Podle definice nalézame:

l—o00 l—o00

/ e " dx = lim [e‘ﬂ ‘i) = lim [—e‘l + 60] =04+1=1.
0

Danyg nevlastni integral tedy konverguje.

Priklad 109

> dx

/ — = lim In|z||, = lim [In|I| — In1] = co.
1 xT l—o0 l—o0

Nevlastni integral diverguge.

Dalsi ptipady nevlastnich integralt definujeme podobné:

1. dolni mez je nekone¢na:

/_OO f(z)dz = lim /_jf(x) e

l—o0

2. obé meze jsou nekonecné:

/_Zf(a:)dx:/_Zof(a:)der/aoof(x)dx:

= lim /a f(x)dx + lim f(z) dx;
-1

l—o00 p— Ja
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3. v poslednim pripadé je casto uvazovan piipad, kdy jak [,tak i p konverguji k neko-
necnu stejnou rychlosti, tj. ptipad [ = p. V literatufe je tento pripad nazyvan hlavni
hodnotou a oznacovan V.p. ( z francouzstiny: ” Valeur principale” - hlavni hodnota).
Definujeme tedy ve smyslu hlavni hodnoty:

V.p. /OO f(z)de = lliri /llf(:v) dx

2. Nevlastni integraly vlivem funkce

/f

funkce f(x) spojité na intervalu x € [a,b) a neomezené pro x — b je limita integrdalu

Definice 110 Nevwlastni integral

b—e

f(z)dx

pro € — 07 pokud tato limita existuje (a je koneéna), tj.

a

e—0t

b b—e
/f(a: dr = lim f(z) dz.
a
V' takovém pripadé rikame, Ze nevlastni mtegml konverguge, v opacném pripade rikdme,
Ze nevlastni integrdl diverguge.

Podobné, pokud je funkce f(z) spojitd na [a,b] a neomezend v levém koncovém bodé
r = a, pokladame

b b
/ f(z)dx = lim f(z)dx
a a+d

6—0t

Pokud jsou body nespojitosti pouze v bodech x = a a x = b, pak pro libovolné vybrany bod
c € (a,b) definujeme

b c b c b—e
/a f(z)dz = /a f(x) d:t—l—/c f(z)dx = 61_i)1(1)1+ » f(z) dx—l—gl_i)r(l)l+ i f(z)dx

Poznamenejme, ze podobné jako v predchozi ¢asti mizeme definovat hlavni hodnotu in-
tegralu.

Piiklad 110 Podle definice je
10 dr ‘ 10 dr

. 10
o VT ooty T ot vl

Tedy nevlastni integral konverguje.

Piiklad 111 Podle definice je

10 dx . 10 dﬂf
— = lim — = lim In|z||}’ = +oc.
o T -0t Js x  s-ot

To znamend, Ze nevlastni integral diverguje.
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11.11 Aplikace urcitého integralu

V této Casti jsou uvedeny nékteré moznosti vyuziti ur¢itého integralu. Vzorce jsou uvedeny
vétsinou bez dikazi.

1. Obsah rovinného obrazce

Jak bylo uvedeno v ¢astech 11.1 a 11.2 je plocha obrazce S omezeného kiivkou y = f(z) €
C' (viz. obrézek 11.1.1) dédna vztahem

Py— /abf(x) da.

Je-li kiivka y = f(x) déna parametrickymi rovnicemi x = ¢(t) € C',y = £(t) € C,a <
t < B,p(a) =a,¢(8) =b,¢'(t) > Onala, 5] pak

6
P — / E(1)g (1) dt.

Plocha obrazce S mezi dvéma kiivkami y = fi(z) € C ay = fo(x) € C (viz obrazek
11.11.1) je vyjadfena vztahem

P = / o) — fi(2)] da.

y = fi(z)

y = fa(x)

Obrazek 11.11.1: Plocha obrazce mezi dvéma kfivkami

2. Délka oblouku

Je-li kiivka dédna vztahem y = f(x) € C?, pak je jeji délka mezi body A a B (viz obrazek
11.11.2)

L :/ V14 [f(2)]? dw.
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Obrazek 11.11.2: Délka oblouku

V piipadé parametrického zadani kiivky, tj. je-li z = ¢(t) € Cty = v(t) € Ca <t <
B,¢(a) = a,p(8) = b ,plati

6
L= / VIPOR T WP .

Piiklad 112 Pilkruznice je ddna parametrickymi rovnicemi x = cost,y = sint,t €
[0, 7]. Proto je jeji délka L:

L= /0 " /EnlOP + [eos@P dt = /0 Tt

3. Objem télesa

Obrazek 11.11.3: Objem télesa
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Nasi ulohou je najit objem Vg prostorového télesa {2 znazornéného na obrazku 11.11.3.
Toto téleso se nachazi mezi dvéma rovinami o rovnicich x = a a x = b. Budeme pfed-
pokladat, Ze plocha fezu télesa {2 rovinou x = z* je znama a je urcena spojitou funkeci
P = S(z*), pro kazdé z* € [a,b]. Pak

Vo = / b S(z) da.

4. Objem rotacniho télesa

Vzniklo-li uvazované téleso €2 rotaci kiivostranného lichobéznika K L omezeného kiivkou

y = f(z) kolem osy x je plocha fezu télesa {2 rovinou x = x* plochou kruhu o poloméru
r = f(z*), tedy S(z*) = 7 f2(z*). Pak plati

Vo = ﬁ/ab f*(x) dx.

Je-li kiivka y = f(z) zadéna parametricky, tj. = p(t) € C1,y = ¥(t),t € [o, 8], p(a) =
a, p(8) = b,¢'(t) > 0, pak

8
Vo = w/ VAt (t) dt.

5. Obsah rotacni plochy

Je-li y = f(x) € C', pak je plosny obsah Qq rota¢ni plochy, kterd je plastém télesa

urcena vztahem )
Qo =27r/ H@)IF PP da.

V parametrickém piipads, kdyZz x = ¢(t) € Cty = ¥(t) € C1 t € [a, 5], p(a) = a, p(B) =
b plati:

8
Qo=2r [ wVFOP+ @OPdr

11.12 Integrace s programem MAPLE V

1. Analyticka integrace s programem MAPLE

Dilezitou c¢asti programu Maple je moznost analytické integrace. Ta se provadi pomoci
piikazu "int", jehoz syntaxe je podobna jako syntaxe prikazu "diff".

/£E2 dzx.

Reseni. Napisme odovidajici piikaz v MAPLE:

Piiklad 113 Najdéte integral

pomoci MAPLE V.
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int (x*x,x);
Vysledek vypsany programem MAPLE je tvaru:

]‘3
g.fE.

/ ze® dzx.

pomoci MAPLE V (viz Priklad 104).
Reseni. Napisme odpovidajici pitkaz v MAPLE:

Piiklad 114 Najdéte integral

int (x*x,x);
Vysledek, vypsany programem MAPLE, je tvaru:
re’ —e”.

Vsimnéme si, ze ve vysledku vypsaném programem MAPLE integra¢ni konstanta chybi.

2. Urdité integraly s programem MAPLE
[e.) e—t
/0 14 13/2 i

Reseni. Napisme odpovidajici piikaz programu MAPLE:

Priiklad 115 Najdéte integral

pomoci MAPLE V.

int (exp(-t)/(1+t~(3/2)),t=0..infinity);

Vysledek vypsany programem MAPLE je prilis neohrabany. V tomto piipadé — protoze
vysledkem je konstatny — lze pouzit prikazu "evalf" pro nalezeni numerické aproximace:

evalf (%) ;

Nyni MAPLE dava numericky vysledek:

.613073060.



Kapitola 12

Dvojrozmeérny a vicerozmeérny
integral (krivkovy a plosny integral)

12.1 Integralni pocet funkci vice proménnych

1. Objem krivosténného valce

Uvazujme prostorové téleso €2, které ma tvar kiivosténného valce (viz. obrazek 12.1.1)
jehoz zakladna je D a shora je omezeno plochou z = f(x,y) € C(D). Budeme se zabyvat
ulohou o nalezeni objemu télesa €2.

< D >

Obrazek 12.1.1: Objem télesa - dvojny integral

Ozna¢me hledany objem Vi. Rozdélime v roviné z = 0 zakladnu D cylindroidu €2
na podoblasti pomoci dvou soustav rovnobéznych pifimek o rovnicich z = C1,y = O,
kde C7,C5 jsou konstanty. Tento systém rovnobéznych pifimek prochéazejicich na ose z
body z¢,21,...,%, a na ose y body yo,y1, ..., Ym rozdéli zdkladnu D na podoblasti D;;,

167
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i=0,...,n—1;5=0,...,m—1 (viz. obrazek 1.). Déle budeme uvazovat jen ty podoblasti,
které jsou podmnozinou D, tj. pro které plati D;; C D (viz. vybarvené obdélniky na
obrazku 1.).

ym

Ym—1

Yj

Yj—1

1

Yo

o) T Ti—1 - T Tn—1 Tn xr

Obrazek 12.1.2: Objem télesa - dvojny integral

Plocha kazdé z podoblasti D;; je rovna Az;-Ay;, kde Ax; = 241 —x;, Ay; = yj41— ;.
Objem 2 je pfiblizné roven tzv. integrdlnimu souctu, tj.

n—1m—1

Vor > f(& v)AxAy;,

i=0,j=0

kde bod (&;, v;) je libovolné vybrany bod v podoblasti D;;. Ozna¢me A = max; ;{Az;, Ay, }.
Pak pro objem V;, dostavame presné vyjadieni

n—1m—1
i=0,j=

za predpokladu, ze limita existuje a je konecna.

2. Definice dvojného integralu

Zmnaceni v tomto odstavci je shodné se znacenim v predchozim odstavci.
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Definice 111 Limita (za predpokladu, Ze existuje a je konecnd)

n—1m—1

n,m—o00,A—0
1=0,j=0

se nazyvd dvojny integrdal funkce f(x,y) pres oblast D. Tuto skutecnost zapisujeme ndsle-

dovné:
n—1m—1

fley)dedy = lim " f(&,v)ArAy;.
[ o=,

,m—00,A—0 -
1=0,j=0

Geometricky vyznam dvojného integralu byl podan v predchozim odstavci. Oblast D
nazyvame téz integracni obor.

3. Neékteré vlastnosti dvojného integralu

1. Dvojny integral souc¢tu (nebo rozdilu) dvou funkei je roven souctu (nebo rozdilu)
jejich dvojnych integrali:

//[f(%y)iw(:v,y)} dzdy = // f(z,y) diﬁdyi//w(w’y) dzdy.

2. Konstanta v integrandu mtze byt vytknuta pred symbol dvojného integralu:

// Cf(x,y) dudy C// (o, y) dudy.

D

3. Je-li integrac¢ni obor D rozdélen na dva obory D; a D,, které nemaji spolecné zadné
vnitini body, pak

[ sty = [ [ sy asay+ [[ sy dzay

4. Pokud dvé funkce f(z,y) a ¢(z,y) spliiuji podminku

f(z,y) = w(z,y)

ve vSech bodech oboru integrace, pak

[ s sy = [[ oty dzay
// dxdy = Sp,

D

5. Plati:

kde Sp je plocha oblasti D.
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6. Pokud existuji konstanty m a M takové, ze
m < f(z,y) <M

pro (z,y) € D, pak
mSp < // f(z,y)dxdy < MSp.
D

7. Je-li f(z,y) € C(D), pak existuje bod (§,v) € D takovy, ze

[[ s ety = riev) s
D
Tento vzorec se nazyva véta o stfedni hodnoté pro dvojny integral a casto je

zapisovan ve tvaru:
1
flen) =g [[ fay)duay
D

//f(x’y)dxdy S//|f(93>y)|dmdy.

4. Vydisleni hodnoty dvojného integralu

Ukazeme nyni postupy vedouci k vypoctu dvojnych integrali. Nejprve zavedeme pojmy
tzv. elementarnich oblasti.

Definice 112 Elementdrni oblast pruniho typu Dy je definovdna jako mnoZina
‘Dl = {(SL’,y) S ]R2,CL <z < bafl('r) < Yy < f2(x)}>

kde fi(z) a fo(z) jsou dané spojité funkce.
Elementarni oblast druhého typu Do je definovdina jako mnozZina

Dy ={(z.y) e R, a <y < bpi(y) <z < wa(y)},
kde o1(x) a po(x) jsou dané spojité funkce.

Ptipomenme, ze problémem vypoctu objemu télesa jsme se jiz zabyvali v souvislosti s apli-
kacemi urcitého integralu na geometrické problémy. Uvedli jsme vztah (viz. ¢ast 3.)

Vo = /abS(x)d:L'

pro objem télesa, kde S(z*) je plocha fezu télesa 2 rovinou z = z*. Protoze pro vypocet

plochy tezu lze uzit vztah
fa(z*)

S(a*) = / f(a*,y) dy,
fi(z*)
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dostavame

b fa(z)
Vnz/ / f(z,y)dy| dz.
a fi(x)

Tim jsme odvodili tzv. Fubiniho vétu (pro dvojny integral):

b fa(x)
//f(fv,y)dxdyz/ dx/f() [z, y)dy.
Dl a 1T

Analogicky dostavame

// f(z,y) dxdy:/ab dy/:j)f(w) dz.
- .

Tyto vztahy ukazuji, jak se vypocet dvojného integralu redukuje na dva nasledujici oby-
¢ejné urcité integraly; je tfeba mit na paméti, Ze ve vnifnim integralu je jedna z promeén-
nych povazovana v procesu integrovani za konstantu. Rozvoj pravych stran téchto vztahi
se nazyva (dvojité) iterovani nebo opakované integraly, cely proces vypoctu popisujeme
jako redukci dvojného integralu na iterované integraly.

~—

Redukce dvojného integralu na iterovany integral je obzvlast jednoduchd v pripadé, ze
oblast integrace D je obdélnik se stranami rovnobéznymi se soufadnymi osami. V tomto
pripadé jsou meze vnéjsiho i vnitiniho integralu konstantami:

//f(x,y)dmdy:/ab dx/cdf(my)dy:/cd dy/abf(w)dx.

Piiklad 116 Najdéme objem V télesa omezeného plochou z = 1 — 4x? — y* a rovinou
Oxy.

Reseni. Teéleso je cdst eliptického paraboloidu leZicitho nad rovinou Oxy. Paraboloid
protind rovinu xy v elipse 4x® + y> = 1. Problém se tak redukuje na vipocet objemu
cylindroidu bez postranni cylindrické plochy omezené shora paraboloidem z = 1 —4x? —y?
a s vnittkem elipsy jako zdkladnou. UvaZované teleso je symetrické vzhledem k rovindam
Ozz a Oyz, a tak staci urcit cturtinu objemu v pronim oktantu. Ta je rovna dvojnému
integralu pres oblast urcenou podminkams

4 +y* <1, >0, y >0,
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tj. pres cturtinu elipsy. Integrujeme-li vzhledem k y a pak vzhledem k x, dostavdme

1 1/2 Niwwrs
—V:/ dx/ (1 —42® — ) dy =
4 0 0
1/2 1
= / dz [y — 42y — —yﬂ
0 37 1o

1/2 1 9 [1/2 s
:/ {(1—4x2)3——(1—4x2)g} dx:§/ [1—4x2]g dx =
0 0

a::—smt / [l—sin2t]%costdt:—/ cos’ tdt =
~3'2 3/,

1 1
cos? t— l—i-coth) cos4t:Z |:1+2COS2t—|—§(1+0084t):| }:

1—4x%

w

1 3 1 1 (3 T2 /2
:E/o {2+2c052t+§cos4t} dtzﬁ 5—1— sin2t0 +§sin4t0 =
_37r_ T
48 16

tedy

N

5. Trojny integral

Trojny integral definujeme podobnym zpisobem jako dvojny integral v ¢asti 2. Necht
funkce u = f(z,y, 2) je definovana na mnoziné

DC{(:E,y,z)ER?’,angb,cgygd,egz < f}.

Rozdélme intervaly [a, b], [c, d], [e, f] do podintervalu:

[a,b] = U Moy, 2], kde a =21 < a9 < -+ <z, = b,
[C,d]:U [yjuy]—i-l] kde C:y1<y2<"'<yn:d;
[6,f]:U [Zk,Zk_H] kde 6221<22<"'<Zn:f.

Definujme podoblasti
D ={(z,y,2) 1 2; <x <21,y <Y <yjr1, 2 <2 < 21},

kde i € {0,1,2,...,n —1},5 € {0,1,2,...,m — 1},k € {0,1,2,...,0 — 1} a budeme
uvazovat pouze takové podoblasti D;jy, které jsou podmnozinami D,tj. D;;, C D.V kazdé
podoblasti D;;, vybereme bod
(&, vjs k) € Dijy
a definujeme cislo
A= I{l]a]z((AJIi, Ayj, Azy).
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Definice 113 Trojny integrdl funkce f(x,y,z) na oblasti D je definovdn jako limita in-
tegrdlniho souctu (za predpokladu, Ze existuje a je konecnd), tj.

n—1,m—1,0—-1
// f(z,y,2) dedydz = lim Z F (&, v ) Az Ay Az
D n,m

;0 — 00 i,k,j=0
A—0

Poznamka 27 Viastnosti dvojného integralu lze bez zdsadnich zmén rozsitit na trojné
integraly.

6. Geometricky a fyzikalni vyznam trojného integralu

a) Geometricky vyznam. Je-li integrand f(z,y, z) identicky roven jedné, trojny integral

vyjadiuje objem Vp oblasti D :
Vp = /// dxdydz.
D

a) Fyzikalni vyznam. Uvazujme téleso zaujimajici v prostoru oblast D. Budeme pfed-
pokladat, Ze rozloZeni hustoty hmoty v télese je dano funkei spojitou na D : 6 = §(z,y, 2)
(kg/m?). Celkovd hmota Mp nehomogenniho té&lesa D je rovna

Mp = /// 3z, y, z) dedydz.
D

7. Vycisleni hodnoty trojného integralu

Zavedme elementdrni oblasti potfebné pro vypocet hodnoty trojného integralu

Mi{(z,y,2): a <z <b, fi(z) <y < folz), Fi(z,y) <z < F(z,y)},
Mop{(z,y,2) : a < <b, f{(x) <z < f(x), FY(x,2) <y < F(x,2)},
M3{(z,y,2) : a <y <b,o1(y) < < 2(y), Pi(z,y) <z < Po(z,y)},
Mi{(z,y,2) s a <y <b,@0(y) <z < @i(y), Py, 2) <z < Y(y, 2)},
Ms{(z,y,2): a <z <bw(z) <x <wy(z), U(r,2) <y <z, 2)},
Me{(z,y,2): a <z <bwi(z) <y <wi(z), W(y,2) <z < Ay, 2)}.

Véta 12.1.1 Fubiniho véty (pro trojné integrdly):

fa(x) Fz(z,y
// f(x,y, 2 d:vdydz-/ dx/ dy/ f(z,y,2)dz,
My fl(x
F2 z,2)
// f(z,y, 2) dedydz :/ dx/ dz/ (x,y,2)dy
Mo a (=)

atd.
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Piiklad 117 Vypoctéme trojny integrdl

I:///D(x—l—y—kz)dxdydz

na oblasti D omezené rovinami x =0, y =0, 2 =0 a rovinou x +y + z = 1.
Reseni. Oblast D miZe bijt zapsina ve tvaru

D={(r,y,2):0<2<1,0<y<1—-2,0<z<1-—z—y}

1 1—x l—x—y
I:/ dx/ dy/ (x+y+2)dz=
0 0 0

1 1-z 1 l-z—y
— / dx/ dy {(x +y)z+ 522}
0 0 0

- [Lar [ e - @i dama - ay-
1

Tedy

l1—x

:/01 dz [—(x+y)2—%(m—i—y)?)—é(l—x—y)?’}

2 0
Tt 1, 1 1, 1
= —— -+ = —(1—2)*| dz =
/0{2 58— 3+ 37 +6( x)] x
1 1 1 1 !
- - _ - _ = — (1 =2)4 =
276 3 1z ualTY
= ! 1+1+1—1[12 4 8+2—|—1]—1
N 6 3 12 24 24 87

8. Krivkové integraly
a) Motivace. Hmota vedeni (dratu).

Predstavme si tenky drat ve tvaru k¥ivky C's koncovymi body A a B. Piredpokladejme, ze
drat méa proménnou hustotu danou v bodé (x,y, z) spojitou funkci f(z,y, 2), v gramech
na 1 cm délky. Necht

r=ux(t),y =y(t),z = 2(¢)
je hladka parametrizace kiivky C, t = a odpovida pocatecnimu bodu A kiivky a ¢t = b
odpovidé jejimu koncovému bodu B. Abychom odhadli celkovou hmotu m dratu, za¢neme

rozdélenim
a=tg<t  <tya < - - <thp1<t,=0b

intervalu [a, b] do n subintervali. Tyto délici body [a, b] davaji podle nasi parametrizace
fyzické rozdéleni dratu do kratkych segmentt kiivky. Ozna¢me P; bod

(x(t), y(t:), 2(t:), i = 0,1,. ...,
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Pak miizeme aproximovat hmotu dratu:

fy

n—

m= f(gl)Asza

i

Il
o

kde As; je délka (vzdy kladnd) segmentu kiivky C' mezi body P;, Piy1 a & € [ti—1,t] je
libovolny bod uvedeného intervalu. Limita tohoto souc¢tu pii At — 0 (nebo pro As — 0)
je celkova hmota m. Toto je nase motivace pro definici kiivkového integralu funkce f
podle kiivky C. Oznacujeme:

n—1
m = /Cf(.:v,y, z)ds = Al%rBO;f(gi)Asi.

b) Krivkovy integral (prvniho typu)

Definice 114 Predpokldidejme, Ze f(x,y, z) je spojitd v kaZdém bodé hladké parametrické
krivky C' od bodu A do bodu B. Potom krivkovy integrdl funkce f podle krivky C' od A do
B wvzhledem k délce oblouku je definovan jako

[ 2as = gm 3 e
za predpokladu, ze limita existuje a je konecna.

c) Vypocdet kiivkového integralu prvniho typu
Necht
T = Jf(t),y - y(t),z = Z(t)

je hladka parametrizace kiivky C, t = a odpovida pocate¢nimu bodu A kiivky a ¢t = b
jejimu koncovému bodu B. Pak

/Cf(flf,y,Z) ds =/ Fla(t), (@), 2()V/ (2 (1)) + (' (1)? + (/1)) dt.

Toto je obycejny integral vzhledem k jedné proménné t. Je-li z = 0 ,tj. kiivka C' lezi
v roviné xy, mame

b
[ tawyds= [ 560 0VEOF + GOR
C a
Piiklad 118 Vypoctéte krivkovy integrdl

1= / xyds,
c

kde C' je cturtina kruznice s parametrizact

xr=cost, y=sint, 0 <t <

bo|
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Reseni. Z predchoziho vztahu vidime, Ze

w/2
I= / zyds = / costsinty/(—sint)2 4 (cost)? dt =
c 0

1 [™/? 1 —cos2t
= - n2tdt = -
2/0 sin 5 5

/2
1 1
—T(1+1) =2
4( +1) 2

0

d) Krivkovy integral vzhledem k soufadnicovym proménnym
(Kf¥ivkovy integral druhého typu)

K¥ivkovy integral f podél kiivky C' vzhledem k proménné z je definovan jako limita (o
které predpokladdme, Ze existuje a je konefnéd):

J 2= 3 )

(Az; nemust zachovdvat znaménko). Tedy (pfedpokladame-li stejnou parametrizaci kiivky
C' jako v predchozi ¢asti):

/Cf(l‘,y,Z)dxz/ f(x(t),y(t), z(¢))x'(t)dt.

Podobné kiivkové integraly f podél C' vzhledem k y a vzhledem k z jsou dany vztahy

/C f(x,y, 2)dy = / Fa(t), y(t), 2(0)y (£)dt

/Cf(w,y,Z)dz:/ fl(t),y(t), z(t) 2 (t)dt.

Posledni tii integraly se typicky vyskytuji spolu. Jsou-li P,@Q a R spojité funkce promén-
nych =,y a z, pak definujeme krivkovy integrdl druhého typu jako

[ Py 2o+ Qo 2)dy + Ry, i
c
Piiklad 119 Vypoctéte integrdl
I = / ydx + zdy + xdz,
c

kde C je parametrickd kiivka x =t, y =12, 2 =13, 0 <t < 1.
ReSeni. Uzitim predchozich vztahi dostdvdme

1 1
I:/(t2+t3-2t+t-3t2)dt:/(t2+3t3+2t4)dt:
0 0

1 3 2 1 89
= o404 = (20445 +24) = —.
3735 e T =g
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e) Rozdily mezi kfivkovymi integraly prvniho a druhého typu

Predpokladejme, ze orientaci kiivky C' (smér, v némz se pohybuje bod kiivky pfi rostoucim
t) obratime. Potom, kvili 2/(t),y/(t), 2/(t), se znaménko kiivkového integrdlu druhého
typu obrati. Tato zména orientace vSak neméni hodnotu kiivkového integralu prvniho
typu. Tuto skutecnost lze zapsat nasledovné:

CdeZ/Cfds

oproti vzorci

/ de+Qdy+Rdz:—/de+Qdy+Rdz,
- c

kde symbol C~ oznacuje kiivku C' s opa¢nou orientaci (tj. z B do A misto z A do B).

9. Krivkové integraly a prace

Predpokladejme, ze
F =Pi+Qj+ Rk
je silové pole definované na oblasti, kterda obsahuje kiivku C. Predpoklddejme, ze C' méa

parametrizaci -
7(t) = 2()i + y(t)] + 2()k, t € [a,b]

s nenulovym vektorem rychlosti

_ dx(t)-

. dy(t)- dz(t) -~
o) ==t g

k.

Rychlost asociovana s timto vektorem je

v(t) = 17()] = V(@' (D)2 + (v (1))* + (1))

Jednotkovy tec¢ny vektor ke kiivce C' je roven

=2 = —(JW)i+y )]+ 2 k).

1
) =20 "

Chceme aproximovat praci W vykonanou silou F pohybem ¢astice podél kiivky C'
z A do B. Rozdélme kfivku C' na ¢asti . Uvazme silu F pohybujici ¢astici z bodu P;_; do
bodu P;. Vykonand prace AW, je priblizné soucin vzdélenosti As; mezi body P,_; a P,
(méfeno podél C') a teéné komponenty vektoru F-Tsily F v typickém bods

mezi P;_; a P;. Tedy
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takze celkova prace W je dana priblizné vztahem

WY AW, = Z F(t?), y(t), 2(t9)) - T(t5) As;.

i=1

Tato aproximace naznacuje, ze definujeme praci W jako
W = / F-Tds.
c
Je zvykem psat formalné

7 =i+ yj+ 2k, dF = idz + jdy + kdz

T ds = dr.

W:/ﬁ-dﬁ
C

Pak

Pro vycisleni prace W je obvyklé vyjadrit jeji integrand podle parametru ¢.
W = /ﬁ Tds / (Pi+Qj + RE) (2T + /] + 2'k) dt =

:/ ( d_“"+Q dz) dt = /b(de+Qdy+Rdz).

dt
Tedy

b
W:/ Pda:+Qdy+Rdz:/Pda:+Qdy+Rdz.
a C

10. Nezavislost kiivkového integralu na cesté

Véta 12.1.2 Kriwvkovy integral
W= [ FTas
c
je nezdavisly na tvaru krivky C tehdy a jen tehdy, jestlize
F=vVf
pro nejakou funkci f.
Dokazeme pouze jednu cast véty. Predpokladejme, ze
F=Vf=(f11)

a C je cesta z A do B parametrizovana podle parametru ¢ in [a, b]. Pak

b
/ﬁ-fds:/ (fidz + fldy + fldz) =
C a
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b dx ,dy ,dz
_/a <fx§+ ya—i_fza)

= [(x(b),y(b), (b))

/ [f(x(t),y(t), 2(1))]; dt =
f x(a)vy , 2\a

(a),z(a)).
Tedy

/Cﬁ-fds:f(B)—f(A).

Ktivkovy integral zavisi pouze na koncovych bodech A a B kiicky C a je tedy nezavisly
na vybéru urcité cesty C', ktera je spojuje.

Véta 12.1.3 Jestlize
P@; =Q

pak
/Pdw—i—Qdy
c

je nezavisly na cesté a naopak.

Vypoctéme kiivkovy integral pro tento pripad:

=/ [P(2(t), y(1)='(t) + Q(x(t), y(1))y'(t)]dt =

= U(x1,y1) — U(wo, yo)-
Pti vypoctu bylo pouzito znaceni:

@@MZPQMZ$W%WffP@wW+me>

zo

%@w=@mw=ﬁw@w=fbmw@+Waw

a nasledné N .
w%wz/P@wMﬁ/lw@w@+w%%)
Yo

x0

Tedy
xr1 Y1
IZW%M%U@MMZ/ Hammw/'qmwwy
Yo

Zo
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11. Greenova véta

Necht C' je po ¢astech hladka jednoduchéd uzaviend kiivka, kterd ohranic¢uje oblast D
v roviné. Pfedpokladejme, Zze funkce P(z,y) a Q(x,y) jsou spojité a maji na D spojité
parcialni derivace prvniho fadu. Pak

/C Play)da+ Q)dy= [ /D (Q.(,y) — P, ) ddy.

Kladny smér C'* (proti sméru hodinovych rucicek) podél kiivky C' je smér urceny pa-
rametrizaci 7(t) kiivky C' takovy, Ze oblast D zistava vlevo a bod #(t) kopiruje hranici
kiivky C. Opaény smér nazyvame zaporny (po sméru hodinovych rucicek)

12. Daisledek Greenovy véty

Plocha A oblasti D ohranic¢ena po ¢astech hladkou jednoduchou uzavienou kiivkou C' je
déna vzrocem

1
AD:—/ (—yd:l:+:vdy):—/ ydas:/ xdy.
2 Jo+ c+ c+

Dukaz. Pro P(x,y) = —y, Q(z,y) = 0 dava Greenova véta:

—/ ydx://dxdy:AD.
c+ D

Podobné pro P(z,y) =0,Q(z,y) = v mame

/ xdy:// drdy = Ap.
c+ D

Soucet téchto vysledki dava zbyvajici vztah.

13. Obsah plochy
Parametrickd plocha S je obrazem vektoru
m(u,v) = (2(u, v), (u,v), (u, v)),
kde (u,v) € D. Necht u = C (tj. u je pevna konstatna C') Definujme vektor
S, = #(C, v + Av) — 7(C, v)

a definujme vektor T, jako limitu:
S,
T = Alz}H—{o Av
Pak
T, =
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= Alvinio AL,U[(QS(O7 v+ Av) —2(C,v),y(C,v+ Av) — y(C,v), 2(C,v+ Av) — 2(C, v))]

a nasledné

Tv = (x;(cv U)? y;(c, U), Z;(C7 U)) = Fv-
Tedy

—

T,=17,= (‘T;>y1/)>zz,1)

a analogicky
fu =T, = (‘CE;’ yz,p 4 )

Nyni chceme definovat obsah parametricky zadané plochy. Za¢neme vnitfnim rozdélenim
D do obdélnikit Dy, D, ..., D,, z nichz kazdy ma rozméry Au a Av. Necht (u;,v;) je levy
dolni roh D;. Obraz S; oblasti D; pod 7 obecné nebude obdélnik v prostoru zyz. Bude
vypadat spiSe jako objekt, jehoz hranicemi jsou kiivky na plose S s 7(u;, v;) jako jednim
z uzli. Necht AS; oznacuje plochu tohoto kiivosténného objektu S;. Parametrické kiivky
(u,v;) a 7(u;,v) - po fadé s parametry u a v - lezi na plose S a setkdvaji se v bodé
7(u;,v;). V priseciku maji tyto dvé kiivky tecné vektory 7, (u;, v;) a 7, (u;, v;). Tedy jejich
vektorovy soucet

N(ui, v;) = Touug, v;) X Fyp(ug, v;)
je normalovy vektor k S v bodé #(u;, v;). Nyni pfedpokladejme, Ze Au a Av jsou malé.
Potom plocha AS; kiivosténného objektu S; bude priblizné rovna plose AP; ptilehlého
rovnobézniku se stranami 7, (u;, v;)Au a 7, (u;, v;)Av (protoze S, ~ T.Av = 7Av a
analogicky S, ~T,Au =7,Au ). Avsak plocha tohoto rovnobéznika je

—

AP; = |[FyAv X T, Au | = |7y X Tp|Au Av = |N(u,v;)| - Au Av .

To znamena, Ze plosny obsah Pg plochy S je prfiblizné dan vztahem
n n n
Py=> AS;~ ) AP = [N(ujv)|- Au Av.
i=1 i=1 i=1
Tento posledni soucet je integralni soucet pro dvojny integral

/ /D |N (u, v)| dudv.

Plosny obsah Pg plochy S je tedy urcen vztahem:

sz// \N(u,v)|dudv:// [T X 7| dudv.
D D

14. Obsah plochy v pravouhlych souradnicich
Pro plochu z = f(x,y) € C!, (z,y) € D dosadime v piedeslé ¢asti u = z and v = y. Pak

TSE = (1707 fglc(x?y))a
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fy = (07 17 fg:(x>y))

a L4 —
I L . L.
N=T,xT,=1 0 fi(x,y)| =~ (z,y)i— f(z,9)] + k.
0 1 fi(x,y)

Potom je plosny obsah plochy urcen vztahem
Po= [ [ 1+ Geco)? + (1ya.9))? dady.
D
Piiklad 120 Najdéme obsah elipsy, kterd je fezem vdlce x? + y? = 1 rovinou z = 2z +

2y + 1.
Reseni. Pomoci vyse uwvedeného vztahu dostdvdme

A:// \/1+4+4da:dy://3dxdy:3// dxdy = 3.
D D D

15. Plosné integraly

a) Plosny integral prvniho typu
Definice 115 Plosny integrdl proniho typu funkce f(x,y, z) po plose S je definovdn jako

//Sf("""’y’Z)dS://Df(f(u,v))W(u,vndudU:

lim Y f((ui,v) N (ui, v)] Ay A,

n,m—o0,A—0
i=1,j=1

za predpokladu, Ze limita ezistuje a je konecnd a A = max; j(Au;, Av;).

(VSimnéme si, Ze N(u,v) = 7\ X 75.)
JestliZe je plocha S popséna rovnici z = h(x,y) € C* pro (z,y) € D C R?, miZeme pouzit
x a y jako parametry. V tom pripadé polozime v = x,v = y. Potom

,F’u — Fm = (1,0, hlx(x7y))7
/r_a'v — Fy = (O, 1, h;(ﬂf,y))y

—
-

J B ,
T xmyl =1 0 Ry(x,y)|| =|—ih.(z,y) — jhy(z,y) + k| =
1

O = Sy

= /1 (. 9)) + (. )P

//S f(@y,2)dS = //D F Gy, b, )y 1+ (W (w,9))? + (b (. y))? dady.
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b) Plosny integral druhého typu
Plosny integral [[, f(z,y,2)dS je analogicky kiivkovému integrélu [, f(z,y) ds. Exis-

tuje také druhy typ plosného integralu, ktery je analogicky krivkovému integralu typu
Jo P dx + D dy. Pro definici plosného integralu

//s f(z,y, 2) dedy

s dxdy misto dS nahradime plo$ny element plochy dS = |]\7 (u, v)|dudv v definici plosného
integralu prvniho typu jeho projekci do roviny xy. Abychom vidéli, ¢eho tim dosdhneme,
uvazujme jednotkovy normdalovy vektor k plose S

— ]\7 - =2 -
n=-—= =1tcosa+ jcos+ kcosy.
| V]
Protoze L L
T F
N=lz, y, 2,
x/ y/ Z/
tj.

N Za(ya Z) 78(z,x) —*a(l’,y)
-~ O(u,v) tJ O(u,v) A(u,v)’

slozky jednotkového normalového vektoru 7 jsou

COS v = i a(y7 Z) COSﬁ = i 8(27 (L’) Ccosy = L 8(x7 y)
IN| O(u,v)’ N 0(w,0)” 7 TN 0wy v)

Pa

k
//S f(z,y, 2) dedy = //s f(x,y,2)cosydS = //D f(F(u,v))ggz: ‘Z; dudv,

kde B
dS = |N(u,v)|dudv = |7, X 7, |dudv.

Podobné definujeme

//S f(x,y,2)dydz = //s f(z,y,2)cosadS = //S f(F(“’”»gEz:i%
//Sf(ar,y,z) dzdx = //Sf(ar,y,z) cos 3dS = //Sf(F(u’v))aEili;

Obecny plosny integral druhého typu je definovan jako soucet

// P(x,y,2)dydz 4+ Q(x,y, 2) dzdx + R(x,y, z) dedy =
s

S0

= // (P(z,y,z)cosa+ Q(x,y, z) cos f + R(x,y, z) cosy) dS =
S

= [[ (Pt on 3L+ @rtn o) 52D+ ket DG ) dus
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Zde P(x,y,z2),Q(z,y,2) a R(x,y, z) jsou spojité funkce z,y a 2.
Predpoklddejme, Ze S je plocha dand vztahem z = h(z,y) € C', (z,y) € D. Potom
muzeme polozit u =2z,y =v a

oNy,z) Oy, z) (1’ ?E“f’y) = —h(z,y),

O(u,v)  O(z,y)

y) 1)
I‘,y) O - hy(xay)v

Tedy
// P(x,y,2)dydz 4+ Q(x,y, z) dzdx + R(x,y, z) dedy =
s

_ / /D (— Py, h(z. )W, — Q. y, (. y)))H, + R(x,y, h(zy)))) dady.

16. Véta o divergenci

(Gaussova—Ostrogradského véta)

Predpokladejme, ze S je uzaviena po c¢astech hladka plocha, ktera ohranicuje v trojroz-
mérném prostoru oblast w. Necht

—

F(z,y,2) = P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + R(x,y, 2)k

je vektor s funkcemi P, () a R, které maji spojité parcialni derivace prvniho fadu na w.

vvvvv

tzv. Gaussova - Ostrogradského vétu) vyjadiime pomoci vzorce

//Sﬁ-ﬁdsz///wﬁ-ﬁdv. (12.1.1)

Je zvykem formalné psat dV = dxdydz a

- o - 0 - 0 =

Vektor V je symbolickym vektorem. Definujme tzv. divergenci vektoru F:
divF(z,y,2) = V- F(1,y,2) = Pi(z,y,2) + Q) (z,y.2) + R.(2,y, 2).

Vyjadifeme vnéjsi jednotkovy normalovy vektor 7 jako

7 = (cos a, cos (3, cos 7).
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Potom vétu o divergenci (12.1.1) miZzeme pfepsat ve tvaru
//S[P(a?, y,z)cosa + Q(z,y, z) cos f + R(x,y, z) cosy] dS =
- /// [Po(x,y,2) + Qy(x,y, 2) + R,(x,y, 2)] dedydz,
nebo ve tvaru
/ /5 P(z,y,2) dydz + Q(,y, 2) dzdx + R(z,y, 2) dxdy =

N ///W[P;(x,y, 2) + Qy(2,y,2) + Ri(w,y, 2)] dudyd:z.

17. Stokesova véta

Definice 116 Orientovand plocha je plocha spolu s vybranym spojitym jednotkovym nor-
malnim vektorovym prostorem 1. Kladna orientace hranice C' orientované plochy S od-
povida jednotkovému tecnému vektoru T hranice C takovému, Ze n X T vZdy ukazuje do

S.

Presvédcte se, ze pro rovinnou oblast s jednotkovym normalnim vektorem k je kladna
orientace vnéjsi hranice orientaci proti sméru hodinovych rucicek.

Véta 12.1.4 Necht S je orientovand, omezend a po castech hladkd plocha v prostoru

s pozitivné orientovanou hranici. Predpokladejme, Ze sloZky vektoru F (x,y, z) magi spogité
parcidlni derivace proniho tadu v ¢dsti prostoru, kterd obsahuje S. Pak

7{ ﬁ-fds://rotﬁ-ﬁds, (12.1.2)
Lt S

kde L je hranicni krivka S.

Vyraz rot F se nazyva rotace vektoru Fa vypocitame ji podle vzorce

i ]k
R o o o 0
rOtFZVXF: 5z a—y 5 =
P @Q R
= (R, = QUi+ (P. = R,)j + (Q, — Pk
Protoze
n = (cos a, cos 3, cos7y)
a

Tds=ide+ jdy+kdz,
F = Pi+Qj+ Rk
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lze vzorec (12.1.2) pfepsat ve tvaru
/ Pdr+Qdy+ Rdz =
L+

/ /5 (R, — QL) dydz + (P, — R.) dzdz + (Q', — P!) dedy.



Kapitola 13

Vicerozmeérny integral 11

18. Metoda substituce pro dvojné integraly

Véta 13.0.5 Nahradime-lv promeénné x a y ve dvojném intergdlu novymi neznamymi u,
v podle vztahi

r = xz(u,v) € C*

y = y(u,v) € C1, (13.0.1)
vzorec pro substituci bude mit tvar
_ A(z,y)
J[ st sty = [[ sotu, 0,01 520 duts, (13.02)
kde

O(.y) o Ox 0y Ox Oy
I(u,v) > S Ou Ov  Ov Ou
a G je transformace oblasti D podle vzorci (13.0.1).

oz
o
ov

:J:

'_03: dy Ox Oy

Poznamka 28 Vyraz J je (Jacobiho) funkciondlni determinant (Jacobidn).

19. Dvojny integral v polarnich souradnicich

Aplikujme obecny vztah na transformaci z kartézskych souradnic (x a y) na poldrni sou-
fadnice (které budeme misto u, v oznacovat r a ¢):

T =1TCcosy, Yy =rsinp.

Pfedpokladame, ze r > 0 a Ze thel ¢ nabyva hodnot mezi 0 a 27(p € [0, 27)).
Jacobian tohoto zobrazeni je

Oor Oy Or Oy . .
— — — — =2 =cosp-r-cosp— (—rsiny)-sinp =r.

_E.&p &p.@r

//Df(él?,y)dxdyz//Gf(rcosgp,rsingp).rdrd@'

187

Tedy
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Piiklad 121 Najdéte
I= // Va2 + y?dxdy,
D

kde
D={(z,y) eR*0<z,0<vy, 2> +y><a’}

a a je kladna konstanta.
Reseni. Pro poldrni souradnice mdme

0<x=rcosyp cosp >0
- — = — < p<
Ogy:rsingo} singon} Ose¢s

ol

a ddle 2° +y?> = r? < a®> = r < a. Tedy pro novou oblast G dostdvdme definici:
G:{(T,cp):ogrga,oggogg}.

Nakonec

a /2 3 3
I://\/T_Q-rdrcw://ﬂdrdw:/r2dr/ dp = -a—:ﬂ.
G a 0 0 3 6

Poznamka 29 V nékterych pripadech je vhodné pouZit tzv. zobecnéné poldarni soutadnice:

o

x = ar cos ke,

x = brsin ko,

kde k,a,b € R.

20. Metoda substituce pro trojny integral

Vé&ta 13.0.6 Je-li v = z(u,v,w) € C', y = y(u,v,w) € C*, z = z(u,v,w) € C* a oblast
D je téemito funkcemi transformovdna na oblast G,pak

///D f(z,y, 2) dedydz = ///Gf[x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)]|J|dudvdw,

kde

8

<~
I
S\l\é@\ﬁ\
<
S
<
g

K vypoctu trojnych integralti ¢asto uzivame cylindrické nebo sférické soutadnice. Proto
je nyni stru¢né popiseme.
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21. Cylindrické souradnice

Cylindrické soufadnice jsou definovany vztahy

= rCcos ,
Yy = rsinp,

zZ =2z,

kde
0<r, 0<p<2m, z2€R.

Pak je poloha bodu M jednozna¢né charakterizovana trojici soufadnic (x, y, z) nebo trojici
soutadnic (r, ¢, 2), tj. M(x,y,z) = M(r, ¢, z) a Jacobian

cosp —rsing 0
J=|sinp rcosp 0 |=r.

0 0 1

V tomto ptipadé

/// f(z,y, 2) dedydz = /// flrcosp,rsing, z|r drdpdz.
D G
Priklad 122 Vycisleme
I = /// z dxdydz,
D

D={(z,y,2): 2> +y* < z,2* +y* + 2* <6}

ResSeni. Oblast D je prostor mezi paraboloidem a sférou (kulovou plochou). ProtoZe
r? < z,r? + 22 <6, je primikem téchto dvou ploch krivka dand rovnici

=612 = (112 =2)(rP+3)=0=r=1v2,2=2

a
G={(reg2):0<p<2r,0<r<v2r’<z <v6—r2}.
Tedy
o V2 Ve
I = de rdr zdz =
0 0 72
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22. Sférické souradnice
Sférické souradnice jsou definovany vztahy

x = rsiny cos @,

y = rsinsin g,
Z =1Ccos,

kde
0<r, 0<Yy<m, 0< <2,

Pak je poloha bodu M jednozna¢né charakterizovana trojici soufadnic (, y, z) nebo trojici
soutadnic (r, @, ), tj. M(x,y,z) = M(r,p, 1) a Jacobian

sinicosy —rsinysing 7rcosy cosy
J =] sinyYsing rsinYcosy rcosvsing | =
cos 0 —rsine
= 7’2(— sin® ¢ cos? o — sin 1) cos® 1 sin? ¢ — cos? ¢ sin ¢ cos?  — sin® ¥ sin® ) =

= r?(—sintsin® ¢ — sin v cos? ) = —r?sinp.

// Df(x,y,z) dadydz =

= /// frsin cos @, rsin ) sin p, r cos ¥|r? sin ) drdpdi).
G

Priklad 123 Vycisleme
I = /// 22 dedydz,
D

D ={(z,y,2): 2* + y* + 2 < R*}.

V tomto ptipadé

kde

Reseni. Oblast D muze bijt ve sférickijch soutadnicich zapsdna takto: r*> < R2. Tedy

I—/ dr/ dgp/rsm@bcoscprsmzﬂdw—

/ cos <pdg0/ sin® ¢ dip =
5 o Jo

5 27!'1 2 ™

:i Mdgp/ (1 —cos?1p)sine) dp = [t = cost)] =
5) 0 2 0

27

R® 1 -1 21 R® BN\
— " (p— Zsin2 1— ) dt = — to—
10( i (p)o/l =1 10 ( 3)

1

__27TR5 _1+1_1+1 __27rR5 _2+g _ AmRP
10 3 3/ 3/ 15
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