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Piedmluva

l‘al.u sknpl-u Jjsou urfena pro pledmét MATEMATIKA I, kter{ patii do skupiny povinng

h pfedméti na viech fakultach VSCHT v Pm’ae v bakalafském stupni studia.
Obsahem pmhiramS latky navazuji na skripta MATEMATIKA 1 ve strukturovaném stu-
diu, kterd vydla v roce 2004. Na tato skripta se odvolivime v textu zkratkou [MI].
Skriptum je opatfeno tfemi dodatky, které obsahuji dilefitd matematicka fakta, ale jejichz
umisténi jinde v textu by rudilo plynulost vikladu.

O #pisobu studia a feSeni uvedengeh cvifeni plati to, co bylo Felfeno v pfedmluvé
skript [MI]. Poznamenejme jen, % fefeni jednotlivich cvideni jsou uvedena vehledem k
rozsahu skript pouze ve struénd formé.

Je nadi milou povinnosti podékovat doc. RNDr. F. Bubenikovi, CSe. za cenné pfipo-
minky, které na mnoha mistech zlep&ily text skript.

Fraha, leden 2005
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Kapitola 1

Linearni prostor

1.1 Obecny linedrni prostor

Ve skriptech [MI] jsme se setkali s riznymi matematickymi objekty, napf. redlngmi isly,
funkeemi, vektory, apod. Tyto objekty vytvafeji rmizné mnoFiny, napf. R - mnoFina redl-
ngch disel, C(f) - Zina spojitych funkei defi gieh na intervalu 7, R? - mnofina uspo-
fadanich dvojic redlnych Fisel. Na téchto mnofindch jsou obvykle pfirozenfm zpisobem
zavedeny algebraické operace nebo jiné matematické struktury. V matematické termino-
logii se mno#ina opatieni néjakou daldi strukturon obvykle naziva prostorem, v pfipadd
algebraickych operaci pak podle jejich poitu a vlastnosti grupou, télesem, ckrubem apod.
Tyvto daldi struktury & operace teprve umofinji zavést nejrizndj&i pojmy a vyufit je
v aplikacich. Napf. na mno#ing reilnych &sel jsou zavedeny operace séitani a nasobeni,
Pomoei téchto operaci lze zavést napf. pojmy linedrni a kvadratickd rovnice a odvodit
veorce pro jejich fedeni. Pro redlnd Gisla je také piirozenim zpusobem definovana veda-
lenost dvou redlngch fisel e, § jako | — §|. Tento pojem pak umeZinje napf. definovat
spojitost funkee, jak jsme vidéli v kapitole 3 skript [MI].

PFitom operace s&tini je definovina jak pro redlnd fisla, tak pro funkee i vektory 2 2,
Navic ma tato operace ve viech téchto piikladech nékteré stejné vlastnosti, napf. je ve
viech téchto piikladech komutativod. Jsou-li totif , 8 dvié redlnd Ssla je o+ § = 8+,
jeou-li f, g dvé redlnd funkee definovand na intervalu £, je f+g = g+ f, a jsou-li & 7 dva
vektory z R je § +7 =7+ 1.

V matematice je biiZné vybrat nékteré spoletné vl i riznfeh konkrétnich objekii
& operaci 5 nimi a zavést nové abstraktni objekty jako viechny ty objekty, které tyto
spolednd viastnosti splimji. V téte souvislosti se pak uvadovanym viastnostem obvykle
fikd axiomy. Timto zpisobem zavedeme pojem linedrniho prostoru. Piitom zakladnimi
piklady pro nds budou mnofina vektori z R? (nebo R") a mno#ing C(1) spojitfch funkei
na intervalu 1, spolu s operacemi séitdni a ndsobeni redlnymi &isly. Nékteré pojmy a
vity, se kterfmi se v ndsledujicich odstaveich i jsme jiZ zavedli ve skriptech [MI]
v kapitole 11 pro specidlni pfipad prostorn B*. Porovnejte si tyto definice, vty a jejich
dikazy a uvidite, #e jsou vesmés Gplné analogicke.

Ne# padame definici linedmiho prostorn zavedeme nejprve v nasledujicd definici pojmy
operace séitdni a operace nasobeni redlnfmi Sisly na dané obecné mnofing, Uvédomte si,
#e takto obecni zavedené operace maji se sk im siitanim a realngch Eisel
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spoleéné pouze to, e se oznafuji stejnymi symboly.

Definice 1.1: Rel #ena #iné X je radina operace s&itdni, kterou budeme
oznatovat svmnbolem + | je-li kaZdé uspofadand dvojici (z,y), kde 2,y € X, pfifazen
néjaky prvek = mnoFiny X nazivany jejich soutet a oznafovany x +y.

Rekneme, #e na mno#ng X je zadina operace nisobeni redlnymi &sly, kterou
budeme oznatovat symbolem -, je-li kakdé uspofadand dvojiei (o, ), kde e € R, r € X,
piitazen néjaky prvek = mnoiny X nazivany jejich soufin a ornafovany e - x. Misto
- x pifeme obvykle jen .

Definice 1.2: Necht V je neprazdnd mnofZina, na které jsou definoviny operace =
(sfitani) a operace - (ndsobeni redlnfmi #sly). Rekneme, fe mnofina V' spolu s &
mito operacemi tvofi linedrni prostor, jestlize operace + a - spliinji nasledujicich §
podminek (axiomi):

La+b=b+aproknidéiabel . (komutativoi zdkon)
2 {a+b+ec=a+(b+c)pro kazdé a,b,e e V. (asociativni zdakon)

3. Existuje prvek o € V splijici @ + 0 = a pro kafdé a € V. Prvek o se naziva
nulovy prvek.

4. Ke kaidému prvke @ € V' existuje prvek —a takovi, e @ + (—a) = o. Prvek —a
se naziva opaénym prvkem k prvku a.

an

. lra=aprokaidé a e V.

o™

L {r+8)-a=rn-a+f-aprokakdé a € V aka¥dé o, § € R, (distributivni zikon)
7. x-(a+b) = a-a+a-bprokaidé a, b eV akaidé o € R (distributivoi zdkon)
8 (o-G)-a=a-(F a)proksidé a € V a kafdé o, F € R.

 Poznamka 1.3:  Misto linedrni prostor, se té2 nékdy fikd vektorovy prostor a jeho
prvky se pak nazivaji vektory. Redlnd Zisla se pak v této souvislosti nazyvaji skalary,
V obecném pfipadé budeme pryvky linedrihe prostory znafit malfmi tuéngmi pismeny a
redlnd Sisla malymi feckymi pismeny. Tak jsme jiZ postupovali v pledchozi definici.

« Poznamka 1.4:  Je tfeba si uvidomit, 2o symboly + a - jsou v pfedchozi definici
poudivany pro dvé rizné operace. Tak napf. v podmince 6. (o + ) -a=n-a+-aje
o+ 7 s¥tdni redlnfeh &sel, zatimeo - @ + 3 - a je stitdni prvkd mnofiny V.

Podobné v podmince 8. (a- §)-a = a-{#-a) je o+ J nisobeni redlngch &izel, zatimeo
fA-aa e (8- a) ndsobent prvki Voredlngmi Ssly.

Zasadni dileZitost pro nds budou mit nasledujici dva piiklady linedrnich prostord, a
to prostor B a prostor C'{F). Zatimeo s prostorem R jsme se jiZ seznamili v kapitole 11
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skript [MI], prostor C'(f) vyu#ijeme zejména v dalSich kapitolach t&chto skript pfi popisu
Fefiend diferencidlnich rovnie.

FPfipomeiime si, e symbolem R® oenadujeme mnozinu viech uspofadanyeh n-tic redl-
nych Esel, tj.
R*={{z1y... ;)i mER, i=1,...,n}.
Prvky mnofiny R" nazfvame vektory a rapisujeme je obvykle se Sipkou.
Pro@,be R, @=(ay,...,a0) , b= (by,...,by) je soudtem vektord @ a b vektor

Feb={(a +by,...,ay+b,) €R"

Pro @€ R® d=(0,...,0,) & @ € R je o-ndsobkem vektoru @ vektor
a-d=(a-ay,... 0 0,) € R®
Misto zapisu o - @ pifeme obvykle zkricend o d.

Véta 1.5:
MnoFina F* spolu s operacemi + a - tvofi linedrmi prostor.

Diikaz:
Platnost podminek 1.,2..6.,7.,8. z definice 1.2 byla ukdzana ve v&t& 11.1 v [MI]. Podminka
A je splnéna_tri\ri.ﬁ.lnﬁ, UkdaZeme, #e jsou splnfny podminky 3. a 4.
3. Volime-li 0 = {0,...,0), pak
0= (0, a) + (00, 0) = {01+ 0, 0y +0) = (a1, 0) = &
4, Prod={g,...,n,) zvolme —& = {—a,,...,—a,). Pak

G+ (=) = (m — o,y — ) = (0,...,0) =0 .

Prostor C(1)

Necht I C R je interval. Symbolem C{J) omaEtueme munoFinu viech funkei definova-
nfch a spojitfch na intervaly {. Na gind (1) stitdni a nisobeni
redlnymi Eisly nasledujicim zpusobem:

Definice 1.6: Jsou-li f,g € C({), je f + g takova funkee definovand na intervalu f,
jeif# hodnota v bodé x € [ je f{x)+ glz), tedy

(f+9)(x) = flz) + g(z) -

Je-li f € C{1) a e € R je o f takovii funkee definovana na [, jejiz hodnota v bodé x € 1
je a f{x), tedy

(af)(z)=aflz).

11
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Proto#e soudéet spojitych funkei a ndsobek spojitych funkei redlngm gislem jsou opét
funkee spojité, vie vita 3.2 ze skeipt [MI), jsou defi ¢ operace op ina Zind
c(r).

Véta 1.7:
Mno#ina C{[) spolu s operacemi + a - tvofi linedrni prostor,

Dikaz:

Tvrzeni plyne okam#ité z definice 16 titchto operaci, podobnd jako ve viité 1.5. Nulovim
prvkem je (konstantni) nulova funkee, tj. funkee, kterd kaZdému x € [ piifazuje hodnotu
0. Opaéngm prvkem k funkci f je funkee —f, kde {—f)(z) = —f{z) proz € I. Podrobnéji
se k ditkazy o vty a prostory C(J) vedtime v odstavei 1.5 [

« Poznamka 1.8:  Zigjmé, je-li @ € R* libovolng vektor, pak (-3 = 0 = (0,...,0)
Stejné je-li f € C(7) libovolnd spojitd funkes na [, pak 0+ f = ©, kde 8 je nulovi funkce
na f.

Podobng, pro libovalny vektor @ € R® je — = (—1)-d@a —f = (—1) - f pro libovolnoy
funkei f € C(J). Nasledujici véta tvedi, Ze tyto vaztahy plati v jakémkoliv linedrnim
prostoru ¥V, bez ohledu na to jakim konkrétnim bem jsou op afitini a nasobeni
redlngmi Zisly definoviny. Tedy tyto vlastnosti lze odvodit pouze 7 axiomi 1. - 8. definice
linedarniho prostoru.

Veta 1.9:
Necht V' spolu s operacemi + a - je linedrni prostor a necht @ € V je libovolng prvek
tohoto prostoru, Potom

Dikaz:
Z axiomi li

prostory de
la+a=0a+la={0+1la=la=a.

Tedy Da+a = a a pfittenim prvko —a k obima strandm této rovnosti dostavame vetah 1.
la=uao.
Podobni
(=lJa+a=(-lja+la=(-l+1lja=0a=0.

Tedy (—1)@a+a = o a pfiftenim prvku —a k obiima stranim této rovnosti dostavime
vetah 2. {(—1)a = —a. []

V dalfim textu zavedeme dal3i nové pojmy jako pojmy linearni nezdvislosti, baze,
dimenze, podprostor linedrniho prostory a dokdZeme nitkterd vty tfkajici se téchto pojmi.
Frotoze vyjdeme z obecné definice linedrniho prostoru, budou tyto pojmy zavedeny také
v ka#dém konkrétnim pfipad# linedmiho prostory, specidlng v prostorech R® a C{J). Navie
obeené dokdrand visledky budou samozicimé platit i v téchto konkrétnich pfikladech. To
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je jedna = pod, h vyhod axi ického piistupu. S jmé obecnd definice pojmu
linedrni nezévislosti bude pro pFipad prostorn R® stejnd jako definice, kterou jsme podali
ve skriptech [MI].

1.2 Linedrni nezavislost

Definice 1.10: Necht V' je linedrni prostor, @,,...,a; jsou nijaké prvky tohoto pro-
storu & e, ..., 0 jsou redlnd Zsla. Prvek

k
[ TR P T
=1

pak nazfvime linedrni kombinaci prvki a,,... 8 a fisla oo, .., oy koeficienty
této linedrni kombinace. Jsou-li viechna oy = 0, 1 = 1,...,k, nazyvame tuto linearni
kombinaci trividlnd. (Trividlni kombinace je vidy rovos nulovému prvke, nebot podle
véty 1.9 je 0@ +---+0a, = 0.) Je-li alespoii jedno oy # 0, nazfvame linedrni kombinaci
netrividlni.

Nasledujici definice ma v linedrni algebie edsadni dilefitost.

Definice 1.11: Necht V' je linedrni prostor. Systém prvki a,,...,a; € V nazveme
linedrng nezdvislym (LN), jestlize pouze trividlni linedmi kombinace téchto prvki je
rovna nulovému prvku o, tj. kazdd netrividlni linearni kombinace prvkd @, ..., a; je
riznd od 0. Systém prvkii gy, ..., ap € V nazveme linedrng zdvislym (LZ), jestlize
neni linedrnd nezdvisly, tj. existuje alespoii jedna netrividlni lineirni kombinace prvki
@y, .., G, klerd je rovna o

Tedy systém prvki @, ..., a; € V je LN pravé tehdy, kdy? plati nasledujici implikace

k.
E‘um'—o = =0 m=0.

* Pozndmka 1.12: Porovnejte pfedchozi definice s definicemi 11.2 a 11.3 ze skript [MI]

Umlyva: Casto budeme Fikat, fe prvky @, 4y € V jsou LN, misto presnijiiho,
#e systém prvkd @, ..., ap € V je LN,

* Pozndmka 1.13:  V odstavei 11.4 skript [MI] jsme se naudili zjistovat linedmi zavis-
lost a nezdvislost vektord v prostoru R™. V libovolném linedrnim prostoru V' viak plati
nasledujici dvé jednoducha tvrzeni:
1. Jsou-li v systému prokd @p, ..., € V odva prvky stejné {tj. ay = a; pro nijaké
i # f), jsou prvky @y,... @ LZ.
2, Je-li v systému prvki @, ...,a; € V nulovy prvek (). a; = o pro nijaké §), jsou
prvky @y, ... ap LZ.
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Cwvigeni 1.14:  Doka#te tvrzeni predchori poznamky.

Linedrni zdvislost a nezdvislost lze vyjadFit i ndsledovnd:

Véta 1.15:

Necht V' je linedrni prostor. Prvky aq,...,ap € V jsou LN pravit tehdy, kdyi Edng
2 nich nelze vyjadiit jako linedarni kombinaci ostatnich,

Ekvivalentng: Prvky a1, ..., a € V json LZ pravi tehdy, kdy# néktery 2 nich je linedrni
kombinaci ostatnich.

Diikaz:
Je-li napi. prvek @, linedrni kombinaci ostatnich, ] @, = og @ + - -+ op @y, pak prvky

@y,...,8; € V jsou LZ, protoZe —1 @, + 0 @a+- - -+ @ = 0, & tedy existuje ividlni
linearni kombinace prki ai,...,ar € V, kterd je rovoa nulovému prekuo.
Naopak, jsou-li prvky @, ... a8 € V LEZ, pak existuje jejich netrividlni kombinace, kterd
je rovna nulovému prvku, tj. existujf on,... 00 € R tak, fe oy @) + - +opap — 0 a
pfitom alespofi jedno oy # 0. Pfedpoklidejme napf., e a1 # 0. Potom
oy
alz_ﬂm_“,_ oy

o oy

a tedy prvek @, je linedmi kombinaci prvki ag, ..., @g. []

PFi urfovini linedrni zévislosti a nezdvislosti prvki linedrniho prostorn B (a tim také
hodnosti matice) jsme podstatné vyuiivali vétu 11.3 ze skript [MI]. Tuto vétu lze analo-
gicky zformulovat i v obecném linedrnim prostoru.

| Vita 1.16:
Necht ¥ je linearni prostor. Potom plati:

1. Vyndsobenim nfkterdho prvku ge systémy @, ..., ax € V nenolovim Sislem se
lined dvislost nebo nezavislost tohoto &

2. Pfit¢tenim nijakého prvku ze systému @i, ..., @ € ¥V k néjakému jinému prvkn
tohoto sy se linedrni zavislost nebo nezdvislost tohoto o

e Poznamka 1.17:  Z viity 1.16 plyne okamZit? nasledujici tvrzeni:
Fiigteme-li k ndjakému prvku ze systému @q,...,ax € V' néakou linearni kombinaci
ostatnich preki, pak se linedirni zdvislost nebo pezdvislost tohoto sy dni.
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1.3 Baze a dimenze linedarniho prostoru

Definice 1.18: Je-li V' linedrni prostor, fikime, #e prvky @y, ..., @ € V tvoii bazi
prostorn V', jestlize plati nasledujici dvé podminky:

1. Prvky @y, ..., a; jsou linedrné nezdvislé,

2. Pro kazdy prvek b € V existuji disla o, ... op € Rtak, #e b= oy a1+ +op ap.

e Pozndmka 1.19:  Druhé podminka pfedchos definice Fikd, %o ka¥d§ prvek b€ V lze
vyjadiit jako linearni knmbinaci prvki baze, Rikime, #e prvky @, ..., a; generuji (nebo
LéE vytvafeji) prostor V.

Prvni podminka definice 1.18 je podminkou na miniméal podtu prvki tvoficich
bazi. Plati totiZ, #e z ka#dého konefného systému prvkd, kterd generuje prostor V', lee
vybrat linearné nezdvisly systém prvki, ktery rovné generuje prostor V.

« Piiklad 1.20: Uvafujme linedrni prostor R?. Vektory € = {1,0,0), & = (0,1,0) a
& = (0,0,1) json LN (z podminky e (1,0,0) + (0, 1,0) + e(0,0, 1) = (0,0,0) plyne
ziejmé . = na = oy = 0) a generuji prostor [P, protofe pro libovolnd vektor b=
(b1, b, bo) € R o

B = boffl + by + by .
Vektory €7, €3, €3 tedy tvofi bazi R*,
Rovnd napf. vektory ai = (1,1,1), &3 = (0,1,1) a dj = (0,0,1) tvofi bizi R*, nebot jsou
LN (oviiFte!) a pro b= (by, ba, bs) € R je

(b1, b2, bs) = bu{L, 1, 1) + (B — 81)(0, 1, 1) + (b3 — 52)(0,0,1) ,
jak se lze snadno pfesvidiit.

« Pozndmka 1.21:  Vidime, %e linedrni prostor md obeend vice bizl. Na druhou strang
prostor C'{/) neméa Zidnou konefnou bézi, protode istuje k & mnoho spojitych

funkei na 7, jejichz linedrnimi kombinacemi by byvlo mo#no vytvofit viechny spojité funkce
na [, tj. neexistuje konefnd mnoho spojityeh funkei na [, kterd by generovaly C(J).

Uvainjeme-li  prostor E, pak nejjednodudii bazi je bdze tvofend  vektory
& = (L0,...,0), & = (0,1,...,0)0,.., & = (0,0,...,1). Tuto bizi nazfvime pFiro-
zenou bdzi B, (Symbolem & oznafujeme vektor, ktery ma viechny soufadnice rovny 0
s vyjimkou i-té, kterd se rovna 1.)

Véta 1.22:
Tvofi-li preky @, ..., @ bézi linedrniho prostorn V', pak kazdy preek b lze vyjadiit
pravé jednim zpisobem jako linedrni kombinaci prvki ay, ..., ¢y
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Dikaz:
Kagd{ prvek b € V' lze vyjadfit jako linedmni kombinaci prvkd @y, ..., @, nebot preky
@1, ... @ tvofi bazi V, a tedy V' generuji. Piedpoklddejme, Ze existuji rizna vyjadieni
prvku b
k k
b=3 ma;a b=3 fai.
A=l i

i=l

Ukafome, 3o oy = & proi=1,..., k. Ziejmé
[ k k
o=b-b=7) mai-3 fiai=3 (o—f)a
i=1 i=1 i=l

Odtud oy = & pro i = 1,... k&, protoze prvky @, ..., a; jsou linedrné nezdvislé, a tedy

jedind jejich linedrni kombinace dévajici nulovy prvek je trividlod kombinace. [ ]
Nésledujici viita, kterou nebudeme dok , mé celou Fadu dileZitjch disledki.
Veta 1.23:

Necht prvky aq, ..., 6y generyji linedrni prostor V, ). ka#d§ prvek @ € V' je linedrni
kombinaci prvkd a4, ..., a,. Necht prvky by, ... by € V jsou linedrné nezavislé, Potom
pro Eisla n a k plati vatah

k<n.

Diisledek 1: Necht niktera baze linedrniho prostoru V' je tvofena pravé k prvky. Potom
kafda baze V' je tvofena & prvky.

Diisledek 1 niam umodfiuje ravést nasledujici definici:

Definice 1.24: Rikime, e dimenze linedrniho prostorn V je k, a enaime dim V = k,
jestlize nikterd (a tudiZ kaZdd) baze V' obsahuje prave & preki.

« Piklad 1.26:  Plati dimR" = n, proto#e vektory €1, ..., €, € R® tvofi bizi prostoru
R™,

Disledek 2:  Necht dimV = k a nechf prvky @,,...,a; € V jsou linedrné nezédvislé,
FPotem preky aq, ... ap tvofi bizi V.
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1.4 Podprostor linedrniho prostoru

Definice 1.26: Necht V' je linedrni prostor. PodmnoZine ¥, € V podp:
storem linearniho prostoru V jestlize plati:

1. oEl .
2, Je-li @, beVy, jepaki a+be V.
i Jeli eV, nER jepaki nae V..

Jsou-li splnény podminky 2. a 3. pi‘ed::hom deﬁmce, fikdme, e mnoFina V) je uxnﬁena

vehledem k operacim 4+ a - Je-li V) nepriednd, plyne podminka 1. 2 pod v a3
Veta 1.27:
Kakdy podprostor V) lmeémihn prosteru V' je opét linedrni prostor, 8 (¥mi# operacemi
+ a - prostoru ¥V mi pouze na V.

Diikaz:

FPodminky 2. a 3. definice 1.26 zarufuji, #e visledky operaci + a - 5 prvky mnodiny V) jsou
opét prvky mnoZing V. Zhiva tedy ovefit, Ze tyte operace spliinji axiomy linedrniho pro-
storu. Ziejmé nulovy prvek o patfi do ¥, podle podminky 1. a opatny prvek —a k prvku
a € V1 patii do Vi, protode podle vity 1.9 je —a = —1 a. Ostatni axiomy pro operace +
a - trividlng plati na Vi, protode plati na "vEl3" mnoing V. []

Existuji dva tzv. trividlni podprostory prostoru V. Prvni podprostor sestava pouze
z nulového prvku, tj. Vi = {@}, a druhy podprostor je celf pivodni prostor V, 4.1, = V.

« Piiklad 1.28: Uvaiujme mnoZiny V; = {{z,y) € B, 2+ 2y =0} a Vo= {{x,y) €
R% x4+ 2y =2} Jsou Vi a Vi podprostory prostore {27

Redieni: Ovéfime podminky definice 1,26, Uvaiuj e]prve inu V5. Vektor =
(0,0) € Vi, protoke 04+2-0 = 0. Jmu—lm = (o1,00) € Via b= (b, ba) € Vi, ). s 420, =0
a by +20 =0, je pak i vektor @+5 = (a,+by, aa+by) 2 V1, protode {a, +b; ) +2(as+by) =
(@1 + 2a3) + (b + 2by) = 0+ 0 = 0. Konefné, je-li @ = (a1,04) € V3, tj. a1 +2a2 =0 a
o € R, je pak i nd = (e, 00y) € V1, protode co, + 20m = afa; + 20y) = o0 = 0. Tedy
1, je podprostor R?,

Naproti tomu pro mnoZinu V5 neplati, ze § = (0,0) € Va, tedy Vi neni podprostor
R?. {Uka#te, e ani dal3i podminky definice 1.26 zina Va nesplivje.) Graficky jsou
mnoZiny Vi a Vs znmnény na obr. 1.1.

Na obr. 1.1 si také ukiZeme co ji pedminky definice 1.26 graficky. Vektor § =
(0,0) odpovida pofatku. Vidime, # pl‘imka mﬁzori‘)ujici Va podatkem neprochézi, tndy
0 € Vi, ale 0 ¢ Vi Zvolimeli napt. & = (2,-1), b = (4,-2) € Vi, puk i @+ 5 =

(6,=3) € Vi, ale pro @ = (2,0), d = {0,1) € V3 méme +d = (2,3) ¢ Va. Podobni napt.
= (4,-2) € Vi, ale 27 = (4,0) ¢ V, viz obr. 1.1,
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Obrazek 1.1:

Cvieni 1.29:  Tvofi mnoginy V. = {(a1,02,0); 01,02 € R} a V5 = {{g:,03,1);81,0; €
R} podprostory prostoru RY?

Nasledujici véta je disledkem vty 1.23.

Véta 1.30:
Necht V' je linedrni prostor, dim V' = n & necht Vi C V' je linedrni prodprostor prostoru
¥, V. # V. Potom dim ¥V, < n.

Dikaz:

Necht a:, ..., ax je systém linedrné nezavislfch proki podp u Vi, kde k je nejvitai
takové Bslo. Podle vitty 1.23 je k < n, ale protoke V1 # V, je k < n. Prvky @y, ax
Ji# generuji cel¥ podprostor V1, nebot pfidnim jakéhokoliv dalsiho prvku 2 Vi k prvkim
ay,... o venikne linedmi zivisly systém prvkd 2 V. Tedy prvky @y, ..., ap tvofi bézi
ViadimVi =k ]

« Piiklad 1.31:  Uvafujme linearni prostor V. = {(z,4) € % = +2y = 0} z pii-
kladu 1.28. Protoie V; € R?, Vi # R? a Vi # {5}, je dim Vi = 1. Vektor & = (2,—1) € 1}
je nenulovy, tedy sim o sob# linedrnd nezdvisl{y a tvofi tak bazi V.. Vektor @ tedy generuje
celf prostor Vi, tj. 1, = {ad;n € R}. Jinak fefeno, viechna Feleni rovnice x + 2y = 0
jsou tvarn (x,y) = o2, -1), o€ R, tj. 2 = 20, y = —x, ¢ € R, cod jsou parametrickd
rovnice piimky x+ 2y = 0.

FPiedchozi pfiklad je specidlnim pfipad dsledujici véty, jejiz prvni #ast je pouze
pleformulovinim vity 12.2 ge skript [MI] o struktufe Feleni soustavy homogennich line-
drnich rovnic v terminech podprostoru a dimenze,
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Véta 1.32:

Necht je déna homogenni soustava linedrnich algebraickjch rovnic A -7 = 0, kde A
ie matice typu (m,n). Pak viechna feSeni této soustavy tvofi podprostor linedrnfho
prostoru R® dimenze n — h(A).

Naopak ka#d¢ podprostor prostoru [R“ je mnoZinou viech feleni néjaké homogenni sou-
stavy linearnich rovnic o n

Cvigeni 1.33:  Nejdéte néjakon bazi a urdete dimenzi linedrniho prostorn ¥, ze evideni
1.29,

» Piiklad 1.34: Nechf P; je #ina viech pol ¥ = plz), defi weh na &,
nejviie druhého stupné, Uka#te, e Py tvofi podp linedrniha pr C{R), najdéte
bézi prostory Py a urlete jeho dimenzi.

Redieni: Polynomy nejvise drubého stupn@ jsou spojité funkee a jsou to pravé funkece
tvary p{x) = az’ + bz + ¢ kde a, b, ¢ € R. Tedy nulova funkee je polynom nejviée druhého
stupné, soutel dvon polynomi nejvide druhého stupné je polynom nejvide druhého stupni
a konefné nasobek polynomu nejvise druhého stupné je polynom nejvyie druhého stupné,
Tedy mnoding Pa tvoii podprostor prostory spojitfch funkei definovangch na R. UkdZeme,
#e polynomy pi{z) = 1, palx) = z a pa{z) = =" tvofi bazi prostoru Pa.

1. Nejprve dokieme, % tyto polynomy jsou lindrné nezdvislé. Vemmeme jejic
netrividlni linedarni kombinaci, tj.

ibovolnou

a-l+f-x+y-2?,

eo? je polynom nejvise druhdho stupnd. Kdyby se tato linedrni konbinace rovnala nulové
funkei, znamenalo by to, #& nenulovy polynom méi nekonefné mnoho kofenu, co# neni
moEnd,
2. Ka#dy polynom ax® + br + ¢ ke vyjadiit jako linedrni kombinaci polynomi pi, pa, p3.
Je totiE gfejmé

ar’ +bx + ¢ = apa(z) + bpa(x) + e (z) -

B et

(F i #o v nasled odstavei se naufime gjidfovat linedrni nezdvislost v pro-
storech funkei snadnéj&im zpisobem s pouFitim Wronského determinantu.)

1.5 Linearni prostor funkei C(I) a C*(I)

V teorii linedmich dife idlnich rovaic bud v dalfich kapitolich téchto skript praco-
vat 5 mno#inami funkei, které jsou linedrnimi prostory. Zde se budeme podrobnéji zabyvat
prostorem C{I) spojitfeh funkei a prostory C™(7). Pejmy probirané v tomto odstavei se
Easto vyskytuji i v jindch oblastech aplikované matematiky jako napf. v teorii Fouriero-
vich fad {matematické zaklady kvantové mechaniky), v teorii interpolace apod.
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Definice 1.35: Symbolem C{[) i mnoFing viech funkef spojitfch na inter-
valu I. Symbolem C™(f) « 1j inu viech funkei, které maji na intervalu J
apojité derivace a# do fadu n véetné,

* Pozndmka 1.36: Ziejmé C™{J) € C{I).

Véta 1.37:
(i} Mnogina C{I) tvofi vehledem k operacim séitani funkei a nisobeni funkes redlnfm
tislem linedrni prostor.

(i1} Mnogina C*™(f) je linearnim podprostorem prostoru C'(7).

Dikaz:
(1) Aby mneging C(J) opatfend vide uvedenfmi operacemi byla linedrnim prostorem,
musi tyto op spliiovat nésledujicich & vlastnosti, viz definice 1.2 v odstavei 1.1,
L. Pro kazdé f,g € C{I) plati f+g = g+ f, tj. flz) + g(z) = glz) + f(z) pro
viechna x € I, nebot posledni rovnost je rovoost mezi redlngmi Sisly.
2. Pro kakdé f g,k € C{I) plati
(f+g)+h=7+{g+h), 4 (flz)+ g(z)) + hiz) = flx) + (g(=) + hz))
pro viechna x € 1.
3. V mnoZing C{f) existuje nulovd funkee @, tj. funkee ©(x) = 0 pro viechna
€ I, pro ni# plati: Pro kafdou f € C{1) je
J+0 =1, 4. J(z)+Ox) = f{z) + 0= f(z)
pro viechna = € [,
4. Ke ka#dé funkci f € C(J) existuje funkce —f tak, #e plati f —(—f) = ©.
Ziejmé (- f)(x) = —f(x).
5. Proa € Ra f,g e C{I) plati
olf +4g) = af +ag, 4. a{f(z) + g(z)) = af(z) + agl(z)
pro viechna = € [,
6. Proe, 8 € R, f € C{I) plati (a+8)f = af +8f 4. (a+8) f{z) = af{z)+5f{z)
pro viechna x € 1.
7. Proo, € R, f € C(I) plati
@ f) = (), 4 (B [ (=) = (2 B8)/{z)
pro viechna x € 1.
B 1f=f.

(11) K dikazu toho, 3 C™(J) je linedrnim podprostorem prostors C(1) si stali uvidomit,
#e libovolnd linedrni kombinace o f(zr) + Gg{z), kde o, S e Ra f, g € C*{I) je
opit funkei, kterd mé spojité derivace a2 do Fadu n vBetnd. Tudi C™(1) je linedrnim
podprostorem prostoru C{f).

20

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EGHE ORI NSS! SD0E EYRi "BREg & SxIBCIOULD0) CfMUBIE SIYS EACSAN DA | DS WOLIEAGIONLIS 80 ) ENSBUORY () NEN]



L

Jelikok C'(1) je linedrni prostor, mé smysl hovelit o linedroi zdvislosti, resp. nezdvislosti

funkei 2 (7). Pripomefime si tyto pojmy podrobnéji. Viraz ¢, fi{z)+eafa{z)+. . +oefilx)
nazgvime linedmi kombinaci preki prostorn C(1) s koeficienty e, 00,00 € R

| Definice 1.38: 1) Rikime, 7¢ funkce

S fan o eI {1.1)

json linedirn® zévislé, jestlize n¥kterd jejich netrividln linedrni kombinace je rovoa
nulové funkei, tj. existuji &isla e, ¢3,..., ¢ (2 nich# alespofi jedno je rizné od nuly)

takové, Ze e fu(z) + eafolz) + ..+ e fulz) =0 (1.2)
pro viechna x € I

b) Rikime, #e funkee (1.1) jsou linedrné nezdvislé, jestlize pouze trividlni linedrni
kombinace téchto funkei je rovna nulové funkci, tj. vztah (1.2) plati pro viechna x € T
jenkdyi e, —=m = ... =g =0

« Poznamka 1.39:  Funkee f, fa,..., fi € C'{f) jsou linedrn# nezdvislé prave tehdy,
plati-li pro né nasledujici implikace:

3
Jedi 3 eifi{z) =0 prokaddé zel, jepak o =m=...=g=0.

1=l

o Piiklad 1.40: Necht ] = (—00, +0c). Uvaiujme funkee

RlE)=1, Alz)==z, hiz)=2" filz) =2 (1.3)
# prostoru C{7).
UkaZeme, e tyto funkee jsou linedrnd nezdvislé v O(J).
Refeni: Budiz
uel ag L + aux + 057" + @y’ (1.4)
libovolns linedrni kombinace funkel (1.3). Uviid si, #o linedrni kombi (L4) je

polynom nejvide tietiho stupné, Postupujme podle poznamky 1,39, Necht
agl + oz + oz’ +agz’ =0, (1.5)

pro viechna x € R Cheeme dokdzat, Ze ze vetahu (1.5) plyne ap = @, = aa = a3 = (.
Vztah (1.5) lze chapat jako algebraickou rovnici nejvide tfetiho stupné. Jakmile alespofi
jedno z Gisel mg, @, 29,05 je rizné od nuly, pak ma tato rovoice nejvyde tfi kofeny, tj.
pro nejvyse tfi hodnoty proménné x mide byt lineirni kombinace (1.4) rovna nule. Tedy
vztah {1.5) lze splnit pro viechna = € R pouze pro ag = o, = aa = a3 = (. Tedy funkee
1,2, 2%, 2% jsou linedm# nezavislé,

e Pozndmka 1.41: Zeela obdobn@ lze ukdzat, Ze funkee 1,z 2%, ..., 2" kde n je li-
bovelné pirezené Sslo, jsou lined dvislé. Tudik v lines prostory C(F) existuji
muoFiny linearné negdvislich funkei, které maji libovolnd mnoho prvki. Z tohoto fakte
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vypliva, #e baze linedrniho prostoru C{7), (pokud existuje), musi mit nekonefné mnoho
prvki a tudii Fikime, Ze dimenze prostory C(f) je nekonednd, dim C{J) = co. Prostor
C(I) viech spojitych funkei na intervalu ! je prvnim piikladem nekonefné-dimenzionalniho
linedrniho prostory, s nim# se setkivime.
» Piiklad 1.42: Uka#me, Ze funkce

cos 2, sin 2z, cos’r, sin’z

jsou lineamé zavislé v prostoru C'(R).

Tefieni: K tomuto cili stali sestrojit netrividlni linedrni kombinaci téchto funkei, kterd
by se rovnala nulové funkei. Ziejmé plati

1-cos2r+0-sin2z—1-ecos’z +1-sin"zr =10
pro kazdé x € R, eo jsme mili dokdzat.
Cvitenf 1.43:  Jsou funkes cos? x,sin’ r, 1 v O(R) linedrnd zavislé?

Utitefnon pomickou pro vySetfovini linedrni nezévislosti funkei f,, fa,..., fr 2 CFY(I)
je tzv. Wronského determinant (Wronskidn) funkei fi,.... fi, kterfm rozumime
determinant

filz) folz) o Julz)
fite) Bz Sl

Wiz) = W p..alx) = (16)

) £ . )

« Piiklad 1.44:  Wronského determinant funkel fi{z) = 1, falz) = = falz) =
2%, falz) = =¥ je roven

1z 2 o
]

Wiz) = g é 2; ‘:”; =1.1-2.6=12.
oo o0 6

Véta 1.45:
Necht maji funkee fi, f,..., fi derivace Fadu & — 1 a necht jsou linedrnd zévislé v C(1).
Pak

Whgeontil¥) =0 proviechna z € [

Cvifeni 1.46: DokaZte vitu 1.45.

o Pozndmka 1.47:  Pro praktické zjiffovini linedrni nezivislosti funkei je vhodnijsi
tato ekvivalentni formulace vity 1.45:
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Veéta 1.48:
Je-li Wy,__g{x) # 0 alespoii pro jedno x € I, pak jsou funkee fi, fa, ..., fi linedrod
nezavislé v prostoru C(71).

7 véty 1.48 a piiklado 1.44 plyne, Ze funkee 1,z,2% 2% jsou linedm# nesdvislé, jak
jsme dokdzali v priklads 1.40. Z piikladi 140 a 144 je vidét, e poufiti Wronského
determinantu ke zjidtovani linedrni nezdvislosti funkei je pohodIngjdi, ne# pouziti definice
1.38.

» Pfiklad 1.49: Funkee sinz, cosx json linearng nezavislé, nebot pro ka#dé x € R je

singy cosx

7 —
Wiz) cosy = sing

= —sin’z —cos®x = -1 7#0.

® Pozndmka 1.50: POZOR! Implikaci vité 1.45 (nebo vitd 1.48) nelzs obritit. Z toho,
e Wy s lz) = 0 pro véechna x € I neplyne jesté, #e funkee fi, fz..., fi, jsou linedrng
wivislé, jak ukazuje ndsledujici pfiklad, viz obr. 1.2, Na tomto obrizko jsou zakresleny
grafy dvou spojitych funkei f, a fa tak, #e funkee f; je kladnd na intervalu {0, 1/3) a rovna
nule na intervalu {1/3, 1}. Funkee f; je nulova na (0, 2/3) a kladna na {2/3, 1}. Wronskidn
tichto funkei

filz), falz)

flx), fix)

je identicky roven nule pro ¥z € {0,1}. Pfesto zfejmé funkce fi, f2 nejsou linedrné wdvislé
na {0,1}.

Whplz) =

yh ¥4

\f: £

Obrazek 1.2:
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Nivody ke cvigenim z kap. 1

1.14 Pro obé tvrzeni hledejte netrividlnd linedrni kombinaci danyeh prvki, kterd dé nu-
lovy prvek.

1.29 Je tieba rozhodnout, zda pro mno#iny Vi a Va plati vetahy 1.-3. definice 1.26.
1.33 Dokafte, e vektory (1,0,0) a (0,1,0) tvofi bazi prostoru V.

1.43 Pokuste se najit ividlni linedmni kombinaci rovnajici se nulové funkei.

1.46 Z piedpokladu LZ funkei plyne existence &isel ey,... ¢ (2 nich# alespoh jedno je
nenulové) tak, #e plati o fi{z) + ... + e.filx) = 0,z € I. Tuto rovnici postupné
zderivajte (k — 1)krdt a dosu;new homogenni aoustavn linedrnich rovoic pro pevad

T a neEndmé c,...,cp, tj. h it arnich algebraickych rovnic s
nenplovim Fedenim. Jaky musi bt determinant matice této sonstavy'?
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Kapitola 2

Linearni zobrazeni

2.1 Definice a vlastnosti linedrniho zobrazeni

V tomto odstavei zavedeme pojem linedrniho zobrazeni jednoho linedrniho prostoru do
druhého. Linedrni prostor je charakterizovin dvéma operacemi, operaci sfitani prvka li-
nearniho prostoru a operaci nasobeni prvkd linearniho prostorn redlonfmi &sly. Linedrni
zobrazeni budeme definovat jako takové zobrazeni, které se k tBmto operacim chovi v jis-
tém smyslu "piknd”.

Definice 2.1: Nechf I a V' jsou linedrni prostory. Zobrazeni L : I — V' nazveme
linedrnim, jestlize

1) Lu+wv)=L{u)+ L{v) prokaddé wwel,

2) L{o-u)=a-Liu) proksidé uel, ceR.

 Pozndamka 2.2: 1. Z piedchozi definice okamzité plyne, e pro libovolng linedarni
zobrazgeni L : U — V' linedroiho prostory U do linedrniho prostorn Voplati

k k
LY ows) = Y el{us) ,
iml iml
pro ka#dé w,, ..., up € U a pro ka#dé o, ..., o4 € R, tedy obrazem linedrni kombinace
je linedrni kombinace obrazi.
2. Pro nulovy prvek o, € U plati, e L{e:) je nulov§ prvek o; prostore V. Opravdu,

o)=Ll o) =0-Lioi) =0 .
Nasledujici pfiklad popisuje viechna linedrni zobrazeni prostory redlngeh gisel do pro-

storu redlngch &isel. V nasleduji dstavei pak pop viechna linedrni zob
prostery B* do prostory B™.
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« Piiklad 2.3: Necht L : R — R je libovolné linearni zobrazeni. Ukazeme, #e pak
existuje takovi konstanta a € R, #e L{u) = o - u, pro ka#dé v € R. Opravdu, oznadime-li
L(1) = , pak

L) =Lu-1)=v-L(l)=uw-a=a-u,

kde jsme vyuZili viastnosti 2) z definice 2.1.

« Poznamka 2.4: 7 pfedchoziho pfikladu plyne, Ze linearni funkee f : R — R, pokud
jsou chépany jako linedrni zobrazeni linedrnich prostord, json prévi funkes tvar f{r) =
ax, kde a € R je nfjaka konstanta. Nékdy, 2vIa3té v teorii redlngeh funkei redlné promiénnd,
se linedrni funkei nazjvaji funkee tvaru f(z) = ax + b, (nizev plyne = toho, #e grafem
funkee f(z) = ax+ b je piimka, anglicky "line”). Tyto funkee oviem nespliinji podminky
1) a 2) definice 2.1, pokud & £ 0.

« Piiklad 2.5: Ukaite, #e zobrazeni L : C'({a, b)) — R, které je definovino pfedpisem

L(f) = ] f(a) dz pro kakdé € C((a, ), je inedri.
Refieni: Pro [ € C({a, b)) integral L(f) = ‘_[B'f{:!:) dr existuje, protoZe f je spojiti funkee
na ueavieném intervaly (o, b). Ziejmé pro kadé [, g € C({a, b)) a ka¥dé & € R plati
Ut +9) = [[7(@) +ola) do = [ 1) dx+ [ ofe) o = 1)+ Lia),
L{rz-f):[rz-f(:r)d:::n,ff(x] de=a-L{f) .

« Piiklad 2.6: UkaZme, %e zobrazeni L : C" (1) — (1), kterd je definovino pred pisem
L{f) = f' pro kaZdé f € C*{]), je linearni.
Refieni: Ziejmi pro ka#dé f,g € C'{I) a kaZdé o € R plati
L +8)= [ +5) = '+¢' = L(f) + Lg)
La-N)=(a-ff=a-f'=a-L(1).

Nasledujici dilefiton vétu vyufijeme podstatnd pfi dikazu véty 2.12 v pfistim od-
stavei.

Véta 2.7:
Necht I a V' jsou linedmi prostory a prvky w, ..., 0, tvofi bazi prostoru U, Zvolme
prvky vy, ..., v, € V libovolnd. Pak existuje pravé jedno linedrni zobrazgeni L - 7 — V'
takove, #e

L(w) = v, (21)

pro kaddé i = 1,...,n.
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Dikaz:
Zvolme w € U libovolng. Podle vty 1.22 lze u vyjadfit pravé jednim zpisobem ve tvarn

"
u= 3 oty
=1

Mé-li tedy linearni zobrazeni L : {7 — V spliiovat podminku {2.1), musi nutn@ platit

L) = L aw) = 3 e w) = 3 vy
=1 i=1

i=1

Liu) =Y ooy

1=l
Snadno se ovEfi, #e takto definované zobrazeni L : U7 — V je linedrni. []

e Pozndmka 2.8: Jinymi slovy pfedchozi vitta fiki, fe linedrni zobrazeni je hodno-
tami na bazi jednoznadné uréeno a naopak libovolnou volbu téchto hodnot lze rozdifit na
linedrni zobrazeni celého prostore.

Jak uvidime déle s konkrétnimi pfiklady ndsledujici véty jsme se jiF setkali pfi fefeni
soustav linedrnich homogennich rovnic a setkdme se déle pfi fedeni linedrnich diferencidl-
nich rovnic.

Véta 2.9:
Necht L : 7 —+ V je linedrni zobrazeni, Potom A{L) = {u € U; L{u) = o} je linedrni
podprostor prostoru U7,

Diikaz:

Owéfime podminky definice 1.26.
L. Podle poznamky 2.2 patii nulov§ prvek prostoru U do mnoZiny N(L).
2. Patii-li prvky u a v do N{L), tj. L{u) = 0 a L{v) = o, pak

ILfu+v)=Llu)+L{v)j=e+0=0,

a tedy i prvek u + v patii do A'(L).
3. Patéi-li prvek w do A'(L), 4. L{u) = 0, a o € R, pak

Le-w)=o-Lu)=a-0=0,

a tedy i prvek o - u patil do N{L). .

| Definice 2.10: Podprostor A{L) navfvime jddrem linearniho mobrazeni L, nékdy
téZ nulovim prostorem zobrazeni L.
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2.2 Linedrni zobrazeni R" do R™

V piedchozim odstavei jsme zavedli pojem linedrniho zobrazeni mezi dvojici libovelngch
linearnich prostor. V tomto odstavei popiSeme, jak vypadaji viechna linedmi zobrazen
prostory B® do prostorn B™ a ukdfeme nikterd jejich viastnosti v souvislosti 8 fefenim
soustav linearnich rovnic.

« Piiklad 2.11: Necht A je matice typu (m, n). Definujme zobrazeni L prostoru R® do
prostoru ™ predpisem

L{#F)=A-F pro kakdé FeR".

(Na # pohlizime jako na sloupcovy vektor, tedy jako matici typu (n, 1), A-# je pak matice
typu {m, 1), tedy vektor ¢ prostory ™) Uka#me, e zobrazeni L je linedrni.

Resd Ovitfime podminky definice 2.1. Pro ka#dé 7,7 € B a pro ka®dé o € R plati:

L LF+) =A-F+P=A-F+A-§=LEH+L{),
2, L{nd) = A - {nF) = 0(A - ) = oL{7) .

Tedy zobrazeni L je linedrni.

Je-li linedrni zobrazeni L uréeno pomoci matice jako v predchozim priklads, fikime,
#¢ zobrazeni L je reprezentovdno matici A nebo %o matice A reprezentuje zobrazeni
L.

Nasledujici vita fika, fe jind linedrni zobrazeni prostory R* do prostorn B ne zob-
razeni reprezentovand matici typu {m, n) nejson. VEimnéte si, ze piiklad 2.3 je specidlnim
plipadem této véty pro zobrazeni z R do R

Viéta 2.12:
Zobrazeni L : F* — B™ je linedrni pravé tehdy, kdy# exituje matice A tak, e

L(F) = A-F pro kaidé ¥ €R".

Diikaz:

V pfedchozim piikladd jsme ukizali, Zo kaZdd matice typu (m,n) reprezentuje linedrni
zobrazeni. Zhiva tedy ukdzat, Ze kaZdé linedmi wobrazeni L : B® — E™ je reprezen-
tovano nijakon maticl typu (m,n). Necht tedy L : B* — RE™ je linedmni zobrazeni.
Uvafujme pfirozenon bz ..., &, prostorn B, Oznadme symbolem d; sloupeovi vek-
tor L{&) € R™ pro ¢ = 1,...,n. Necht A je matice typu (m,n), jeji# i-ty sloupec tvofi

privé vektor d;, i = 1,...,n. Potom L{§) = 4 = A - & a zobrazeni L se shoduje se
zobrazenim reprezentovanym matici A na bdzi &, ..., &, prostoru B, Tedy podle vty
2.7 jsou tato dvi linedrni zobrazeni stejnd a L je reprezentovino matici A [ ]

28

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EGRE ORI 0 NS GD0E B "EER A EiDO0 I 0 COERUSLE SIS SAOEAA BN L RIS WHASALTINESS 8 [ EXSEASEY () REN]



« Piiklad 2.13:  Nech( L : R — R? je ddno pledpisem

a) L[y, 20)7) = [220 — 32, —21, 21+ 2",

b) L{fz1,2a]") = [£1 — 72, 22+ 1, 71~ ma]”

Zjistéme, zda L je linedarni zobrazeni a v kladném pipadd® najdéme matici A, kterd re-
prezentuje zobrazeni L.

Fedeni: a) Je-li L linearni zobrazeni, pak podle vity 2.12 musi existovat matice A typu
(3,2) tak, 7

. 2y — 3xq

A [ o ] = - .

o &I+ X
Ziejmé prvnf Fadek matice musi byt vektor (2, —3), druhy vektor (—1,0) a tieti vektor
(1,1). Tedy

z 2 -3 - 221 — 3z
aL([;I]]= -1 0 -[m‘]= - .
B 1 1 * T+ Tz

2 -3

A=|-1 0
1 1

b) V tomto pfipadé zobrazeni I neni linedrni, protoie napt. L{[0,0]7) # [0,0,0]7 {ovéite!),

cok musi nutné podle pozndmky 2.2 pro linedrni zobrazeni platit.

« Piiklad 2.14: Uvafujme linedrni prostor R, Zvolme pevnd ihel ¢ € R a definujme
zobrazeni I : B — R? tak, e pro ka#dé 7 € B? jo L{F) vektor, ktery venikne otofenim
vektoru F o dhel ¢ v kladném sméru, tj. proti sméru hodinovich rufiéek, viz obr. 2.1,

Obrazek 2.1:

UkaZeme, #e L je linearni zobrazeni a najdeme matici, kterd toto zobrazeni reprezentuje.
(Takova matice podle vity 212 nutn? existuje.)
Nejprve ovéfime podminky definice 2.1, Rovnost

L#+1) = L@ + L(@) (22)

vyjadiuje, #e otofenim souftu vektom £ a §f o dhel @ dostaneme stejnd vektor, jako kdyi
nejprve vektory & a § otofime o ihel ¢ a tyto otofené vektory pak sefteme, viz. obr, 2.2,
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Lii+V)=Lii+10) ) i+¥
NG| Y
L3 :
¥ -y
Obrazek 2.2:

Zejmé rovnobéznik urfeny vektory 7 a § piejde otofenim o dhel @ na rovnobéinik uréeny
vektory L(Z) a L(7), a tedy dhlopfitka F+ 7 prvého rovnobdZnika piejde otofenim o dhel
i na ihlopfitku L{F) + L{§) druhého roveobEznika, tj. plati vatah (2.2). Podobni vetah

L{aF) = nL(#)

vyjadiuje, #e otofenim a-nasobku vektoru I o dhel ¢ dostaneme stejny vektor, jako kdyz
Eislem o vyndsobime vektor venikl§ olofenim vektoru o dhel @, viz obr. 2.3, Tedy
zobrazeni L je linedrni,

¥
Lit=aLin).

Obrazek 2.3:

Pro nalezeni matice A, kterd reprezentuje zobrazeni L vyuFijeme vétu 2.7, Stadi zjistit
obrazy vektord & = [1,0]7 a & = [0,1]7. Zfejmd

L{€1) = [cos g, sin ],

L&) = eon{ip + ) sin{p + )] = [~sin g, con g]”

viz obr. 2.4,
Protoe L{) = A&, proi = 1,2, tvoii vektory L{€7) a L{) nutnd prvni a druby sloupee

matice A. Tedy
A— [ cosip —sing ]
sing  cosg
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sing |- ___

casg 2=(1, 0 T
cos (p+5-)

Obrézek 2.4:

Cvieni 2.15:  Zjistéte obraz § vektoru = [2, —3]7 pifi otofeni o dhel ¢ = 60° v klad-
ném smén.

Nasledujici dile?ita véta ukazuje islost mezi skladanim linedmich zok iani
sobenim matic.

| Vita 2.16:
Necht L : B* — R je linedrni zobrazeni reprezentovand matici A typu (k n) a necht
K : R¥ — R™ je linedmi zobrazeni reprezentovand matici B typu (m, k). Pak K o L je
linearni zot # [ do R™rep & matici B- A,

Na zdvér tohoto odstavee ukdzeme, jak je mo#no nékteréd vlastnosti linedmiho zobra-
zeni L : R* —4 R™ formulovat pomoct viastnosti matice, kterd jej reprezentuje. Vyufijeme
plitom visledki kapitoly 12 skript [MI].

 Poznamka 2,17: Necht L : R* — ™ je linearni zok které je rep
matici A typu (m,n). Pak zfejmé padle vity 2.9 je
N(L)={FeR"; AF=0}
podprostorem linedrniho prostorn B®, To bylo také 8dsti tvrzeni véty 1.32.
Pfipomefime, #e zobrazeni f : M —+ N mnoZiny M do mnofiny N pazfvime prosté,
jestlize pro ka#dé x,22 € M, 7 # x je fiz) # f{xa). Zobrazeni f : M — N nazy-

vine zobrazenim na, jestlife pro kadé y € N existuje x € M tak, Je f{x) =y, tj. je-li
oborem hodnot zobrazeni f mnoZina N,

Véta 2.18:

Necht L : R* — R™ je linearni zobrazeni a matice A typu {m,n) je matice, ktera jgj
reprezentuje. Potom:

a) Zobrazeni L je prosté pravé tehdy, kdyz h{A) = n.

b) Zobrazeni L je na B™ pravé tehdy, kdyz A{A) = m.
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Dikaz:

a) Zobrazeni L je prosté, jestlife pro kadé dva vektory £, 5 € R®, £ # 7 je AF} # Ad.
To nastane pravé tehdy, kdyi pro kazdé Ferm ma soustava AF = b nejvyse jedno fedeni,
Podle vty 13.3 ze skript [MI] mé soustava Af = b nejvise jedno feSeni pro kazdé Ferm
pravé tehdy, kdy# pfisludna homogenni soustava AF = i ma jedind Fefeni. To nastane
podle vty 13.2 ge skript [MI] pravé tehdy, kdy? hA) =n.

b) Zobrazeni L je na, jestlife pro kakdé F e R™ existuje alespofi Jedno 7 € R* tak,
o L{F) = b, tedy, jestlize pro kaZdé § € B™ m4 soustava AF = J alespoii Jedno fe-
geni. To nastane podle vity 13.1 ze skript [MI] pravé tehdy, kdy: pro kaddé b € ™ je
R{A) = h{A|b), tj. ka#dy vektor b € R™ je linedmi kombinaci sloupcii matice A. Tedy
zobrazeni L je na pravé tehdy, kdy? sloupee matice A generuji cel§ prostor R™, tj. kdy#
hA)=m. ]

2.3 Inverzni matice

Diive nef zavedeme pojem inverzni matice, pfipomefime si nejprve definici inverzniho
zobrazeni. Jo-li f : M — N zobrazeni, které je prosté a na, pak inverznim zobrazenim,
které znafime f~', rogumime zobrazeni f~1: N — M definované pfedpisem

o=z <= fla)=

pro kaZdé y € N (Srovoej s definiei inverzni funkee ze skeipt [MI].) Ziejmd f~ e f = idy
a fof~' =idw, kde idy a idy jsou identické zobrazeni mnotin M a N, tj. idu(z) = =
addu(y) =y prokaddé x € M ay e N.

UvaZujme nyni linearni zobrazeni L @ B* — R™ reprezentované matici A typu (m, n).
Zkoumejme, kdy existuje inversni zobrazeni L7 t). kdy je zobrazeni L prosté a na. To
je podle véty 2,18 pravé tehdy, kdyz h(A) = m = n, tedy pravé tehdy, kdy? je matice A
Etvercovd a regulirni. Obeen® lze snadno ukizat, Fe je-li L : B — R linedrni zobrazeni,
které je prosté a na, je t62 inverzni zobrazeni L=7 : R* — R® linedrni, Ctvercovou matici
Fadu n, kterd reprezentuje toto linedrni zobrazeni pak nazivime inverzni matici k matici
A a znafime ji A~

Jeliko# identické zobrazeni [ : B* — R" je zfejmé reprezentovino jednotkovou matici
E, dostavime s vyuFitim vty 2.16 nasledujici ekvivalentni definici inverzni matice.

Definice 2.19: Jeli A #tvercovd matice fadu n, pak inverzni matici k matici A
ime takovon (& ) matici A= (#adu n) pro kteron plati
AATT=A" A=E.

Analogie s redlngmi Sisly, kde a-a™' = 1 proa € R, a # 0, je #fejma. Di se ukdzat,
#0 ze vetahu A - A™' = E, plyne t62 A~ A = E.

V piedchozim jsme ukdzali, Ze regulirnost matice A je nutnou a postafujfci podmin-
kou pro existenci inversni matice. Nasledujici véta sdroven davd veorec pro jeji vipodet
pomoci determinantd. Tento veorec je vhodny pro vipofet inversni matice k maticim
fadu n < 3. Pro matice vy3Sich fada je vihodnéjéi pouFit Ganssovu-Jordanovn metodu,
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se kterou se seznamime dale,

Véta 2.20:

Necht A = (ay;) je &vercovd matice fadu n. Potom inverzni matice k matici A existuje
prave tehdy, je-li det A # 0, tedy pravi tehdy, je-li A regulirni matice. V tomto pFipad?
Jje inverzni matice dina vetahem

T

An Ap . Ay
a1 Ay Ay . Ay
det A ! (23)

Ami Apa ... Am

kde Ay; je algebraicky doplnék prvku ey, tj. Ay = (—1)"*My;, viz definice 11.10 a
nésledujici poznimbka ze skript [MI1].

Diikaz:
1. Existuje-li inverzni matice A~" k matici A, pak jak jsme v pfedchozim ukdzali je matice
A nutnd regulirni. (Jing dikaz poskytne vita 11.16 ze skript [M1]. Podle této vty je
l=detE =dat(A-A™") =det A -det A™" |

tedy nutni det A # 0.)
2, Je-lidet A & 0, oviifime, #e matice A™" dand vetahem (2.3) spliiuje rovnost A-A~" = E.
Je tieba ovifit, fe skalirni soufin i-tého fadku matice A a j-tého sloupee matice A™" je
roven 1 pro i = §, a je roven 0 pro i # j. Pro jednoduechost to ovifime pouze pro i = 1,2
a j = 1. Pro ostatni , j je dikaz naprosto analogicky.

a) Skalirni soutin prvnfho fadko matice A a prvniho sloupee matice A~ je ddn
vztahem

1
@11, 012, 0 B ) (A, Ay, Ar) = m(ﬂuflu +adn + -+ opdin) =
det A
detA 7

protode i Ay +oadis 4+ oo+ o dig = det A,

b) Skalirni soutin druhéhe Fadku matice A a prvniho sloupee matice A~ je ddn
vztahem

1 1
Fot A (2 Gz 0o (Any, Avay ey Aun) = m(ﬂmﬂl:+ @i+ +amdy) =0,

1
detA(

protode am Ay +0z A+ -+ Avy je rozva]j determinantu {podle 1. Fadku) matice, kterd
vznikne z matice A tak, Ze prvni Fadek matice A nabradime jejim druhym Fadkem. (Je
tieba si uvEdomit, #e algebraické dopliky prvka v 1. fadku, viibec nezdviseji na hodnotach
prvki v 1. fadku.) Ale determinant matice, kterd ma dva stejné Fadky, je nutnd roven (,
jak plyne napf. = véty 11.15 ze skript [MI]. []

1
0.
a

Lo
e Piiklad 2.21:  Vypo¥téte inverzni matici k matici A = |: -21
03
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Refieni: Protoie det A = —6, je matice A regulimi, a tedy A~ existuje.
A

A= (1) ;g‘=o.nm=(—n“3 o 0‘ 0, A= (-1 2;‘=—&
Ao = (-1 | 5‘=3.An=(—n“’; é‘=o.An=(—u”’é 3=
01 11 11
A = (=1 u‘:—l,,{g:(-l]"” s 0‘:-2,;133:{-1)*3 Za l‘:l.
J

Tedy podle véty 2.20 j

.
L oa[ 0 0~ ([0 3 -1] jTo -3 1 0 -5
ATe—pl 8 0 3= 0 0 -20=cl0 0 2|=l0 0 4

-1 -2 1 -6 -3 1 6 3 -1 11 -]

O spravnosti visledkn se miZeme presviddit zkoudkou.

e

1o 0 -3 1] 600
A'A_‘=E -2 10|-|0 0 2 =3 06 0|=E
0aon 6 3 -1 006
Stejnd tak plati A="- A = E.
Cviteni 2.22:  Ukaite, 7e promatici A — | © © [jea-t= | 4 01, pokud
! e d det A | —¢

—be £0.

| Vipolet inverzni matice Gaussovou-Jordanovon metodon

tod b \ < Nl
Jor lze ky nit

Uvaujme xegularni matici A Fidu n. l'i.eiiali suual.aw Imeurlllcll m\'rm. tvary AT = §
G :

(A[R) ~ (BI7) ,

tj. upravime-li rozSifenon matici soustavy AF = B ekvivalentnimi fpravaimi tak, e matice
soustavy A piejde v jednotkovou matici, ziskiame na misté vektorn pravich stran fedeni
dané soustavy. Pro i-t§ sloupec inverzni matice A~" plati, Ze je i‘eﬁnnim soustavy AF =4,
protode A - A=Y = BE. Refime-li tedy tuto G ! metodou,
dostaneme jako feleni i-t§ sloupec inverzni matice A~'.

PFi vipolty invereni matice Gaussovou-Jordanovou metodou postupujeme tak, ¥e za
matici A napiSeme matici E (takto veniklou matici ¢me (A E) } a pracij s fadky
matice (A[E) (ta ma 2n sloupeid). Refime viastng Nuualavu AF = & pro viechny vektory
&, i=1,...,n najednon. Upravime-li tedy G etodou {bez pouZiti
zhmény uluupr:u) matici (A |E) tak, e na misté matice A je matice E, dostaneme pak na
misté matice E hledanou matici A“, Schematicky to mi#eme zapsat jako:
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« Pozndmka 2.23:

(A[E) ~ (E|A™)

coRo TERS

o=aoo

, jak se mifeme plesvidit zkoudkou.

A" neexistuje.
« Piiklad 2.24: Vypo@tiite inverznf matici k matici
120 -3
o1 2 <1
A= -1 10 1
24 1 =7
120 =3 1000 1 2
01210100 01
(AE) = | {19 10010[™|03
241 7[00 01 00
"10 <4 <1 1 200 1
o1 210 1ol _Jo
006 1 1 -310 0
(00 1 -1/-2 001 0
100 0 4 1 -1 =2
_fosoe of 9 2 -t
005 0 1 3 -1 -1
(000 =511 -3 1 &
1000 4 1 =1 -2
ot ool es s 15 -4
0010|1535 —if5 —1/5
L0 00 1/11/5 3/5 —-1/5 —6/5
~ (EA7Y
20 5 -5 10
e 1
Tedy AT =5 13 1 4
13 -1 -6

« Pozndmka 2.25:

35

EE-E-EK-1

=N

2

—o oo

)
o= b e

Uvidomte si, Ze pfedem nemusime védét, Ze matice A je regularni,
tedy, #e matice A~ existuje. Matici (A|E) upravejeme Gaussovou-Jordanovou metodon
a v pribéhu vipodtu poznime, zda matice A je regulimi. Pokud totiz matici A nelze
plevist ekvivalentnimi dpravani na matici E, je matice A singuldrni a inverzni matics

2

Princip Gaussovy-Jordanovy metody pro vipodet inversni matice
k matici A tedy spodivd ve vyfefeni soustavy AF = & pro n riznjch pravich stran &,
i=1,...,n Naopak vipotet inversni matice musi bt pfinejmen&im tak "sloZity™ | jako
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vipoiet feleni soustavy AZ = b pro libovolng vektor . Znime-li totiz jiz matici A=,
pak jeding Fefeni soustavy AT = b dostaneme tak, Ze rovnost AF = b vyndsobime zleva
matici A7, tedy

A" . AF= A .F nodied E-F= A" 5, tj. F=A.b.
Tedy plati véta:

Véta 2.26: .
Jediné Fefeni soustavy AF = b s regulirni matici A je dano vetahem

F=A"l-h.

o Piiklad 2.27:  Refme soustava A - & = b, kde A je matice z piikladu 2.24 a b=
(2,-5,2,0)7. (Tuto soustavu jsme téF Fefili v piikladu 12.5 ze skript [MI).) Reeni miZeme
pomoci matice A", kterou zname z prikladu 2.24, ziskat s vyu#itim vity 2.26 nasledovnd:

20 5 -5 —10 2 1
- 1l a2 1 —4 -5 2

— -1 B__ = . —_
FEATRb=C g 0 2 -3
13 -1 —6 0 1

Cvifeni 2.28: Najdéte viechna fedeni soustavy AF = kde # = (1,0,-2,3)" a A je
matice 2 piikladu 224,

2.3.1 Maticové rovnice

V tomto odstaved si ukdZeme, jak lze Felit nékterd jednoduché maticové rovnice s vyugi-
tim inverzni matice. Obecné je maticova rovnice takova rovnice, kde vystupuje nemnama
matice X. Je-li nezndmi mauon X typu (m,n), pfedstavuje obvykle tate rovoice pFi ro-
zepsani do jednotlivich mn rovnic pro mn neznamych preki matice
K. My se vesmés omezime na linedrni maticové rovnice. Podobni jake pfi fefeni Siselnych
rovnic 3¢ snafime neznamou matici X vyjadfit 2 dané rovnice. Poufivame pfi tom nasle-
dujici dpravy, které neméni Fefeni rovnice:
a) piitteni néjaké matice k obfma stranam rovnice,
b) vynasobeni obou stran rovnice néjakim nenulovim &slem,
¢) vynisobeni obou stran rovnice zprava néjakou regularni matici,
¢) vynisobeni obou stran rovnice zleva nijakou reguldrni matici.

Poznamenejme, #e je tfeba rodifoval ndsobeni rovnice regulirni matici zprava a zleva,
protofe nasobeni matic neni komutativioi.

o Piiklad 2.29: Urete matici X, kterd spliwje rovnici

E+XA=X+A?, kde A:[f g]
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Refieni: Zfejmé viechny matice v zadaném piikladu jsou #tvercowd fadu 2. Symbol A?
znamend A - A. {Podobnd klademe A% = A A a obecnd A™ = A A" 1) ¥ dané rovnice
vypoiteme nejdfive matici X obecné,

E+XA = X+A7
XA-X = A’-E
XA-XE = A"-E
X(A-E) = A'-E
VEimnéme si, e pied vytknotim matice X jsme nejprve piepsali X jako XE. Posledni
rovnost nyni vyndsobime matici (A — E)™! zprava. Pozor, pro matice neni definovdno
déleni. Piedpoklidime oviem, e matice A — E je regularni, Dostaneme

X(A-E}A-E)' = (A’—E)(A-E)"
XE = {A’—E)(A-E)"
X = (A"—E)(A-E)".

Nyni dosadime konkrétni matice:
»_[2 3] [23]_[76 3 N T I B
A‘[10] [1 u]‘[zs]'A_E_22_211 !

S E R

Tedy

Navody ke cvicenim z kap. 2
2.16 Vyudijte visledkn piikladuy 2.14.

2.22 Uvedeny vetah odvodte podle vity 2.20. Vypodtite potichnd algebraické doplitky.
O spravoosti visledkn se presvid@te rkouikou.

2.28 Vyulijte viitu 2.26. Potfebnou matici A=" znite 2 pfikladu 2.24. Postupujte analo-
gicky jako pfikladu 2.27.
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Kapitola 3

Linearni diferencialni rovnice 2. radu

3.1 Uvod

Ve skriptech [MI] jsme se seznamili s pojmem diferencialni rovnice 1. fadu., tj. diferencidlni
rovnice, kterd obsahuje pryni derivaci nezndmé funkee. V této kapitole se sezndmime s
diferencidlnimi rovnicemi, které obsahuji druhé derivace nezndmé hledand funkee, tedy
5 diferencidlnimi rovnicemi 2. fadu a to specidlné s linedrnimi diferencidlnimi rovnicemi
(kratee LDR) 2. Fadu. Jsou to rovnice tvarn

ag(x)y” + a1 {z)y + aalx)y = b(z) , (3.1)

kde o funkeich ag(z), o, (x), az(zx), b{x) pledpokladdme, Ze jsou spojité na nijakém inter-
valu I, ay{z) # 0 proviechna z € T ay = y(x) je hledand funkee. Funkee ag(x), 0. (), aa(z)
nazyvame koeficienty LDR (3.1). Jestlize tyto fu.nkcc nezaviseji na pmm&nné: (t_] ]wu
konstantni), pak rovnici (3.1) nazfvame LDR s konstantnimi k

rovaice {3.1) rozumime takovou konkrétni funkei y = y(z) definovancu na intervalu 1, %o
po dosezent do rovnice (3.1) za y, 3, ¥" dostaneme rovnost platnou pro viechna x € 1.

Umluva: Pro zkriceni zapisu je ufitefné zavést symbol
Liy) = ag(x)y” + au(z)y' + ea(z)y - (3.2)
Pak mé rovnice (3.1) tvar
L{y) = bix).
Definice 3.1: Rovnici
Liy) = blz) , (3.3)
kde b(z) je nenulovd funkee, nazfvime nehomogenni LDR, kritee NDLR. Rovnici
L{y)=0 {3.4)
nazfvime homogenni LDR, kritce HLDR. Rovnici (3.4) ve vztabu k rovnici {3.3)
nazfvime pHfazenon HLDR k NLDR (3.3).

o Pozndmka 3.2: Potdtedni podminky pro rovnici (3.1).
Fro diferencidlni rovnici 1. fadu stafila k urdeni partikulimiho fefeni jedna pofatefni
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podminka y{zp) = yu. K urdeni partikuldrniho feleni diferencidlni rovnice 2. fadu jedna
podminka nestafi. Jak uvidime v dalfim, tyte pedminky musi byt pravé dvé a maji tvar:

[wlm) =wm,  vlm)=wm | (35)

Uviidomte si, Ze pofatetni podminky (3.5) urtuji vektor @ = [yg, 1] € F? anebo obrdcent,
kadd§ vektor & € R? spolu s xy urfuje poiteéni podminky (3.5) pro diferencidlni rovnici
(3.1).

Véta 3.3: O existenci a jednoznatnosti Fefeni.

Necht jsou funkce ap{z), a1{x), ea(x), b(x) spojité na intervalu I, ap{z) # 0 pro viechna
x € I a necht xy € 1. Potom pro libovolod gy, 3 € R existuje pravi jedno Fefeni
diferencidlni rovnice (3.1) y = y{z), které vyhovuje pofteénim podminkim (3.5) a
kterd je definovine na intervaly 1.

Pfi fefeni linedrnich diferencidlnich rovnic (3.1) vyufijeme poznatky o linedrnich
prostorech a o vlastoostech linedrnich zobrazeni, se kterfini jsme se sezndmili v ka-
pitole 1 a 2 téchto skript, DileZité pro nis bude zejména prostor C(7) a jeho podprostory
C*{1), vietnd linedmi zavislosti a nesdvislosti funkei = C{J), vie definice 1.38.

3.2 Homogenni LDR 2. fddu

V tomto odstavei vyuFijeme vlastnosti prostoru C'(f) k popsini mno#iny viech fedeni
HLDR
ag(z)y" + e fz)y’ +aalz)y =10, (3.6)
kritee zapsino
L{y) =0,

kde symbol L{y) je definovin vetahem (3.2). Podle véty 3.3 z odstavee 3.1 jsou fedenimi
rovnice (3.6) funkee y = y{r) definované na intervalu I, kleréd maji spojité derivace 2.
fadu. Tedy fedeni rovnice (3.6) jsou prvky prostoru C?(1).

Vratme se podrobnéji ke vetahu {3.2), tj.

L{y) = aofz)y” + ex(2)y’ + aalz)y .
Timto vetahem je kaZdé funkei y(x) € C*{1) piifarena funkce
()" (z) + ea(2)y' () + aalz)ylz) € CI).
Vetah 3.2 tedy definuje zobrazeni
L: CY )=, (3.7)

kterd je linedrni, jak se snadno pesvidtime:
Nechf o, o jsou libovolné realné konstanty a y, 1 € C’(.‘). Pak dostivame

Lo wi{z) + o yalz)) = aolz)on w1(z) + aa palz)]” + arlz)on vifz) + s yalz)]'+

aa()|en v (x) + 0a ya()] = @ L{y:(x)) + oo L{ws(z)) .

39

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EEES 080408 NESI S0 EYRig "BZei A SGCI0 L0 CfIMUBLE SICHS EHOSAN ‘BAA ‘| MHEVIES WAMABACUTIWIS 84 [} EXSELAIENY (] NZIN )



» Pozndmka 3.4: Fakt, Ze zobrazeni L na levé strané rovnice (3.1) je linedrni, vysvét-
luje, prot nazdvame diferencidlni rovaici (3.1) linedrni diferencidlni rovniei.

Definice 3.5: Symbolem Vy znafime mnofinu viech fedeni HLDR {3.6). |

* Poznadmka 3.6: Jingmi slovy fefeno, Vy je mnoZina funkei z C*{T), které zobrazeni L
zobrazuje na nulovou funkei, tedy Vy je jidrem linedriho zobrazeni L. O jadru linedrniho
zobrazeni vime z kapitoly 2, definice 2,10, #e je linedrnim podprostorem. Poznamensjme,
e v kapitele 2 jsme jadro linedrniho zobrazeni L enaZili N'{L). V teorii diferencidlnich
rovaie se Eastdji poudivd misto A(L) cenaleni Vi, Mime tedy viltu:

Véta 3.7:
MnoZina Vi je linedrnim podprostorem prostora C*{1). Dile plati, #e

dimVy =2,

tj. Viy je konefné-dimenzionalnim podprostorem prostora C*(1) a jeho dimenze je rovna
2, tedy fadu piisluing HLDR.

Dukaz:
Prvni fast viity plyne 2 poznamky 3.6. Z této Sasti vity 3.7 vyplyva dileZity zavir: Libo-
volna linedrni kombinace néjakych fedeni HLDR je opét fefenim HLDR.

Driikaz drubé Sasti vity: Ukizeme, 7e v podprostorn Vi existuji dvé linearné nezdvisla
Fefieni rovnice (3.6) a ka¥dd dalSi fefleni rovnice (3.6) lze vyjadfit jako linedrni kombinaci
téchto fedeni. Tim bude dokazino, #e dim Vy = 2. Tedy ukdZeme, #e podprostor Vg ma
bézi o dvou prveich.

Zvolme néjaky bod xy € I. Podle vity 3.3 o existenci a jednoznaénosti feleni rovnice
(3.6) existuji Fedeni

ER—Y (38)
kterd spliinji nasledujici potatetni podminky:

wlze) =1, ¥i{r) =0
walza) =0, palro) = 1.

Wronského determinant téchto Feeni v bodé xy je roven jedné, nebot z pofdtetnich pod-
minek (3.9) plyne

(3.9)

Wy galn) = detE =1 .
TudiZ podle vty 1.48 jsou funkee y,yo linedrnd nezdvisléd. Zbivd ukdzat, Ze libovolné
fefeni y = y{z) rovnice (3.6) lze vyjadiit jako linedrni kombinaci feseni y,(z), ya{z).
Uvakujme libovolné Fefeni
y=ylz)

rovnice {3.6). Oznafme

vim)=p, Vim)=p.
Uvakujme nyni funkei

lz) = punlz) + paw(z)

40

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EEES 080408 NESI S0 EYRig "BZei A SGCI0 L0 CfIMUBLE SICHS EHOSAN ‘BAA ‘| MHEVIES WAMABACUTIWIS 84 [} EXSELAIENY (] NZIN )



kterd je linedarni kombinaci feSeni y; a ya. Funkee §(x) je podle prvni &sti vty 3.7 také
Felenim rovoice (3.6) a s vyu#iti vetahil (3.9) dostdvime, %o

§(z0) = punizo) + paye(zo) =

7'{m) = peyi{m) + parfylma) = po.
Tudi# fefeni §(x) rovnice {3.6) splfinje tyté poditedni podminky jako nimi vybrané
libovolné fedeni y(z). Aviak pofatetnimi podminkami je fedeni rovnice (3.6) urdeno jed-
noznafné (viz vitu 3.3), proto musi platit

yiz) = §{z) = i {z) + pawalx)

pro viechna x € 1. Tim jsme dokdzali, Ze libovolné fedeni y = y(z) rovnice (3.6) lze
zapsat jako linedrni kombinaci fefeni y; a y; rovnice (3.6). Dikaz druhé #asti vty 3.7 je
proveden. [

« Poznadmka 3.8: VEta 3.7 fika, Ze mnoZina Vg viech fefeni rovnice {3.6) je 2-dimenzio-

nélni podprostor prostory C*(1). V pribihy dikazu vity 3.7 jsme sestrojili jedny bazi
tohoto podprostoru. ¥ teorii LDR je tradiéni nasledujici terminologie.

Definice 3.9: Bési prostoru Vi nazfvime fund, talnim systé (sousta-
vou) fefeni HLDR {3.6) .

e Pozndmka 3.10:  Protoke kakd{ netrividlni linedrni prostor mé nekonefnd mnoho
bazi, pak i ka#di HLDR ma nekonefné mnoho fund alnich systémi fedeni,
Budi

wiz), iz (3.10)
fundamentalnf systém Fedeni HLDR (3.6). Pak kaddé fefeni rovnice (3.6) lze zapsat ve
tvaru

va(z) = y(z; ©) = Cugn () + Catelx), (3.11)

kde €1, Cs jsou libovolné redlné konstanty a € = (', Ca).

Definice 3.11: Vyraz (3.11) nazfvame obecnym Fefenim HLDR (3.6). Piedstavuje
mno#ng viech fefeni rovnice (3.6), jestlife vektor € = (O, () probiha prostor R

Strufnd lze psat
Vi = (=€) ; Ce R}

* Pozndmka 3.12:  Ke rnalosti obecného fedeni HLDR, (3.6) stali urfit dvé linedrng
nezdvisla fedeni této rovnice. P zcela obeenyeh koeficientech ag{x), ai(z), a2(x) v rovnici
(3.6) nezname metodu, kterd by ndm umo#nila stanovit tato dvé linedrné nerdvisla Fedeni.
To se ndm podafi pouze ve specidlnich pfipadech.

e Pozndmka 3.13: Pro HLDR L. Fidu ' + efz)y = 0, kterd mé prostor Vi jednodi-
menzionalni {viz skripta [MI]), obdrZime visledek

Vi = {Ce™*® ; CeR},
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kde A{z) oznafuje primitivni funkci k funkei e(x). Bize prostoru Vy, tj. fundamentdlni
systém Fefeni pro rovnici i+ a(x)y = 0 je tedy jednoprvkovi a “sklddi se” 2 jedné funkee,
napf. ylr) = e~ 4=,

V nésledujicim odstavei ukis jak se hledd fundamentalni systém Fefeni pro HLDR
5 konstantnimi koeficienty.

3.3 ReSeni homogennich LDR 2. ¥4du s konstantnimi
koeficienty

Jsou-li v rovnici (3.6) funkee ag{x), a:(x), e2(x) konstantni, 1j. pro viechna x € I, plati
ap(x) =k A0, alz) =k, ax{z) =k,
dostdvime rovoic
k" + kY + Fay = 0, (3.12)
kterou nazyvame HLDR 8 konstantnimi koeficienty.
Zékladni mySlenka, jak Fedit rovaici (3.12), je tato: Refeni rovnice (3.12) predpokld-
ddme ve tvaru
V= e, (3.13)
kde se snaZime urtit konstantu A tak, aby funkee (3.13) spliiovala rovnici {3.12)
7 (3.13) plyne: ' = Ae*®, 3" = A%e™. Po dosazeni do (3.12) dostévime vetah
RgA?e™ = ko 2™ + kae™ =0,

a odtud po zkrdceni nenulovim vitazem e dostaneme rovaici

koX? + KA+ b =0, (3.14)

Aby funkee (3.13) byla fefenim LDR (3.12), musi byt #slo A kofenem rovnice {3.14) .

Definice 3.14: Algebraickon rovnici (3.14) nazfvime charakteristickon rovnici
LDR (3.12).

Charakteristickd rovnice (3.14) je kvadratickou rovnici, a proto mohou nastat tfi pfipady.
I. Rovnice {3.14) ma dva rizné redlné kofeny.

IL. Rovnice (3.14) mé dvojnasobng redlng kofen.
IIL Rovnice (3.14) ma dva imagindrni kofeny.
Piipad 1

Necht Ay, Ay jsou dva redlné rizné kofeny charakteristické rovnice (3.14). Dostdvame tedy
dvi feseni HLDR (3.12):

Be) =M%, pala) = 0. (3.15)
Aby tato feleni tvofila fundamentalni systém FeSeni rovnice (3.12), je tieba se piesvEd?it,
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#e jsou tato fedeni linedrné nexdvisla,
Pouijme vitu 1.48. Plati
phas

w;-m(-"-) = ‘ AT:'\” )i‘.ll‘o:“ = Agetifghes _ ) ghitghas — {Aa— J\:}ep"ﬂ?h #0,

nebot Ay 7 Ao a exponencidlni funkee je vidy kladnd.
Zévir: V piipadé I funkee {3.15) tvofi fundamentalni systém fefeni diferencidlni rovnice
(3.12) a tudiZ obecné FeSeni rovnice (3.12) ma tvar:

y(z) = Creh* + Cyee, (3.16)

» Piiklad 3.15: Hledejme partikulimi fedeni diferencidlni rovnice

Yy -2y =0, (317)
kterd vyhoveje pofitefnim podminkim
w0) =1, (0)=2 (3.18)

Resieni: 1. Nalezneme obecnd Fefieni rovnice (3.17). Charakteristickd rovnice je
Myr-2=0
& jeji kofeny A = 1, Ay = —2. Pak
Hlz) = Cre® + Cpe™™ (3.19)

je obecné Feleni rovnice (3.17). Nyni uréime konstanty €} a C tak, aby feSeni spliiovalo
podatedni podminky (3.18). Z (3.19) plyne

¥(z) = Cie® — 2Ce™™
a2 (3.18) dostavame dvi rovnice pro O a Cy:

Cie+ e =1, Cie’ = 20?0 =2,

G40y = 1,
=20 = 2.

Jejich Fefleni je €y = 43, Cs = —1/3. Hledané partikulirni feSeni mé tvar

p)= e lu
yy{ﬁ]—se’ 3¢
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* Pozndmka 3.16:  Naprosto analogicky pomoci charakteristické rovnice lze fedit i
HLDR 1. Fidu s konstantnimi koeficienty, tj. rovnici tvaru

ki +ky=0, kde kyk €R, kg#0.
Charakteristickd rovnice této diferencidlni rovnice je rovnice
kpA+ki=0,
kterd ma jeding kofen A = —:—;. Obecné fodeni této rovnice je pak dino vetahem
yulz) = Cet* |
jak se lze snadno plesvidiit zkouikou.

Cvigenf 3.17:  Naleznifite fund Alni systémy Fedeni pro rovaice
a) ¥ -2 =0; b) ¥+ +dy =0 e Hy —4dy=0.
Piipad 1T
Necht A1z = Ay je dvojnisobnf kofen charakteristické rovnice (3.14). Pak ze vzorce pro

kofeny kvadratické rovnice dostiviame, 3o

ke .
o= =g meboli 2kodoky =0, (3.20)

(nebot diskriminant D =k — dkyky = 0).

V piipadé dvojnasobného kofene obdrzime ze vztahu (3.13) pouze jedno Fedeni g (z) =
%% roynice (3.12). My viak vime, o fundamentélni systém feleni této rovnice musi
obsahovat dvi linedm? nezdvisla fefeni.

Uka#me, #e funkee tvarn ya(x) = ze** je rovng# fefenim rovnice (3.12). Dosazeni
ya{x) do rovnice (3.12) dava:

Fol(we®®)" + ky (we™®) + kpwe® = ky{2Ape™T + AJze®®) + k; (2% 4+ AgzetT) + fpaet =
= e"“‘[:c(*n)cﬁ =+ kiAo =+ ka) + 2kpdo + K] =0,
kde jsme poufili rovnice (3.14) a (3.20). Opravdu tedy funkee
wlz) =6 pulz) = ze™* (3:21)
jsou Fedenimi diferencialni rovnice (3.12). Tyto funkee jsou linedrné nezdvislé, viz cvideni
3.18, & tudiZ tvofi fundamentélni systém Feleni rovnies (3.12) v pripadé, Ze jeji charakte-
risticka rovnice ma dvojndsobny kofen Ag.

Zévir: V pipadi 11 ma obeené fedeni HLDR (3.12) tvar
y(x) = Cre®® 4 Caze™*,
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Cvigeni 3.18:  Dokafte, #e funkee (3.21) jsou linedrné nezdvislé,

» Piiklad 3.19: Hledejme obecné Fefeni rovnice

I — 1%+ 12y =0
Tefieni: Prisluind charakteristickd rovnies A% — 4244 = 0 mai dvojnisobny kofen Ay = 2.
Hledané obecné fedeni ma tedy tvar

yx) = Cre™ + Coze™.

Piipad TIT

Necht A, = a+1ib Az = a — b, b # 0 jsou dva imagindrni kofeny charakteristické rovnice
(3.14). Postupujeme-li mechanicky, pak obdrkime dvi fedeni diferencidlni rovoice (3.12)

e v i(5) = o2, () = ol (3:22)

S exp ialnimi funke kde v exp gindrni fisla, jsme se jedté
nesst.knh Funkee v (3.22) jsoun komplexni funkee mé.lné promﬁnmi To jsou pro nas “nové”
funkee, o nich# je tieha podrobniji pojednat.

3.3.1  Komplexni funkce redlné proménné
A% doposud jsme pracovali s realngmi funkeemi redlné proménné, viz kap.2 v [MI].

Definice 3.20: JestliZe kaZdému redlndine = 2 jisté mnoding M C R jo pfedpisem [
pfifazeno pravé jedno komplexni &islo f(z), nazfvame tento pfedpis komplexni funkei
redlné proménné.

o Pozndmka 3.21:  Zadat komplexni funkei znameni zadat pro kaZdé z € M = D(f)
jeji redlnon a imaginarni dast, takie lze psat

Jla) = ulz) +ivle)
kde u{x) a v(z) jsou redlnd a imaginirni &ast komplexniho Ssla f(x).

Komplexni funkee f je tedy urfena, jsou-li urteny redlné funkee w,v. To zna-
mend, e studium komplexni funkee f lze pfevést na studium dvon redl-
nych funkei u, v.

Nékdy je oviem vihodn&di pracovat se soutem u{z) + iv(z) nef s kafdou funkei u(z) a
#(z) oddélend.

Pro komplexni funkce redlné p § se pojmy spojitosti, limity a deri definuji
zeela analogicky jako u redlngch funkei, viz piisluiné definice v [MI]. V dalSim nam zcela
postadi ndsledujici vita.
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Veta 3.22:
L. Komplexni funkee f{z) = u{z) +iv(x) je spojitd v bodé zo pravié tehdy, jsou-li v
bod# zy spojité funkee u(x) a viz).

2. Komplexni funkee f ma v bodé x derivaci pravé tehdy, maji-li v ném derivaci
funkee w, v, pfidem? plati

i) = () +iv'(z) . (323)

Vratme se k funkcim {3.22), Funkee ¢* byla dosud definovana pro redlna & a plati pro

ni:
P - c""'“, cll =1, e pt = 1,

takie e # 0 pro viechna redlnd z.

Rozifime nyni definici funkee ef na viechna komplexni z =z + iy,
L. Napfed ji definujme pro ryze imagindmi z = iy

¥ = cosy + siny.
Ovéfme, e pro g1, ys € R plati e . g2 — gn+im — gin+m), Opravdu
& 68— (eoa g + isin g ) {cos ya + dsin pa) = cos yo cos g — sin g sin g+
+i(sin y; co8 Yz + Co8 Y 5N Yg) = cos(yr + Ba) + i sin{y; + ya) = eI

2. Je-li nyni =z = z + iy, definujme

|e‘=e“'ﬂ’=s‘¢"=e‘(my+£§inu).| (3.24)

Cwvigeni 3.23: Doka#te, #e pro libovolné z;, 2o € © plati

gt — girtE

« Pozndmka 3.24:  Vratme se ke k I funkeim (redlnd proménnd) typu (3.22),
tj. uvaiujme funkei

f(x) = alvHitie (3.25)
Stanovme jeji redlnou a imaginarni 2ast, Je
Flz) = elot®ie — oo e — 008 (ong b + isin br) =
= ™ cosbr + $e™ sinbr = u(x) +iv(z).
ufr) = Raf(z) = Re(e™ %) = o™ cos be, (3.26)
w(z) = Imf(z) = Im(e®H®%) — ¢ sin b, (3.27)
Pomoci vetahi (3.26) a {3.27) a véty 3.22 stanovime derivaci funkee (3.23).
Fiz) = (B — '{z) + i (x) = ae™ cos b — b, sin br+
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+i{ae™ sin br + e*beos br) = (o + ib)e* (cos br + isin bx) = (a + ib)e @0,
Dustavame

|{g(n+ﬁ]i)( = {a + ib)ela+is |

coi lze kritce rapsat, omafime-li A = g + ib, ve tvaru
(™) =ae,  AeC, (3.28)
cof je pnamy vetah 2z teorie redlngeh funkei, ktery nyni plati i pro komplexni A,

* Pozndmka 3.26:  Ze vetahu (3.28) snadno plyne, % komplexni funkee {3.22) jsou
Fefienimi diferencialni rovnice koy" k3 +koy = 0 prave tehdy, kdy# disla A, = a-+ib, Ay =
a — ib jeou kofeny pfisluéné charakteristické rovnice,

Timto konstatovinim bychom mohli pfipad imagindrnich kofeni charakteristické rovnice
- piipad 11T - uzavfit a funkce (3.22) prohldsit za fundamentdlni systém fefeni rovnice
(3.12).

Jsou tady ale jisté okolnosti, které nam nedovoluji, abych timto zpisobem pfipad
I pzavieli. O co jde?

Diferencidlni rovnice (3.12) je redlna diferencidlni rovnice (tzn. ma redlné koeficienty)
a predpoklidejme, Ze popisuje néjak§ redlnd fyzikilni & chemicky dij. Pak hodnoty fedeni
y(x) predstavuji jistou kvantitativoi velitin, kterd dany o] charakterizuje {jako napéiklacd
mnodstvi radioaktivoi latky, nebo mno#stvi soli, resp. polohu bodu na pfimee. Proto pro
praktickou aplikaci Fedeni diferencidlni rovnice je tfeba, aby tato Fefeni nabvala redlnfch
a nikoliv imaginarnich hodnot.

Tedy misto komplexniho fund alniho systému (3.22) pofadujeme, resp. hledime,
redlng fundamentilni systém feSeni rovnice (3.12) i v pfipad? imagindrnich kofeni charak-
teristické rovnice. Tento redlng fundamentélni systém lze najit na zaklad# nasledujici véty.

Veéta 3.26:
Je-li komplexni funkee y(z) = w{z) + iv{z) Fefenim diferencidlni rovnice

L{y) = ao(z)y" + m:(z)y + an{z)y = 0, (3.29)
kde aqg(x), ai(x), as{z) jsou redlné funkee, pak redlné funkee w(z) a v{x) jsou rovnéz
Feflenimn diferencidlng rovaice (3.29).
Specidlng: Je-li y(x) = e fefenim diferencidlni rovnice

ko + k' + by = 0,
pak i funkce i) = Rc{c(n-HD]:) = 0% pos bar,
ya(x) = Im(ple+®15) — oo gin by

jsou Fefenim této rovnice. Tyto funkee tvofi redlnd fundamentdlnd systém Fefeni této
diferencidlni rovnice, Obecné fefeni mé v tomto pfipadé tvar

(3.30)

ylx) = C1e™ cosbr + Cye™ sinbz .

Diikaz:
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Je zalozen na vété 3.22, tj. na tom, #e komplexni funkei redlné proménné derivujeme tak,
e zderivujeme jeji redlnou a imagindrni tdst. Pak

Liu(z) +iv(z)) = ag(z)(u(z) + iv(x))" + ar(z)u(z) + iv(x)) + az(x){u(x) + iv{z)) =

= ay()u"(z) + a: (x)v' () + an(x)u(z) + ifoo(z)v"(x) + a1(x)v(z) + eafz)v(z)] =
= L{u(x)) + iL{v{z)).

Tudiz, je-li L{y) = 0, pak L{u)+iL{v) =0, tedy L{v) =0 a L{zv) = 0.
Dhikaz specidlni fasti vity 3.26 plyne ihned ze vetahi (3.26) a (3.27)) a z faktu, Ze Wron-
ského determinant funkei (3.30) je rizng od nuly. []

Cvifeni 3.27:  Vypoditejte pro fundamentilni systém (3.30) Wronskidan Wz) a ukakte,
#e Wi{z) # 0, pokud b # 0.

» Piiklad 3.28: Urieme obecné fedeni rovoice
2" — 8y + 26y = 0.
Refieni: Charakteristickd rovnice
ModA+13=0 makofeny A =243, MH=2-3
FPak podle specidlni &sti vty 3.26 mai obeend Fefeni nadi rovnice tvar
yix) = C1e™ cos 3r + Cae™ sin dr. (3.31)
Hledejme déle partikulirni fefeni vwhovujici pofdtefnim podminkim
WO =0, y(0)=-1.

Protofe y'{z) = C1{2™ cos 3z — 3™ sin 3z) + C(2e™ sin 3r + 3e™ cos 3x), dostavame
pro konstanty ) a Ch v {(3.31) rovnice:

w0) = € 1+C5-0=0
YO) = € 24C3=-1,

Odtud €, =0aCa= —%. Tedy hledané partikulirni Fefeni md tvar
welz) = —ée"‘sin&z .

Shrivme nakonec tohoto odstavee visledky piipada L-111. do véty,
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Véta 3.29:
Pro obecné fefeni HLDR 2.Fidu s konstantnimi koeficienty
kol + ko +kay =0
plati: Ma-li charakteristicka rovnice
EgA + A+ k=10
{i) dva realné riizné kofeny A, A, pak
ya(z) = CreM* + Cao*;
(ii) jeden redlny dvojnasobng kofen A, pak
yrlz) = C1e™ + Caze;
{iii) dva imaginarni komplexné sdruZené kofeny A, = a + b, Az = o — ib, pak
valx) = C1e™ cos b + Coe™ sin br .

3.4 Refeni nehomogennich LDR 2.fadu

Cilem tohoto odstaves je naléat tvar obeeného fefeni nehomaogenni LDR
a2y + ou(2)y + m(x)y = bz). (3.32)
Z predchoziho odstavee vime, #e obeené feleni pfifazend homogenni rovnice
ap{x)y” + ar{z)y’ + ax(z)y =0 (3.33)
mé tvar
ya(z; €) = Cunz) + Cagalz), (3.31)

kde funkce g, ys tvofi fundamentalni systém fedeni rovnice {3.33) a C probiha F*.
Plati nasledujici vita o struktufe mnofiny fefeni nehomogenni rovnice.

Veta 3.30:
Obecné fefeni nehomogenni rovnice (3.32) (oznafme je yu) mé tvar

uw (2 C) = yu(x; C) +yplz), CeR, (3.35)

kde yy(z; C) je dino vetahem (3.34) & y(x) je n8jaké partikulérni Fefeni rovnice
(3.32).

Diikaz:
Oznafme Vy mnofing viech fedeni NLDR (3.32). Pfipomefime, ¢ mnofina Vy viech fe-
seni HLDR (3.33) je linedrni prostor, viz véta 3.7.

BudiZ y € Ve a 3 € Vi, ti. L{y) = 0 a L{y) = b(z). Pak y + 4 € Vy, nebot
Liy +up) = Liy) + L) = 0+ blz) = b(z).

Necht yi, ¥ € Viv, tj.

L) =blz),  Liw) = blz).
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Pak
Ly = wa) = L) = Llwa) = bz) - blz) = 0.
Tudi gy — ya € Vig.
Zvolme pevnd y, € V. Pak pro kaZdé y € Vx je

¥— ¥ €Va,
Len.
y(z) — wplz) = yu(:;€C) projisté Ce R
Tedy kazdé fefeni y € Vv lze zapsat ve tvam
(=) = yu(z; C) + upl(=),

tudiz viraz
valr C) +ulz), CER,

pledstavuje obecné fedeni NLDR {3.32). []
o Pozndmka 3.31:  Je uFitefné si uvidomil, Ze
Vi = {unlz:C) + uplz) ;. C € R’} = {wfz) + uplx), weVul,

coi lze symbolicky psat ve tvaru

Vv = Vi + iplz).

Pfi hledani obeeného Feleni rovnice (3.32) postupujeme tak, ¥ nejprve nalemneme
obecné fedeni pfifazend homogenni rovnice a pak se snaZime ziskat jedno fedeni rovnice
nehomogenni.

V daliim se seznimime se dvéma zphsoby, jak nalézt partikulirnf feSeni y, NLDR
(3.32). Budou to metoda variace konstant a metoda odhadu.

3.4.1 Metoda variace konstant

Zatneme konkrétnim pfikladem a pak postup zobecnime pro libovolnou LDR druhého
Fadu.

« Piiklad 3.32: Naleznéime obecné fefieni rovnice

vowey=2. (3.36)

an Rupsiog 33

BRI THIFA |

¥ A
EEES 080408 NESI S0 EYRig "BZei A SGCI0 L0 CfIMUBLE SICHS EHOSAN ‘BAA ‘| MHEVIES WAMABACUTIWIS 84 [} EXSELAIENY (] NZIN )

-

HEERP DEE T2



Refieni:
1. krok

Nalezneme obecné fefeni pfifazené homogenni rovnice

V= +y=0. (3.37)
Toto fefeni ma tvar (spofitejte sami):
valx) = Cie” + Caze®, (3.38)

tj. funkee . = e® a g = re® tvofi fundamentalni systém Fefeni rovnice (3.37).
2. krok: Variace konstant

Padle vty 3.30 #hivi nalést nijaké partikulirni Fefeni g, rovnice (3.36). Zkusme hledat
Fefeni g, ve tvaru
wix) = eu(z)e” + ea{w)we®, (3.39)

kde ¢, = e{x) a £3 = ea(x) jsou nezndmé funkce, které se budeme sna#it urfit tak, aby
funkee (3.39) byla fefienim diferencidlni rovoice (3.36). Viraz (3.39) venikl z obecndho
feleni {3.38) rovnice h i (3.37) zdménou k nt ',y za funkee e (x), ea{x)
(srovnej odstavee 14.4.2 skript [MI]).

Negnamé funkee £, = ¢, {z), &2 = ca{x) urtime tak, Ze funkei {3.39) dosadime do rovnice
(3.36) . Tim ziskime jednu rovnici pro dvé nezndmé funkee e (), ea(z). Drubou rovnici
pro eu(x) a co(z) riskime nasledovni:

Z (3.39) plyne

Uplw) = ) + en{z)e + diz)me’ + ealw)(e* + xe). (3.40)
Polozme v (3.40)
& (z)e" + dyfx)ze’ = 0. (3.41)

Pak ma (3.40) tvar
Yp(x) = eu(z)e” + ealx) (¢ + 2e®). (3.42)

TudiZ 2 (3.42) dalfim derivovinim dostévime
#plz) = dlz)e” + e (z)e® + hx)(e” + ze®) + eafz) (267 + zo®). (3.43)
Diosadime virazy (3.39) , (3.42) a (3.43) do rovnice (3.36) {(misto | {z), ch{z) pifeme kritce

)
ce® + ye® < gy(e® + xe®) + og20* + re*)—

=2 e® + 0p® + pgwe®) + 018" + ppme” = % (3.44)
Po snadné iipravé rovnice (3.44) dostaneme rovnici
ol {z)e® + ch{z)(e” + ze®) = T (3.45)

al
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Upozornéni: Poflitame-li spravné, pak se v rovnici {3.44) vyrudi viechny Eleny obsahujici
nederivované funkee ¢ (x) a ea(x) a rovnice (3.45) obsahuje pouze derivace nezndmyjch
funkei, tj. ¢/{z) a ci(z). Je to dusledek volby {3.39).

Rovnice (3.41) a (3.45) tvoii soustave dvou rovaie pro dvé neznimé funkee o) (x), d(x):

o (x)e® + dy{x)ze® =0,
Gla)et +ehfa)(e +aet) = . (48)
Soustavu (3.46) Fedime obvykle pomoci Cramerova pravidla, viz odstavee 152 v [MI.
Matice soustavy {(3.46) je

A— et et
e et 4 xet
a jeji determinant je Wronského determinant funkei 3 = &%, 32 = x¢®, které tvoii fun-
damentélni systém fedeni pfifazené HLDR (3.37). Tato feSeni, jak vime, jsou linedrné
nezdvisld, a proto

D=detA =Wy, —¢® #£0 po VzeR

PoloZme dale
0 et @ 0| g
= = —g¥F = I
D=l e |= D=l =1
T xT
Pak pouZitim Cramerova pravidla dostavame
D, Dy o1
dir)= " =-1 Ar) = =
o) =5 voalE) =y =
tudiz
ofx) = —x, e3(x) = In|z|. (3.47)

Ve vetahu {3.47) stadi uvaZovat vidy jenom jednu primitivni funkei, protoze hleddme
Jjedno yp(x) (vynechivdme tedy integralni konstantu).

Dosazenim z (3.47) do (3.39) ziskime partikulirni fegeni neh i rovnice (3.36)
e Lvan)

Yplx) = —ze® + 20" In |z|
a obeené FeSeni rovnice (3.36) mi podle vity 3.30 tvar

ywlx) = Cre® + Care® + x{In [x[)e” — ze®.

Pozor! Je tFeba si uvidomit, 2o atkoliv obeené FeSeni homogenni roveice (3.37) je defino-
vano na intervalu {—oo, +00), je obeenéd feSeni neh i rovnice definovano bud na
intervalu {—oc, () nebo na intervalu {0, 00). To je episobeno funked na pravé strané DR,
b{x) = e* [z, pro kterou x = 0 nepatfi do defini¢niho oboru.

Nyni cely postup metody variace k hecnime na ok NLDR 2. fadu. Pak
si fekneme, jak postupujeme pfi praktickém vipodtu.
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Uvazujme NLDR 2.fadu
ag{x)y" + mu(z)y’ + ealx)y = bz). (3.48)

Je tieba s1 uvddomit, #e metodu variace konstant lze poufit tehdy, sname-li obecné
Fefeni pfifazend homogenni LDR, tj. enime-li néjaky fundamentalni systém Fefeni rovnice

ag(z)y" + es )y’ +ealzly = 0. (3.49)

Predpoklidejme tedy, #e funkee y = gu(x),y = yalz) tvofi fundamentélni systém Fedeni
rovnice {3.49). Pak jeji obecnd fedeni ma tvar

yr = Cun(z) + Catelz),  Cr,CheR
Partikulami fefeni y,(x) net rovnice hledame ve tvaru
Uyle) = exohin () + ealzhylz), (3.50)

kde e;{x) a e{x) jsou hledané neznamé funkee, které uréime tak, Ze funkci y,(x) a jeji
derivace dosadime do rovoice (3.48). Postupnd dostédvdme

() = dn + e + chya + enly,

kde poklidiame
A+ =0 (3.51)
Pak
wlE) = el + eanshy
a

Wolw) = i + ey + chy + ealfy.-
Po dosazeni do rovnice (3.48) dostaneme
anlz) v + e + G + ean) + an(z) (et + oaba) + ar{e)eams + eag) = blz)
& po apravé

eafmp () + au (2} + aal)in] + ealoa(z)ys + aa(x)y; + oalz)inl+
+ao(x){ehw + ) = bx).
Vyrazy v hranatich zavorkich jsou identicky rovny nule, nebot g a ya jsou fedenimi
homogenni LDR {3.49), tak¥e druhd rovnice pro hledané funkee e(z), ea(z) mé tvar

d{x)yliz) +chiz ::=b(xJ. 3.52

)yl () + ealz)ilx) P (3.52)

Vratme se jefté poznamkou k rovnici (3.51) . Tato rovnice ma dvoji viznam. Jednak

dodévi k rovnici (3.52) druhou rovaici potfebnou pro urdeni dvon nesndmgch funkei

e{x), ea(x). Jeji druhf viznam spofivd v tom, Ze jeji splnéni podstatné zjednoduiuje

vipolet gy a vede k tomu, % se v (3.52) vyskytnou jen preni derivace nesndmich funkei
€ aca
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» Pozndmka 3.33: P fefenich konk h rovnic p pj takto:
1) Zjistime fundamentalni systém Fefeni y, (), yo(x) pHisluing homogenni rovnice.
2) Pomoci téchto funkei napifeme soustavu rovnic pro & (z) a d{z):

e (z)in(z) + hlz)ya(z)
Azl (x) + cilz)ualz)

b(z) (3.53)
aoz)

Tvar soustavy (3.53) je tfeba si pamatoval. Poznamenejme, #e matici soustavy tvofi ma-
tice z Wronského determinantu,

3) Refenim dvou linedrnich algebraickjch rovaic (3.53) (napf. pomoci Cramerova pra-
vidla) vypoditime funkee e (x), -1[:1'] a po zintegrovani ohdriime e (x) a ea{x), které
dosadime do (3.50).

4) Pomoci vetahu {3.35) sestavime obecné fefeni NLDR, tj. yw(z).

Cvifeni 3.34: Pesvidfte se, %o funkee
y=1, y=xlnzx

tvofi fund talni systém h i LDR

2y -z +y=0.

o Piiklad 3.35: Nalesndine obecné feleni rovnice
22y — zy +y = 82" (3.54)
na intervalu {0, 00) .
Redieni: Podle cvifeni 3.34 je obecné feSeni pfitazend homogenni rovnice rovno
yulz) = Cie+ Coxln, x>0.
(Toto FeSeni jsme vlastné “uhodli”.) Partikuldrni fefeni rovnice (3.54) hledime ve tvaru
Uplx) = er(x)z + eafz)zInz. (3.55)

Soustava (3.53) ma v nafem pfipadé tvar

dir)z+dyix)zing =0,
d{z) 1 +d{z){lnz+1) = 8:3—2 = 8.
Jejim Fefenim dostavime
wol|%¥ * Inx | -
BN O - B
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0 rlnx

- __ge? I
D, = &r Inz+1|= Brtlnz, Dy= 1 8z ‘—81:2.
Tudiz
d{r) = —8zlnz, ch(x) = Bz

a po integrovini (provedie sami!)

efr) = =22 lnx ~ 1), o) = 4z’
Odtud d im do {3.55) d

wolz) = =22*(2Inz — 1) + 45" Inz = 2%

Hledané obecné Fedeni rovnice je
y(x) = Cix + Cox Inz + 2%,
« Piiklad 3.36: Naleenfme partikularni febeni rovnice
-4y Ay =, (3.56)

spliinjici po&tedni podminky
5 1
Wo)=2,  JO =g

Tedieni: Nejdfive musime nalézt obeené fedeni rovnice (3.56) . Toto feleni obsahuje dvé
konstanty, €y, C's, jejich# hodnoty pak urime z danjch podatefnich podminek.

Charakteristickd rovnice A? — 44 +4 = 0 pfifazené homogenni LDR ma dvojndsol
kofen A = 2, proto

ya = C1e™ + Coxe™.
Pak
wplz) = ea{z)e™ + exw)re™, (3.57)

kde (), dy(x) jsou fedenim soustavy
& {x)e™ + dh(x)xe™ =0,
2 (x)e + cf(z)(e™ + 2ze™) = 3.

Diile . ,
@ re’® .
W=l ggae gar L ogene ‘—e !
_ 1o ze™ e
Jl(x)_e" E lak+2:ve:""__2:'a !
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1 v-3
40 = | g o

—2r
el 2™ g )

= Te

Tedy

c-_{:]——j::’c'z'dz—c'l"( - 2+1) , ealx) = f::c'”dx——c b@-—i)'

Po dosazeni do (3.57) obdriime po dpravé

Obecné Febeni rovnice (3.56) je dédno virazem

yl(z) = Cre™ + Cywe™ + ‘: + ! CL,CRER. (3.58)

4
Zbyva vypoditat partikelami feleni vyhovujic danym pofatetnim podminkim. K tomuo
potfebujeme znit

1
¥iz) = 2016 + Cae™ + 2re™) + e (3.59)
Po dosazeni podatefnich podminek do (3.58) a (3.59) dostévame rovnice pro Oy, Cy:
C+i=13
90, + Oy + 1=; Ci=1 Cy==2
Hledané partikularni fefeni tedy je

H,{;:]:s”—ﬂ:re”+§—é.

Na zévir tohoto oddilu si jeftd ukadme, jak lze v nékterych pfipadech vhodnon substituei
et diferencialni rovnici, kterd nemd konstantni koeficienty.

o Piiklad 3.37: Najdéte obeend Feleni linedrni diferencidlni rovnice
2y + 2ty +y=0

1
pomoei substituce x = i

B&i_m Uvédomme si, Ze d.unuu rovoicel neumime Fedit pfimo, nemd toti# konstantni
Refenim této dife ilni rovnice je n&aka funkee y(x), kterou cheeme ur-

1
&it, Dosadime-li r = — za proménnou = do funkee g dostaneme néjakou jinou funkei z

proménnd §, kde
1
A =v (f) :
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Funkee z(f) je tedy slofena funkee z vdjsi funkee y{x), kterou neznidme, a vnitfni funkce

z = —. Abychom mohli provést navrzenou suk i v dané diferencil

i rovnici,
nejprve vyjadfit derivace funkee y pomoci derivaci funkee 2. Podle pravidla o derivovani
slozené funkee je

2 = o d”E—y'(—l) .

Wt dr dt e
d’z  dly [dr\? dy d% 1,2
70 = g (%) e e
Odtud okam#ité dostavime
==t a =t -2y =t ut (3.60)

1
Nyni provést substituci z = — znamena dosadit do dané diferencialni rovnice za y = y{x)
funkei 2 = 2(t) a za ' a 3" podle vypoltenfeh vetahi (3.60). Dostaneme tedy rovnici

SO +202) + 28 +2 =0

B po Gpravi

F+z=0, (3.61)
eoF je lingdrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty, kterou umime snadno fesit
pomoei jeji charakteristické rovnice. Obecné fefeni rovnice (3.61) je

z=z(t) = C, coat+ Cy sint .

1 1 1
Do tohoto vetahu dosadime zpét pivodni proménnon x = o tj.t= - Protoie z (;) —
ylx), dostavime
1 1 1
V= !I'{&F] = 3(;] = Cluun;+(71aun; .
co? je hledané obecné Fedeni, jak se ostatnd miZeme snadno pesvid®it zkoudkou.

3.4.2 ReZeni NLDR 2. f4du metodou odhadu

Metodu variace konstant lze pouit pro kaﬁdou NLDR, tj. jak pro rovnice s konstantnimi
koeficienty, tak i pro rovnice s nekonst koeficienty a s lib pravon strancu.
(Pokud umime najit obecné fefeni pfifazené homogenni rovnice a podafi-li se nam zinte-
grovat funkee ¢ () a (x).) To je jeji vihoda. Nevfhodou metedy varince konstant je jeji
zdlouhavost a pracnost. JiZ pro tak jednoduchou pravou stranu, jako mé rovnice (3.56) v
piikladu 3.36, je stano\'eni wplx) \'elml pracné,

Pro rovnice 3} nimi b ¥ & specidlni pravou stranou lze k ziskini parti-
kuldmiho fedeni yy(x) poufit tav. metodn odhadu, kterd nam £asto s mnohem mens
némahou wmeEni toto partikuldmi fefeni ziskat.

Metodu odhadu popifeme pro diferencidlni rovnici 2. fadu, aviak lze ji pouZit pro
NLDR s konst i koefici libovolného Fadu, tedy napf. i pryniho. Jednow 2 vihod
této metody je mimo jind i to, #e pfi jejim pouiti nenf tfeba integrovat.
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Uvakujme rovnoici 2. Fidy
ko' + kot +hay = flz), o kuk €R, (3.62)
kde funkee na pravé strang rovnice je nasledujiciho typu

[ Fiz) = e*(P(x) cos bz + Q) sinbr) || (3.63)

a,b jsou dand redlnd Zisla a P, Q jsou dand polynomy.
Pak existuje partikuldrni fefeni rovnice (3.62) , které ma tvar

wlz) = 2he (R(z) cos bz + S(z) sin ba) || (3.64)

kde f, 5 json polynomy s dosud nenrfenymi koeficienty, jejich® stupef je roven vilt3img
ze stupil polynoma F, Q.

Tedy hledand partikuldrni fefeni (3.64) mé, a¥ na Sinitel 2%, formdlng stejng tvar jako
pravé strana dané diferencialni rovnice,

Cisla a, b jsou dina pravou stranou v (3.63). K iplnému urfeni y,(z) je tfeba stanovit
Eislo k a polynomy R a S.

Urieni &isla k v (3.64)

Polozme
= a+ib, (3.65)
a uvarujme charakterstickou rovnici
Nt kd+ky =0, (3.66)
piislunou k pfifazené HLDR
W'k hay = 0.

Pak
{i) Neni-li #islo o kofenem charakteristické rovnice (3.66), klademe v (3.64)

k=10.
{ii) Je-li Zislo o kofenem charakteristické rovnice (3.68), klademe
k = nasobnost kofene o .

Uréeni polynomil R a 5 v {3.64)
Polynomy R, S uréujeme tak, #e virar (3.64) dosadime do dané diferencidlni rovnice a ze
vzniklé rovnosti urdime koeficienty téchto polynomi tzv. metodon neurdityeh koeficienti.
Pastup bud . wat na prikladech
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« Piiklad 3.38: Metodou odhadu naleznéme partikuldmi Fefeni rovnice
Y Yy (3.67)
(Jedné se o rovnici # piikladu 3.36.)

Hefeni: Zde mime
flz)==, (3.68)

a ptame se, zda tato prava strana je typu (3.63). Jinak fefeno, zda vhodnou volbou velifin
a,b, P{z) a Q(x) ve virazu {3.63) piejde tento viraz na tvar f{z) = z.
Aby se funkee % P{x) cos br + Q) sin b) rovnala funkei f(z) = =, musime volit

a=0, b=0, Plx)==z, Qfx)=0. (3.69)

Pozor! Protofe b = 0, pak sinhe = 0 a za polynom @ lze teoreticky wolit jakfkoliv
polynom. Je ale praktické volit polynom @ co nejjednodudEi a tim je poly nulovy:

Qz)=0.
Drle je tieba rozlidovat nulovy polynom od polynomn nultého stupné. Polynomem
nultélm stupné ro libovolnon redlnou ou b Plz)=a,a £0. Jeli
=0, je pol Pz) =0 poly nulovim,

Vrafme se zpit k nadi dloze. 7 isel a,b (viz (3.69)), urdime &islo o, dané vetahem
(3.65).
a=0+i=0.
Pfisluind charakteristicka rovnice ma tvar A* — 4A +4 = 0 a jeji kofeny jsou Ay = 2.
Cislo v = 0 tedy neni kofenem charakteristické rovnice a tudi ve virazn (3.64) klademe
k = 0. Stupeifi polynomu R ve viraza (3.64) je roven 1, nebof z (3.69) plyne, festP =1
a st Q) = 0. Obeeny polynom prvniho stupné ma tvar Az + B, tedy v (3.69) klademe:
R(z)= Ar+ B.
O polynom § ve virazu (3.64) se nemusime starat, nebof se ve virazu (3.64) neprojevi
vzhledem k tomu, 3o sinbe = 0.
Zaver: Partikuldrni Fefeni rovnice (3.67) hleddme ve tvarn

wpix) = 2" *({ Az + B) cos{0z) + S{z) sin(0x)) = Azx + B. (3.70)

Zbiva urlit koeficienty A, B v (3.70). Dosadime y,(x) = Ar + B do rovnice (3.67):
{Az+ B)" —4{Ax + B)' +4(Ax + B) =z, tj. —dA+ddz+4B=ux

a po dprav
Az +4B—4A=1z. (3.71)
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Vetah {3.71) je rovnost mez polynomy. AM hy‘la t.ato rovnost splnéna (srovnej s
metodou v odstavei 9.4 v [MI]), musi se koefi u stejngeh mocnin proménnd x na levé
a pravé strané rovnosti (3.71) sobé rovnat:

1. —
i) u;f‘ml_o } :’A::il’ B=3
Tedy partikuldrni Fefeni rovnice (3.67) méd tvar
wlz) = 3 + 1
cod ndm vyilo i v pfikladu 3.36, oviem s mnohem vitS ndmahou.

» Pfiklad 3.39: V tomto pfikladé u#jeme metodu odhadu k vipoftu obecného feleni
rovnice 1. Fadu

¥ — 2y = 3ze™.
Hefeni: a) Nejprve urfime obecné feleni pfifazend homogenni rovnice
¥ =2y =0

Jeji charakteristicka rovnice ma tvar A—2 = 0 a kofen A = 2. Pak obecné feSeni homogenni
rovaice je yg(x) = Ce™.
b} Hledejme partikulami feSeni neh genni rovnice iou odhadu. Jeji prava
strana je
flx) = dze™
Srovnanim s virazem (3.63) dostdvime:
a=2 b=0, Plz)=3x Qx)=0

Cislo
a=p+ih=2

je jednondsobnym kofenem charakteristické rovnice. Proto v {3.64) klademe k = 1. Protoie
stP =1 a stQ = 0, klademe R{z) = Az + B. O poly S e opt fme starat.
Hledané partikularni fedeni ma tedy tvar

Yplx) = 2™ (Az + B) = o™ (A" + Bx).

Koefici A, B uréime d im yy{x) do dané rovnice. Dostaneme
26 Az” + Br) + ™ (24r + B) — 2™ {4z” + Br) =
Po gkriceni nenulovim Sinitelem e a dpravit dostédvime rovnost
24r + B = 3x.

Z nf plyne A = 3,8 = 0. Tudiz hledané¢ partikularni fefend je y,{z) = 3%, a obecné
fefeni dané rovnice

y=0Ce™+ Ex‘a&.
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» Piiklad 3.40: Hledejme metodou odhadu partikulimi feleni g, rovnice

¥+ 3y + 2y = rsinz

Refieni: Nyni budeme postupovat rychleji, Mame

a=0, b=1 Pl)=0, Qz)=x e=0+li=i

Clislo & = 1 neni kofenem charakteristické rovnice A? + 33 + 2 = 0. Polynomy R a S {oba

stupné 1, t]. stupni jako je vE3 ze stupiiil polynomid P a @) maji tvar
R(z) = Az + B, S{z)=Cx+D.

Tudiz
Vplx) = (Az + B) cosx + (Cir + D) sin .

Po dosazeni y,(x) do rovnice (3.72) a pifisl i h di rovnost

[(=34 +C)x = 24 = 3B + 3C + D] sinz+
+[{A+3C)x+ 34+ B +20+ 3D cosx =
=xsiny =rsinz +leosx.
Porovnianim v¥razi stojicich u funkei sinz, cosz dostavame

{34+ C)x—24-3B+3C+ D=1,

(A+3C)z+34+ B +2C+3D =0.

Z téchto rovnosti plynow Byii rovnice pro hledané koeficienty A, B, ', D:

—34 ~C -1
A +3C =0
—24 -3B +3C +D = 0
34 4B 420 43D = 0
Jejich Fefienim dostivime
3 3 1 12
A= P ST P

Hiedané partikulirni Feeni je
wplT) = {— 3::+ )cosn:+{ :r+—)smo:
100
Cvitenf 3.41: Metodou odhadue naleznite partikulirni Fedeni rovnice

¥+ 2y = ™ cos 3z
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3.4.3 Modifikace metody odhadu
Uvaiujme rovnici

V' -y =2 -2 (3.73)
Pravé strana této rovnice neni typu {3.63), ale ka#dy séitanec, kter§ ji tvofi, je sam o sobé

tohoto typu. Metodu odhadu nelze v tomto piipadé vt piimo. Pomi¥e ndm ndsledujiel
viita,

Viéta 3.42:

Oznadme jako obvykle L(y) = koy" + ko’ + kay.

Pak plati: Je-li y = ya(x) Febenim rovnice L(y) = bi(x) a y = yaz) febenim rovnice
L{y) = ba{z), je funkes y = y1(x) + ya{r) Felenim rovnice

L{y) = bafz) + balz) -

Dhikaz této ity je snadni a lze jej ponechat #tendfi jako cvideni.
« Piiklad 3.43:  Vypotitejme obeené fedeni rovaice (3.73).
Podle véty 3.42 lze partikuldrni fefeni rovnice (3.73) ziskat jako soudet partikuldrnich

Fefieni nisledujicich dvou rovnic
¥ -y =2, (3.74)
Jmy= st (3.75)
Aviak fedeni tichto rovnic lze ji¥ ziskat metodou odhadu. Partikulimi FeSeni rovnice (3.74)
hleddme ve tvaru () = zAe®, nebot o = a +ib = 1+ 0i = 1 je jednoduchim kofenem
charakteristické rovnice A? — 1 = 0 a oba polynomy P(z) = 2,Q{z) = 0 maji mulovi
stupedi.

Podobné partikularni feSeni rovnice (3.75) hledame ve tvarn yo{x) = Az® + Br + C,
nebof @ = g+ ib = 0+ 04 = 0 neni kofenem charakteristické rovnice a polynomy P, Q)
maji tvar P{x) = —z*, @Q{z) = 0. Tudi# polynom R je druhého stupné.

Vipodet g a i provedte sami. Dostanete

niz) =", plz) =" +2
Diile obecné Fefend pfifazend HLDR k rovnici (3.73) je
yulz) = Cie® + Cae™,
tedy obecné Feleni rovnice (3.73) ma tvar

yniz) = Cre® 4+ Che™ + e + 27 4 2.

3.5 Okrajové tlohy

V piedchozich adstaveich této kapitoly jsme se zabjvali tev. potateéni dlohou pro
diferencidlni rovnice 2, fadu, tj. dlohou, kdy hledani funkee splimje podminky (3.5).
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VEimnéme si, #e tyto podminky byly dvé (cof byl i fad diferencidlni rovnice a tedy i pofet
neurfenfeh konstant C; a €y v obeenéin fedeni) a Ze v nich byly zaddny hodnoty Fedeni
a jeho derivace v jednom pevoém bodé x = ;. Ve fyzikalnich a technickych aplikacich
se ale také dvi potfebnéd podminky formuluji ve dvou rizngch bodech xy a 7., napé. ve
tvaru

wim)=w,  wlm)=w, (3.76)

nebo obecn#ji
coylzo) + A (za) =0, eaplm) + Buyf{m) = 3, (3.77)
kde o, 8, 7,1 = 0,1, jsou néjaké zadané k Dodateéné podminky, které uréuji

vibér partikulirniho fefeni z obecného feleni, a které maji I.war (3.76) nebo (3.77) se
nazyvaji okrajové podminky a iloha s témito podminkami se nazyvi okrajova tdloha.

Zadani okrajovych podminek mige ufinit dloho sloZitdjai, zcjména co se tyée existence
ajednmr\ai‘nmtl fedeni, srm-'rw_] napf. vity 3.3 pro alohy p Celou probl ik
si bud ovat na jednoduchém pFikladé. Budcmc hledat Fedeni d.lfcrcncmlni
rm'm('.E

Y Hy=0 (3.78)

pro riznd zadané okrajové podminky. Clensf lehee zjisti, %o obecndé Feleni rovnicn (3.78)
je ve tvarn
yulr; €, Cs) = Creosz 4 Casing. (3.79)

o Piiklad 3.44: Hledgjme fefeni diferencidlni rovnice (3.78) splitjici okrajové pod-
minky

w0y =1, yG) =0. (3.80)
Refieni: Dosazenim do (3.79) ziskime
Creos0 + Cysind = 1
Cicost +Casins = 0
1 2 2 5
Jedingm fefenim této soustavy je 5 = 1, 3 = 0. Okrajova dloha (3.78), {3.80) ma
tedy jeding fefeni
ylz) = cosx.

» Piiklad 3.45:  Reime diferencidlni rovnici (3.78) s okrajovimi podminkami

W =0, (g) —0. (381)
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Refieni: Podobné jako v pfedchozim piikladé dojd k rovnic
Creosl+ Casinl = 0
o T LT
1008 5 CgsmE =10,

kterd ma opét jediné fefeni ), = 0, Cy = 0. Refenim diferencidlni rovnice (3.78) s
okrajovimi podminkami (3.81) je tedy opiit jednoznalng a rovnd se nulové funkei

wx)=0.

« Piiklad 3.46: Redme diferencidlni rovnici (3.78) s okrajovimi podminkami

w0)=1, =2 (3.82)
flefieni: Stejné jako v pfedchozich piikladech ziskime po d i do (3.82)
rovnic pro nezndmé ) a Oy

Croosl+ Cysin = 1

Cheosw+Casinr = 2,

Tato soustava nems fedeni, nebof z ni ckamité plyne ) = 1 a soufasnd ) = -2, Tedy
#idné FeSeni diferencidlni rovnice (3.78) splijici okrajové podminky (3.82) neexistuje.

« Piiklad 3.47:  Redme diferencidlni rovnici (3.78) s okrajovimi podminkami
w(0)=0, yl7)=0. (3.83)
Redieni: Tyto podminky vedou na soustavu rovaic pro neznamé ) a €y

Creosl + Cysind = 0
Cheosm +Casinr = 0,

kterd ma nekonefné mnoho fedeni ve tvaru C) =0, €5 € R. Proto mi i okrajovi iloha
(3.78) (3.83) nekoneiné mnoho fedeni tvaru

y(x) = Casin, Ch e R

Z vite uvedenyeh piikladd plyne, %o Feleni okrajové dlohy mike bit jednoenatng,
nemusi existovat nebo dokonee mi#e bt feSeni vice, napi. nekoneéné mnoho.

3.5.1 Souvislost poditeéni a okrajové tilohy

Uvaiujme DR 2. fadu
¥ =l y) (3.81)
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5 poiatefnimi podminkami

) =0, ¥(m) =k (3.85)

a okrajovimi podminkami
wlzo) =m0, wlz:) = - (3.86)
Vysvétleme si geometrick§ viznam pe h a okrajovich podminek (3.85) pomoe

abr. 3.1.

Obrézek 3.1:

Prvni z podminek {3.85) nam Fiki, #e graf fefeni prochdzi bodem (g, yp). Druhd z po-
Eitetnich podminek (3.85) pfedpisuje smirnici tefny ke grafu feleni v bodd (zg, yo). A
privé volba této smérnice ma vliv na to, rda ,se trefime” Fefenim do bodu (zq, ), kter§
je zaddn drubou okrajovon podminkou (3.86).

« Pfiklad 3.48: Hledejme opét feleni rovnice (3.78). P fme prvni podminku 2
(3.80) a formulujme ilohu jako poditedni, tj. cheeme splnit podminky
wo =1, yO)=A (3.87)

Po dosazeni do (3.79) ziskime soustavu rovnic pro nezndmé O a Ca:

Cyeos0+ Cysin = 1
= sin 0+ Cyeosll = A

TeSenim ziskime % = 1 a Cy = A. Takde feleni (3.78) spliijici pofétefni podminky
(3.87) je tvaru
yx) = cosx + Asinz. (3.88)

Toto fefeni mi v bodé z = 7/2 hodnotu
x x .
y(E)—uos§+A51n§—A.

Grafy feleni y(z) dle (3.88) pro A = =1, A =0, 4 = 0,2 a A = 1 jsou zakresleny v
obrizku 3.2,
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VAR '

Obrazek 3.2:

Je ziejmé, Fe Fedeni pofatetni dlohy (3.78) {3.87) je pro A = 0 identické s fedenim okrajové
dlohy (3.78) (3.80).

V zdvirn odstavee uvedeme dva fyzikalni (chemicko-inZengrské) piiklady, které najde
Etendf v uebnicich chemického inFenjrstvi.

« Piiklad 3.49: Fyzikilni ustileni difize rovi deskou

Uvaiujine uspofadani podle obrazku 3.3. Latka A difunduje nekonefnou rovinnon deskoun
o tloudtee 23 — 21 mezi zasobniky o k ich ¢; & 2. K trace difundujici slozky
se tedy méni pouze ve sméry z, tedy nikoliv podél desky. Déle piedpoklidime konstantni
hustotu i difuzni koeficient. Pro ustileny stav plati rovnice

d%e

2 0. (3.89)
Okrajové podminky jsou pak tvaru
clz)=a, clzm)=on (3.90)
Rovnice (3.88) je homogenni LDR 2. fidu a jeji obecné feleni je (odvodte si)
efz) = Kz + Ky, (3.91)

kde Ky, Ky € R. Dosazenim do okrajovich podminek (3.90) ziskime dvi rovnice pro
neznamé K a K

Ko+ Ky =cy, Kizm+ Ky =cy
Jejich feienim je
K‘:u“_c“ K’:Clh—taﬂ_
n=n n=-n

Refeni (3.91) je linedrni funkee v intervalu (21, 72), srovnej obrdzek 3.4.
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1
[ difuze o N
i \\\
Fargl SRS S
! 1
: S
== ot 2 £
Obrézek 3.3: Obrizek 3.4:
Poznamenejme, o ustdlend vedeni tepla rovi deskou je pops4 Jogickon rovicd
427
FER

kde T je teplota a okrajové podminky jsou tvaru T{z) = T), T(z:) = T3, cof charakte-
rizuje teploty na styku s okolim.

» Piiklad 3.60: Ustilené vedeni tepla v mezivileowim prostorn

Uvafujme dutf valee (valeovou trubkn) podle obrdzkn 3.5 a piedpoklidejme osové
symetrické teplotni pole a ustilenf stav. Teplota pak nesivisi na polirmim dhlu @
a vehledem k tomu, Ze vilee uvafujeme nekonedn? dlonhy, ani na délkové soufadnici z.
FPredpokladime-li, #e teplota média uvnit? “diry” je T a teplota okoli je T, zdvisi teplota
v mezivilcovém prostoru (sténé) jen na radidlni proménné r tj. T = T{r).

Diferencialni rovnice popisujici tento d&j ma tvar
&7 1dT

— - = .92
ar? " rdr (3.92)
a okrajové podminky jsou {0 < rg < 1))
T(ro) = T, Tr) =T
Rovnice (3.92) je HLDR 2.Fidu s nekonstantnimi koeficienty. Abychom ziskali jeji obecné
fefeni, potfebujeme dvié linedrné nezdvisld feleni této rovnice. Jedno fedeni vidime oka-
mEtE,
Tir) =1
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Th
i
1,
Ta (Y
[
A\
1
1
| M,
| \
o : I
| |
L L = r
T 4]
Obrézek 3.5: Obrizek 3.6:

Druhé najdeme pomoei substituce u{r) = ‘;ij_T {tj. metodon sniZeni Fadu, viz nasledujici
adstaver), fim# dostavime

1
W+ —u=0.
r
Metodou separace proménnych ziskime
d 1 ™
cu =—"dr, Inly/=-Inr+InC,, u= G
u r T
a tedy
T{r) = uir) = % .
Tedy {r > 0)

T(r)=Cilnr+Cy .

Tim jsme ziskali obecné fefeni diferencidlni rovnice (3.92). (Viimn#te si, #e va druhé fedeni
do fundamentalniho systému miZeme veit funkei

Ta(r) =1Inr.

Ctenaf snadno ovéd pomoed Wronskidnu, #e jsou T1(r) a Ta(r) linedrn# nezivislé funkee.)
Fro aplnéni dangeh okrajovich podminek je tedy tfeba splnit rovnice

Cilnrg +Cy =Ty, Cilnr =0y =T,

Odedtenim rovaic ziskime
e T —Th

Talnri —TiInry
S nr —Inry :

a Ch= Inr—Inrg

Na obrazku 3.6 je znidrornéna zavislost teploty na radiilni soufadnici pro pfipad T) < Ty.
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3.6 Linedrni diferencidlni rovnice vysgich fadia

Na zavir této kapitoly se struling zminime o fefeni linedrnich diferencidlnich rovnic n-tého
fadu, n > 1. Homogenni LDR n-tého #&du rozumime rovnici

aglx) T o (x) gy + (2] y +ag(z)y =0 (3.93)
a nehomogenni LDR n-tého #adu rovnici
ao(z) ¥ + a1 (x) Y™ + - + G () ¥ + anlz) y = blx) . (3.94)

O funkeich ag(x), a1 {x), ..., a,(z) piedpoklidime, fe jsou spojité na intervalu 7 a ap{z) #
0 pro kafdé = € .

Terminologie ( pfifazend homogenni rovnice, konstantni koeficienty, apod.) je naprosto
analogicks jako u rovnic 2. nebo 1. Fadu. Plati rovn#Z analogicka tvrzeni o existenci, jedno-
znadnosti a struktufe feleni. Pro nds nejdileZitdji tvrzeni jsou shmuta v nasledujici vitts.

Véta 3.51:
1. Mno#ina Vi viech fefeni HLDR (3.93) tvofi linedmi podprostor prostory C™(T)
dimenze n, tj. obeend feleni této homogenni rovnice ma tvar

ya(z) = Crpfx) + -+ Crpalz)

kde funkee @, ..., @, tvofi fundamentilni systém Fefeni této rovaice.
2. Obecné fefeni NLDR {3.94) dostaneme tak, Ze k jednomu jejimu partikuldrnimu
Fefeni iy, piitteme viechna FeSeni pfifazend h i rovnice. Symbaolicky

ywlz) = plx) + yulz) -

Homogenni LDR {3.93) umime obeend fedit pouze v pfipadd konstantnich koeficienti. Po-
stup je analogicky jako u rovnic 2. fadu. Jsou-li koeficienty rovnice (3.93) konstantni, tj.
afz) =ko, ooy Galz) =ka

pak této rovnici pfifadime charakteristickou rovaici ve tvary

koA A+ B A ki Ak =0

Je-li nyni &islo A jednoduchym kofenem této rovnice, lze do fundamentilniho systému
Fefieni rovnice (3.93) zafadit funkei @(z) = &,

Je-li #slo A k-nasobnfm kofenem charakteristické rovnice, lze do fundamentalniho
systému fedeni rovnice (3.93) zafadit funkee

i) =e¥, m(z) =ze™, ., @lz) =a2"eM
« Piiklad 3.52: Urfeme obeend fedeni HLDR
YAy e -y =0,
G9
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Redieni: Charakteristicks rovnice této diferencidlni rovnice je
Mgl 3 A= M =3+ - = A =1 =0

ma jednoduchy kofen A, = 0 a 3-ndsobny kofen A gy = 1. Tedy obeené fedeni dané DR
mé tvar
yulzr) = C) + Cae® + Cyxo® + Cyz’ @
Nehomaogenni LDR (3.94) fefime bud metodou variace lmnstant (poa‘.llp Je apiit Vlel
podobny jako pro rovnice 2. fadu), nebo v pfipadé k a
pravé strany metodou odhadu. Odhad Fedeni je stejng jako pro rovnice 2. Fidu a lournlm‘l.ui
vypodet je zeela analogicky.

» Piiklad 3.63: Metodou odhadu uréeme obecné fefeni NLDR

v -y =

Refieni: 1. Urtime feleni pfifazend b ' rovaice. Charakteristickd rovnice

Mol=(A - +1) =A-1A+1)A+1) =0
ma kofeny Ay =1, b = =1, A3 =i a Ay = —i. Tedy obecné fefeni piitazend HLDR je
walz) = Cre® + Che™* + Cycosz + Cysinz .

2. Pro nalezeni feSeni dané nehomogenni rovnice lze pouZit metodu odhadu. Partikularni
Fefieni hledime ve tvaru

Uplz) =
(pfi oznafeni z odstavee 3.4.2 je & = 0, nebof &slo 2 + 0 neni kofenem charakteristické
rovnice). Odtud

¥ =246 | i =44 | " =BAe™ a W = 164>
Po dosazeni do dané rovnice dostaneme

164e™ — 46™ — o®

1 N
aodtud A = R Obecné Fefeni dané rovnice je tedy

1 1
yvix) = yuiz) + Ee"‘ = (8" + Cqe™ + Cycosx + Cysing + i e

3.6.1 Metoda sniZeni fadu

Metodu snifeni Fadu lze poufit pro jistd specialni jak linedrni tak i nelinearni diferencialni
rovnice vyiSich Fadi. Zékladni my&lenka této metody spofiva v nasledujicim:
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Neobsahuje-li dana diferencidlni rovnice &en y ale pouze Eleny 3", 3" ..., pak zavede-
nim substitues ' (z) = 2(x) do dané diferencidlni rovnice dostaneme diferencidlni rovnici
pro nezndmon funkei z fadu o 1 mengiho nez byl fad puvodni rovnice, Pokud tuto rovnici
winime Felit a ziskdme jeji fedeni z(x), pak i i ziskame Fefeni y{z) plvodni rovnice.

FPodobné, baahuje-li dang dif ialni rovnice Eleny y , ¥ ale pouze Sleny ", y™ ...,
pak zavedenim substituee y¥(x) = z(z) do dané diferencidlni rovnice dostaneme diferen-
cidlni rovnici pro nezndmou funkei z fadu o 2 mengiho nez byl fad pivodni rovnice, atd.

Hustrujme si tuto metodo na piikladé.

» Piiklad 3.564: Metodou snifeni fadu urfeme obecné fefeni diferencidlni rovnice
ry"+y' = 3" naintervalu (0,00) .

Refieni: Ackoliv se jednd o linedrni rovnici, neumime ji (bez metody sniZeni Fadu) fedit,
protofe se nejednd o rovnici s k nimi koeficienty, a tedy fme Fedit pfifazenon
homogenni rovnici. ProtoZe se ale v dané rovnici nevyskytuje élen y zavedeme substituci
¥ (x) = z(x). Tedy plati y"(x) = 2'(x). Dosazenim do dané roveice dostaneme rovaici

22 +z=13". (3.95)

To je NLDR 1. fadu, kterou fefit umime.
Separaci proménngeh vyiedime nejprve plifazenon homogenni rovnici. D

1
z{x) =) -

(Zde pieme C,, protoe v obecném fedeni pivodni rovnice budou dvé konstanty.)
Metodou variace konstanty vyfeSime rovnici {3.95). Dostaneme

H)=al);, o) -% a al@-2.

Oxdtud 1
Viz)=z(x) =2 + Oy o

je obecné Fedeni rovnice {(3.95). Déle integraci dostaneme obecné Feeni pivodni rovnice
wlz) = %’+C-‘1In::+ Cs.

VEimndte si jeltd struktury tohoto Feleni. Funkee yo(x) = ‘%3 je partikulirnim fefenim

dané nehomogenni rovnice, funkee 3 (x) = Inz a ya(x) = 1 tvofi fundamentdlni systém
piifazend homogenni rovnice.

Navody ke cvicenim z kap. 3
3.17 Pougijte charakteristickou rovnici.
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3.18 Vypoététe Wronského determinant,
3.23 Poufijte veoree (3.24).
3.27 Vypoitéte

e cos b €™ sin b

Wo) = | sess canbr — extbsinbe  0en® sinbz + e8%b cos br

3.34 Ovwéte, #e jsou fedenim a vypoététe Wronského determinant.
3.41 Postupujte jako v pfikladu 3.40.
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Kapitola 4

Soustavy diferencialnich rovnic
1. fadu

Podobni jako jsme se v algebfe vedle rovnic o jedné nezndmé setkali se soustavami rovnic
pro vice neznamych, lze se také setkat se soustavami diferencidlnich rovnic s nékolika
*nezndmimi® funkeemi.

V této kapitole se omerime na soustavy dvou diferencidlnich rovnic 1. fadu pro dvé
neznamé funkee.

4.1 Zakladni pojmy a oznadeni

Ffipomefime, #¢ obeend diferencidlni rovnice 1. fadu rozfeéend vehledem k derivaci ma
tvar

o = f(t,z),
i funkee nezdvisle | ta f dand funkee dvou

kde z = x(t) je
proménnych.
Obeeng tvar soustavy dvou diferencidlnich rovaic 1. Fadu roefelenfch vehledem
k derivacim ma tvar 1 )
2= fltz,u)
4.1
v =gtz v), ()
kde = = x(t),y = y{t) json hledané nezndmé funkee nezivisle prominné ¢ a funkee f g
jsou dané funkce tf proménngch.
Soustave (4.1) lze psat ve tvar
d

Sty . Wgua)

s tou vyhodou, #e z tohoto tvaru lze vydist, kterd symboly znaéi hledané funkee a které
nezdvisle proménnog.

o Pozndmka 4.1:  Jestlize pravé strany soustavy (4.1), tj. funkee [ a g, nesdviseji ex-
plicitn? na proménné ¢, tj. funkee f a g jsou funkeemi pouze proménnych r a y, nazyviame
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takovou soustavu autonomni soustavou diferencidlnich rovnic, Jestlize pravé strany sou-
stavy (4.1) zaviseji explicitng na Sase {, nazfvime takovou soustave diferencidlnich rovaie
neautonomni soustavou.

Autonomni soustava DR mé tedy tvar

dx
= a flz.w),
(42)
_dy
V=g = wa)
| Definice 4.2: Regent ¥ {4.1) r fme takovou dvojici funkei [z(t), y(2)]

definovangch na intervalu [ € R, které po dosazeni do rovnic (4.1) pfevadéji tyto rovnice
v rovnosti platné pro viechna t € 1.

s Piiklad 4.3:  Ovéfme, #e funkee z(t) = 2te* — 3, y(t) = (2 + 1)e! = 2, ¢ € R jsou
Fefenim soustavy diferencidlnich rovnie

¥ = Y-z+1,
Y — 3y—om (4.3)
Pefieni: Levi strana prvni rovnice mé po dosazeni tvar (1) = 2ot + 2te!, pravi strana
Yy—z+1 =22+ 1) -2 — et +3+1 = det + 26 — 4 — Ued + 4 = Aot + 26t
Vidime, Ze na levé a pravé strané prvni rovoice soustavy {4.3) json po dosazeni tytéd
funkee. Dosazeni do drubé rovnice soustavy (4.3) je ponechino ftendfi.

4.2 Autonomni soustavy

V tomto odstavei ukid jak lza g icky interp {zndzornit) Feleni antonomni
soustavy.
Uvadujme autonomni soustave diferencidlnich rovoic
#' = fz,v)
1 4.4
v =alz)- 4

Jejim Fefenim je podle definice 4.2 dvojice funked = = =(t),y = y(t), definovanjch na
néjakém intervalu . Tato dvojice funkei definuje zobrazeni

e plt) = (x(t),4(t) R*t e,

tj. zobrazeni intervalu do roviny R,
Zob i 7, takto defi ¢ lze chapat jake parametrizaci néjaké rovinnd kfivky, vie
kapitola 7 v [MI]. Tedy:

Kafdému feleni x = x{t),y = y(t) soustavy {4.4) odpovidd rovinnd kfivka,
kterou nazfvime trajektorii dancho fefeni. Rovnice z = z(t) a y = y{f) jsou
parametrick§mi rovnicemi trajektorie fedeni.

T4
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Volné pak misto o fefenich soustavy {4.4) mluvime o trajektoriich soustavy {4.4).
Soustava (4.4) mi¥e mit i jednobodové trajektorie. Jednobodovéd trajektorie je
kffivka sestdvajici z jediného bodu S = (g, ) € R*. Parametrické rovnice jednobodové
kiivky maji tvar
z(t) = @, y(t) =y proviechna { € R.

Soustava (4.4) ma jednobodovou trajektorii S = [ay, yo] pravé tehdy, jestlize plati
fao,m) =0,

glzo, o) =10,

tj. soufadnice bodu § anulujf pravé strany rovnie (4.4). Pak konstantni funkee (1) = x,
y(t) = , £ € I spliiji rovnice (4.4), nebot

duy d;
G =0=fleaw) a S =0=g(rom).

Bod § = {zy, 1) nazjvime rovnovafngm stavem soustavy {4.4) a pisluiné fedeni
nazyvame staci nim. Staciondrni Fefenf dvisi na fase, je konstantni a jeho tra-
jektorie je jednobodovi.

« Piiklad 4.4: Soustava diferencidlnich rovnic
= -y
4.5
P (45)
mé Felieni (plesvidite se dosazenim)
o{t) = rcost, 46)

y{t) = rsing, LER,

kde r € R. Rownice (4.6) jsou pro r > () parametrickfimi rovnicemi kruZnic se stfedem v
poéitks o polomére r.

» P ka 4.5: S dif ialnich rovnic {4.5) je v iizkém vetahu k feleni
nasledujici dlohy:

Naleznéme takovou rovinnou kiivku, jejiz teény vektor v kafdém bodé je kolmy k
polohovému vektory #{t) tohoto bodu, viz obe. 4.1,

Y B n=[x0, (0] Reteni: Necht = = x(t),y = y(f) jsou
) parametrické rovoice hledand kifivky.
Bod (x{t),y(t)) spolu s pofdtkem P
urduje vektor 7t) = [x(t), p{t)], klery
mi byt koling na teénf vektor k dané
kfivee, tj. kolmy na vektor 3°(t) =
) [#{t), ¥'(t)]. % vlastnosti skalirmiho
| X1} = % soudinu plyne:

Obrizek 4.1:

¥
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it) L '(t) = 7le) - 5'(t) = 0,

.
() 2'(t) + wit) v'{t) = 0. (7
Vetah (4.7) bude splnén tehdy, kdyZ bude platit
() = —wit),
() = =(t).

(Vektor (a,5) je kolmg k vektoru (—b,a).)

Diostali jsme soustavy dvou diferencidlnich rovnic pro hledané funkee x(1), y(t), kterd
je totoZna se soustavou (4.3). Redeni na&i dlohy jsme pevedli na fefeni soustavy diferen-
cidlnich rovnic.

4.3 Autonomni linedrni soustavy

Jestlize v soustavé (4.4) jsou funkee f a g linegrmimi funk ivp énnych x, ¥, pak
mi soustava (4.4) tvar
2’ = oux + auy,
V' = ans + azy,
kde ay;,1,7 = 1,2, jsou dana redlna &isla,
Soustave (4.8) nazfvime soustavou linedmich diferencidlnich rovnic 1. Fidu s kon-
stantnimi koeficienty. Takové soustavy se nyni navdime fedit,
Pravou stranou v (4.8) je urfena matice

A=[ﬂ:1 l‘112]'
az1 @7

Matici A nazfvame matici soustavy (4.8). PoloZme

(4.8)

‘ - [#0
5(¢J=[§8], pak 2'(0) = | T

Soustave {4.8) lze pomoei matice A a vektorovéd funkee 7 zapsat ve veklorovém tvarn

— A7 (4.9)

» P ka 4.6: O #iné viech fefieni soustavy (4.8) resp. (4.9) plati stejna tvrzeni,
Jjakd byla odvozena pro linedrni diferencidlni rovnici 2. Fidu v kapitole 3.

Tak napf. pojem obecného feSeni, fund alnih fedeni a partikuldrniho

Fefeni soustavy {4.9) se zavidi zcela analogicky jako v kupll.ule 3. Obecné Fedeni je tvarn

A =ehl)+enl),  coeR (4.10)

kde Z,(f) a Z(t) jsou dvé linedrnd avisla feSeni (fund lni systém) rovnice

(4.9) definovand na . Je tedy mnofina viech Feleni soustavy (4.9) op# linedrni prostor
dimenze 2.
Nulovym prvkem tohoto prostory je staciondrni Fefeni soustavy (4.8) tvarn z(l) =
0,(t) = 0, nebot linedrni soustava (4.8) ma vidy rovnoviing stav S = [0,0].
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Postup fedeni soustavy (4.9
Refeni soustavy (4.9) hleddme ve tvaru
Ft) = eME, (4.11)

kde AeRahe R h#0 Tedy A, ki se snadime urfit tak, aby viraz (4.11) byl Fefenim
soustavy {4.9). {Srovnej 5 odstaveem 3.3.) Polofme

(8] -2
a tedy
7= 2 ] —AME. (412)
Dasadime (4.11) a (4.12) do rovaice (4.9). Dostaname
AN — o AT (813)

nebat A(eMh) = e® AR. V rovniei (4.13) lze kritit nenulovim virazem e, Tim dostaneme
rovnic

(4.14)

Definice 4.7: Nenulov vektor B a &slo A, které spliiji {4 14) nazyvame viastnim
vektorem a viastnim &islem matice A. Plesniji: Vektor h # ij e vhwl.mm viktorem
matice A, pfislunym k vlastnimu &slu A, Je tfcha si uvédomit: Je-li i # 7 vlastaim
vektorem matice A a o € R, o # (0, pak i vektor uk je viastnim vektorem matice A.

TudiZ, aby vektorovd funkee (1) = @M} byla Felenim soustavy (4.9), musi bt A
vlastnim Zislem matice A a vektor i prisluingym vlastnim vektorem.
i vlastnich isel m
Rovnici {4.14) upravime na tvar

(A - AE)E =10, (4.15)

10 *_7
E_[U l] atudiz Eh=h.
V rovnici (4.14) lee - nabradit AR vrazem AER a pfevést tento flen na drubou strang
rovnice a vytknout k. Tim dostaneme rovnici (4.15).

Rovnice (4.15) pied uj dvou algebraickych rovnic pro Ameé by, b,
kterd rozepsand mi tvar

(an — Ak +aizha =0,

anhy + (a2 — Aa = 0. (4.16)
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Po této soustavé pofadujeme, aby méla nenulové Fedeni fi= [, ha]* # {. Podle tvrzeni
z odstavei 14.1 v [MI] m4 soustava (4.15) nenulové Feleni pravd tehdy, kdy? je matice
A — ME singulérni, tedy musi, platit

det{A — AE) = 0. {4.17)
Protoie

ai— A, 4

det
om,  om—A

] = {an = Aoz = A) = apan =
= X — (a1 + an)A + ou0m — 0ao,
mé rovnice {4.17) tvar
= (@ + aga)A + detA = 0. (4.18)
Kofeny této rovnice, kterd se nazyva charakteristickou rovnici matice A, jsou vlastni
disla matice A.

Stanoveni vlastnich vektord

Dosadime viastni 8islo A, kterd jsme obdrzeli FeSenim rovnice (4.18), do soustavy (4.16)
a tuto vyfedime. Protofe matice sonsm\ry je singularni, jednu nezndmou lze pii fedeni volit.
Obvykle volime néjakou konk ou hodnotu. Tim giskime vlastni vektor matice
A piisluing k viastnimu &islu A.(Pfipomeiime, #e tento vektor je urden aZ na nenulovy
nasobek jednoznadng).

Piipad I:
Charakteristickd rovnice {4.18) ma dva nizné redlné kofeny. Necht to jsou kofeny A, a Ay
a k nim pfisluiné vlastni vektory jsou h1 a h; Pak ma obecné fefeni (4.10) tvar
#(t) = c1e™* by + e hy. (4.19)
Postup si ilustrujeme na nasledujicim konkredtnim piikladi.

s Piiklad 4.8: Redme soustave
x

dr + 8y, (4.20)
v

T4y

Redeni: Matice soustavy je rovna
38 3-A B
A_[l ]a()\ AE) = [ 1 I—A]‘
Rovnice pro vlastni fisla matice A je
det(A —AE)=(3-A){1-A=-8=0, tj. M-d4A-5=0
a jeji kofeny jsou )11_= —1, Az = 5. Piisluina linedrnich algebraickych rovnic pro
soufadnice vektory b, tj. soustava (4.16), ma v nafem piipadé tvar
(3= A)hy +8hy = 0,
by +(1=-Ahs = 0.

(4.21)

T8
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Drosadme vlastni &slo A; = —1 do soustavy {4.21). Dostaneme
Ahy + Bha =0,

f+ 20y = 0.

Hodnost matice této soustavy je rovna 1. Dimenze prostoru fedeni je rovna &islu 2—1 =1,
Muofing fefeni Witoe soustavy je tvofena vektory

-2
fa[ 1 ] EeR

- -2
Re[ 1]
Tento vektor je vlastnim vektorem pfisluingm k vlastnimu gisly A, = =1,
Nyni dosadime do soustavy (4.21) vlastni #islo A; = 5. Dostaneme soustava

Volme napf. k = 1 a dostaneme

—2h, +8hy = 0,
hy—4hy = 0.

Jeji fedeni maji tvar
1
Volbou k = 1 dostaneme vlastni vektor

7 4
n=[1]
piisluing k vlastnimu &isly Ay = 5.
Podle vztahu (4.11) dostavdme dvé feSeni soustavy (4.20):

a0=c[ ][]

= 4 405
z‘z(i)—ea'[I]— e“]'
Z pozndmky 4.6 plyne, #e obecné fedeni soustavy (4.20) ma tvar:

#t) = cifilt) + eadilt) = o [ _:-B:! ] T d:: ]

k[“], keR

[ et Ao’
= et oyt !
kde 1,z jsou libovolnd redlné konstanty.

Tedy obecné fefeni soustavy (4.20) lze zapsat jako dvojici funkei

z(t) = 2o +4oe®,

i) = ee™t e (4.22)
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Hledejme dale partikularni fefeni soustavy (4.20), které vyhovuje napf. po&iteénim pod-
minkim

(0} =86,  w(0)=0. (4.23)
I p h podminek (£.23) do fefeni (4.22) obdrime rovnice pro konstanty
£1 8 cal
=2e; 440y = 6,
a+ez = 0,

kterd maji fefieni 0p = =1,ep = 1.
Hledané partikularni fedeni je

zp(t) = 267 4 4™,

Bt) = —e~t+ %! (424)

Vy# ymptoty trajektorie tohoto partikularniho Fedeni. Rovnice (1.24) jsou para-
metrickd rovnice této trajektorie, kterou oznafime pismenem L. Trajektorie L prochazi
bodem [6, 0] leficim na ose x. Pro{ — +oo plati z,(t) = +oo a y(p) = +oo, kdefto pro
t = —oo plati #,(f) = +00 a yp(t) = —o0. Pro t = +00 mi trajektorie L asymptotu
y=Fkr+gq, tedy y= }'z, nebof

I T |
b= i = I e e T 1
1
— i k)= i 5t _ =t _ Lpget g0 _
q= LHT&(” kz) = lm [e € 4{29 + 4 ]] 0.
Fro ¢ =+ —oo mi trajektorie L asymptoty y = -z, nebof
Lttt 1
b= A et e Ty
" st _ =t Lyt
g = lim [e —e +2(2e +'{a§‘]] =0
Trajektorie L je zakreslena na obr. 4.2
Cviceni 4.9:  Uka#te, #e polopiimky

a)y=%$, >0, c]y:-%m,x}ﬂ,
bly=zr<0, djy=—jzzr<0,

jsou trajektoriemi soustavy (4.20). VyuZijle tvary feleni (4.22).

Cviteni 4.10: Naleznéte partikuldrni fedeni soustavy {4.20) vyhovujici pofatefnim pod-
minkim
z{0) =0, ¥{0)=3

a zakreslete nékolik bodi jeho trajektorie.
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X
Obrazek 4.2:

Cvifeni 4.11:  Naleznéte obecné felfeni sonstavy

da

d_z‘ = o = o +3xa,

dr; _ 2

EO
o Pozndmka 4.12:  Postup fm v prikladé 4.8 obdriime obecné fefeni sou-

stavy dvou LDH s konstantnimi kocﬁcmnw, mé-li matice A dvé rizna redlng viastod &sla
A=A a A=Ay, t]. kvadratickd rovnice (4.18) ma kladny diskriminant,

Piipad TT:

Charakteristickd rovnice (4.18) ma dva imagindrni (komplexn# sdruZend) kofeny. Necht
to jsou kofeny A, = @ + b a Az = @ — ib. Postup ziskini obecného feleni ukiZeme na
piikladu.

« Piiklad 4.13: Nalesnéme obecné feieni soustavy

“;, - s (4.25)
Fledieni: Matice soustavy
=[]
mi charakteristickou rovnici tvam
M—dd+5=0

Jeji kofeny tj. vlastni &sla matice A jsou

M=24i, da=2—i.
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Soustava algebraickich rovnic {4.15) pro soufadnice vlastniho vektorn B= [fz, ha] ™, pii-
slufného k viastnimu disly Ay = 2 4§ méd tvar

—(l+ih +hy = 0
—2hy 4+ {1—i)hy = 0.
Druhou rovnici dost # prvni vyndsobenim Eslem {1 — 1), lze ji proto vynechat. V'

prvoi rovoici volime i, = 1 a dostavame
ha =141

Tak¥e viastni vektor K, pfislufng k viastnimu Sisly A, = 2 4§ md tvar

SEARARGE

Redlné v_‘aklor_v i a ¥ chipeme jako redlnou a i indrni fast k lexniho viastniho
vektoru By

Nyni urfeme vlastni vektor k 8islo Ay = 2 = i. Jeho soufadnice obdrfime Fefenim
soustavy

(L= i)+ by
2y + {1+ i)k

[\ []ee

Vidime, Ze piisludi-li imaginarnimu vlastnimu Zislu A vlastni vektor hl = i+ i7, pak
viastnimuy Sslu & peisludi komplexnd edrufeny viastol vektor fiy = @ =1 7. Toto plati vidy,
pokud je matice soustavy redlnd. Pak podle vetahy (4.11) dostivdme dvi Fefeni tvare

|
o o

a dostavame

A =e™NE , H) =e®ME,.

Tato Fefeni jsou imagindrni a my je upravime tak, abychom dostali jejich redlné a imagi-
nami &sti:

(1) = e®™ (g4 id) = e (cost +isint)(T+i7) =
= (e™cost @ —e®sint ) +i(e™oost 7+ e®sint ) =

from 1] -era 2 e ]} -
[ e”{:;fuj:int) ] +i [eﬂ(:o::i.:iing ] =@t +i@(t).

Redlnd a imaginami &st F.(1) a Fat) kumplexnilm fefeni (1) jsou rovnd fefenim
soustavy (£.25). Toto nahléd zeela analogickym zpisobem jako v kapitole 3, viz vitu
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3,22, anebo pfimo takto:

FPlati
H=AZ, G Fl+if) = AlfL+i) = AG +iAG .
FPorovnanim redlogch a i indrnich fasti d

F=Af a @ =Ad,

tedy @ i @ json felenim nadi soustavy. Tato redlnd Fefend jsou linedm? nezdvisld a redlné
obecné fefeni soustavy (4.25) mé tvar

i) = Cu@i(t) + Cafalt) =
=G [ uN{:ut:T:int) +C [ c‘“[:::i::ini] ] : (4.26)
Provedeme-li tuté? iprave s komplexnim FeSenim 2(t), dostivame
Alt) = Elt) — idalt).
Tote Fefeni ndm divd stejné redlné obeend Fefeni (4.26).
Piipad III:

Pfipad, kdy rovnice (4.18) méa jeden redlny dvojnasobny kofen, je komplikovan&jsi a ne-
budeme jej zde uvadit.

« Poznamka 4.14: 'V této pornamee ukdzeme souvislost mezi diferencidlnimi rovnicemi
2. Fadu a soustavami diferencidlnich rovnic 1. Fadu.
Uvazujme diferencidlni rovnici

r]
G =7 = 5.7) (4.27)
a poloZme
r = Iy
Y= m @), (428)
7 (4.28) plyne P o= o
% = flho,m). (429)

Venikla soustava DR (4.29) je zfejmé ekvivalentni s rovnici (4.27) v tom smyslu, e mezi
mnoZinami fefeni rovnice (4.27) a soustavy (4.29) je vedjemnd jednoznafny vatah dany
rovnici (4.28). Tento vztah je nejlépe vidét mezi feSenim LDR 2. fadu s konstantnimi
koeficienty a pisluinon soustavoun linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fadu, viz nasledujici
piiklad.
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» Pfiklad 4.16: M#gme LDR
o =50 + 6z =10, (4.30)

tedy x" = =6 + 5a’. (4.31)

Rovnici (4.30) vyfedime pomoct charakteristické rovnice
AN —BA+B=0=2=24=23
a fundamentdlni systém Fedeni rovnice (4.30) je
ity =¥, palt) =™
Substituce (4.28) pfevidi rovnici {4.31) na soustavu

|
z

Ta,

=61 + Baa, (432)

kterou vyfedime postupem z pfikladu 4.8,
Matice soustavy (4.32) je
0,1
[ 2]

=4,
-6, 5-A

tak¥e vlastni &sla matice A jsou Ay = 2, As = 3. K nim pfisluiné vlastni vektory matice

se[1). &3]

takie fundamentalni systém fedeni soustavy (4.32) je

o-e[2] (2],

so-[1]-[1]

Preni soufadnice fefeni Z(t) a Z(t) tvofi fundamentalni systém feSeni rovnice (£.30).
Drubé soufadnice téchto feSeni jsou derivacemi prvnich slofek, co vypliva ze vetahi
(4.28). Ctendfi je ponechino, aby sdm napsal obecné Fefeni rovnice (4.30) a soustavy
(4.32).

Dile

det(A—AE)=det[ ]:).’—5).+6,
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4.4 Eulerova metoda

V tomto odstavel jen strufng ukdZeme, jak lee zobecnit Eulerovy metodu (s kteroy jsme
se senamili v kapitole 14 skript [MI]) na piipad fedeni soustavy

= flt,z,u)
¥ =gt z,¥)

s poddtedni podminkou x(ty) = 2y,  ¥(fa) = -
Pripomefime, %o pro jedmn rovaici

(4.33)

Z=1ta),  W=%)
5 potdtetni podminkou x(ty) = zp potitdme pfibliZné hodnoty Fedeni podle vatahu
Tig = 5+ hf(ty o), Li=th+ih, i=0,1,2,....
Pro soustavu (4.33) ma jeden krok Eulerovy metody tvar

Tige = i + b (b, i, 1),
Vo1 = Wi + ha(l, T, ) (439

Vidime, #e Eulerova meteda pro soustavy je “stejné slofitd” jako pro jednu rovnici.
Pro autonomni soustavu
= flz,v)

v =glz,y)
maji vatahy (4.34) tvar
a1 = g+ hf (g i),
Visr = Ui + hglzi ).
V nasledujicich dvou piikladech budeme ilustrovat pouditi Eulerovy metody na neauto-
nomei i autenomni soustavi.

» Piiklad 4.16: Cheeme ziskat fedeni soustavy
= —z+iy,
V=t -y
5 pofatetnimi podminkami 2{0) = 1, () = 2 na intervalu ¢ € (0, 1). PouZijeme Eulerove
metodu (4.34), kterd ma tedy pro tento pfipad konkrétni tvar
Figpr = F + W=z + r«lﬁ);
T = Ui+ itk — w),

ty =ik, i=0,1,... Nh=1/Nmz =1y =2 Vipodet pro b = 0.2 ). N =5 s
uspofadame do tabulky:
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HPEE W foo flbs i) [ e gl oo ) |
ofo |1 2 0.2 0.4
1)02|08 16 -0.0576 -0.2688

2 04|07424 | 13312 | -0.006713 0187177
3
4
5

0.8 | 0.735687 | 1.144023 | 0009917 -0.127807
0.8 | 0.745605 | 1.016215 | 0.016110 -0.082012
1 | 0761715 | 0.934203

Kapitoly o dife idlnich rovnicich ukidzkou fedeni jednoduchéhe modelu
matematicke ekologie, kterf je popsan soustavou dvou diferencidlnich rovaic.

4.5 Model “Dravec - kofist”

Piedpoklidejme, ¥ v rybniku Ziji dva druby rvb, velké a malé ryby. Malé ryby - ko
fist - slouzi jako potrava velkym rvbam - draveim. Potrava malyeh rvb tvoii rostliny a
plankton. Budeme piedpoklidat, #e malé ryby maji vidy dostatek své potravy nesdvisle
na jejich podtu. Velké ryby se Zivi pouze malymi rybami a jejich pofet bude rist do té
doby, pokud budou mit dostatek potravy, tj. malych ryb, Nakonee dojde k situac, kdy
budou mit ryby - dravei - nedostatek potravy. V jeho disledku se pofet velkich ryb zafne
snifovat, proto#e budon pfevaZng vymirat. Tento dbytek dravei se za jistou dobu projevi
riistem podtu malfch ryb, kterd opdtovod zpisobi i mist poftu ryb - draved. Tim dosta-
neme cyklicky {periodicky) se opakujici populaéni stavy malich a velkfch ryb.

Nyni sestrojime jednoduchd ick? model ¢ho jeve. Oznadme x(f) mnod-
stvi (napf. v kg) maljch ryb v Zase ¢ a y{t) mnofstvi velkjch ryb. Pak dz/dt, resp. dy/dt
udévd rychlost zmény (t]. pfiristek & dbytek) mno#stvi malych, resp. velkfch ryb.

Kdyby v rybniku Zily jen samé malé ryby, pak by jejich pfirdstek v fase ¢ byl piimo
amérny jejich mno@stvi v fase 1, tj.

% —— (4.35)

kde a je nifjaki kladnd konstanta Gmémosti (zahmujici rist, rozmnofovini | vymirdni).

Aviak v piitomnosti draved bude piirdstek malfeh ryb zdvisly na poftu draved, tj. nové
konstanta imérnosti @ v rovnici {4.35) bude zavisla na y. MiZeme napf. volit

i=a-— oy, o = 0.
To znameni, #e konstanta dmérnosti bude tim men3i, #im vét3i bude y. Pro velka y mie

it @ i zapornd, cof odpovidd dbytku maljch rvb.
Pak rovnice {4.35) mé tvar

dT;: = (o — ay)r = ax — oy, (4.36)
Lt

Fodobné, kdyby v rybniku Zily jen samé velké ryby, postupnd by vymiraly, jejich pFiristek

by byl ziporny
Vb b0, (437)

8

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EGRE ORI 0 NS GD0E B "EER A EiDO0 I 0 COERUSLE SIS SAOEAA BN L RIS WHASALTINESS 8 [ EXSEASEY () REN]



kde b znafi “konstantu Gmrtnosti”.
Za piitomnosti malyeh ryb musime v rovnici (4.37) nabradit konstantu b jinou kon-
stantou, ktera bude zaviset na poftu malych ryb, napf.

b=b- fr, A=0.
Rovnice (4.37) bude pak mit tvar

W =ty + o (438)

Rovnice (4.36) a (4.38) mohou byt exaktngji odvozeny na ziklad# dvahy, Ze soufin ry je
pitimo amémy pravdépodobnosti setkani velké a malé ryby, které vede ke snifeni mnoZstvi
malich ryb a zvﬁem mnommu velkych ryb (o a 7 jsou koeficienty dmémosti). Pozdéi se
s timto zpi ve fyeikilni chemii, kde bude definovina rychlost

chemické reakee. Dostali jsme tedy autonomni soustavu dvou nelinedrnich diferencidlnich
l'U\'III‘-

dx
i
(4.39)
d
d—f = —by+ fzy,
kde a,b,c, 3 jsou kladné parametry soustavy.
Soustava (4.39) ma dva rovnovaingé (na fase nezdvislé) stavy
bow
=00, S= [E' E] ,
jejich# soutadnice dost fedenim rovnic
ar —oxy = 0,
=by +fzy = 0. (4.40)

Rovnovaing stav S charakterizuje staciondrni (ustileny) stav rybnika, v ném# nejson
Fadné rvby.

Diruhy rovnova#ng stav Sy popisuje idedlni (na Base nezivisly) stav v#djemného poméru
mezi populacemi malyeh a velkfeh ryb. Ve skutefnosti se bude redlny stav téchto dvon
populaci pohybovat “kolem” stava Sy s vEtSimi & meniimi vichylkami a bude zaviset na
podatefnich podminkich #(0) a y(0).

S5 (4.39) je nelinedrni, tudi? ji nemi#eme Fedit metodou » odstavee 4.3. Aviak
lze ji Fedit ndsledujicin obratem (trikem): Vydélenim levich a pravich stran v (4.39)
dostaneme W dr dy g+ Bay

dtdt  dr ax—oxy (1.41)

Tim jsme soustavu (4.39) zredukovali na jednu rovnici (4.41), kterd je “naStdsti® Fedi-
telnd d proménnych, nebot

—by+fzy oy —b+fx
ar —ary  o-—oay r
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akie
“ o5 [ 25

Dalii vipodet divd (z > 0,y > 0):

alny — oy = —blnx + fr — )
a po aprayé
In{z*y") — oy — Br+C = 0. (4.42)
Rovnice (£.42) je rovoici uzaviend kiivky. Pro riené hodnoty kenstanty O (dangeh po-
Eatedni podminkon) obdrEime systém vzavienfeh kiivek, kterd json trajektoriemi pivodni

soustavy (4.39) v roviné x,y. Tyto trajektorie “obihaji" kolem rovnovaZného stava Sy,
vie obr. 4.3.

y oA

Obrézek 4.3:

Trajektorie v obr. 4.3 mifeme ziskat bud' jako kfivky zadané rovnici (4.42) nebo nu-
merickou integraci soustavy diferencidlnich rovnic (4.39) s psluinfmi poftatefnimi pod-
minkami. V niZe uvedend tabulee json uvedeny visledky integrace Eulerovon metodou pro
poitatetni podminku x(0) = 1, y(0) = 0.2 pro tfi rizné hodnoty kroku k. Jsou uvedeny
jen visledky pro vybrandé hodnoty fasu & 2 tabulky je vidét, e keok b = 0.0025 jiz ddvd
dostatefné pfesné visledky, které byly pouZity pro konstrukei obrizku 4.3,

Eulerova metoda pro systém (4.39), e =2,b= 1,0 =1, = 0.8,x(0) = 1, »(0) = 0.2.
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h=0.01 h=0.005 h = 0.0025

i x ¥ x u ] y
0.2 1.42931 0.19812 | 1.43158 019833 | 143272 (0.19843
1.3 | 7.05718 213005 | 6.98010 220838 | 6.93908 224833
1.8 | 128391 T.69620  1.25854 T.OTRIT | 1.24703 751963
3.3 | 0.02128 210871 | 0.02442  2.08915 | 0.02609 207973
6.1 | 0.72569 017789 085109 018812 | 091838 019393

Cvigeni 4.17:  UkaZte, Ze kladné poloosy x,y jsou trajektoriemi soustavy {4.39) a vy-
svétlete viznam Feleni, kterd odpovidaji témto trajektoriim.

Ndvody ke cvienim z kap. 4

4.9 a) V (4.22) volte &, = 0,05 = 1 a ukadte, %o rovnice $(f) = 46™, y(f) = ye™, 1 € R jaou
parametrick¥mi rovnicemi polopfimky y = :—:. V piipadech b), ¢}, d) postupujte
analogicky.

4.10 Dosadte dané poddtefni podminky do (4.22),
4,11 Opakujte postup = pfikladu 4.8,

4.17 Pro Kladnou poloosu z: Po dosazeni y = 0 do (4.39) se soustava zredukuje na & = ax
ay=0.
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Kapitola 5

Funkce vice proménnych, jejich
spojitost a limita

Ve skriptech [MI] jsme se sezndmili s funkcemi jedné a dvou redlnfeh proménngch. V téito
kapitole zobecnime pojem funkee na funkee vice proménngch. Nejprve v niasledujicim od-
stavei zavedeme pojmy, které budeme potfebovat v dile pfi vySetfovani viastnosti funkei
vice proménnich.

5.1 Nékteré vlastnosti bodovych mnoZin v R"

Zékladni viznam mé pojem okoli bodu, kter§ zobeciiuje znimon definici okoli ze skript
[MI]. Pfipomefime, Ze vzdilenost dvou bodid X = {z,...,2,) a ¥ = (y1,.. .. ¥} 2 R je
Eislo

HX,Y) = Jim —z).

Definice 5.1: Je-li £ > 0, pak s-ovym okolim bodu X € E* rozumime mnoZinu
bodi
OAX)={V eR"; pX,Y)<e}

Padobné definujeme prstencové okoli
bodun X € R™ :

0,(X) PAX)= [V R 0<pX,V)<e},

b 1j.
Fe(X) = OX)\{X }
Ziejmé pro n = 2 je £-ové okoli bodu X
mno#ina bodi le#cich uynité kruhu se stie-
=y dem v bodé X a polomérem &, viz obr.3.1,
pro n = 3 je sové okoli bodu X mno-
#ina bodi leZicich uvnitf koule se stiedem
Obrézek 5.1: v bodé X a polomérem &.
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Definice 5.2: Necht M C R*. Rikime, #e bod X € M je vnitFnim bodem mnoZiny
M, jestlize existuje okoli O.(X) takové, Ze

O(X) € M.

Rikéme, e bod ¥ € R® je hraniénim bodem mnoiny M, jestlize pro ka#dé (jakkoli
malé) jeho okoli O,(Y) plati

OY)NM £0 & O(Y)N{R"\ M) #0.

Na obr. 5.2 je snazornéna mnoZina M, jeji voitini bod X a hraniéni bod V.

Ziejmi knkdy bod X € M je bud voitinim bodem muoofiny M, nebo hranitnim bodem
muoZiny M. MnoZinu viech voitinich bodd mnoZiny M nazivame vonitékem mnofiny M,
muofing viech hranifnich bodi mno¥iny M nazgfvime hranici iny M a i

H(M) - hranice mnoginy M.

Tyto pojmy odpovidaji pojmim, které ji# intuitivng poufivime, napf. mluvime-li o vitfku
kruhu.

Obrazek 3.2:

Zaliiraznime, %o hranifni bod mnofing M nemusi patfit do mnofing M. Déle pfipo-
mefime, % mnofinu R* \ M nazfvime komplementem neboli doplitkem mnoZiny M.
7 definice 5.2 okamiité plyne, e bod X je branifnim bodem mnofiny M pravé tehdy,
kdy# je hranitnim bodem jejiho doplitku.

« Piiklad 5.3: Urfeme vnitick a hranici obdélnika M © 2,
M={{zyeR;0<zr<2 al<y<1}

Ttefiend: a) Uvaiujme nejpree libovolnf bod Xy = (20, o) € M, ktery nelefi na strandch
daného obdélnika, tj. 0 <axy < 2, 0 <y < 1, viz obr. 5.3. Zvolime-li dislo £ > 0 tak, ze
je mendi ne# vedilenost bodu Xy od jednotlivich stran obdélnika, pak jisté O, (X,) C M.
Bod Xy je tedy vnitinim bodem obdélnika M.

b) Uvaiujme nyni bod X, = (1), kter§ leki na nékteré strané obdélnika M, viz
obr. 5.3. Pak zfejmé ka#dé okoli O,(X,) obsahuje jak body 2 M, tak body 2 R? \ M, tedy
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bod X je hraniénim bodem M,

) Zvolime-li bod X, € B2, kter§ nepat#i do

wo o X M, pak jisté najdeme okoli O,{X,), které
Y2~ f?.'/ neproting M, a tedy bod X, neni hranig-

o Xy nim bodem obdéInika M, viz obr. 5.3. Tedy
¥o - Y = voittkem mnoZiny M = (0,2) x {0,1) je

mnofina (0,2) x (0,1) a hranici mnofiny
M pak tvoii strany daného obdélnika.

Obrazek 5.3:

Definice 5.4: Rikime, 7= mnoZina ¢ € R je oteviens, jestlize ka#dy bod mno#iny
je jejim voitinim bodem. Rikdme, 2o moofing F' C B jo uzaviend, jestlize jeji dopliiek
"y F je oteviena.

| Véta 5.5:
MnoZina F © F* je uzaviena pravé tehdy, kdyv# ka#zdy hraniéni bod mnoziny F patfi
do mooginy F, tj. H(F) C F.

Diikaz:

1. Nejprve dokieme, #e je-li mnoZina F uzaviena, pak H{F) € F. Necht tedy je F
uzaviend. Pak je dopliek B*\ F oteviend mnofina. Vezméme libovolnd bod X € H{F).
Kdyby X ¢ F, pak X € R*\ F, col je oteviend mnofina, takie bod X by byl voitinim
bodem této mnoZiny. Pak by existovalo jeho okoli, které by celé ndlefelo mnoZing R™ Y F.
To je spor s tim, fe X € H{F). Musi tedy X € F, co¥ jsme méli dokézat.

2, Nyni dokaZeme obracenou implikaci, tj. je-li #(F) C F, pak je F uzavieni. Necht tedy

H{F)C F,w i e Badng hranitni bod iny F' neledi v B . Pak kagdy bod
X e {R"\ F) mé okoli, které celé le#i v této mnoZing, tedy R* | F je oteviend a tudii F'
je uzaviend, coZ jsme méli dokéizat. L

Napfiklad obdélnik M z pfikladu 5.3 je uzaviena mnofina, protoZe kazdy jeji hraniéni
bad do ni patfi.

 Pc ka 5.6: 5 fojmd "vitiina” pod Zin B™ neni ani oteviend ani uzaviend.
Napfiklad uvafujeme-li obdélnik M 2 pfikladu 5.3 bez jedné jeho strany, nejedni se ani
o otevienou ani o uzavienon mnofine. Obecné lze Fici, #o oteviond mnofiny jsou vitdinon
uréeny ostrymi nerovnostmi, uzaviené mno#iny neostrimi nerovnostmi. Napf. jsme gjistili,
o {{z,y); 0<x <2 0<y< 1} je uzaviend a v jejim zdpisu vystupuji pouze neostré
nerovnosti, mnofina {{r,¥); 0 <z <2, 0 <y < 1} je oteviend a v jejim zdpisu vystupuji
pouze ostré nerovnosti,
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Definice 5.7: Rikime, #¢ mnoZina M ¢ R® jo omezend {resp. ohranifena), jestlize
existuje k > 0 takové, e vaddlenost ka¥dého bodu X € M od pofitku O je mendi nebo

rovna k , t. AX,0) <k

Napfiklad obdélnik = pfikladu 5.3 je mnoZina ohranitend, #islo & lze volit tak abv platilo
k = +/5. Naopak, je-li M = {{z,3) € Rz > 0,y > 0}, ti. M je prvni kvadrant, je M
nechraniéend mnoZina.

Diile zavedeme pojem souvislé mnoZiny. Abychom mohli podat ndzornon definici, ome-
zime se na oteviené mnofiny, i kdy# lze pojem souvislosti definovat i pro obecn&&i mno-
Finy,

Definice 65.8: Necht (7 C R je ateviend mnofing. Rikime, % @ je souvisld mnofina,
Jjestlize pro libovolné dva body A, B € G existuji body X, ..., X € G, Xy = 4, X = B,
tak, # viechny dsefky s krajnimi body Xi_, Xy, @ = 1, ..., k, lefii v mnoding @, tj. body
A, B lze spojit "lomenou #arou”, sklddajici se 2 dsefek | kterd celd lefi v mnofing .
Souvislou otevienon mnofinu budeme nazjvat oblast. Omeszenou oblast spolu s jeji
hranici budeme nazfvat uzavienon oblasti.

Obrazek 5.4: Obrézek 5.5

Napiiklad mezikruzi M = {{z,y) € R 1 < z"+y" < 4} je oblast, viz obr. 5.4. Pfiddme-li
k M ob# hranitni kruEnice, dost ou oblast

M={(r,y) e R4l <2 +y* <4}
Naproti t o
ap 1 LOmy mnosina G: [{:‘y) G[RQ;I-&I - n}
neni souvisld mnofina, viz obr. 5.5. Jsou-li body A, B € G zvoleny tak, 7e bod A ledi v
prvnim kvadrantu a bod B ve tietim, pak je sfejmé nelze spojit lomenou farou, kterd
celi lefi v G.
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Definice 5.9: Rikime, # mno#ina K ¢ R* je konvexni, jestlize pro libovolné dva
body A, B € K le# celd dsetka s krajnimi body A, 7 v mnoding K.

Napfiklad obdélnik M z pfikladu 5.3 i jeho vnitfek jsou konvexni mnodiny. Naproti temu
mezikruZi na obr. 5.4 neni konvexni mnoZina.

5.2 Funkce vice redlnych prom&nnych

Definice 5 10: Necht M C F* je neprazdnd mno#ina. Redlnou funkei n redlnych
, defi na Zind M, pledpis f, kter{ kaddé uspofa-
dnne rn-tlc:] redlnych disel

(w2, 23, @) €M
piitazuje pravé jedno reilné Eislo y € R, To rapisujeme napi. ve tvaru

v=fETa, 0 Ta)

nebo f: M SR

Muofinu M nazfvame definiénim oborem funkee [ a pifeme M = D(f).

» Pozndmka 5.11: VEtdinou budeme pracovat s funkeemi zadanimi néjakim analytic-
kfm piedpisem. PFirozenym definiénim oborem takové funkee rozumime pak mnoZinu
viech uspotadanych n—tic redlngch fisel, pro které ma dany predpis smysl. Napiiklad, je-li

Flry, e, xy) = In{zy + 10 + 73)

funkee tfi redlnych proménngch, pak pfirozenym definiénim oborem r i v

D(f) = {{z1,22,53) € P31 + 22+ 23 > 0},

tedy jist§ poloprostor prostory B

o Piiklad 5.12:  a) Ve skriptech [MI] v kapitole 13 jsme zavedli nonne vektory & =
(1,22, ..., Tp,) vatahem

[|E] = /=t + 28+ +a.
Norma vektoru je tedy funkei n proménngch, tj. zobrazeni 2 mnofiny R® do mnodiny R,
plesnji na maoinu {0, +oc).
b) Necht @ = (21,23, ..., 25) je pevné zvoleny vektor 2 R, Pak funkee

FT1, 32, 0y Tn) = @ F = @171 + 03T + -+ GnTn

je dalfim pfikladem funkee n proménngeh, definovand na celém B®. Je to linedrni funkee
n proménnych, viz odstavee 2.2,
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S pojmem grafu funkee jedné a dvou proménngch jsme se setkali ve skriptech [MI].
Graf funkee jednd redlnd prominng je jistd kfivka v roving R? a graf funkee dvou promin-
nych je jistd plocha v trojrozmémém prostoru Y, Graf funkee vice nez dvoun proménnich
si jii pledstavit nedovedeme, i kdyZ formnalng jej definujeme naprosto analogicky, viz na-
sledujici definice:

Definice 5.13: Necht z = f(x), 2, .., 5y) je funkee n proménngch, definovani na ne-
prazdné mnozing M € E*, Potom grafem funkee f rozumime mnoZinu

Graf(f) = {(x1, %2, ..., Tn, ) € B (1, 20, 0) €M, 2 = [z, 70, 20) |

Pro funkei f dvou proménngeh budeme obvykle nezévisle proménné enafit symboly
x a y a hodnoty zédvisle proménné symbolem z, tedy

7= flzu)-
Stejnfmi symboly budeme oznafovat i osy pii grafickén zndeornéni. Tak jsme ostatnd
postupovali i diive,
Pro funkei f vice ne# dvou prominngch budeme obvykle nezédvisle proménné ozna-
éovat symboly xq, 23, ..., 2, a hodnoty zdvisle pr symbolem z, tedy

z= f{%1, %0, .., Tn).

5.3 Zobrazeni z R" do R*

Definice 5.14: Necht M C R" je neprazdna Fina. Zobr f iny M do
R* rozumime predpis, kter§ ka#dé uspofadané n-tici (1, Ta, ..., 7a) € M piifazuje pravi
jednu uspofadanou k-tici (y, ya, ..., ye) € R*. To zapisujeme napfiklad ve tvaru

(1, 12, W) = Flze, 70, 0 T,

nebo
f: MR

MnoFinu M nazjvime definiénim oborem zobrazeni f a pifeme M = D{f) .

Vysvitleme, jakim episobem je zobrazeni f : M = R* radino. Protode
flz,xa, 2] € R¥ je k-tice redlngch isel (Y1, Ua, e k), pak kaBdé gy, 1= 1,2,k
zivisi na proménngch 7,, 74, ..., Ty, to snameni e ka#dé g, je funkei {oznatme ji napf. f;)
n proménngeh x;, ra, .., Ty,

Tedy
filzr, 2,y Tn)

FEICIPE TN

4

(5.1)

v = STz za).
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Oznadime-li
&= (21,%, .., %n)

Y= (B i)
mitfeme vztahy (5.1) napsat struéné takto

v =fl=),
kde

Fl&) = (flz1, T2, s Tn)y F2l00 T2 ooy Tndy ooy SilT1, T2y 0y Tn))
Funkce f, fa, ..., fy nazfvame soufadnicovymi funkcemi zobrazeni f.

Piirozenym definiénim oborem zobrazeni f roaumime
kb
D{f) =20
=1

» Piiklad 5.15: Uvafujme zobrazeni

Sl ma) = (za + Iz, 20+ Inzy, 2+ 23).

Rozepsano do soufadnic diva
nh = fl(l?:.l?z) = mm+inm
= filzum) = n+nn
v = falm,ma) = @ +ma

Prirozeny definifni obor tohote zobrazeni je ziejmd

D(f) = {{x1,22); 2 >0, 72 = 0},

e je pryvai kvadrant. Zobrazeni f piifazuje kaZdé dvojici redlngch kladnjeh &sel trojic

disel, napf. £{1,1) =(1,1,2) nebo f{l,e) = {e,2,1+e).

« Piiklad 5.16: Jinfm pfikladem zobrazeni z B* do B* je linedrni zobrazeni reprezen-
tované matici A = (ay) typu (k,n), kterfm jsme se zabjvali v odstavei 2.3. V tomto

plipadé maji soufadnicovd funkee tvar

W= en¥ T el Tt iy
¥a = 0m¥+0nTy o Oy

¥e = OpiT + Gy + 0+ Gy
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5.3.1 Riizné interpretace zobrazeni z R* do R*

Je uFitefnd a nutné si uvddomit, v jakich si ich se setki 5 pouZitim zobrazeni
z R do R*. Dfive ne# uvedeme nékolik pfipadi, pfipomefime si #e uspoféadand n-tice
redlngch Gisel (kde n = 1,2,3,..) ndm mi#e pfed bod v R* (chap li n-tici

jako kartézské soufadnice bodu), nebo vektor, viz odstavec 11 skript [MI].

Fipad 1.: Zobrazeni z B do R? je pfipad, kdy ka#dému ¢ € R* = R piifasujeme dvojici
(x(t), y(t)) € B* =2 R Jedna se tedy o zobrazeni intervalu do roviny, tj. o paramet-
rické rovnice rovinné kitvky! Zobrazeni z R do R pak mi#eme interpretovat jako
parametrickd rovnice prostorové kfivky, viz kapitolu 11,

Pfipad 2. Zobrazeni z B* do R? ma#eme interpretovat jako sobrazeni, které kazdému
bodu X = (&, 2, 2;) piifazuje bod ¥ = {y;, ya, 42), kde pFisluiné trojice znamenaji
kartézské soufadnice bodi v R, Pifeme pak napf.

= f{X).

Pripad 5.: V kapitole 12 se setka it které kazd bodu X € R?
plifazuje vektor T{X), kterj # tohoto hudu vychizi. Je to opit plipad zobrazeni = R? do
R* interpretované geometricky.

Zaver: V textu této a daldich tif kapitol odhléd od viech mo#ngch interpretaci
zobrazeni z B do RF a budeme pracovat pouze s n-ticemi a pougivat mmafeni z definice
514,

5.4 Spojitost a limita funkci vice proménnych

S pojmem spojitosti funkee dvou proménngch jsme se ji# setkali ve 5knpt.ech [M]] Zde
zavedeme pojmy spojitosti a limity obeené pro funkei n p
spojitosti. Podobné jako pro funkei jedné proménné ma smysl mluwt o spo_]ltoem funkce
pouze v bodech, ve kterfeh je funkee definovina. Intuitival vizoam spojitosti funkee vice
proménnych je stejny jako pro funkee jedné proménné:

Funkee f: M — B, M C R" je spojitd v bod& &y € R", jestlize pro body “blizké”
bodu &g jsou funkini hodnoty “blizké™ funkéni hodnoté f(zg).

Tute pfedstavu formalné popisuje nasledujici definice.

Definice 5.17: Necht je funkee f : M — R definovdna na oteviené mnoziné M C R
a necht @y € M. Rikame, 7 funkee f je spojitd v bodé =z, jestlize plati:

Ke kafdému okoli O(f(wo)) existuje okoli Os{zo) takové, #e pro kakdé
x € Oslza) e f(z) € O,(lao)).

Rikime, #e funkee [ je spojitd, jestlize jo spojits v kafdém bodé svého definifniho
oboru.

Podminku  definice mi#eme pfeformulovat 3 pouZitim kvantifikitord nasledovnd:
We >0 34 > 0tak, e pro ka#dé x je splnéna nasledujici implikace

Pl wg) <& = |f(z) = flzo)| <& (5.3)
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UvEdomme si, % f{z) je redlné Zislo a tedy okoli O.{f(zy)) je otevieny interval se
stiedem f{zg) a polomérem ¢

o Poznamka 5.18: V definici spojitosti jsme se omezili kvili jednoduchosti na funkee
S M = R, definované na oteviené mnoZing M. V tomto pfipad@ jisté pro ka#dé
29 € M existuje okoli Ozg) takové, e O{xg) © M, ti. takovd, Ze f je definovina na
celém okoli Ofwy).

Uvasujeme-li funkei f : M — R, kde M neni nutnd oteviend mnofina, pak pokud
&g neni voitinim bodem mnoZiny M, je funkee f definovana pouze na n&jaké #asti okoli
O{ay) (dokonce mide bit definovina pouze v bod# 2q). V takovém bodi 2 je pak funkee
£ spojita, jestlize ke kazdému O, (f{wq)) existuje Os{z) takové, Fe pro kaidé z € Oy{mg)N
M je [(2) € O f{za)).

V daldim bud: &t pracovat s fun} i, které jsou spojité na svém definid-
nim obory. Peznat spojitost téehto funkei ndm wmodni (podobng jako pro funkei jedné
proménné) véty o spojitosti souftu, soutinu a podilu, spojitosti sloZené funkee a déle
o spojitosti néktergeh jednoduchfeh funkei.

=

Véta 5.19:
Necht jsou funkce f{z) a g(z) spojité v bodé @y € R". Potom jsou v bodé &y spojité i
funkee
fl=)
fl=) +g(z), flz)olz), afunkee ﬁ
| pokud je glag) # 0.

Véta 5.20:
Necht je funkee f{z) spojitd v bodd 2q € R a funkee g(y) spojitd v bodé fzg). Potom

je funkce
g(f{=))

spajitd v bodé @y

Uvitdomme si, #e funkee g v piedchozi vitg je funkei jedné proménné, protode f{z) €
.

Viéta 5.21:
Necht funkee f: F* — A je definovina piedpisem

Sz, T, T) = 3

kde i je pevnf index, 1 <i < n.
| Potom je funkee f spojitd na celém B,

Drikaz této vity pro n =2 je uveden ve skriptech [MI] (viz viita 3.4).
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Cvigeni 5.22: Ukafte, 7e konstantni funkce f(r,y) = K je spojitd na celém R?,

o Pozndmka 5.23: DiileZitost vty 5.21 spodivd v tom, #e ndm spolu s vitami 5.19 a 5.20
umoFiiuje snadno dokazovat spojitost funkci vice proménngch pomoci spojitosti funkei
jedné proménné. (Porovne] vBtu 5.21 s vitou 3.4 skript [MI].) Naptiklad, uvaujeme-li
funkei
S (w1, 92,%3) = T1 + T + 3.

Pak funkce f(x,7s,73) je souftem t¥i spojitych funkei a to funkce f(z),2,73) = 27,
Soler, 20, 09) = #2 8 fa(ory, 22, 79) = 29, & je tedy podle vty 5.19 spojitd. Vita 5.21 Fikd
praveé to, #e funkee fi, fa a f3 jsou spojité,

« Piiklad 5.24: Ukadme, #e funkce

arctg (7, — )
1?4 2y gt

je spojitd na svém piirozendm definifnim obore D{f) = B {{0,0,0)}. K oviifeni spoji-
tosti funkee f uZijeme opakované vit 5.19, 5.20, 5.21, Funkee g,(2,, 23, 23) = 2, — 22 &
gelz, #a,23) = 327 + 22" + 297 jsou spojité na R podle poznamky 5.23 a vit 5.19 a 5.21.
Spojitost funkee arctg (x; — ra) plyne z vty 5.20 o spojitosti slofené funkee. Spojitost
funkee f pak plyne z vity 5.19 o spojitosti podilu spojitych funkei.

flzy,za,2) =

5.4.1 Véta o maximu a minimu

O spojitych funkecich jedné proménné ename dilefitou vétu, kterd fikd, 2= funkee spo-
Jjitd na uzaviendm intervaly zde nabivi maxima i minima. Analogie této vity plati i pro
funkee vice proménngch. Zde budeme definovat pojem globélniho maxima a minima.
Vyfetfovini lokélnich extrémil se pak budeme zabjvat v kapitole 7.

Definice 5.25: Rikime, #e funkee f : M — R, M C R" md v bodé &g € M
globdlni maximum (minimum), jestlize pro kakdé 2 € M je

fla) < flwa)  (fl=) > flz))-

Véta 5.26:

Necht funkee f: M — R, M C F* je na M spojitd a nechf M je uzaviens a
ohranigens mnofina. Potom funkee [ nabivi na mno#ing M svého maxima a minima,
t]. existuji body &, . € M tak, Ze funkee f ma v bodé 2, globélni maximum a v bod#
&y globalni minimum.
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5.5 Limita funkce vice proménnych

Prejdéme nyni k pojmu limity. Vizonam limity funkes vice proménngch je stejny jako
u funkei jedné proménné. Limita funkce f v bod@ @y nam popisuje chovini (tzn. déva
néam informaci o funk®nich hodnotich) v okoli bodu zq.
Zapis
i ) = 1

enamend, e pro body 2 “blizké” 24 json hodnoty funkee f{z) “blizké” limit# L. Podobné
jako u funkei jedné proménné zjisfujeme limitu funkee vice proménngch hlavné v bodech,
kde funkee neni definoviana anebo v bodech, kde neni spojita.

K tomu, aby funkee f méla v bod# zq limitu, nemusi bt v tomto bodé viber defi-
novéna. Je viak tfeba, aby byla definovina v bodech blizko bodu 2. PFitom nebudeme
piedpokladat, #e funkee f je definovina na celém prstencovém okoli Py(zq), ale pouze, Ze
v ka#dém prstencovém okoli Pr{zo) (ti. kde 4 je libovolng malé kladné Fislo) le#i n&jaky
bod 2, ve kterém je funkee [ definovina.

Definice 5.27: Necht je funkee f: M — R definovina na mno#ing M C R™ a necht
pro kakdd prstencové okoli Fy(zq) plati M r Py{z) £ 0.
Rikame, #e funkee f ma v bodé g limitu L € R a piseme

A f@)= L,

jestlize ke kaZdému O.(L) existuje Ps(zo) takové, %e pro kaidé = € M N Pslz) je
| f() € Ou(L).

Podminke z definice miZeme piepsat ndsledujici formon
Ye=0 =0

tak, #e pro ka#dé & € M je spinéna nasledujici implikace

0<plz,x) <d = |flz)- L <& (5.4)
Véta 5.28:
Funkee f: M — R, M CE" miv bodd &y nejvyde jedne limitu,
Diikaz:
Dhikaz této vity je doslova stejnf jako dikaz obdobné vity 3.6 2 [MI] pro funkee jedné
proménng, []

5.5.1 Nevlastni limity
Analogicky jako u funkei jedné proménné adime i nevlastni limity.
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Definice 5.29: Necht je funkce f: M — A definovina na mnoZind M C R* a necht
pro ka#dé pratencové okoli Pylzg) plati M N Fy(z,) £ 0.
Rikame, #e funkee f ma v bodi @ limitu +oc a pifeme

zlir«:rl':n J(@) = +o0,

Jjestlize ke knfdému k € A existuje Fy(zq) takow!, Ze pro kaZdé & € M M Py{z) je

flz)=k.

Definici nevlastni limity —oo je ponechina Etenafi jako cvideni,

5.5.2 Souvislost mezi spojitosti a limitou funkce

Zhsadni viznam mi ndsledujici vitta, kterd ddvd do sonvislosti pojem limity a spojitosti.

Véta 5.30:
Necht je funkee f : M — R definoviing na oteviend iné M C R™ anecht @) € M.
Potom je funkee f spojitd v bodé @y pravé tehdy, kdyz

Jim f(@) = f(@)-

Z véty 5.30 plyne, #e vipotet limity funkee v bodech, kde je tato funkce spojita, je
trividlni a redukuje se na vipodet funkini hodnoty. Naopak vipodet limity funkei vice
proménnych v bodech, kde funkee neni spojitd a nebo neni definovina, je obecn# znafné
sloZity a nebudeme e jim podrobog zabjvat.

Poznamenejme jen, Ze plati analogické véty o limité souétu, soudinu a podilu dvou
funkei a o limité slofené funkee, jake platily pro limity funkei jedné prominné. Na drohé
strané ale neexistuje Zadna obdoba 'Hospitalova pravidla pro funkee viee proménngch.

FPiedstavu o chovini funkce vice proménngch v okoli bodu @y miZeme ziskat 187 po-
moci limit funkei jedné proménné a to tak, Ze misto

<%, /)
poditdme napfiklad limity
lim f (&g + td).
Ziejmi
& =@+
je parametricka rovnice pfimky prochizejici bodem &y se smérovim vektorem &. Limita
lim f{wq +1d)

je jiz limitou funkee jedné proménné ¢, a tu obvykle umime vypoditat. Zhruba fefeno,
tato limita ndm Fika, k Semu se blizi funkfni hodnoty f{x), jestliZe se @ bliE k @y po
piimee & = @y + 1 .
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Ziejmé, aby existovala limita limz .z, (=), musi nutng lime_q f () +1d) mit stej-
nou hodnoty pro viechny vektory @. Ale pozor, toto je podiminka nutnd, ale ne posta-
Eujici, viz dile poznamku 5,32,

» P#iklad 5.31: Uvadujme funkei

=5
flw,y) = g
Zajima nas jeji chovini na okoli bodu (0,0). Zvolme pfimke y = kz, kterd prochdzi
poditkem a spoiitéme limitu funkee f{z, y) pro {z, y) bliZici se bodu (0,0) po této pfimee.
Parametrické rovnice pfimky y = kr jsou napfiklad = =t a y = kt.
Spoétime tedy limitu
fim Rk
=0T kT 1 kY
Protoze po ka#dé pfimee dostaneme jinou hodnotu limity, pak podle vty 5.28 mieme
fici, #o limita

lim Y
()00} 2% + 3*
neexistuje.
e Pozndmka 5.32: P jine, ¥ i kdy¥ se bodnoty funkee f(z) bliE stile ke

stejnému #slu { pokud se blifzime k bodu & po libovolné pfimee prochédzejici timto bodem,
neznamend Lo jedts, ke
zl-'-.m:ua flz) =1
Lze pouze tvrdit, #e pokud limita limg_q, f{%) existuje, je nutné jeji hodnota rovna &isl
L
Napfiklad pro funkei
o+t

Haw) ==~

jejiE vrstevnice jsme vySetfovali v pfikladu 1.16 skept [MI], limita

. 2 +y
ooy 2z
neexistuje, nebol z visledku pFikladu 1.16 plyne, #e v libovolng malém okoli pofatku na-
byva nafe funkee viech redlngeh hodnot kromé nuly (nebot pofatkem prochazeji viechny
maoZné vistevaics),
Spoiiteme-li ale limitu funkee f{z, y) pro {z, y) blizici se k {0,0) po pfimee x =, y =

ki, dostdvame

lim 2+ k4

=0 2

H1+K)) =0

Nt
~lnG

pro ka#gdé k € H.
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» Piiklad 5.33: UkaZeme, jak lze pro vipofet limity funkee dvou proménnych s viho-
dou poufit poldrnich soufadnic. Uvaiujme funkei

flzw) = —:2:?

v niE polofime z = reosp oy = rsing. Pak dostdvime po sfejmé dpravi

lim vE Y iy ——— — _1
(sa)i00)  2r  r=+02rcosg  Zeosy

Vidime, #e hodnota limity zavisi na dhlu @ pod kterfm se k pofatku blizime, tedy limita

lim YTV
(sy)={00)  2x
neexistuje.

Naproti tomu pro funkei

fla,y) = I:_yy;

dostaneme po Gpravi
. o’y . rleospsing L
oo e T — lmlreospsing) =0.
Tato limita (chapana jako limita funkee dvou p eh v a ) ivisi na hodnotich
proménné @, proto miFeme psit

. 'y
P e v
5.5.3 Spojitost a limita zobrazeni z R* do R¥
Na zdvir se jedté struéné zminime o spojitosti zobrazeni
FMaR M CR, 4 y=fiz) (5.5)

Spojitest a limity lze definovat formalng dplng stejnd jako pro funkee vice prominngeh.
Uka#eme si to pro pfipad spojitosti a definici limity zobrazeni ponechdme #tenafi jako
evideni.

Definice 5.34: Necht je zobrazeni f : M — R* definovana na oteviené mno#ing
M C F" anecht 2y € M. Rikime, #e zobrazeni § je spojité v bodé xy, jestlite plati:
Ke kafdému okoli O,{f(z)) existuje okoli Oslzg) takové, Ze pro kaidé
z € Oglzo) e flz) € Oc(f{z0))-

Rikdme, #e zobrazeni f je spojité, jestlize je spojité v ka#dém bodé svého definiéniho
aburuy.
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Vime, #e zobrazeni
y=1{=)
je zadano pomoei soufadnicovych funkei

FAICOTE R
falwy, o, )

n
]

(5:6)
= felm T, ).
D se dokdzat, e zobrazeni f je spojité v bod# 2y préavé tehdy, kdy¥ viechny funkce
fiy i=1,2, ...,k jsou spojité v bodé =z,
Fodobné
i flae) == (2, 0)

privé tehdy, kdy#
Jim f@) =l i=1,2.k.

Vidime tedy, %o vyEetfovini spojitosti a limit zobrazeni 2 R do R* lze pievist na
vyietfovini spojitosti a limit jejich soufadnicovich funkei.

Névody ke cvifenim z kap. 5

5.22 Ovifte, ¢ podminky v definici 5.17 jsou splnény. Viimnéte si, e v tomto pipadé
Ize Eislo d > 0 volit libovolni.
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Kapitola 6

Derivace funkci vice proménnych

6.1 Parciidlni derivace

Fodobné jako derivace byla jednim ze zékladnich prostfedki pro vyietfovini vilastnosti
funkei jedné redlné proménné, budou parcidlni derivace jednim ze zikladnich prostiedka
pro vyvietfovini vlastnosti funkei viee proménngeh. S parcidlnimi derivacemi funkei dvon
proménnjch jsme se jif setkali ve skriptech [MI]. Zavedme nyni analogicky parcidlni de-
rivace pro funkei n proménngch

Definice 6.1: Nechf f: M — R, M © ", je funkce n proménngch definovani na
néjakém okoli bodu @y = (2%, 2%,...,2%) € M. Zvolme pevné i, 1 <i < n a omatme

olw) = F(at, - 2w, s 30 -
Potom derivaci g'(z}) funkee g v bodé z! (pokud existuje) nazjvame parcidlni derivaci
funkee f podle 5 v bod® & & enalime ji

dx;

3—!{1‘0) nebo 3_!6(:;] .

Nekdy se té pro ozmateni parcidlnich derivaci pouZivd indexii a misto gx—f(zn) se pie
fe{a). V téchto skriptech budeme pougivat vihradnd cznateni zavedend v piedehozi
definici.

Parcidlni derivace mi#eme té zavist pfimo pomoei limity. Vime, %o pro funkei z =
gix) jedné proménné je

_ o glme = k) = glxa)
(z) = lim & .

Tedy

O o ONE ) B [V NN S
h ' v

af 0 i
a{x""“r’“) L'_'R] L
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 Pc 6.2: Uwid ai, o idlni derivace —{.zh .y &y) funkee f podle z;

v bodd & = (z1,...,x4) je Sislo, kterd zivisi na volbi budu x. Ménime-li & = {ry, ... xq)
méni se téZ hodnoty parcidlni derivace. Tedy parcidlni derivace funkce (1, ..., z,) podle

#; je U funkei n proménngeh. V tomto kontextu piSeme obvykle ponze o a proménné
i

neoznadujeme. Je-li z = f(xy,...,x,) funkei n proménngch, pifeme nékdy téz E: misto
af !

it

Pofitani parcialnich derivaci pro konkrétné radané funkee by nam nemélo #init potize.
i ivaci funkee z = f{x, ..., 2,) podle ;, povaiujeme ostatni pro-
ménné kromé z; (8. £1,..., T, Tigr, ..., y) 22 konstanty a derivojeme, jakoby funkce
S byla pouse funkei proménné zy. Uka#me si to na piikladech,

« Piiklad 6.3: Vypodtéme —{2[,12,15}1 &r (21123,1'4]. aa:f (1,0,0) a ﬂll 0,0)

pro funkei
Flz1,72,73) = 3. w2 + 21 + In(z + 22+ 73)

Relieni: Poiitime-li % povaiujeme proménné z» a Ta 7 k a derivujeme podle
proménnd x,. Tedy '
f _ 1
axl{:\.:rg,:ra) 6..".1.zg+1+n:71_‘_‘.ﬂ:ﬂ_mI .
Podobn, or
1
e
a%(rl 2, 13)

Dosazenim hodnot x, = 1, 22 = 0 axy = 0, pak dostaneme g—!(l,u,u)= 2a %(l'u’u}:
LTy
1.

Jak jsme jiZ fekli, je parcidlni derivace funkee f(z.,...,z,) podle z; opét funkei n
proménnjch. MiFeme ji tedy opét derivovat podle libovolné proménné z;, j = 1,...,n.
Tuto derivaci nazfvame druhou parcidlni derivaci (derivaci druhého Fadu) funkee f
podle proménngch z; a z;. Znatime

P2l
ey ax,

Derivujeme-li parcidlni derivaci gf opét podle z;, ormafujeme tuto parcidlni derivaci
i

symbolem
& f 8 af

Ba ~ 0m Bz
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Analogicky zavadime i vy38i parcidloi derivace.

v o |
8" Or:dry © dradr

» Piiklad 6.4: Pro funkei f = pfikladu 6.3 vypoftéme

Tefieni: Postupné s vyu¥itim visledki ptikladu 6.3 dostivame

*f -1
ar? w2t (w1 + 37 +73)* 7
&’y -1
Br:8r;  {m a2 +x3)?
i -1
Or30T1 (T + T2+ 1)
&f &f

Viimndéme si, e v piedchozim plikladu je . Toto neni nihoda. Da
B 0zy

se ukdzat (vie nasledujici véta), #e za dosti obecnjch pl‘adpolacladu nerdlei u vvisich par-
cidlnich derivaci na pofadi proménnych, podle kterych derivujeme,

Viéta 6.5:
Mé-li funkee f(x1,...,zs) spojité (viechny) druhé parcidlni derivace na otevfené mno-
Finé G C B2, pak na G plati

&f & f

= dé i, j, 1<ij<n.
Bty Byl pro kaddé 4, j, l<ij=n

Rozéifme jeté oznadeni z kapitoly 1, kde jsme symboly C(f), resp. C‘{.‘) znadili
muofing viech funkei (jedné promiénné) spojityech na intervalu [, resp. mnofinu viech
funkei, které mély na intervalu (a, b) spojiton k-tou derivaci. Podobnﬁ pro otevienou

inu G C R

C(6), resp. CH(@)

mmnoFing viech funkei spojitych na G, resp. mno#nu viech funkei, které maji na G spojité
parcidlni derivace a# do Fidu k (podle viech proménngch). Funkee 2 O@), resp. CHG)
nazyvame spojité diferencovatelné na G, resp. k-krdt spojité diferencovatelné na
G a Fikime, Je jsou t¥idy CY(G), resp. t¥dy C*(G).

FPoznamenejme jedté, e pouhd existence parcialnich derivaci nezarufuje jedté “hezké”
chovéni dané funkee. Napk. g exi idlnich derivaci neplyne spojitost funkee. Proto
bud obvykle p t 5 funk I:i‘id\',r CYG), resp. CH{G), k > 1 (viz napf. pfedpo-
klad véty 6.5 ). D4 se dokizat, e ma-li funkee [ spojité parcidlni derivace prvniho fdu
na mnofing & podle viech proménngeh, je na mnofing @ spojitd. Tedy jinak zapsino
CHUYE) c ONG), pro k =0,1,2,.., kde CVG) = C(G).

Na zavér tohoto odstavee savedme jeité jeden dilefity pojem.
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Definice 6.6: Necht f{x,...,x,) je funkei n proménngch, bod Xy € D{f). Vektor

(:T{(x.,),..,.a—i(ﬁ'n)) :

pokud viechny tyto parcidlni derivace existuji, nagjvime gradientem funkee f v bod#
Xg a znatime jej grad f{X,).

Zdiraznéme, e gradient chapeme jako zobrazeni, které bodu X € D{f) ¢ R®
plifazuje vektor grad f{X) € R®. Tedy grad f je zob do R™ defi ¢ pro viech
X € D{f) € R*, pro né# grad f{X) existuje. Soufadnicové funkce tohoto zobrazeni jsou
Jjednotlivé parcidlni derivace, tj.

grad f = (%,%) .

Pii geometrickém zndzornéni umistujeme vektor grad f{X) do bodu X
Nekdy se misto oznafeni grad f, grad f(X) mifeme té setkat s onaenim Vf,
VF{X). (Symbol ¥ fteme nabla.)

6.2 Derivace ve sméru
af

Uvaiujeme-li funkei z = f{x,y), pak parcidlni derivace B a % uddvaji rvchlost zmény
funkénich hodnot f{r, y) ve sméru osy x a ve sméru osy y. Zavedeme nyni derivaci funkece
v libovolném smérn.

Definice 6.7: Necht f{x,,...,x,) je funkei n proménngch, bod Xy € D{f)a d e *
je vektor 5 normou ||@| = 1. Potom limitu
fim £ (X0 + h@) = F(Xo) )
B+l h
pokud existuje, nazfvame derivaci funkee f v bodé& X; ve sméru vektoru 7 a
znafime ji Df{X,, ).

{6.1)

V definici 6.7 derivace ve sméru vektoru @ jsme piedpokladali, #e vektor @ je jednotkovy,
tj. [|@]] = 1. Pokud bychom ve virazu (6.1) uvafovali misto jednotkového vektoru & nijaky
jeho o nasobek, zméni se hodnota limity {6.1) pravé n-kedt. Budeme-li v daliim mluvit
o derivaci ve smér nenulového vektorn @, budeme touto derivaci ropumét derivaci ve
1 d. Na obr. 6.1 je
i & e

sméry j

vektoru pFisl @, tj. ve sméru vektoru

endzornéna sitnace definice 6.7 pro piipad n = 2.
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N opoxy o+ ha)

Obrazek 6.1:

UvaZujeme vlastng pouze funkini hod-
noty f(x,y) pro body X = (x,y) lefici
na piimes

X=Xo+hi

a potitame limite z podile pFirdstka
funkee f{Xo+hi)— f{Xo) aEisla h, pro
h =+ 0. Derivace D f{Xq, @) uddva rych-
lost zmény funkénich hodnot funkee
flz,y) ve sméru vektoru @,

« Piiklad 6.8: Vypoltéme Df(X,, @) pro funkei fz,y) = arctg (xy), Xo = (1,2), je-li

@ jednotkovy vektor piisluing vektoru {3, —4).

Refeni: Zicjmd [|(3, -4)|| =5, a tedy & = (£, -1). Dile

4 4
Xn+ha=(1,2)+h(g,—5) - (1+§h,2— —h) .

Tedy

5 5

2 12

HXo + 1) = arc (1= $1) (2 = 2h) = arctg (2 2n— 2207

a f{Xy) = arctg 2. Podle definice 6.7 dostévime

5 25

arctg (2+ 2h — 24 - arctg? _

Df(Xo,3) = Jimy

2_Mp

TR
A1+ {2+ Th— 2h7)? 35

ke
2

kde jsme pro vipodet limity pou#ili 'Hospitalovo pravidlo,

» Pozndmka 6.9:  Pro funkei dvou proménngeh je parcidlni derivace ﬂ derivaci ve

dz

smiry vektorn &) = (1,0) a parcidlni derivace % derivaci ve sméru vektors & = (0,1).

Opravdu

((zo,0) +1(1,0)) = f(zo,30) _

DF((z0, ). ) = Jim

= lim
h—+0
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a podobni pro g—i Obecné pro f{z, ... z,) je

oL x0) = D1(x0) -

Derivaci ve sméru lze podle nasledujici véty, kterou dokazeme v odstavei 6.3, poditat
Jjednodudeji, pomoci gradientu dané funkee.

Véta 6.10:
Je-li f € CHG), kde G C R® je oteviend mnokina, Xy € G a @ € R, [|@]| = 1, pak
Df(Xo,d) = grad f(Xo) - @, {6.2)

tj. derivace funkee f v bodé Xy ve smiru jednotkového vektoru @ je za pfedpokladu
spojitosti parcidlnich derivaci funkee f skaldrnim soufinem gradientu funkee f v bodd
Xy a vektoru &

« Piiklad 6.11: S pouditim vity 6.10 lze Fesit pfiklad 6.8 nasledovné:

o _ v o =z
dr  1+z% ' oy 1+

af, 2 af, 1
aLY=>a S (9)=¢.
Dile @ = (2, ~1). Tedy

Df(Xusﬁl=srad.f(XnJ‘6=(E 1).(3 f) _2

55/ \5'"5/ %"
Cvigeni 6.12:  Vypoltéte Df(Xy,d) pro funkei f{z,4) = In(z® + 3*) v bodé Xy ve
sméru jednotkového vektoru & pfisluinému vektoru {1,-1).

e Pozndmka 6.13:  Vetah (6.2) 2 vty 6.10 lze téF zapsat ve tvary
Df(Xo,d) = grad f(Xy) - @ = lgrad f(Xo)|| |@] cosr ,

kde o je ihel mezi vektory grad f{Xg) a &
Z tohoto zdpisu vidime, e Df (X, @) bude
nejvitsi, pokud cose = 1, ), & = 0, a tedy
@ bude jednotkovy vektor piisluing gra-
dientu. Proto fikime, %o gradient uddvd
smér nejrychlejdiho ristu funkee,
Napf. pro funkei flz.y) = 2° + 3 je
grad f(1,2) = (2,4). Tedy vektor (2,4)
udédva smér neryehlejiiho ristu funkee f.
Na obr. 6.2 jsou nazornény vrstevnice
funkee f (). kiivky s rovnicemi f(z, y) =
K pro hodnoty konstanty K =1,2a3) a
gradienty v nékterfch bodech.

Obrizek 6.2:

110

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EGHE ORI NSS! SD0E EYRi "BREg & SxIBCIOULD0) CfMUBIE SIYS EACSAN DA | DS WOLIEAGIONLIS 80 ) ENSBUORY () NEN]



VEimnéte si, e gradient je vidy normalovim vektorem vrstevnice, Toto plati obecné,
Uvainjeme-li funkei dvon proménngch = = f(z,y) a ndjakou jeji vestevnici popsanou
rovnici f(x,y) = K, pak gradient funkce f v néjakém bod& (zg,y0) této vrstevnice je
normilovim vektorem této vestevaice v bod® (zy, y).
Podobné pro funkei f{z,y, z) tfi proménngch je obeené rovnici
ez, 2) =

popséna néjakd plocha v prostoru R* a gradient funkee f v néjakém bodd (zg, y,20)
této plochy je normélovim vektorem k této plode v bodé {zy, yy, 7). Podrobné si tyto
vatahy vysviitlime v kapitole 8.

6.3 Derivovani sloZzenych funkei

Frobl iku d ini sl h funkei vice proménnych si nejprve ilustrujme na pii-
kladé.

« Piiklad 6.14:  Uvalujme funkei gla, b, e) tFi proméongeh a necht kaZdd promEnnd
a, b, ¢ jeitd zivisi ndjakim zpisobem na proménnych r a y. Napf. necht

a=s"+y' | b=zy ac=x+y. (6.3)

Dosadime-li za proménné a, b, ¢ do funkee g vztahy {6.3), dostaneme nitjakou funkei f
dvou promé&nnych x,y, kde

fle ) =gl +3' xy,z+y) -
Zkusme nyni vyjadfit panclé.lui derivace funkee f pomoci parcidlnich derivaci funkee g.

VEimnéme si, #e krétni pfedpis pro funkei g. Budeme pouze piedpoklidat,
dngE C‘(R“’} Potom se di ukdzat, e
8f dg o dg Ob  dg dc
Gr oa Gx Bb Oz b ox ©4)
Parcidlni deri 2
arcialni derivace da b . o
dr ' dr O
miiFeme pomoei vztahi (6.3) snadno vypoditat a de im do (6.4) d
af _dg dg ag
5 T VT 5 (65)

Vztah (6.5) mifeme t6% zapsat ve tvaru
or
dr

nebo {dosadime-li za a, b, ¢ ze vetahii (6.3)) ve tvaru

af _dg
B (w +v% 7,

td a, b e)

_ 9% 99 a9
= 20 o, byc) 22+ 20, 5)y + 2

w+y)?$*—($ +¥ T +y)y+ —{:r 0T e ) .
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Podobn#
e e Ba+6g66 o oc 0y, O 0o (65)
Gy Bady o6 dy Gc dy da @b " ac !
Funkee f je slofend funkce venikld slofenim funkee g se zobrazenim h{z,y) = (=" +
Voo e +y), kdy flz, ) = gih{z, ¥)), viz obr. 6.3. Nokdy 162 pifeme f = go h.

\ . / \ /
. y \, /
\_._./ xhh_,__./ e
R? R? R
Obrézek 6.3:

Vetah (6.4) (a podobnit vetah (6.6)) vlastné fikd, e vodj#i funkei g derivojeme podle
viech jejich proménnych a, b, ¢ a tyto deri vidy nisob derivaci p énné a, b nebo
e podle z. Nasledujici vita popisuje toto pravidlo v obecném piipadé.

Véta 6.15:
Necht G € R™ je oteviend mnodina, giy, ..., ¥m) € C'(G). Necht H € R" je oteviend
munoFina, funkee by, .., by € C(H) 8 nechf pro kadda

@ =z, 70 € H oy = h{z) = (h(2),... Im{z)) € G.
Polozme gy = hy(x, ... zp) proj=1,... .ma

fly ooy ma) = glhe(w, o)y B, ooy 20)).

Patom [ & C'(H) a
ah_f

& ()= E (@) ©7)

proi=1,...,m

Vetah (6.7) miZeme strufnd zapsat ve tvarn

Of _ 3~ g Oy _ 99391
Oz~ 2oy O, Z?

(6.8)

Tento vetah je velmi dileZity a je tfeba si jej zapamatovat. Slovné jej miZeme formulovat
takto:

112

W RUEE 53 M

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EGHE ORI NSS! SD0E EYRi "BREg & SxIBCIOULD0) CfMUBIE SIYS EACSAN DA | DS WOLIEAGIONLIS 80 ) ENSBUORY () NEN]



SloZenon funkei derivujeme podle proménné =, ¢ = 1,.. ., n, tak, 2o vnijsi funkei
derivujeme podle viech jejich proménngch y, ..., %, & kafdou tuto derivaci
podle gy, § = 1,...,m, ndsobime derivaci y; podle 2. Nakonee viechny takio
venikld soudiny sefteme.

« Pozndmka 6.16: Vetahy (6.4) a (6.6) v pfikladu 6.14 jsou specidlnimi pfipady véty
Gl pron=2am=3.
V piipadé m = n = 1 je véta 6.15 znamou vétou o derivovini slofené funkce jedné
proménné, kdy
dg dy
iz’

sl =g (R} - Wiz) =

pii cznatteni y = hix).

« P ka 6.17: Zdiraznéme, o vitu 6.15 p i jména v pfipadech, kdy
nezndme konkrétni pfedpis pro vogjEi funkei g nebo voiténi funkee hy, ... by, Vysvitleme
si to na pfikladu 6.14. Kdyby v tomto pfikladé byla funkee g zadand konkrétng, napf.
gla,be) = a+ be, pak

o) =g+ zpa+y) =2+ +aylo +y) = 2"+ + 2y +

a parcidlni derivace funkee f wmime vypofitat pfimo bez pougiti vity 6.15. Je totii

%(r,r] =2r+day+y’ g—i(x.y) =2y+a’+ 2y
VEimnéme s, #o tyto visledky sovhlasi 3 visledky vypoftenymi v piikladd 6.14. Pro
gla, be) = a+ be je totiz

99 _y, —ea W -
aa(a,b,r:)_l \ ah{n,b,c]_r: a a‘:(cs,b,r:)_lb.

Dosazenim za tyto derivace do vetahi (6.5) a (6.6), kde klademe a = 2® + 3%, b=zy a
e = x+ y dostaneme

af 2

a(x,y) = w+ey+h=2r+(z+yly+ay =20+ 20y +y
%{x,y) = Wtemtb=y+{rLy)ray=2y+2my+a’.

« Piiklad 6.18: Vypo#time derivaci funkee f{x) = g(sinz, cosz), g € C*(R?).

Refieni: Pro Fefieni je nutné si uviidomit, #e g je funkes dvon proménngeh. Oznafme tyto
proménnd funkee g napi. symboly a,b, tj. @ =sinx a b = cosr. Potom podle véty 6.15 je

df _dgda dg b g

' _ + _ a_q_.
f{z)_dz_aaax abax—aacﬂe:r+ab{ sinx) .
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Zde jsme psali ponfkud nepfesnd @ a E misto — da a ﬂ aby oznafeni souhlasilo se

enafenim vity 6.15. Funkee ¢ = sinz a b = cosx _]snu totiz funkee jedné proménné a
oznaleni derivace pomocl symbolu @ pongivime pouze pro parcidlni derivace funkei vice

& h. V daliim bud ji# derivaci funkee jedné proménné oznafovat tak jako ve
skriptech [MI].

Poznamenejme jesté, #e pii ornafenich zavedenych v pfikladu 6.18 je zdpis % nesmy-

sln¥, protoze funkee g neni funkei proménné x.

» Piiklad 6.19:  Uvadujme 1 mol idedlniho plynu, kter§ se fidi stavovou rovnici pl” =
AT, kde R je konstanta. Teplo @ jednoho molu idedlniho plynu je funkei teploty a objemu,

tj. @ = f(T, V). Vypoditejme
&), » @)

T -
Tefieni: Ze stavové rovnice plyne, ¥ V = %, atedy @ = (T, E) Patom

(&), = (r), 2+ @), (or), - Gr), = (), 5
&), - G ().~ @). (&)~
- (), +(a~£) (5) @)%

Ve fyzikilné-chemickich disciplinich se fasto ufivd nedisledna symbolika. V situacich
jako v pi‘cddlozim piikladi se olwyklc pide

Q-Qmyv) —Q(T,’f) =QTp) .

Symbol @ zde pak vystupuje ve tfech riznych viznamech: a) jako cznadeni wivisle pro-
ménné, b) jako oznateni funkee proménngch T,V (kterou jsme my oznafili symbolem f),
¢} jako oznafeni slofené funkee proménngch T, p. Pfi tomto oznafeni dostaneme napf.

@),~ ().~ (&), 5
ar), \er),"\ov),.
Je zfejmé de pii pouZitd Wi symboliky je nutné evadét indexy oznaujici proménnd, kterd

povaZujeme za konstantni, protoZe tim zaroveii ukazujeme, kterou funkei @ (tj. kterfch
proménngch) uvakyjeme.

Vysvitleme nyni jak pofitame vyis parcidlni derivace slofenyeh funkei. Princip je
stejn¥ jako pii poditini prvnich derivaci. Je tieba si ale uvédomit, Ze ve vetazich (6.7) a
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(6.8) je :7‘1 funkel y = (yi, ..., ), kde g = Bg{z), § = 1,...,m. Tedy parcidlni derivace
%g} musime opdit derivovat jako slofenou funkei. UkaZme si to na pifkladech.

o Piiklad 6.20: Pro funkei f(z,y) = g{z® + y*, zy,x +y) 2 piikladu 6.14 vypodtéme
%, za pledpokladu g € C*(RY).

Refieni: V piikladu 6.14 jsme odvodili vetah

af _dg dg Oy
P L

kde a =z* +y%, b=xy a e = r+y. Je tfeba si uvidomit, e % je viastné zkratka za
ZApis

% = g—i(a.b,n) = %(z’ ¥ rye+y),

tj. gﬂ je funkel proménngch a, b, e, za které dosazujeme podle vatahu (6.3). Budeme-
li tedy derivov: g—i, je ticha postupovat jako pfi derivm:i slofend funkee. TotéE plati o

derivacich b9 a B_ Navie budeme-Ii derivovat sou(‘m X oy podle z, je tieba jej derivovat
jako souftin. Abychom si toto jeSté vice ozfejmili, zave%ne nasledujici oznadeni

dg

@ F W InT+Y) = al vy T +y),

dg

B FEne ) = ol iyt aye ),

dg

&{t‘—y’,ru‘x+u) = mle* +1 e +u).
FPotom

4 4 g F
a—i{z‘y) =gl + ey s+ p) 2+ w0 en s+ yly+ w0 e s+

Tedy
#f (g da B9 b Op B
e (_56_+_3t_5 b e 2+ gt~y Tz +y)2
dge Ba  Ogy b Og de dgy Ba gy N By, de
+ (_aa_+_ata_+_a_3)” (_5_5+_3€E+5 3)
) a
- (ﬂ2 +28 ——‘) 2r+ gy’ + ' wyz+y)2+
g2 dgz O g3 dgy | O
+(;2x+;y;)y5215y+5.
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FProtoze ale

dostédvime

Bzt Ba?

Gbda ot Y Ghoe

2 2
P (P 2y D) 0

2+ =12+

Aadh ade da

Y Gda 7 pean? Tae T

+(&%+ﬁ +ﬁ) Pg o, P9 Py _

&g &g &g &g &g &g Oy

= S92 28 T gpb S8 2 895, T8 90,

3 " Gaan " Geac T @V Tawae ¥ T o0 Taa
) - . &g &y

kdy jsme vyuzili vetaha Ba0b — Gbda’ apod.

« Pfiklad 6.21: Vypoftéme f"{x) pro funkei f(z) = g{sinz, cos ) = pfikladu 6.18, kde

g€ CHRY).
Fedeni: V piikladu

6.18 jsme vypodetli, fe

=)= %(u,b} cosx — %{a,b} sinz ,

kde @ = sinx a b = cosx. Tedy

o - (0825 2) nre s
- (%%—%%) sinm—%ms:c:
= %m“r+§—gb(—sinz) eoaz+a—ai{—sin:)
- g—aimxsinz+%sin’x—g—gmsn::
= g%ma“:r—zil;gbsinmwsr+g%sin’x—%sinr—%cmz.

Cwvideni 6.22: Vvpoitéte

&f
a) m
&f
b) dxdy
) f'x)

Viita 6.15 o denvovani slofené funkee ndm umo#iuje podat slibeny dokaz véty 6.10 o

&>

a = profunkei f(z,y)=g(§,£) kde g e CHRY),

ﬁrl
pro funkei f(z,y) = ;‘: +glry)  kde g€ CUR),
pro funkei f{z) =z g(z® 2%) , kde g CYRY) .

poditani derivace ve smérn pomoci gradiento.
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Dikaz véty 6.10:
Oznafme symbolem g funkei jedné proménné definovanon na néjakém okoli nuly pedpi-
seqm

glk)= F(Xo+na) .
Pak
50 = i 005D =90)

podle definice 6.7, Podle véty 6.15 je ale

SO0 =IO _ iz

PO =§§—i{xﬂ+mm .

a tedy
Df(X0,8) = #(0) = za" (Xo) as = grad f(Xy) - @

6.3.1 Derivace zobrazeni z R" do R*

V odstavei 5.3 jsme zavedli pojem zobrazeni z B do R*. Nyni si uki#eme, co je derivace
takového zobrazeni.

Definice 6.23: Necht f = {fi, fa,..., fi) je zobrazeni mnoZiny G © R* do RE, kde
Sy - - Ji jsou funkee n proménngch o, . .z, které maji na G viechny parcidlni derivace
prvniho fadu. Pak matici {typu {k, n))

Pw) L@ . L)
£16)= )= )= | 300) 51i@) - o
3’*{1 ‘3"“(31 a"()

nazfvame derivaci zobrazeni (nebo té% Jacobiho matici zobrazeni) f v bodé
&= {(T,..., 1) EG.

VétSinou budeme pro oznafeni Jacobiho matice poufivat aymbnl J_f, pfipadné pouze
J bude-li jasné, o jaké zok f se jedna. Symbol f' zavadi proto, abyel
ediiraznili podobnost s derivaci funkee jedné proménné, viz véta 6.27

« Poznamka 6.24: 'V piipadé k = 1, tedy zobrazeni do R, mi Jacobiho matice J’_f
zobrazeni f pouze jeden Fadek a fakticky je totoZna s gradientem funkee f.
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« Piiklad 6.25: UvaZujme f(z:, 23, 23) = (217 + 22" + 23", 2122 + 1) zobrazeni R? do
R?, kdy

Sz re,e) = nl+mt e,

Jolmy, w9, 73) = mma+7a .

Pak ziejmé Jacobiho matice zobrazeni f je dina vetahem

2wy 2y r
£l w2, 33) = Tp(@1, 72, 3) = [ ::‘ :1’ 13 ] .
« Piiklad 6.26: Necht f = {f,,...,fi) je linearni zobrazeni R* do R* reprezentovand
matici A = (ay;) typu (k, n). Pak zfgjmd

filgy o Be) = BT + 0+ Qi

a tedy % =y prodi = 1,...,k aj = 1,...,n Tedy Jacobiho matice linearniho

i toto linedrni 2ok

zobrazeni £ je pravé matice A, kterd rep

Vrafine se jeftd k derivovdni slofengch funkei. Pro derivovani slofené funkee f{x) =
gih{x)) jedné redlné proménné zname ze skript [MI] formulku
Fia) = ¢(hlz)) - Hiz) -

Pro derivovini slofendeh funkei vice proménngeh plati tataZ formulka, jak uvidime v na-
sledujici vétd, pouze jednotlivé derivace ji# nejsou isla, ale pfislugné Jacobiho matice, a
beni je pak jjmé nasobeni matic.

Veta 6.27:

Necht b = (hy, by, ... ) je zobrazeni oteviend mnofiny & C R do R™ a g =
{0182, ..., 0e) e zobrazeni oteviend mnoZiny H C B™ do RE, kde h(z) € H pro kaidé
@ € G. Necht dile funkee Ay a gy maji spojité parcidlni derivace. Pak pro derivaci
sloZené funkee f{z) = g{h{z)) plati

f'(=) = g'(hi{=)) - W'(z) .

o Pozndmka 6.28: Ziejmil v piedchozi vitd je h'(z) matice typu (m,n), g'(k{z))
matice typu {k, m), a tedy jejich souin ve v¥ie uvedeném pofadi je matice typu (k, n).
 Pc ka 6.29: Uvid si, #o diive uvedend vita 6.15 je specidlnim pfipadem
vity 6.27 pro k = 1. Opravdu, v tomto pfipadé, oznadime-li proménné funkee g symboly
Yise ooy M (piSeme g misto g, protode se jedna o zobrazeni do R), mime

¢ (hia)) = (% (b)) .., g—;(h(zn)
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a
@) @ e
Wo) - | gote) 2@ . )

&l l kel : &l :
T Ge) - Ga)
Tedy podle véty 6.27 je

af af
1@ = (L ghiw)-
ahy &h
oz @) E,l.(”)
dg g dha dha
- [ﬂth(zn.....a(h(zn)- g{cl g:w)
Pnte) ... mie)

a odtud ziejmé
I (a) = 2 (hla) G+ ke G2 @)

jak tvedi véta 6.15.

6.4 Totalni diferencial, teéna rovina

6.4.1 Totélni diferencial

Pomoei diferencidly funkee viee proménnfch budeme stejni jako u funkee jedné proménné
aproximovat gménu hodnoty zévisle proménné pii malych zménich nezdvisle proménnych,
Pro funkes vice p feh je svykem poufivat misto terminn diferencidl termin totalni
diferencidl z divodd, které si objasnime v dal3im texto.

Uvazujeme nejprve funkei z = f(x,y) dvou proménngeh, definovanou na niijakém
okoli bodu (zq, ¥). Zkusme pfiblizné vypoditat pfinistek funkee (zménu funkéni hodnoty)
A f(wg, o), 2mEni-li se 2 hodnoty oy na xy + h a y 2 hodnoty o na g + &, kde ha k
jsou néjakd v absolutni hodnoté mald reilnd #sla. Tedy

Af{xy,porh, k) = Af(zo,40) = Flzo + bt + &) — f (20, 40) - (6.9)
Zapidme piirustek Af{xg, 1) ve tvaru
Aflre,m) = (flzo+hyo+ k) = floeo + b)) + (Hlzo+ bow) — flzew)) - (6.10)
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Protofe ve druhém séitanci virazu (6.10) se méni pouze proménna x, muFeme tento s&ita-
nec piiblizng aproximovat pomoci diferencidlu funkee jedné proménné virazem g(xn, o) B,
t. '
. af
(f (o + A, o) = Slzo, o)) = a(ﬂm.m)h .
Podobn# pryni séitanec virazu (6.10) lze zapsat pfiblizng ve tvaru

(a0 n = K) = flan = b)) = 9 (2o + hw) -

Navie, ma-li funkee f spojité parciilni derivace, lze hodnotu g—;(:m =+ h, ) piblizng

nahradit hodnotou %(z‘g,m], Celkem tedy dostavame

(o b+ 0) = Hzow) = o w)h+ Fammwk. (@11

Celd situace je znizornéna na obr. 6.4, Omadime-li, jak je fasto pvykem zménu proménné

i g
graf {f} ik i
/ (dy

—=
“ g+ ya+k)
/

Obrazek 6.4:

z symbolem dz a zmé&nu proménné y symbolem dy, ma potom vztah (6.11) tvar

Foo+ dan + ) = eow) = A o) de+ Ly ay,  (612)
dy
ktery je mo#no téZ upravit na tvar
. af of
o+ da,yo + dy) = Jaosw)) + 5 (o ) dz+ 5 {zn,m) dy - (6.13)
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| Definice 6.30: Nechf funkee flz,y) mé spojité parcidlni derivace v bod@ (g, ya).
Potom viraz

41z, 5, ) = AF e, ) = 5 (an, ) -+ 1 (o )

nazfvime totdlnim diferencidlem funkee f v bod& (xg, yo).

» P ka 6.31: Vi si, #e totdlni diferencial df (zy, yo; dar, dy) je viastng
funkei 4 proménngeh. Zavisi jednak na hodnotéch z) & 3y a jednak na velikosti dz a dy.
Fiitom zévislost na dx a dy je linedrni, tj. totalni diferencial je linearni funkei v promén-
nfch dr a dy. Totdlnl diferencidl obvykle oznafujeme zkedeend df{xy, ) 8 proménné
dr a dy =vladt nevypisujeme.

« Piiklad 6.32:  Vypolitime totdlni diferencidl funkee f{x,y) = /77 +37 v bodd
(1,2).

Retieni: Protode

of 2 L af _ wy af 2
oV e = v G0 =

ie
(i
df{1,2) = — de+ — dy
()= s+ g
 Poznamka 6.33: Virazy E{:.'u, vo) dr a 6—f(zu, ) dy vystupujici v definici 6.30
nazyvame parcidlnimi dife ialy. Totélni diferencial je tedy souétem parcialnich di-
ferenciali.

Viraz g—i(zn, w) dx+ a—f{:rn, vp) dy mizeme formalné vytvofit vady, pokud existuji v
ném vystupujici parcialni derivace. Obecné jej ale nazfvame totalnim diferencidlem pouze
v plipadé, #e dobie aproximuje pliristek funkee

flao+ dz,p + dy) — flzo,wo)) |
tj. kdyZ chyba aproximace
Af{zo, w) = df (z0,%0)
je “podstatnd menii” nek hodnota | dz| 4| dy|. Toto je v definici 6.30 zar@eno podminkon
spojitosti parcidlnich derivaci funkee f.

Podobni jako pro funkei jedné proménné je aproximace A f(zy, ) = df (zq, yo) obecni
tim pfesndjdi, #im je mendl dr a dy.
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Totalni diferencial df{z,y) v obecném bodé {z,y) #nadime obvykle pouze symbolem

df a je tedy
df = _f dx = g
011
Vetah (6.12) miZeme pak gkracend mpsw. ve trary
Af =df .

« Piiklad 6.34: Vypodtéme totalni diferencial funkee f(z,y) = /=" = ". Pomoei nij
pak vypoftéme piiblizné hodnotu virazu = 1/(0.03)7 + (2.89)%

Regieni: Protoze

ar af W
&(z.y) \/I o B ay(ml] iy B
Je - v
df{z,¥) = d d
T = g ¥ Gy
Zvolme zp = 0, yo = 3, dz = 0,03 a dy = =011 (Volbu providime tak, aby hodnoty
Flao, vo), §E(z0, w0) & X {zy, ) byly snadno vydislitelné a aby velitiny dz a dy byly malé.)
Protofe fzo, m) =3, 35(3:0,”0) =0a g(-fn,lln) = 1, dostivame podle vetahu (6.13) pro
poitanou hodnotu, kterou lze pfi najem oznafeni zapsat ve tvaru fzy + dr,yp + dy),

vyjadteni
/(0.03)7 +(2.89)* = 3+0-003+ 1+ (-0.11) = 2.89 .

(Pfesna hodnota pofitaného virazn na 6 desetinndeh mist je 2.890156.)

» Piiklad 6.35: Ukazeme, #e znama poudka “relativoi chyba souéinu dvoun veligin je
rovna soudty relativoich ehyb tichto velitin® je zalofena na aproximaci totdlnim diferen-
cidlem. UvaZujme funkci f(z,y) = ry a predpoklidejme, #e hodnota velidiny x je déna s
absolutni chybou dr a hodnota velidiny g s absolutni chybou dy. Petom relativoi chyba

xje d_z a relativoi chyba y je — dy . Absolutni chyba soufinu z y je pak
Afley) = flz+dey+dy) - flzy) = (g+de) - (y+dy) —xy =y de+oz dy+ dz dy.

Tuto hodnotu miZeme aproxi totélnim difs idlem funkee f, ktery je, jak lze
snadno spoditat,

dfiz,y) =ydr+zdy.

VEimnéme si, #e pii aproxi iAf=df dbavame flen dz dy, kterd je zanedbatelny
pro malé hodnoty dz a dy. Koneéng relativoi chyba soutinu je

Affry) . df(zy) ydrezdy dr  dy
Hzw) Az Ty r oy’
eok jsme chtéli ukizat.
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Cwifeni 6.36:  Vypodtéte pfiblizng {pomoci totalniho diferencidlu) zivislost zmény
tlakn 1 molu plynu na zméndgeh teploty a objemu pro plyn, kterd se Fdi stavovou rovnici

@
o+ 73)- (V=)= AT,

kde a, b, B jsou konstanty.

6.4.2 Teénd rovina ke grafu funkce dvou proménnych
Padobné jako diferencidl funkee jedné proménné fzce souvisel s pojmem tefny, je totdlni
diferencial funkee dvou proménngeh v uzké souvislosti s tefnon rovinou k jejimn grafu.
Pipomefime, #e pro funkei y = f{z) je rovnice tefny ke grafu funkee f v bodé (i, f(x0))
dédna vetahem

v = flz) = J'lm) - {x — 7a) -

Smérnice o tedny je f'(xg) & tedy jeji smErovi vektor je napf. vektor (1, f{x))) a
normalovy vektor napf. vektor {f'(xy), —1).

Uva#njme nyni funkei z = f{r,f}l), ktera
af af

mé spojité parcidlni derivace >, v
dx
y=flxy)

-

bodé (g, 1), Vedeme-li bodem {zo, yo,
flwn, 30)) tefnu ¢ ke kiivee, kterou do-
jako prinik grafu funkes f a ro-
viny ¥ = y, je smérovy vektor této tefny

af
(1,0, = {z0,m)) -

Podobné vektor oz
01, % (70,10

je smérovim vektorem tefny fp vedend
. ; bodem (zy, ¥, Sz, wo)) ke kivee, kterou
'r"}/z" B R D dostaneme jako prinik grafu funkee f a

e . L / roviny x = xp, viz obr, 6.5.
L

Obrazek 6.5:
Ziejmé je pfirozend definovat tefnou rovinu ke grafu funkee f v bodé (xy, yo, f(20, 40)) jako
rovinu, ve které lefi tefny £ a {5, Normilovy vektor této roviny je vektorovim sonfinem
smérovich vektord tefen £, a ty a je to tedy vektor
ik
af
1, a, 8,
= ™) | = (Y (g, ), P o), 1)
o oy
1o g(:ru.w)
dx

123

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EGHE ORI NSS! SD0E EYRi "BREg & SxIBCIOULD0) CfMUBIE SIYS EACSAN DA | DS WOLIEAGIONLIS 80 ) ENSBUORY () NEN]



Rovnice roviny s normalovim vektorem 7, kterd prochdzi bodem (zg,yg, f {0, 1)) je pak

2= Han, )+ 5 o, )z = ) + 1) 4= ) - (614

Definice 6.37: Mali funkee 7 = f(z,y) spojité parcidlni derivace g, of v bodé

(g, yo), nazfvame roving popsanou rovnici (6.14) teénou rovinou ke grafu funkee [
v bod& {zq, yo, f{xe, wo)).

» Piiklad 6.38: Napifime rovnici teéné roviny ke kulové plode z° +y* + 2% = 9 v bodé
M této plochy, kde M = (1,2, 2p), 2 < 0.

Tedieni: Nejprve spoftéme soufadnic zp bodu M kulové plochy. Dosazenim 2o = | a
i = 2 do rovnice kulové plochy dostaneme z)? = 4, a tedy z = =2, protode 2 < 0. Z
rovnice kulové plochy dostavime

z=tyf0— 2% —y?
Protege soufadnice 2y bodu M je zipoma, bude teénd rovina ke kulové plode prochizejici
bodem M tefnou rovinou ke grafu funkee
fla,y) = =9 -2 = y?
v badé M. Protoze dale

N S Y S S
Y N VAL . i
af 1 af _
5(1‘2) =38 a{l,z) =1,
je podle definice 6.37 rovnice hledané teéné roviny

z——‘2+;(:r—l)+(y—2)

nebo po dpravi x + 2y — 22 = 9.

e Pozndmka 6.39: Vi ai jedté souvislosti tednd roviny s totdlnim diferencidlem.
Klademe-li v definici 6.37 x — xy = dr a y — 3 = dy, pak

2= flz,m) = g—';(xn,yn) dr+ %(n.m] dy = df(zo, ya) -

Aproximujeme-li tedy zménu funkini hodnoty f(xg, yo) funkce f diferencidlem, odpovida
tato aproximace tome, 2 hodnoty funkee f{z, y) aproximujeme hodnotami funkee z{x, y)
ze vetahu (6.14), jejim grafem je tefnd rovina ke grafu funkee f v bod@ {zp, i) Zfeimé
obecné je tate aproximace tim lepsi, &m je x blife xy a y blige yg, tj. ¢im je mendi dr a
dy.
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Na zdvér tohoto odstavee zavedme jedté totalni diferencial funkce n proménngch.

| Definice 6.40: Necht funkce 7 = flay, ..., 7,) ma spojité parcidlni derivace na ote-

viené mnoZing G C R®. Potom totdlnim diferencidlem funkee fr ime viraz
af af af
df = 2 day+ - dmp+-- -+ o
i T R T

a totdlnim diferencidlem funkee f v bod# @, € G viTaz

af(an) = G2-(a) d+ 2 (o) dz o+ (o) dit -

Obdobné jako pro funkei dvou proménngch plati, Ze totalni diferencidl aproximuje
piristek funkee, tj.
i) 8.
Af = flot Ao+ do) = J@ryeeyz) = O dayte P an —ap
dm iy,
Fiitom o této aproximaci plati totéz, co bylo fefeno o aproximaci totalnim diferencialem
funkes dvou proménngeh.

» Piiklad 6.41: Pro Jouleovo teplo @ vzniklé ve voditi plati vzoree @ = R, kde 1
je proud, A je odpor a t je fas. Urdeme maximalni procentudlni chybu @, jestlize velidiny
R a I byly stanoveny s maximalni chybou 0.29% a velifina ¢ 5 maximilni chybou 0.1%.

Redieni: Pro mo#nou chybu dR velifing R plati podle zadani |dR| < 0.002R, podobné
|d@| < 0.002Q a |df| < 0.001¢t. Absolutnf chybu velifiny ¢ (@ je funkei 3 proménngch
R, I at) aproximujeme totilnim diferencidlem,

aq aq a9

AQ*dQ—EdR+Wd.F+Edt—[’th+2R!tdI+Rf‘di.

Odhad JvEtE = hodnotu | dQ)|.

dQ| = [t dR+2RIE 4 + RI® dt] < Pt/ dR| + 2RIt d]]| + RI?| dt|
< 0.002RI% + 0.004 R + 0.001 R = 0.00TRIM = 0.007Q) .
Maximalni chyba velitiny @ je tedy asi 0.7%.
(Tento zavér souhlasi s visledkem pfikladu 6.35. Relativni chyba @ je rovna souitu rela-

tivaich chyb R, 1% a t, tedy 0.2% +2-0.2% +0.1% = 0.7%. Zde relativni chybu 1 je tfeba
poéitat dvakrdt, protoZe ve vetahu pro @ vystupuje I”.)

6.5 Tayloriv polynom

V tomto odstavei se omezime pouze na funkee dvou proménngch. {Pro funkee vice pro-
énngch lze postupovat analogicky.) Zakladni mydlenka je stejnd jako pro funkei jedné
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proménné. Funkei f{z,y), kterd je definovana na néjakém okoli bodu (g, w) a ma =de
spojité parcidlni derivace aZ do Fade n, budeme aproximovat polynemem dvon promén-
nych z a y. Tento polynom, ktery bude mit v bodé {zg, wy) stejnou funkéni hodnotu i
stejnd hodnoty viech parcidlnich derivaci a# do Fidu n jako funkee f, budeme nazfvat
Taylorovym polynomem funkce f stupné n v bodé (zg,3) a znaéit T,{z, y).

Reknéme si nejdfive co je polynom dvou proménngeh. Je to kafdd funkee Pz, y),
kterou lze zapsat ve tvaru

oo
Pz, y) = o + anz +apy+onT’ + onTy+ apy’ + - =Ezaﬁ£y‘ )

i=0 j=0
kde aj; € R, pro i,j = 0,1,.... Tedy takov§ polynom je souftem komeéného poétu
séitancii tvar ayz'y’, i, § € M. Stupném polynomu ime nejveti = Esel (i+ j), pro
kterd je pFisluing ay; # 0. Napf. +y* — 23" je polynom stupné 3, polynom 2yz® — 35 +1
je polynom stupné 5.

UkaZme si nyni konkrétni tvar Tayvlorovich polynomd stupiid 1,2 a 3 pro funkei f(zx, y)

v bodé (xp, yg). Vzorce pro Taylorovy polynomy vyiich stupfii jsou obdobné,

Tiwn) = Slotn) + o e, ) = 70)+ o (o )y~ )

Tofz,y) = !{xn,m]+—(=n. w)(z - xn)+—(ra.yal(y ) +

+ %(%(‘Tmll'n)(x—ru)"*'?—f(ru.]ab)(ﬁ ) w)+

+ %{%,W)W - w]’)

Toa) = flon, )+ 5 oo (e = 20) + o )= )+

+ 3 (B e -2 2 oo e = ) - i+
+ g;{{:o,m)(y—m’) 1( L (e - 20)? +
+ 3L o we =z -+

+ Vst W= ) = )+ 5L 0wy - w?)
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* Pozndmka 6.42:  Snadno lze ukizat, #e takto zavedeny Tayloriv polynom Ty, (z,y)
stupné n = 1,2, funkee f v bod@ (xg, yo) md v tomto bodd stejnon funkéni hodnotu
jako funkee f i stejné hodnoty viech parcidlnich derivaci a# do fadu n. Lee tedy ofekivat,
2 pro hodnoty {z,y) bligké (zy, ) aproximuji hodnoty Taylorova polynome Ty, y)
hodnoty funkee f{z,¥), ti.

Sz y) = Talzy) - (6.15)
Obecné lze Fici, #e aproximace 6.15 je tim lep&i, #im vy3& je stupefl Taylorova polynomu
a tim je (z,y) blite (xg, y).

Cvieni 6.43: Ukaite, #e pro Tayloriv polynom T3{z, y) funkee f v bod@ (xg, yo) plati

o) = (o)

» P ka 6.44: VEimnéme si, #e aproximace f{z,y) = Ti{z, ¥), ti.
. af af
Ha) = Sz, ) + 5 (o w) (= — 20) + 5 (@0, w0}y — w) (6.16)
je vlastné aproxi i pomoci totalniho dif idlu, nebof po prevedeni Elenu f{xy, 1)

na druhon strany rovoosti 6.16 dostivime

Aflxo ) = Sl y) = flzo, ) = %(ﬂm.m)(z = x0) + %(ﬂh&'n)(&‘ = i) = df(xo, 40) -

Ekvivalening, jak plyne c z definice 6.37 tefné roviny, je moino na aproximaci
(6.16) i pohliZet jako na aproximaci hodnot funkee f(z, y) hodnotami proménné = danymi
vetahem (6.14), tj. aproximujeme graf funkee = = f{x, y) v okoli bodu (xg, 4o, S (20, 40))
Easti tefné roviny.

» Piiklad 6.45: Vypo@téme piibliznou hodnotu = 1/(0.03)7 + (2.89)? tak, 7e funkci
flz,y) = /27 + y* aproximujete na okoli bodu {zy, i) = (0,3) Taylorovim polynomem
2. stupné.

Refieni: Pro zadanou funkei [ je

af x af ¥
dr TRy By SRR
&f 'S &y zy &f =

@A wa T @ W @A
Odtud dosazenim

T o 4 a1
fog=3 ., S03=0, 5(0,3)—1.

&*f 1 &>f >
F{0‘3}=§ , m(ﬂs3)=0 ) @(0.3)=0 .
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Tedy
1
Talwy) =3+ (y = 8) + 5=

J(0.03)7 = (2.89)? = £(0.03,2.89) = T,(0.03,2.89) = 2.89015 .

Porovname-li tento visledek s visledkem piikladu 6.34, kde jsme hledanou hodnotu apro-
ximovali pomoei totdlniho diferencidlu, vidime, fo aproximace pomoei Taylorova poly-
nomu vyEEiho stupné je presnéjsi,

Odtud

o Piiklad 6.46: Uka¥me, ¥e pro malé hodnoty |z a |y| plati vetah

1 1
Efainy—*y—ry-ri'z’y— Eys. (6.17)
Refieni: Protofe na pravé strand vetahu (6.17) je polynom 3. stupnd, ukiZeme, Ze
tento polynom je Taylorovim polynomem 3. stupné funkce f{r,y) =e"siny v bodé
(#0, ) = {0 0). Tim oviime vetah {G l‘f) pro malé hodnoty |z) a |y, 6. pro (x,y)
blizké (0, 0). Postupnym deri

af _ o _ &y af &y @
Fra = = A L A T I
%=%=—e’ﬁny , g=—e“m5y.
Oxdtud
10.0=20,0=2200=5%00=F00= ZL00 =0,
Yoo-2oo-Zhoo-1, Feo--

Tedy pro danou funkei f je
1 1 1
Tslwy) =y +ay+ g3y - ') =y +aoy+ 5%y - g’
Tim je vetah (6.17) ovifen.
Cviteni 6.47:  Redte znovu cvideni 6.36, ale misto aproximace totalnim diferencialem

vyugijte aproximaci pomoci Taylorova polynomu 2 stupné.

6.6 Newtonova metoda FeSeni soustav nelinedrnich
rovnic

V tomte edstavei se naufime pfibligng felit soustavy nelinedrnich rovnic Newtonovou

tod

dou, kterd zobeciiuje N u pro fedeni jedné rovoice o jedné neznimé,
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s kterou jsme se seznamili ve skriptech [MI]. Pi v leni metody se ime na pfipad
dvoun rovoie o dvou negndmfeh. V' piipadi n rovoic o n nezndmyfch je metods naprosto

analogicks.
Mijme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych x, y ve tvary
flzy) =0
G.18
hlwy) =0, (618)

kde f1, fa jsou funkee dvou proménngeh definované na néjaké oteviené mnozing G C B2,
Budeme predpoklidat, e funkee f, a fo jsou na G spojité a maji zde spojité parcidlni
derivace 1. fadu. Vektorové miZeme soustavu {6.18) zapsat ve tvaru

fle) =

kde f = (fu, f2), ti. f1 & fa jsou soufadnicové funkee zot if,ae =(ry)-

icky si miZ {6.18) pedstavit nasled
anmce Julz,¥) = 0 je obeend rovnici n&jaké kfivky v B (nulové vrstevnice funkee
z = filz,y) ), podobné rovnice fa{w,y) = 0 je rovnici néjaké jiné kfivky v R, (Po-
drobnéji se tim budeme zabjvat v kapitole 8.) Refenim soustavy (6.18) je pak la#dj
prisefik tichto dvou kfivek.

Definice 6.48: Re¥enim soustavy (6.18) rozumime kaidou dvojici Sisel (o, #) tako-
vou, ¥

file, =0 &  fale,f)=0

Odvodime nyni veoree pro vipodet pc ek {x, yi) njakého Feleni
(v, 7) soustavy (6.18), pro k = 1,2,. lnerﬁ pro \'hodm:-u volbu potatefni aproximace
(:cn.lfoJ budou konvergovat k feieni (u H)

Fiip fime si jedtd N metodu pro jednu rovoici o jednd nenamé. Bylo-li zy,
k-tou aproximaci kofene o roynice f{z) = 0, ziskali jsme zpy, tak, #e bodem {xy, f{xe))
jsme vedli tefnu ke grafu funkee [ a prisefik této tefny s osou x jsme volili za zp4.;

Fiselné Haw)

Lk

PRI )

Necht soustava (6.18) ma néjaké fedeni (r, #) a necht {xy,y:) je aproximaci tohoto

fefeni. Bodem {zy,ys, f1{ze, w)) vedme tefnou rovinu = ke grafu funkee fi, bodem

(%, Vi, f2iTr, yw)) tefnou rovinn 72 ke grafu funkee fa. Prisefiky téchto tefngch rovin

s rovinon & = () budou obeend dvd pfimky a prisefik tichto dvon pfimek volime pak za
(T4, s ). Vyjadieme nyni (T4, Y ) Siselng. Tefnd rovina 7 ma rovnici

(6.19)

2= filzw ) = %(ﬂ,m)(z = 2] + ('}fy (2, ) (w = W)
tefnd rovina = pak rovnici
5= olan, ) = 2L o, ) 2) + 2L )y = )
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Digsazenim z = () do rovnic tedngch rovin 7, 7 ziskime soustava

%(n,m){r — ) + %{n. wly—w) = —filzw),

(6.20)
%::(xhn}{x = Tp) + (;yh{n.m)(y =) = —Jalmem)
kterou miFeme maticovié zapsat ve tvarn
af ah
i S (e we)
o ue) 0y(ﬂ-’k Y, - [x—m ] o [ Anm) ] oo
afa ¥ falze, ve) ' ’

T ) %(xk,m)

Tato soustava mé jeding feleni (7, ) = (Zp4r, Yesr) pravi tehdy, je-li Jacobiho matice
a a,
6.2 (e, ) &{;‘ £

J = e ) = a o

Ez(xh i) ﬁ{n.m)

zobrazeni f v bod# (,, ye) reguldrni. To budeme také v daldim pfedpokladat. Vyndsobi-
me-li totiZ rovnost (6.21) inverzni matici J=" zleva, ziskdme po dpravé pro jediné fedeni
(24, ) soustavy (6.21) vetah

Tegr | | E | _
41 Y
Vektorové miZzeme tento vztah jednodude zapsat ve tvaru

T = o — I (@) - i) (6.23)

kde £ = (fi, f2)7, 2o = (ze, )" 8 e = (Tepn, Weaa)”. (Na F, 2 8 2y je notno
pohlizet jako na sloupeové vektory, aby operace ve vatahu (6.23) mély smysl.) Viimnéme
si podobnosti veorce (6.23) se veorcem (6.19) pro vipolet iteraci Newtonovon metodon
pro jednn rovnici o jedné nezndmé. Metodu, kdy postupné aproximace feSeni soustavy
(6.18) potitime podle vztahu (6.22), nazfvame Newtonovou metodou.

%(% ) %(nﬁ )

| flzr )
afs [ f-a(x:; &':) ] ' (6.22)

%(%, ¥e) o (e, 3e)

Véta 6.49:

Ma-li soustava {6.18) Fefenf (v, §) a je-li Jacobiho matice J{ry, ) zobrazeni f regularni,
pek iterace {zy, ) pofitané Newtonovou metodou podle vatahu (6.22) konverguji k
fefeni (i, ), za piedpokladu, Ze pofatefni aproximace (zg, yo) je evolena dosti blizko
fedeni (v, ), tj. existuje okoli O bodu (w, 8), % iterace {x,y) konverguji k fedeni
{ex, A) pro kaZdou volbu pofitedni aproximace (zq, ) € O.
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# Pozndmka 6.50: Urfeni poftu fefeni a zvoleni podtedni aproximace je u soustay
vice rovoie o vice neznduinfeh obecnd znafnd obtifnéd a nebudeme se jim podrobnd za-
bivat. Obvykle volime néjaké pfiblizné fefeni (xg, yn) dané soustavy a pofitdme nékolik
iteraci Newtonovou metodou. Pokud se hodnoty | f(zy, iw)| & [fa{ze, )| zmenduji, dd se
ofekdvat, #e body (s, yi) konverguji k néjakému fedeni (o, §) dané soustavy. Pokud se
hodnoty | fi(ze, ve)| & | fo{ze, ye)| nezmenduji, volime obvykle jinon pofdtedni aproximaei
(20, 10)-

o Pozndmka 6.61:  Za chybu aproximace {z;, yi) Felleni (e, §) soustavy 6.18) lee pii-
blifné povaZovat fislo
) — Tp—1| + |Ub — Wz -
Cheeme-li tedy uréit feleni soustavy (6.18) s danou pfesnosti £ > 0, postupujeme obvykle
tak, Ze poditdme postupnd iterace (zy, 40), & = 1,2, ., dokud neni splodna podminka
ok — oo |+ lbw — | S

Uka#me si celf postup vipoftu Newtonovou metodou na piikladu.
« Piiklad 6.52: Soustavu

2" —y' =1 =0
' —y-4 =0

Fefme Newtonovon lou. Za pofdtelni aproximaci volme xy = 1 a gy = 2.

Refieni: V piedchosim oznafeni je tedy filr,y) = 20" =y — 1 a fa(z,p) =m* -y — 4.
Zadana pofdtetni aproximace (1, 2) neni piflid dobrd, protoZe f1{1,2) = -3 a f3(1,2) = 2.
Jacobiho matice zobrazeni £ = (f2, fa) je
Gr? =2y
sen =% -
Odtud
_[6 -2 114
wo-[3 5] o wear-5[ %]

Podle (6.22) dostavame
| _[1]_ 1w 4] [-a3].[rss10
w| [2] w|-86 2 || Leazes |
poditdime-li s pfesnosti na 5 desetinngch mist.
Dile fi(z:,3) = 0.28871 a fa(z, 1) = —0.17038,

Tany)— | 945166 —826530 ) g s [ 0.09071 003278
LU 435190 9.03658 i ~0.04386 0.09488 | ©
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Odtud

xz | _ | 125510 | _ | 009071 003278 | | 0.28871 | . | 1.23450
¥ | | 1.63265 —0.04368 0.09488 ~0.17058 | | 1.66145

Podobn postupujeme déle: fi(xa, ya) = 0.00232 a fa(xa, yn) = —0.00033,

Jen) = 9.14304 -3.32200 ] [ea gl = 009262 0.03337
2= g 5a620 922320 =¥l = 004606 009183 |

3 123450 | _ | 009262 003337 | [ 000232 | | | 1.23427
vz | | 166145 —0.04606 0.09183 —0.00033 |~ | 166153 | °
Nyni ji# fi(zs,y3) = —0.00005 a fa{zs, 45) = —0.00001, a tedy miFeme Fici, 3 Fedeni
dané soustavy je pFibliEng o = 1.23427, 4 = 1.66153.

Odhad chyby aproximace diva

|3 — 2| + |3 — 12| = 0.00023 + 0.00008 = 000031 ,

Laze tedy Fici, e fedeni (o, §) dané soustavy je s pesnosti na 3 desetinni mista urdeno
pomoei (23, ¥3). Pokud bychom vyZadovali vya3i pfesnost, museli bychom pokrafovat v
iteracich a potitat na vyiSi podet desetinngch mist.

FPro piehlednost shrivme visledky jednotlivich iteraci do tabulky.

E| = v | Silze ) | Falze )
0 1 2 -3 2

1|1.25510 | 1.63265 | 0.28871 | -0.17038
2| 1.23450 | 166145 | 0.00232 | 0.00033
3 | 1.23427 | 1.66153 | -D.00005 | 0.00001

« Poznamka 6.53: V praxi {zvIaSté u soustav vice rovnic) obvykle nepoditime inverzni
matici J=", ale Felime soustavu (6.20) vzhledem k nezndmim Axzy = x—ak, Ap = v—w
napi. Gaussovou eliminaci. Hodnoty dal3i iterace jsou pak diny vetahy

Tepr =T+ A2y, Ve = Vet A .
Cvigeni 6.54: Najdéte néjaké fefeni soustavy
24y -y = 0,
f+y'-1 =10

5 na 3 desetinnd mista.

[N — tod,

Na ziviir tohoto odstaves uvedime jedté Newtoniv veoree pro vipodet kofenii soustavy
n rovnic o n neznamych. UvaZujme soustavu
Jilgr,..m) = 0,
fal, ... 20) 0,

: (6.24)
falzyy.az) = 0.
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Onadme f = (f1,..., fn)" & svolme pofitefni aproximaci @) feseni soustavy (6.24).
FPotem iterace poditand podle vzorce

Tpyr =2 — I (ma) - Flme), K=0,1,2,... (6.25)

konverguji k fefeni soustavy (6.24) pokud pofatedni aproximaci &g evolime dosti blizko
tohoto FeSeni. {Zde J opét oznafuje Jacobiho matici zobrazeni f.) Viimnéte si, Ze formalné
je veorec (6.25) pro soustave n rovnic o n nezndmych Gplné stejny jako vzoree (6.23) pro
soustavu dvou rovoic o dvou neznamych.

Névody ke cviéenim z kap. 6
. af af . Y
6.12 Vypoététe nejprve E(XDJ a ——(Xyp). Dale urdete piisluiny jednotkovy vektor k vek-
torn @ a vyugijte vatahu (6.2) 2 vity 6.10.

6.22 Oznafte si proménné vnéjii funkee néjakymi symboly a derivajte podle vatahu (6.7)
z vty 6.15 analogicky, jako v pikladé 6.14.

6.36 Z dand rovnice vyjadiete nejprve tlak p jako funkei teploty a objemu. Urdete totalni
diferencial této funkee.

6.43 Vypoétiéte nejprve Dosazenim hodnot = = 19 a y = yo uka@te, fe

Ty
drdy
BT,

a:a;{x“”""} a 5 ('-"m W) -

6.47 Urfete Tayloriv polynom drubého stupné funkee p proménngeh T a V. Z ndj vyji-
diete pfibliEng zménu tlakn Ap v zévislosti na zméndch teploty a objemu.

6.54 Pofatefni aproximaci volte napf. zg = 1, yp = 0. Iterace Newtonovon metodou
potitejte, dokud neni splnéno

T — S|+ | — yea| 51070
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Kapitola 7
Extrémy funkci dvou proménnych

V této kapitole budeme vySetFovat extrémy funkei vice prominngch. Omezime se na pfipad
funkei dvou proménngch. U funkei viee nef dvou proménngch je zjisfovani extrémi zéasti
analogické, aviak podstatn? komplikovan®j3i, a vyZadovalo by zavedeni dalfich pojmi.

7.1 Lokalni extrémy

Lokilni extrémy funkei vice & h definyj logicky jako extrémy funkei jedné
proménng.

Definice 7.1: Nech funkee f(z,y) je definovina na mnoking M © R? a {zo, 1) € M.
Rikame, #e funkce f ma v bodé {zo, ) lokdlni maximum (resp. lokdlni minimum),
jestlize existuje takové okoli Ofzo, yo), ¥ pro ka#dé (z,y) € Ofze,10) N M je

flzw) < flxo)  (resp. fla,y) > flzo,m) ) - (7.1)
Plati-li pro ka#dé (z, y) € O{zg, )M , {z,¥) # (x0, 1) misto podminky {7.1) dokonce
Hew) < Jlzom)  (resp. flz,u) = flzo,m) )
fikime, #e funkee f mi v bod@ (xo, yo) ostré lokdlni maximum (resp. ostré lokalni
minimum).

Ttikime, # funkee f ma v bodé (xg, 1) (globalni) maximum (resp. minimum),
jestlize podminka (7.1) plati pro kaidé (z,y) € M.

PH vyletfovani extrémii funkee f se omezime na zjidtovini lokdlnich extrémi ve voitinich
bodech definiéniho oboru funkee f. V hranitnich bodech definifniho oboru je situace po-
nékud sloZitéjé. V daliim tedy budeme pfedpoklidat, #e funkee f je definovina na nijaké
oteviend mnoZing G © R?. Podobn@ jako pFi hledini lokdlnich extrémd funkee jedné pro-
ménné, vyuFijeme ke hledani extrémi funkee f jejich parcidlnich derivaci. Budeme tedy
také dale predpokladat, 2= f € C*(G@).

Predpoklidejme, #e funkee f{z,y) ma v bodé {zy, yp) lokélni extrém (tj. lokalni ma-
ximum nebo minimum). Potom 6% funkee jedné proménné g(z) = f{x, y) mé v bodé xy
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lokalni extrém a také funkce h{y) = f(zy, y) ma v bod# gy lokélni extrém. Proto je nutné
#lxg) = 0 a téd A'(xg) = 0. Ale g'(zq) = %‘r“”"‘) a K{y) = - (2o, %), (Celd situace

je pro piipad, kdy f ma v (:rn,yn) lokélni maximum, zndzornéna na obr. 7.1.)

h(yJ
.f . \

! \—Z fixy

.—t—u-
1 I
1 I
T
|
1

3
j

i
|
i
|
3
|
|
|
|
o -

Obrazek 7.1:

Dokézali jsme tedy nasledujici vétu:

| Vita 7.2:
Necht G © R? je oteviena mnofina a necht f € C'(@). Ma-li funkce f v bod# (7, ) €
G lokdlni extrém, je nutnd

%(ﬂ:a,m):U a %(rn,yd:D- (7.2)

* Pozndmka 7.3: Podobné jako u funkee jedné proménné jsou podminky (7.2) pouze
nutnd pro existenci exteému, ale obecnit ne postafujicl. Bod (zq, yo), pro ktery jsou pod-
minky {7.2) splnény, nazjvame i nim bodem funkee f. Vétu 7.2 lze pak formu-
lovat ndsledovnd:

Funkee f € C*(F) miZe mit lokilni extrém pouze ve staciondrnim bodg.

s Piiklad 7.4:  Uvadujme funkei f(z,y) = y* — 2? definovanou na R?, jejiz grafl je
nakreslen na obr. 7.2

Protu@e of = —2x je rovno nule pravé prox =0 a ﬂ = 2y je rovno nule prave pro y = 0,

jejedinym stacionarnim bodem funkee f bod (xy, ) = {0,0). Funkee f ale zfejmé nema
v bodé (0,0) lokdlni extrém. (Funkee glx) = f{x,0) = =2 mi v bod& xy = 0 lokilni
maximum, zatimeo funkee h(y) = f{0,7) = ¥ ma v bod& yy = 0 lokdlni minimum. )

o Pozndmka 7.6:  Takov§ staciondmi bod &g = {my, ) funkee f(z,y), kdy funkee f
ma v jednom sméru v &y ostré lokdlni minimom a v jinédm sméru ostré lokalni maximom
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Obrdzek 7.2:

nazyvame sedlovy bod funkee f. (Pfesnéji: staciondrni bod &g je sedlovy bod funkee f,
jestlize existuji sméry w a v takove, %o funkee g{f) = f(2o +tu) ma v bodd ¢ = 0 ostré
lokalni maximum a funkee A{t) = f(@y+1v) ma v bodé ¢ = 0 ostré loklni minimum.) V
piedchozim pfiklad® byly tyto sméry w = {1,0) a v = {0, 1).

FPodobné jako u funkece jedné pr 6 riskd ujici podminky
lokilniho extrémuy ve staciondrnim bodé pomoci drullyd: derivaci. Zavedme proto nésle-
dujici pojem.

Definice 7.6: Je-li f € C*((), nazfvame matici

2

%{z, ) %{”‘ )
2

;—;(z, ) %(r. W

Hessovou matici funkee f. Determinant Hessovy matice funkee [ nazgvime Hessi-
4nem a rnatime Hy = Hy{z, y).

Je tedy
&f  8f
ot oxdy | gy ogrp @\
H = Hy =det P o = W_(ﬁ) . (73)
dydx Oy
&f _ #f

kdyZ vyugijeme faktu, e Hessova matice je symetrickd, tedy Ze
Flati nasledujici véta:

drdy  dydr’
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Véta 7.7:
Necht f € CNG) a (o, 1) € @ je stacionarni bod funkee f. Potom

L Je-li Hy{wy, ) > 0, ma funkee f v bod# (zg, yo) lokdlnf extrém. Je-li:
(&) %(ﬁn,yﬁ] =0, ma funkee [ v bod# (xg, yo) ostréd lokdlni lokidlni minimum,

(b) (::n,yn] < 0, mé funkee [ v bodg (o, o) ostré lokilni loklni maximum.

2. Jeli Hr(%.lfn) < 0, mi funkee f v bodé {zp, yy) sedlovi bod, a tedy v tomto
bod? lokdlni extrém nema.

Poznamenejme jedtd, Ze je-li ve staciondrnim bod# (zo, yo) funkee f Hessidn Hy(zo, o) =
0, neumime jednoduse rozhodnout, zda je v tomto bodé lokdlni extrém nebo ne.

# Pozndmka 7.8: Vimam podminky %(ﬂ:n. ) = 0 pro lokalni minimum, a podobné
podminky ac;(xg,r,m) < 0 pro lokilni maximum, je ziejmy. Je-li toti ve stacionirnim

bodé {zp, yy) loklni extrém, cof zarufuje podle vity podminka Hy{zo, y) > IJ mé také

funkee g(z) = f{z, yo) v bod? zy lokdlni extrém tého# druhu. Ale g"(zg) = 62:3 (:rn,yn} =
0, & tedy se jedni o lokélni minimum.
VEmnéte si jeSts, e ¢ podminky Hg(zo, o) > 0, plyne ze vatahu (7.3), %o znaménka

dorivact 5.3 (a0, ) 0 5.8 (20 0) o el

» Piiklad 7.9: Urieme lokdlni extrémy a sedlové body funkee

fle,y) =" + 3" — 150 — 12y .
Redieni: Zicjmé funkee f je definovdna na celém R?. Nejprve urfeme stacionarni body
funkee f. Musi pro né bift splnfny ndsledujici dvé rovaice

a

a—i{z,w = &' +3 - 15=0,

g;;(z, v)

Gry—12=0.
7 druhé rovnice plyne y = = Dosazenim do prvni rovnice a dpravon dostaneme rovnici
st sa=(g"=1)- (-4 =0.

. . 2
Tato rovoice ma ziejmé 4 kofeny x, = 1, 2 = =1, 73 = 2 a3y = =2 Zevetahu y = - pak
dostaneme odpovidajici hodnoty nezndmé y, g = 2, yp = =2, 33 = 1 a gy = —1. Funkee
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f ma tedy &yii stacionarni body (z1,3) = (1,2), {22, 32) = (—1,-2), (za,ps) = (2, 1) a
(24, 90) = (=2, =1). Ddle

#r 1 @1 &
% Y gy oy Y
Tedy
.
Hiz,y) = det [ 5: g J = 362" — 363" .

Odtud dosazenim dostavame H{l,2) = H(—1,-2) = —108 < 0a H(2,1) = H{-2,-1) =
108 = 0. Z vty 7.7 pak dostavame, #e v bodech {1,2) a (=1, —2) lokilni extrémy nejsou,
ncbot to jsou sedlové bndy v bodech (2,1) a {(—2,—1) lokilni extrémy jsoun. ProtoZe
B:‘(2 1)=12>0a —( —2,—1) = =12 < 0, je podle véty 7.7 v bod& {2,1) ostré
lokdlni minimum a v bodé (=2, —1) ostrd lokdlni maximum. Pfitom f{2,1) = -28 a
f=2,-1)=28

Viimndme si jeftd, Ze funkee [ je neomezend shora i zdola. Napf. na ose x nabfva
libovolné velkych i malich hodnot.

Cvieni 7.10:  Uri®ete lokilni extrémy a sedlové body funkee
5020
f(z.y)—ry+;+? Lx>0, >0,

7.2 Metoda nejmensich étverci

V tomto odstavei si ukdZeme jednu aplikaci predchozi litky, kterd je dilefitd v laboratorni
praxi.

Budeme Fedit ilohn nisledujiciho typu: Pedpoklidejme, e pro riend hodnoty =, ..., 2,

nezévisle proménné x, napf. teploty, jsou ziskdny {napf. méfenim, a tedy s jistou chybou)
hodnoty g1, ..., Yy 2dvisle proménnd y, napf. tppolms kapm:lt) jisté latky. Dale pfedpokla-
dejme, o vime jakého typu je uvad dnné y na prominnd z. Omezime
se na nejjednodudEi pripad, kdy ¥ zévisi na x linedrné, tj.

y=nx+h.

V tomto kontextu nazivame funkei y = ax + b linearni, i kdyZ nend linedrni ve smyslo
definice 2.1, Predpoklddime tedy, fe znime typ zdvislosti, ale nesndme konkrétni hodnoty
konstant a a b. Kdyby odpovidajici si hodnoty x; a y; vwhovovaly piesnd vetahu y = ax—+5,
potom k urfeni konstant a, b by stafila malost dvou dvojic (zy, p) a (xg, 1) proi £ j.
V praxi ale hodnoty 3 budou obvykle ziskiny s néjakou chybou. To i, Fe body
(Z1,51),- -+ (T, Yu) Obecn nele?i na jedingé pfimee y = ez +b pro Zdnou volbu konstant
a, b. Budeme chtit urfit hodnoty a, b tak, aby ziskandé hodnoty g; zavisely na z; “co mo#ni
nejlépe” podle vetahu y = ax+5, tj. aby pfimka y = ax+b “co mo#na nejlépe” prochazela
body (21, ¥1), ... (¥, Us). Samoziejmé zatim nenf jasné co rozumime pojmem “co moZng
nejlépe”. Na obr. 7.3 jsou nakresleny body (z:,3), ..., (%4, %) pro n = 6 a dvi piimky
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¥ =ar+bay=ax+bh. Je pfirozené fici, % pfimka y = ax + b lépe vystihuje zivislost
¥ na x nek piimka y = a2 + by, i kdy? ani jeden 2 bodi (x5, ) na této piimee neledi,
zatimeo na pfimee y = ez + by leii body {z1,11) a (72, 32).

V praxi se ukazuje rozomné brit za kritédom toho, jak dobie pfimka y = ax <+ b
vystihuje zdvislost y na x, soufet

3 (az,+b—p)?, (7.4)

=1

axj+ b
Vi

Obrizek 7.3: Obrizek 7.4:

Cim mendi je soudet (7.4), tim lépe pfimka y = ax-+b vystihuje zévislost y na x. {Toto kri-
térium vyplivi z matematickd statistiky, jsou-li splnfny nékterd pfedpoklady o rozdéleni
chyb experimentu).

Budeme tedy chtit urfit hodnoty a, b tak, aby pro znimé hodnoty = a g, i =1,...,n,
byla hodnota funkee

n
Sla,b) = E{Mu +b—y) (7.5)
dlni, 1. hleda ini funkee f(n &) dané vetahem (7.3), viz obr. 7.4. Metodu,
kd,y hledané hodnoty a, b j jsou voleny tak, % v bod@ {u, &) ma funkee § dand vatshem (7.5)
nazfvime met jmendich &verci.

V dal3im odvodime vetahy pro vipofet téchto hodnot o, b Z Visledkd piedchozibho
adstavee plyne, # pro minimum funkee f musi platit rovnice

gﬁ(a‘ﬂ— a g(a.bl—ﬂ,
tedy R
Yo Moz +b-—p)z=0 a 3 Har+b-w)=0,

=1 i=1
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co# po apravé diva soustavu dvou linegrnich rovnic

Sat)o + (La)o - Sow
jml =1 -l
' (76)
L n
(Ez‘i) a + nb = Em,
i=l i=1
n n
s amgmi a, b. Uvid s, %e koeficienty a pravé strany této soustavy ¥ =%, ¥ my,
4ml i=1

E:m a Eg\, snadno vypodteme ze zadanich hodnot x; a gy

Navi:: Ize ukazat, ¥e matice této soustavy

Yo o
iml 1=l

i=t
je vidy pron > 2 regulirni, a tedy soustava (7.6) ma prévit jedno fefeni. Proto i funkee
fla,b) = E{a::, +b— ‘.i.l'i)2 mé pravé jeden staciondrni bod a to fefeni soustavy (7.6).

=1
Obeend se di ukdzat, %e funkee § nabévi v tomto bodd svého minima. Plati tedy nasle-
dujici véta:

Véta 7.11:

MNecht jsou dany hodnoty z,. .., 7, a hodnoty gr- . yu, n > 2 tak, #e ; # x; alespoi

pro dva mdexyn,;,lﬂa,;in A proximuj li na x vetah ¥ =
ax =+ b, pak koeficienty a, b urfend metodon nejmendich ftvercil, tj. tak, aby hodnota
E{n.‘r; +b- y;]’ byla minimalni, json jednozna®né urfeny jako feleni soustavy (7.6).
i=1

o Piiklad 7.12:  Nésledujiel tabulka uvddi hednoty moldrni tepelné kapacity C slou-
ceniny MgFa v zivislosti na teploté T

[ TIK] 300 [ 400 | 500 [ 600 [ 700 | 800 |

| G[J - mol™" K= | 70.28 | 75.31 | B0.45 | 85.73 [ 90.92 [ 96.40 |

Apmsumu]mp zivislost Cp na T vatahem Cp = o' +b, kde koeficienty a, b uréime metodou

dich #verci. Ko fiei a, b uvélme _]aho Fefeni soustavy (7.6). V nadem pfipadé je
n:ﬁ. hme pro piehled feni a hodnoty teploty a tepelnd kapacity
dané tabulkou cenafme ; a1 = 1,..., 6. Nejprve vypotteme koeficienty soustavy {7.6).
Dostavame

E:c;—SUEI] Z:c; =1990000 , Ey\. 499.09 nzzgyf 283635 .

=1
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Soustava (7.6) ma tedy tvar

1990 000a + 33006 = 283635
33002 + 66 = 499.09 .

Odtud napi. G ou eliminaci dostdvdime a = 0.0522 a b = 54.47. Hledand zivislost je
tedy tvaru
€y = 0.0522T +54.47 .

e Pozndmka 7.13: Hledani zévislost y na r nemusi bt oviem vidy pouze typu y =
ax + b, Obecné miZe bft y = g(z), kde funkee g zivisi na ndjakjch konstantich g, b,
pHpadnd i viee konstantdch a, b, ¢, .. .. NapE. hledand sdvislost mide bit typu y = as? +
br +¢, nebo y = be® | apod. Metoda nejmenjich étvercil je v téchto piipadech analogicka.
Je-li hledand zévislost napt. typu y = az® + br + ¢, pak hleddme minimum funkee

Fflo,be) =i{ax.-’—h¢.- o=y .
=1

Bod, kde funkee f tohoto minima nabyva, musi bft nutné staciondrni bod funkee f, tedy
musi platit —~ =0, = =0a B 0. D4 se ukdzat, Fe tyto rovnice minimum funkee f
jednoenaling uriuji. i

Cvigeni 7.14:  Jsou diny hodnoty

15 18] 21 '23
44 54

Zavislost y na x aproximujte polynomem y = ax + b, koeficienty a, b vypoftéte metodou
nejmendich Everci.

Navody ke cvifenim z kap. 7

7.10 Uriete nejprve staciondrni body funkee [ jakoe feSeni soustavy %(ﬂ:,y) =

ﬂ(r: ¥) = 0. Podle vity 7.7 pak urfete, kde a jakéiho drubu jsou lokilni extrémy a
kde jsou sedlové body.

7.14 Vypoététe koeficienty soustavy (7.6) pro tento piiklad (n=5). Ziskanou soustavu
Fedte Gaussovou eliminaci nebo Cramerovim pravidlem.
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Kapitola 8
Implicitné zadané funkce

V této kapitole pozname dalii gpisob zadani funkee jednd nebo vice proménngch pomoci
rovnice, tzv. implicitni zadani funkee. Nékdy misto o implicitné zadané funkei mluvime
zkracend jen o implicitni funkei.

8.1 Implicitni funkce jedné prom&nné

FPripomefime si, #e funkef y = f(z) rozumime pfedpis, ktery kaZzdému x 2 mnoZiny D(f)
piifazuje privé jedno y # mooding H{f). Ve skriptech [MI] jsme vySetfovali funkee jedné
1—2?
proménnd, kterd byly v tomto tvare y = f(z), napi. y = Inx nebo y = ﬁ, apod.
Cheeme-li v téchto pfipadech znét hodnotu zdvisle proménné y pro néjakou hodnotu nezd-
visle proménné x, stafi za = do dandho pfedpisu dosadit a okamitd dostiva luEnou
hodnotu y. Napi. je-li y = Inx, pak pox=1jey=10, pmtoie]nl =0apoxr=2

J:‘y—lnz—ﬂﬁga]c.hlly—l ,pakpru:r:l_p:y—i—ﬂupmx=239.
+ szt 1+1
1-4 3
L P a3
Zadéni funkee ve tvarn y = f{z), tj. zaddni, kdy je dM veorer vyjadiujici Imd—
notu rvisle proménné y na hodnoté nezdvisle pr i T, nazvame i
zadéni funkce.
Nekdy mi#e bit zévislost y na x vyjadiena pouze rovoicl, kde vystupuji y i =, napf.
1 1
;-H_E_l' (8.1)
(S tim jsme se jiZ setkali napf. pfi fedeni diferencidlnich rovnic metodon separace promin-
ngch). V uvedeném piikladé lze » rovnice {8.1) y snadno vypofitat. Je totiz
1 1 1—2x Ed
5_;—2_7, a tedy y—ﬁx:
cok e explicitni vyjadieni zivislosti y na z popsané rovnici (8.1). Bude-li ale rovaice,
kterd uddva vetah men y a x sloZitéj&, napf.

1o, 1
Z4yt=-_1
JTV =
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neamime ji# zévislost y na x z tohoto vetahu explicitng vyjadfit, resp. = této rovnice
vyjadiit i jako funkei x nelze.

Zaddni funkee y proménné x rovaici, ve které vystupuji jak x tak y, nazfvime
implicitnim zaddnim funkce.

o Piiklad 8.1:  Zavislost tlaku na objemu pfi adiabatickém diji je popsa
pV* = ¢ kde b, ¢ jsou konstanty. Tato rovnice implicitnd uddvi zivislost tlaku na objemy,
plipadné i opadné zavislost objemu na tlaku. Obé tyto zavislosti miZeme z dané rovnice
snadno vyjadfit explicitng: o

=15
je explicitni vyjadfeni zdvislosti tlaku na obje]i;n,

1
©
v=[&
G)

je explicitni vyjédfeni zivislosti objemu na tlaku.

Ne ka#da rovnice, ve které vystupuji = a y, uréuje néjakon zdvislost y na r, tj. urfuje
ndjakou implicitni funkei. Napf. rovnice

4y +1=0

neni zigjmé splnéna pro Zidnou dvojici disel x a y. Jak poznat, kdy néjaki rovnice skotedné
urégje implicitni funkei y proménné x, nim wmoini vita 8.4,
Dfive ne# ji eformulujeme, uvidomme si, % libovolnou rovnici, ve kterd vystupuji ¢ a
¥, lze zapsat ve tvaru F(z,y) = 0, kde F je néjaki funkee dvou proménngch, pfevedenim
Jjeji jedné #sti na drohoy stranu. Napf. rovoici
1o, 1 1, 4, 1
—+=yP===1 lze G5t na - ——41l=0,
v Y z e pfevist na tvar Il+y :£+

a tedy je tvaru

i Flz,) =0, kie Fla,g)=+y?—L+1,

Nisledujici definice zavidi exaktng pojem implicitni funkee, ktery zhruba Feteno zna-
mend, e viechna fefeni néjaké rovnice F(z,y) = 0, kterd le#i v jistém obdélniku jsou
privi dvojice (z, f{x)), kde f je funkee implicitng zadand rovnici F{z, ) = 0. Vystupuji
v ni tedy dvé funkee. Jednak funkce F{z,y) dvou proménnich, kterd popisuje rovnici
udévajici zdvislost y na z, a jednak funkee jedné prominné y = fz), kterd je explicitnim
vyjadienim této zavislosti,

Definice 8.2: Rikime, %o rovnice F(x,y) = 0 definuje na okoli bodu (xp, ) impli-
citné funkei y = f(x) nebo, Ze funkee y = f{z) je na okoli bodu (z, ) implici
zadand rovniei F(x,y) =0, jestlize

1) Flzg,m)=0a

2) existuji &isla & > 0, £ > 0 tak, Ze pro kaZdé z € {zy — 6,29 + &) Je y = f{z) jediné
gislo z intervalu (y — £, 4y + &), které splfiuje rovnici Fiz,y) = 0.
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* Pozndmka 8.3: Funkce y = f(z) zadand implicitné rovnici Fiz,y) = 0 na okoli bodu
(0, o) je tedy definovina pro viechna 2 jistého intervalu (zg — §,2) + &). Zdirazndme
#e funkee implicitng zadand rovnici Fiz,y) = 0 je funkei jedné redlné proménné. Jeji
hodnoty y = f{z) le2i v jistém intervaly (gy = £, yo +£). Jsou to pro dané x jeding Feleni
dané rovnice, kierd patii do intervalu {yg — £, 30 +¢). Jinak fefeno rovnice Fiz,y) =0
mé na obdélnikn (zg = 4,2 + 8) % (4o = &,y +£) za feleni pravd dvajice (z, f(z)), tedy
Flz, flz)) =0

pro kaf#dé x € (zg — & 2y + §). Proto také nutng

Jlzo) = w0
jeliko# podle predpokladu je F{zy, ) = 0.

Véta 8.4: (O existenci implicitnf funkee)
Necht F e C*{G), kde G € R? je oteviens mnofina, k > 1. Necht (xq, 3) € G je takov
bod, Ze

1) F(In,:ﬂn) =0,
(:rn,:m) £0.

Potom rovnice Fz,y) = 0 definuje na okoli bodu {xg, ) implicitné néjakou funkei
¥ = f{z). Navic f € C¥(zq — § 2 + 8) pro jisté § > 0.

Dhikaz vity 8.4 nebudeme provadiét. Rozeberme ale jednotlivé predpoklady této vity.
1. Predpoklad F' € C%(@) neni pro k = 1 nijak zvIa3t omezujici. Rika, #e funkee F' je na
(& spojitda a mi zde spojité i parcidlni derivace. Z tvrzeni vity 8.4 plyne, o existence a
spojitost vySEich parcidlnich derivaci funkee F pro k > 1 zarufuje existenci a spojitost
vy&ich parcidlnich derivaci implicitni funkee f. Jak poditat derivace implicitni funkce f
si nkaFeme pordéi.
2. Predpoklad o existenci bodu (zg, yo) € &, jeho? soufadnice vyhovuji rovnici Fz, y) = 0,
je pfirozeny. Pokud by takovy bod neexistoval, nemufe existovat ani Zadnd funkee y =
flx) urfend |mp|1c|tné rovnici F(x,y) =0, a tedy spliwjici podminkn F{z, f{z)) = 0.

3. Piedpoklad —(:Cq,yq} # 0 je podstatng a vyplivi z néj, 2o rovoice Fz,y) = 0 ma,

kromé Fedeni (2, yg), nekonefind mnoho dalSich Fefeni tvaru (z, f(z)), kterd viechna tvofi
graf implicitné zadané funkee, viz dile pozndmka 8.9,

« Poznamka 8.5: Geometricky si miZeme graf implicitng zadané funkee pfedstavit
jako #ast priniku grafu funkee z = F{z,y) (tedy jisté plochy) s rovinou z = 0, viz

obr. 8.1a).b) tedy jako Zst nulové vestevnice funkee F. Pravé podminka oF (T, p0) £ 0

zarufuje, Fo tento prinik je alespol na nijakém okoli bodu (xg,yo) grafemn funkee. { Na
obr. 8.1b) je tato ast vrstevnice nedarkovana, )

o Pozndmka 8.6: Uvilomme si, Ze viita 8.4 je existendni vita. Nefikd nic o velikosti
Zisel § a £ 2 definice 82, ani nic o tom, jak pofitat hodnoty implicitni funkee. Vime
pouze, % takovi funkee existuje. Jeji explicitni vyjadieni viak obvykle urlit neumime.
Vime pouze, #¢ f(xq) = %o
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a)

=F{xy)

=F{x,y)

¥ g
vy=fix)
Obrézek 8.1:
» Piiklad 8.7: Uva#ujme rovnici
P4yt -3y -3=0. (8.2)

Této rovnici vyhovuje napf. bod (2o, o) = (1,2) nebo bod (2, y) = (1, —1). Oznadime-li
Flz,y) = £ +y* - 3ry — 3, pak =3y’ = 3w a (xo,p) = 9 # 0. Dand rovnice
tedy definuje na okoli bodu (g, ) implicitnd néjakou funkei y = f(x). O této funkei
viak zatim pouze vime, #e f(1) = 2, ale nevime nic o tom, jak se méni jeji hodnoty v
zdvislosti na x, je-li napf. rostouci & klesajici, apod. To ndm wmolni urdit viita 8.11, kde
se nandime pofitat derivaci implicitné radané funkce.

Il
Naopak, protofe — {z;,1) = 0, nevime, zda dana rovnice na okoli bodu {;, ;) n&jakon
implicitn# zadanou funkei definoje.
Uka#me si jeité, jak lze vypotitat nékteré dalii hodnoty funkee y = f{z) implicitng
zadané na okoli bodu (1,2) rovnici (8.2). Pfedpokladejme, Ze tato funkee je definovina
prox € {0.9,1.1), tj. e § = definice 8.2 lze volit vitsi ne¥ 0.1. Volime-li napf. z = 0.9 a
dosadime-li tuto hodnotu do rovnice (8.2) dostaneme rovnici

Yy —27y—2211=0.

Tato rovoics ma v jistém okoli bndu yh =2 Jedm\'r lmﬁ:n Jeho pFibliEnou hodnotu lze
vypolitat napi. New ad = 1.963783. Tedy f(0.9) = 1.963783.
Padobn#, volime-li napi. = = 1.1, dostaneme pro y S{LL) rovaici

=33y - 1669 =0.
Odtud New metadon d ¥ = 2.030284, tedy f{1.1) = 2.030284.

Cvitenf 8.8:  Vypoltite hodnoty f(0.95) a f{1.05) implicitni funkee f z pliklady 8.7.
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« Poznamka 8.9: UkaZme, e pl‘adpoklad —{:rn,w} # 0 nelze ve vité 8.4 obecnd

vynechat. Uvedeme 3 piiklady, kd' "

tvrzeni vity 8.4,

dy

y

(En, %) = 0. Ani v jednom 2 nich nebude splnéno

1. Uvairujme rovnici 2° +3° = 0, tj. F{z,y) = 2" +3* a bod (20, 30) = (0,0). Ziejmé

Fwo, ) =0, oy (=, ¥) = 2y, atedy

X
o™

0) = 0. Nejsou tedy splaény predpoklady

viity 8.4, Rovaice 1% + 3" = 0 nedefinuje Eidnou implicitni funkei, protode ji spliuje

pouze bod (0,0).

2. Uvadujme rovoici 2®+3"—1=0, .

/
| \
| ;
1.4
N (xa, yah 741, 0)
N )
RS
Obrazek 8.2:

3. Uva¥ujme rovnici y* —

¥

Obrazck 8.3:

=0, 1. Flz,y) =y

=X

y==x

146

Fiz,y) =" +1* =1 abod (zo,u0) = (1,0),

ktery ji splije. Tato rowynice je rovnici
kru#nice se stiedem v podatku a polomé-

I
rem r = 1, viz obr. 8.2, Opét %(:, v =

7
2y a %{I 0) = 0. Na okoli bodu (1,0)
nedeﬁmuc rovoice 2 +3° — 1 = 0 Zad-

nou implicitni funkei y p i z. Pro
z > 1 neexistuje Zadné y takovd, aby dvo-
jiee {x,y) spliovala danou rovnici. Nao-
pak, pro kazdé x < 1, které je blizké
1, existuji dvé hodnoty 30 = +4/1 —a2
blizké 0 takovd, Ze dvojice (z,y.) a (z, %)
spliinji danou rovnici.

=" a bod (o, yo) = (0,0), ktery ji

splituje. Opét E"—i‘(«"a. ¥ =2a or 0,0)=
0. Protoze y* — 2" = {y—2) - {y+x) =0
pravé tehdy, kdyi y = & nebo y = -z, je
mnoFina viech bodd, kterd vyhovuji dané
rovaic tvofena piimkami y = ray = —x,
viz obr 83. UkiZeme, #¢ na okoli bodu
{0,0) nedefinuje rovoice 3 — 2 = 0 im-
plicitn? #adnou funkei. Je to opit proto,
#e pro kafdé x, které je blizké 0, existuji
dvit hodnoty y, 2 = == blizké 0 takovd, e
ob# dvu_ur;e {m, 1) & {z, y2) spliiuji danou
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Volime-li ale napi. ©; = 2 a y» = 2, pak na ckoli tohoto bodu definuje rovnice
y?* = 2 = 0 pravé jednu funkei, a to y = z, vie obr. 8.3.

Ve viech tfech pfedchozich piikladech neni &ast kiivky F(z, y) = 0, leZici v “jakkoli malém
abdélniku” se stfedem (xq, o), grafem Fdné funkee y = f{x) (na roadil od pfipadu bodu
(#:, %) na obr. 8.3).

« Piiklad 8.10: Uva#ujme jeité jednou kru#nici F(:r,],g = x?+y? =1 =10, viz obr. 8.2.
F

ar
Na této krugnici led napé. body (0,1) a {0, <1). Protoée ——(0,1) =2 £ 0a ——(0,~1) =

—2 3 0, definuje dana rovnice na okoli bodu (0, 1) i na okoli bodu {0, —1) n&jaké implicitni
funkce. V tomto pfipadé je oviem rovnice F{x,y) = 0 velmi jednoduchi a y umime
2 dané rovnice vypoditat. Tedy implicitni funkee na okoli bodu {0,1) je déna vetahem
¥ =+'1 —z?, implicitni funkee na okoli bodu (0, —1) pak vetahem y = —/1 — 2%

Nyni se naudime poditat derivace implicitn® zadangch funkei.

Véta 8.11: (O derivaci implicitoi funkes)
Jsou-li splniiny pfedpoklady vity 8.4, pak derivace implicitng zadané funkee y = f(z)
je déna vetahem

oF
flg)=- F Al pro € (z) — &,z +6) . (8.3)

S @ @)

Diikaz:

Diiikaz plyne okam#ité = pravidla o derivovani slofené funkee, viz véta 6.15. Pro funkei
¥ = flz) totiZ podle definice 8.2 plati F(z, f{x)) = 0 pro ka#dé x € (g — 4,29 + ). To
znamend, #e funkee h(x) = F(z, f{z)) je identicky rovna 0 na intervalu x € (rq—4, 7g+4),
a tedy mné na tomtoe intervalu nulovou derivaci. Podle pravidla o derivovini sloZend funkee

dostava
o cu—h’{a:)—E 1498 dv _8F  OF flx)
- oo Sy dx Oz Oy ’
. . . aF  aF .
Odtud okam#itd dostdvame vztah (8.3), protoZe derivace e a a jsou vydisleny v bodé
(. f{x)). Ze spojitosti g plyne, & g 7 0 na jistém okoli {zq, #o). [ ]
® Pozndmka 8.12:  Vetah (8.3) budeme Zasto strudné sapisovat ve tvaru
ar
¥=- {Ef . (8.4)
dy
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aF oF
=3 -3ya — = 3’3z,
o Vi ey

2

Napk. pro rovaici ¥ +y°—3zy—3 = 0 2 piikladu 8.7 mame
a tedy
Ve -3y y-=
T -3r -z
Uvidomme si, % ve vetahu (8.4) a specidlng (&2 ve vatahu (8.5) vystupuji pfi vyjadieni
3 nejen hodnoty nezédvisle p é x, ale té2 hod wavisle p é y, za které je
aviem tieba dosadit f{r). Cheeme-li tedy vypoditat hod derivace i implicitng zadané
funkee y = f{z) podle vzorce (8.4), nestadi znat pouze hodnotu nerdvisle proménné x,
ale musime znat 6 odpovidajici hednoty zivisle prominng y = f{z). Navie musi bt
aF
a(r. ¥ #0.
Napf. pro funkei y = f(z) 2 pfikladu 8.7 zadanou rovnicl ° +3° — 3z — 3 = 0 na okoli
2

bodu {1,2) vime, #e f'(z) =y = :;—2 Hodnotu derivace 3" ale wmnime vypoéitat pouze

(85)

pro zy = 1, kdy zndme pfisluinou hodnotu zavisle proménné yo = f{zy) = 2. Dosazenim
1

do vetahu (8.5) dostévame f7{1) = 3 To mimo jiné mnamend, #e funkee y = f(x) je na

okoli bodu zy = 1 rostouci.

Uka#me si nyni, jak se pofitaji derivace vysich fadi implicitnd zadangch funkei.
Derivovanim vztahu (8.4) miZeme odvodit obeen$ veoree pro vipotet vyadich derivaci
implicitné zadané funkee. Napf.

Fr o FF N ar  (8F | 8F )\ ar
(& * en”) 5 ~ (330~ 3 ¥)

(5)
ay
Fro vipodet vy3&ich derivaci v konkrétnich pfipadech viak neni nutné tento veorec znat,

Pii vipoltu vydfich derivaci obvykle postupujeme tak, #e koonkedtni vetah (8.4) pro i
zderivujeme podle proménné x. Na proménnou y ve vyjadieni (8.4) musime oviem pohlizet

==

d
jako na funkei proménné x a klast d_i =y

—z?
. Derivovinim
z

Napk. pro funkei y = f(x) 2 pFikladu 8.7 vime, #e f'(z) = y' = 3!
podle r dostaneme

flg)— g = W2 ) =@y =) =)

v —x)?
1
Diosazenim hodnot x = 1, y = 2 a diive vypoftené hodnoty ' = 3 dostavame
1 4
z-2)-3-(z-1)-1
o ()
[ 27
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# Pozndmka 8.13: Podobné jako vvE&i derivace implicitné zadané funkee lze pofitat
i jeji prvni derivaci, kdy “derivujeme pfimo danou roveiei” Fiz, y) = 0 a y derivujeme
jako funkei proménné x. Napf. pro funkei y = f{x) z pfikladu 8.7, kterd je uréena rovnici
'+ 4" = 3ry — 3 = 0, dostaneme derivovinim téte rovoice podle 2 rovaici

43ty -3y -3z = 0.
Odtud jiZ snadno vypodteme y' = :; r, coF je vetah (8.5). Pro vipodet pryni derivace
implicitni zadand funkee viak neni tente postup pfilif vhodny, nebot musime y' ze vetahu
ziskaného “derivovanim rovnice” F(x,y) = 0 vidy mova vypofitat. Piitom tento vipodet
jame jiE provedli obeend, pfi dikazo vély 8.11. Naopak pfi vipoftu derivaci vyifich Fadi
mitze bt tento postup vihodnéj3i, nez derivovat podil (8.3).

UkaZme si to na pfikladé.

« Piiklad 8.14: Ukafme, o rovoice ¢ + ¥ + 5 + 2y — 2 = ) definuje na okoli bodu
(0,0) implicitng néjakon funkei y = f(z) a vypoftéme f™(0).

Redieni: Oznafme F{r,y) = ™ + ¥ + 1+ 2y — 2. Protode F(0,0) =0 a % =e'+ 72
a tedy a—F(U,O) = 3 # (0, definuje dana rovnice na okoli bodu (0, 0) implicitng n&jakou
funkei = f{x). “Derivovinim dané rovnice” podle z postupni dostivame:
L™ Ly 1+ =0,
4™ + ey ) +ehy + 2" =0,
Be™ L e¥(y )P +evayy - Yy T T =0
Odtud postupnfm vipodtem po dosazeni & = 0 a y = 0 dostaneme '(0) = =1, 4"(0) =
-; a konefnd y(0) = 4. Je tedy f7(0) = 4.

» ad P¥iklad 8.7: Shrivme doposud ziskané
visledky a uvedme co 2 nich lze odvodit.
Vime, #& rovnice o + 3" — day — 3 = 0 defi-
nuje na okoli bodu (1, 2) implicitn® zadanon
funkei = f{z), pro kterou plati f(1) =2,

1 1
£y =58 f10) = —18 Tato funkee je _
tedy na okoli bodu 2y = 1 rostoned & kon- x=1
kévni, viz obr. 8.4, Obrézek §.4:

Frotoze kromé funkini hodnoty znidme i hodnoty prvni a drohé derivace funkce f v
bod# zg (a umime vypoditat i hodnoty vy3ich derivaci), miFeme funkei f na okoli bodu
#g aproximovat Taylorovim polynomem Ti(z) (pfipadné i polynomem vyiiiho fadu).
Duostavime

Tyr) =2+ (1:—1)—%(::—1}3.

1
3
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Pomoei tohoto polynomu mizeme napf., piiblizné vypoditat hodnotu £{0.9). Dostavime
F(0.9) = T3(0.9) = 1.963704. Plipomeiime, #e tuto hodnotu jsme jiz vypoditali diive a
piesndji pomoci Newtonovy metody, kdy jsme dostali f{0.9) = 1.963783. Vyhoda Tay-
lorova polynomu je oviem v tem, 2o ndm uddvi pfiblizné hodnoty zdvisle prominné y
najednon pro viechna x 2 jistého okoli xp. Mame tedy alespoii jakési pfiblizné explicitni
vyjadieni funkee f, pro ni explicitni vyjadieni vypofital nenmime.

Dile jsme gjistili, & bod (21, y,) = (1, —1) také vyhovuje dané rovnici, ale g(l, -1)=

" aF

0, takde nemifeme vyu¥it vity 8.4. Plati ale or _ 32" = By, a tedy E{l’_l) =6#£0
Zaménime-li role # a y, pak podle vity 8.4 definnje rovnice 2 + y* — 3y — 3 = 0 na okoli
bodu {1, —1) néjakou funkei z = g{y) pro kterou je g{—1) = 1. Podle véty 8.11 je derivace
této funkes

aF

By -3 Y-
=g - a@&::_w_ayzy_z,‘

ar

a tedy g'{—1) = 0. MuFeme rovné# vypofitat druhou derivaci funkee g a dostivdme
_ -y -t - n) (1 -2 0]

g"(w) =
¥ Dosazenim y = —1, = 1 a ' = 0 dosta-
neme g"{—1) = L. Tedy funkee g md v bodé
x=1 . = —1 lokalni minimum a je na okoli bodu

x 3 konvexni, viz obe. 8.5, Z tehoto obrazku
je také ziejmé, e v okoli bodu (1, —1) dana
x=g(y) rovnice nedefinuje implicitng Zadnou funkei

yi=-1 _( ’ ¥ = flz). Rovnici 27+~ 3zy—3 = 0 vyho-
vuji i dalsi body napf. (0, ¥/3) nebo (¥/3,0),

v jejich# okoli miZeme fedeni dand rovnice

Obrizek 8.5: vyketfovat analogicky.
Cela kfivka popsana danou rovnici {tj. mno- ¥ o _‘f_ff-.\‘}:fj

Fina viech bodi {x,y), které spliuji danou -
rovnici) je nakreslena na obr. 8.6, Kfivka ;
je #iejmé symetrickd podle pfimky y = =,
protofe vyhovuje-li dané rovnici néjaki dvo-
jice Eisel (a,b), vyhovuje ji i dvojice (b,a).
Tufnd jsou znizornény dseky kfivky vyiet-
fené vyse,

Obrézek 8.6:
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« Piiklad 8.15: Uka#me, ¢ rovnice

In(z+y)=z+y—zy—a" -y’
definuje na okoli bodu (0, 1) implicitng funkei y = f{z). Napifme rovnici tefny ke grafu
této funkee v bodé (0,1).

flefieni: Danou rovnici upravime na tvar Infz +y) —x — y + 2y + 2" + 3" = 0 a polokme

F(z,y) = In{z +y) — = —y + 7y + 2* + y*. Dile vypoitéme e m+‘zy+x— 1.

I
Protoge F{0,1)=0a a—(ﬂ,.‘l) =2 4 0, definuje rovnice #(z, ) = 0 na okoli bodu (0, 1)
implicitn# néjakou funkci y = f(z). Pro jeji derivaci plati vetah (8.4), tedy

oF L+2:r+1,r—1
fi(x)__g;t__ft-i'll' .
EF :c+1r+2y+:_]

Protose (0) = 1, dostévémo J1(0) = . Rovaice bledan tetay jo tedy

1
y—1 _52 .
Cvieni 8.16: Napiite rovnici tefny ke grafu funkes y = f(z) v bod& {1,0), kde funkee
£ je definovani implicitné rovnici F{z, y) = 0 2 pfedchoziho piikladu na okoli bodu {1, 0).

« Piklad 8.17: UkaZne, Ze rovnice ¢ — ¥ — x — y = (0 definuje na okoli bodu (0,0)
implicitn# funkei y = f(x). Rozhodn#me, zda je tato funkee na okali bodu zy = 0 rostouci
& klesajici, konvexni & konkdvni a aproximujme ji na okoli tohoto bodu Taylorovim
polynomem Ta{z).

ar
Redieni: Poloime F(z,y) = ¢* — & —x —y. Protode F{0,0)=0a e —e¥ = 1, & tedy

a—F(D, 0) = =2 ¢ 0, definuje rovnice F{z,y) = 0 na okoli bodu {0,0) implicitng néjakon
funkei y = f(z). Pro tuto funkei plati

oF

e fr__ ¢-l -l

Fa == 8k = e-i~ e+
a

a dile _E’;,(Er_,_]]_(e“—l]-e"y‘
= (ev+ 1) ’

)
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1
Dosazenim x = 0, y = 0 dostavame f1{0) = 0a f"(0) = 3 Tedy funkee f ma v bodé
ay = 0 lokilni minimum a neni tedy na okoli tohoto bodu ani rostouci ani klesajici. Ddle
je na okoli tohoto bodu konvexni a Ty(x) =

Cviceni 8.18: Uvadujme rovnici
sing+siny+ay=0.

a) Najdéte alespoli tfi riznd body {2y, y), (£1,5:) a (22, 42), na jejichZ okoli definuje
dand rovnice implicitng néjakou funkei y = f{z).

b) Rozhodnéte, zda je tato funkee na okoli bodu zy i i klesajici, k i
konkavni.

) Aproximujte tuto funkei y = f{x) na okoli bodu z Teylorovim polynomem T3(z) a
vypodtite pfiblizng hodnotu této funkee pro = 2, + 0.2,

d) Vypoététe hodnotu této funkee y = f(z) v bodé & = my + 0.2 5 piesnosti na 5 de-
setinnfch mist Newtonovou metodou a porovoejte visledek s visledkem 2 bodu
c).

8.1.1 Normiélovy vektor ke kiivce

V odstavei 6.2 jsme uvedli, # gradient funkee [z, y) v n8jakém bodg (zg, yo) vrstevnice,
popsané rovniei f{z,y) = K, je normdlovim vektorem této vestevnice v bod@ (2, 1),
tj. normalov#m vektorem teény vrstevnice v tomln bodé Nyni toto tvrzeni vysvétlime
podrobndji a zdroved jej i dokad Abwch li feni tohoto odstavee, pled-
poklidejme, Fe yratevnice je popsina rovnici Fiz,y) = 0.

Véta 8.19:

Necht je ddna rovnice F{z, y) = 0a bod (g, yo), ktery ji spliije, tj. F{zg, y) = 0. Necht
alespoi jedno & Hsel E{zo.yo} nebo ——{zg, o) je nenulové, tj. grad F(zg, o) # (0,0).
Potom body {z,y) # okoli bodu (xq, ya), které splfuji rovnici F(z,y) = 0 tvofi jistou
kFivku prochézejici bodem (g, yo) jejiE normalovd vektor v tomto bod? je peave vektor

grad F'{zy, 1) = 6‘ {xo,wha (=0, 30) )-

Dikaz:

Predpoklad grad F(zg, yo) # (0,0) zarufuje podle vity 8.4, fe viechna Fefeni rovnice
F(z,y) = 0  jistého okoli okoli bodu {p, i) tvofi skutefné kfivku {kterd je grafem né-
jaké funkee jedné promiinnd) a ma tedy smysl mluvit o jeji tefndt a norméle. Necht napf.

—— (=0, o) # 0. Pak Zast kfivky F{z, y) = 0 na okoli bodu (zq, 4) je grafem nijaké funkee
¥ = f{z) implicitng zadané rovnici F{z,y) = 0. Derivace této funkee v bodé 2y, a tedy
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smérnice k tedny k dané kiivee v jejim bod# {zg, yp), je podle véty 8.11 dina vetahem

ar
= (@0, 4a)
k=—

%(’a.m] I

¥ ¥
Tedy vektor (—%(u?n;m], %[n;yu]) je smérovim vektorem tefny ke grafy funkee f
v bodé (zp, yp), & tedy k nému kolmy vektor

aF aF
grad F{zo, 1) = (a(xn‘ W), a(ﬁhw})
je hledan¥m normalovym vektorem vrstevnice v bod@ (@, ). []
» Piiklad 8.20: Redme znovu piklad 8.15 s vyuZitim vity 8.19.

%&l&m’i Omezime se pouze na nalezeni rovnice tefny, vie ostatni je analogické. Protofe
ai((l, 1)=1a -(0,1) =2, je vektor {1,2) normalovim vektorem k dané kfivee v bodé

(0,1). Proto rovnice tefny bude mit tvar x + 2y = ¢, kde konstantu e uréime tak, aby
tefna prochazeln bodem (0,1). Tedy nutné ¢ = 2 a hledand rovnice tedny je r + 2y = 2,
coi spuhlasi s vysledkem pfikladu 8.15.

8.2 Implicitni funkce vice proménnych

V tomto odstavei zobecnime pFedchozi litku na implicitng zadané funkee vice promén-
n¥ch. Protoze je celd teorie analogickd budeme postupovat struénéji.

Definice 8.21: Rikime, #e rowvnice Fz,,7a,...,3,,2) = 0 defingje na okoli bodu
(21,23, ..., 20, z) implicitné funkei z = f(z, 2a,...3,), jestlize

1) Fiazi, :.---.«'-f},;nl =0a

2) existuji &isla & > 0, & > 0 tak, fe pro ka#dé & = (zy,....5,) € Os(m), g =
{z%,...,78), je w = f{=) jediné Eislo z intervalu {zg — £, 29 + £), které splfiuje rovnici
Flz, ... .xp,2) =0

Zip]mﬁ Fle, fiz)) = 0 pro kazdd & € Og(mg), a proto fzg) = 2. Srovnejme toto tvrzeni
Bp kou 8.3. 7 #me, %e takto implicitng radand funkce = = f{z) je funkei n
proménngch.
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Véta 8.22:
Necht F € C*((7), kde @ € R™* jo oteviend mnofina, k > 1. Nech( (z7, 23, ... 20, %) €
G je takovy bod, Ze
1) Flal,ah,.... %, %) =0,
aF N
2) a(ﬂ.fg;---‘wﬂ,zo]#o-
Potom rovnice F(zy,...2n,2) = 0 definuje na okoli bodu (2%, 23, ... 2], z) implicitng

néjakou funkei y = fizy,...,Ta). Navic f € CHOs(zq)) pro jisté § > 0, kde zq =
(2. 2p)-

Véta 8.23:
Jsou-li splndny predpoklady vity §.22, pak parcialni derivace implicitnd zadand funkee
z = f{=) jsou dany vrtahem

aF
o (@.1(@)

I a) = - Gz Cietan. 85)
‘ i
(@)
Vztah (8.6) budeme struén@ zapisovat ve tvaru
ar
dz dr, .
£=—3E£, i=1,...,n. (8.7)
az
Parcidlni derivace vyidich Fadi ziska fisled derivovanim vetahu (8.6).

« Piiklad 8.24: Uvafujme rovnici

In{z) + 73 +73) + Inz — 2{a + 29;3) =0 .
Oznadme F(x, 13,3, 7) = In{z; + 22 +23) +In 7 — 2{z; +2213). Na okoli bodu {0,1,0,1)
definuje rovnice Fx,rs,74,7) = 0 implicitné néjakou funkei z = f(z:, w2, 13), protofe
F{O,L0,1) =0a E{:l.zgn:a.z) == (x: + Taxs), a tedy E(D‘I.U,l} =14#1

(Analogicky definuje dand rovnice implicitng i néjakou jinou funkei z = g{z1, 73, %;) na
okoli bodu (0,0,1,1)). Pro parcidlni derivace funkee f plati

ar 1
U bw _mamerr ©
: aF 1 :
i b o {1 + waza)
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Podobni

or 1 oF 1 _.,
O _ _8ny _ _ mamtm 00 By mrmta
== 9F =71 “TaF T :
e . ;-{x\+z2:za) o3 B ;—(371 + Tyx3)

Konkrétng vyéislit hodnoty téchto derivaci umime v bodé (z;, 3, 3) = (0,1,0), kdy
bereme z = f(0,1,0) = L. Tedy

af ar af

10,1 = —1{0,1 ==1 (0,1 =0.

93:\{0’ ,00=0, aﬁ(ﬂ, ,0) a 3::3(0’ 0)=0
];.ovnini Flri,m,25,2) = 0 vyhoveje 18 bod (1,0,0,1), ale v tomto pfipadd je

P

a(I,l.",[l, 1) =0 a vétu 8.22 nelze pouit.
« Piiklad 8.25: Ovifme, 2e rovnice 2¥ + 3 — 2* — 2ryz = 2 definuje na okoli bodu
(1,1,0) néjaken plochu. Napifme rovnici tefné roviny k této plofe v bodd (1, 1,0) leficim
ne této plode,

ftefieni: Upravme rovnici na tvar Fiz, y,zg = z' +y* — 2" — 22yz — 2 = 0. Protode
F{LLLO)=0a e —3z" — 2xy, a tedy a—F(l, 1,0) = =2 # 0, definuje dand rovnice
s Iz
implicitn# na okoli bodu (1,1,0) n&jakou funkei = = f{z,y), jeji# graf je poZadovana
plocha. Pro funkei f plati £{1,1) =0 a déle podle vetahu (8.6)
ar ar
af g W -z af by W -

dr  OF 34y & Gy OF 3y

dz 8z
.. af 3 af 3 . .
Dosazenim x = 1, y = | a2 = 0 dostdvime 3;‘(1’ 1= 2 ® 6y(1’ 1) = 5 Hledani rovnice

tefnd roviny je tedy
s=S@-1n+3p-1
T =

Cwvideni 8.26: Napidte rovnici teéné roviny k plofe popsané rovnici
e+ P rayz+3=10

v badé 4 = (1,2, -2).

o Piiklad 8.27:  Uka¥me, ¥e rovnice
ef eV -2 +rpz =10
definuje na okoli bodu {0,0,0) implicitng funkei z = f{x,y). Apraximujme tuto funkci
Taylorovim polynomem Ty(x, y).
Refeni: Oznafme Fir,y,z) = e* + & — 26° +ryz
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Protoze F{0,0,0)=0 a ‘;—Ij{ﬂ‘ 0,0) = =2 # 0 (vypoltite sami!), definuje dand rovnice na

okoli bodu (0,0, 0) n&jakou implicitni funkei z = f{x, y). Pro jeji parcilni derivace plati
podle (8.7) vatahy

aF
0z _ _ fr __ e+yz e +yz (85)
ar GF T et Lay 26t —ay i
dz
aF
9z Gy __ eeam ¥ +zz (89)
By OF T “deray W —ap i
dz
Derivovénim vatahd (8.8) a (8.9) siskdme drahé parcidlni derivace implicitni funkce z =

flz.y). (Proménnou z, kterd v téchto vetazich vystupuje, musime oviem derivovat jako

funkei proménnych x a y.) Dy

P @y —my) - (6 +4) 0 o~ )
i (2e® — xy)? !
e (s + U )26 — ) = (6 + y2) 20" — 2)
dxiy {2e% — zy)? ’

@z ~ (e ——x%)(?e‘ —ay)— {e"+xz)(23‘g—; —zx)
ay? (20 —xy)?
Dosagenim 2 = 0, 4 = 0 a z = 0 dostaneme postupné %(0, 0 =

1
1

1 8 1
> : - 3 5200 =3
z z 1 z 1
0= ?&H(U.U) =-; @ @(Usﬂl =g Tedy
Tofz,y) = ;r + ;y + ;z’ - ixy + ;xf-

o Piiklad 8.28: Pomoci totdlniho diferencidly vypoftéme pfiblifnon zménu objemy
1 molu plynu Fidiciho se stavovou rovnici

a
(p+ 5)(V = b) = RT,
kde @, b, / jsou konstanty, jestlife se tlak p zméni o dp a teplota T o dT.

Redieni: Objem V je zadan danou rovnici implicitng jako funkee tlaku a teploty, tj.
V = V{p,T). Pro pfibliZnou zménu objemu plati vetah

v . av
AV = G dp GrdT
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Parcialni derivace funkee V vypodteme podle véty 8.23. Omadime-li F{p,T,V) =
=({p+ —)(V —b) = RT', pak dana rovnice ma tvar F(p, T, V) =0a

aF
e V-t -
i - Sy
ap 5 ‘VZ(V"’J’“P’; 2ab + pV 3 — al
ar
v __ar_ R RV
ST oF T3 = Tav
a1 ﬁ —%(V—blhv—% Zab + pV? — alV
e (b-¥)V? RV
W= st —av P 2 —ay

(Srovnejte tento piiklad se evidenim 6.36, kdy jsme pofitali zméng tlaku p v zévislosti na
zméndch objemu V a teploty T. Tlak p, na roedil od objemu, lze oviem z dané rovnice
vyjadiit explicitné.)

« Piiklad 8.29: Necht rovaice g (! —) =0, g € C*(R?), definuje implicitné funkei
v

7 = flz,y). Ovifme, e

Fregenf; Funkee z je implicitnd uréena rovnici Fiz,y, z) = g (E 3) — 0. Tedy

aF ar

a B i By

-k . a_f,,:‘%' (8.10)
Bz Bz

Protode ale funkee F(x, y, z) je zadand jako sloZend funkee, musime jeji parcidlni derivace
vyjadfit pomoci parcidlnich derivaci funkee g, kterou konkrétné nezname. Oznafme a, b
proménnd funkee g a polofme a = 5 ab= ; Potom

EF ( ) aF  dg 1 ) aF  dgl
- "ay Bﬂ: dz  dby
Diosazenim téchto vetahii pro parcidlni derivace funkee F' do vetahu (8.10) a dpravon

dostaneme
gy gy sz
9z _ fga? a 8z oz by
o= ot ey a
ab b
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Dile se ji# snadno dosazenim ovéfi, #e tyto derivace spliji danou rovnici,

Vy&i parcidlni derivace implicitnd zadané funkee lze s vihodon také poditat tak, e
derivujeme pfimo danou rovnici. {Stejné jsme postupovali v piikladé 8.14 pfi pofitani
derivaci funkee jedné proménné, viz (62 poznimku 8.13.)

» Piiklad 8.30: Ukadme, fe rovnice 7%+ xy+ayz—1 = 0 definuje na okoli bodu (0,0,1)
implicitné né#jakon funkei z = f{z, y). Aproximujme tuto funkei Taylorovém polynomem
Ta{, ¥).

I3
Refieni: Ozname Flz,y,z) = 2 +axy+zyz - 1 = 0. Protode F{D,0,1)=0a Bz (0,0,1) =
3 # 0 (vypoiitéte sami!), definuje dand rovnice na okoli bodu (0,0, 1) néjakou implicitni

funkei z = f(z,y). Derivovdnim dané rovaice podle r a y dostaneme

dz 9z
= i _—=
3z p TV TYET IS 0,

8
dz dz
3 4rtastay=0.
o r+xz :q;ay
Derivovanim prvni 2 téchto rovaic podle x a y a drubéd rovnice podle y pak dostaneme
8\ 0P 8r 8 &
o (a—) T e Vo TV T Ve =
(i.zaaaz+.'i.z2 7 +1l4+z+ &:+$33_ > =0
Gray " dady Yoy Toe T Voway

8z\" #z 8z 0z &z
Bz| o | +3 o+ rr tay =0
(ay) a7 T ey
Postupnfm dosazovinim o = 0, y = 0 a z = 1 dostaneme potfebnéd parcidlni derivace
vipoitem z péti ziskanych rovnic

az az "z @z 2
5{0,0) =0, a—y{ﬂ,ﬂ) =0, Q(U:U}= o, 3::3];(0‘0) =-3" ﬁ{ﬂ,ﬂ) =0.

Tedy hledany Tayloriv polynom ma tvar Ta(z,y) =1 — g:r,y.

8.2.1 Normiélovy vektor k plofe

Podobnié jako jsme ve viité 8.19 ukdzali, jak vypadd normalovy vektor ke kfives zadané
rovnici Fz,y) = 0, ukifeme v nasledujicl vitd, jak vypadi normalovy vektor k ploge
zadané rovnici Fiz,y,z) = 0.
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Veéta 8.31:
Necht je dina rovnice F(x,y,z) = 0 a bod (zy,w,7), Kery ji splinje, tj.

F(xo, yo, z0) = 0. Necht alespoii jedno z #isel E(zn,yn,zn), E(:g,ya,zn) nebo

ar

57 worba 7o) Je nenulové, . gradF(z0,40,20) # (0,0,0). Potom body (z,y,2) =
okoli bodu {xy, y, z), kterd spliji rovnici Fx,y,z) = 0, tvofi jistou plochu pro-
chézejiei bodem (wq, 3o, 20), jeji# normdlovd vektor v tomto bodd je pravi vektor

grad F{zy, w, 20) = %(‘—"m%.zn)‘%(‘—"o.%.ﬁh%(ﬂ-‘mmuzn))-

Diikaz:

Piedpoklad grad F (g, yo, 70) # (0,0,0) zaruéuje podle véty 8,22, Fe viechna fefeni rovnice
F{z,y,2) = 0 2 jistého okoli okoli bodu (g, 3y, 20) tvofi skutefng plochy (kterd je grafem
néjaké funkee dvon proménnfeh) a ma tedy smysl mluvit o jejim normélovém vektory,
tj. mormalovém vektoru teéné roviny, Necht napf. —— (o, g, z) # 0. Pak Zist kiivky
Fiz,y,2) = 0 na okoli bodu {zq, 3o, ) je grafem né]?alné funkee 2 = f(z,y) implicitng
zadané rovnici F(z,y,z) = 0. Parcidlni derivace k; a k; podle = a y této funkee v bodé
(0, o), json podle vity 8.23 dany vetahy

aF ar
(%0, o, 20) = {70, 10, 70)
k== a  ky=- .
3 Iy
57 (0, 70) Bz 7030, 70)

Odtud 2 definice 6.37 tefnd roviny dostdvime, %o vektor (k;, ks, =1) je hledanjm normé-
lovim vektorem. Tento vektor je ale nenulovim nasobkem vektoru gradF(zg, yp, z). =

» Piiklad 8.32: Redme znovu pfiklad 8.25 s vyuZitim vity 8.31.

Refieni: Omerime se pouze na nalezeni rovoice tefné roviny, vie ostatni je analogické.

Protose 5 (1,1,0) = 3, 7(1,1,0) = 3 a 5(1,1,0) = =2, jo vektor (3,3,~2) nor-
iz z

malovim vektorem k dané plofe v bod@ (1,1,0). Proto rovnice teéné roviny bude mit

tvar 3x =+ 3y = 2z = d, kde konstantu o urfime tak, aby tefnd rovina prochizela bodem

(1,1,0). Tedy nutné d = 6 a hledana rovnice tefné roviny je 3z +3y— 2z = 6, co souhlasi

s visledkem pFikladu 8.25.

Navody ke cvifenim z kap. 8

8.8 Duosadte hodnoty = = 0.95 (x = 1.05) do dané rovnice a veniklou rovnici pro y Fefte
Newtongvou metodou,

8.16 Owifte predpoklady vity 8.11 a vypoBtéte derivaci (1), kterd je smérnici hledané
telny.
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818  a) Volte x = 0 a za y vhodné nasobky 7. Ovéite pfedpoklady véty 8.4,
b) Podle viity 8.11 vypodtite f'(xq) a daldim deri f"{xp). Rozhodnite podle
snaménka 1. a 2. derivace.
¢) Vyuiijle znalost hodnot f{xg), f/(x0) a ["{x).
d) Do dané rovnice dosadte hodnotu x = 2y+-0.2 a dostanete rovnici pro neznamou
|'8
8.26 Uka#te podle vity 8.22, o dana rovnice definuje na okoli bodu A implicitnd funkei

z = fiz, y). Podle vty 8.23 vypoiitéte parcidlni derivace této funkee. Hledand rovina
je tefnd rovina ke grafu funkee = = f{z, ) v bodd A
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Kapitola 9

Aplikace integrali funkci jedné
proménné

9.1 Riemannova definice uréitého integralu

V kapitole 8 skript [MI] jsme definovali urdity integral pomoci primitivoi funkee vetahem
1]
[ @) dz = F) - Fla), (8.1)

kde F je primitivai funkee k funkei f na intervalu {o, b}, tj. pro = € (e, b} plati F'(z) =
flz). Takto definovany urity integril se nazj'va Newtonilv uréity integral a znadi se

nékdy symbolem
W) j fa)da .

L
Déle pfipomefime, ¥ pro funkci f nesdpornou na intervalu {a,b} mamend &slo
b
(M) f{x) dz plodn§ obsah obrazce omereného osou z, grafem funkee f a piimkami

x =a, x = bV nasledujicim textu uvedeme jinou definici urfitého integralu, tzv. Ri-
emannovn definiei urfitého integrily. Poddme jeji zjednodufenon verzi, kterd vitdinon
postadi pro nade avahy.

| Definice 9.1: Nechf funkee f je spojits na intervalu {a, b). Rozdélme interval {a, )
na n stejnych dilki délicimi body e =2y <3 <29 < ... <2y = b, tj.

b—
r_,-:n-i-i—a: i=10,1,2...n

n
v kafdém intervalu (z;_,,%;) zvolme libovolnd bod o, ti. & € {#i_1, ;). PoloZme

Salf) = fle)m—mo)+flea)(ma—m )+ .+ Hlena W Eaor —Taca) +f (e (T =T ) s -

Salf) = L Hedlm — mims) = 3 fle) - Az, 92)
kde Az =xy —x = (b—a)/n, i =1,2,... n Ri ¥m integral funkee

J od a do b rozumime Eislo

]
(R) [ 1(z) dz = lim Su(f) - (93)
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* Pozndmka 9.2:  Veliginn
Sul) = Y- Hedr — )

nazgvime Riemannovym integrdlnim souétem {sumou) funkee f, urdenym délicimi
body {zy,21,..., 24} Hodnota S,(f) zfejmi obecnd zdvisi na volbit bodii & € {1, 24},
i=1,...n. Aby tedy predchozi definice méla smysl, je nutné ukdzat, #e visledni hodnota
integralu, tedy “IHJJOS,.{_{), ji# na této volbé nezdvisi. To tvrdi ndsledujici vita.
Poznamencjme jetd, #e pfi déleni intervalu {o,b) na n dilki bychom méli pfesndji
délici body symbolem xff, protoZe jejich hodnota zdivisi na zvoleném n, a po-
dobné | misto o; psat pfesndji ef € (&, 2P), i = 1,...,n Z diivodu pfehlednosti zapisu
viak tento horni index n nebudeme pougivat.

Véta 9.3:
Je-li funkee f spojitd na intervalu {g,b), pak JLH;S,,(!] vidy existuje a jeji hodnota
nezivisi na volbé bodid o € (i, x), i=1,... 0.

Vitu 9.3 nebudeme dokazovat. Pro jeji dikaz bychom museli zavdst nékterd dalsi po-
jmy = teorie spojitych funkei, V¥ daldim si viak ukdZeme jinou formulaci této véty, kterou
pozldji vyudijeme v ndkterfeh dikazech.

Véta 9.4:

Necht funkee f je spojitd na intervalu (g, b). Rozd@lme interval (o,6) na n stejoyeh
dilki délicimi body a =xg < @y < 72 < ... < 3, = b. Zvolme g, & € {7;_1,7;) tak, Fe
fle) = min{f(z); = € {zi1, 1)} a f(7) = max{f(z);z € {zi1,2:}}. Pak pro

Salf) = 2. @)= 7in1)
tzv. dolni Riemanniv soufet, a pro
Salf) =X f@)ai = 2ma)

tzv. horni Riemanniiv soufet, plati:

Sulf) < Salf) < 5alf) (9.4)
3 Jim 5,(f) = Jim 5(7) = lim S(7) , (95)
kde S,(f) znafi libovolng Ri uv souéet funkee f,

« Poznamka 9.5: Vetah (9.4) plyne zfejmé 2 volby bodi ¢, 7, viz té3 poznamku 9.7,
Vztah (9.5) je jen jinou formulaci tvrzeni vity 9.3.

* Pozndmka 9.6: Ri iv integral Ire zawat. i pro nespojité funkee. V tomto pii-
padé je ale pravé tieba v definici i il pe islost hodnoty Ilm Salf)
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na volbé bodi & € {zy, @), i = 1,...n. Navic je tieba uvafovat ne pouze ekvi-
distantni déleni intervalu (o, b), tj. déleni na stejndl velké dilky, ale viechna takovi déleni
a=uay <@ <T3< ... < T, = b intervalu {a,b), Fe délky viech podintervali tohoto
déleni konverguji k 0 pro n — 0o,

b
* Pozndmka 9.7:  Ukafeme, #e &slo (R) [ f{z) dz opét znamend {pro funkei f nezi-

L3
pornou & spajitou na {a, b) | plofng obsah P obrazee ohranideného grafem funkee f, osou
z a pHimkami r = a , x = b. Situace je znizornéna na obr. 9.1,

a=xg x; X X b=x,

Obrazek 9.1:

Kazdy stitanec v Riemannovi souftu (9.2) lze interpretovat jako plochu obdélnika.
Na obr. 9.1 je vystinovin i-t§ obdélnik, jeho? rosmiry jsou (x; — x-1) a f{g). Zieimé
Riemanniy soufet Su{f) apraximuje velikost plochy obrazce chranifeného osou z, grafem
funkee f a pfimkami » = o, = b. Obecné tato aproximace bude tim lepdi, &im vit3i
bude &slo n, tj. &m vitd bude pofet dilkd, na 08 rozdélime interval {a, ). Pofadované
tvrzeni o velikosti plochy P plyne okam#ité z vity 9.4. Pro dolni a horni Riemannovy
souéty funkee f toti plati

Sall) = 3o He) s = 702) < P < 30 F@) s — et) = Sal )
=1 =1

viz. obr. 9.2,
¥ v

X

!

|

!

!

i

. =
4 T = L= b

Obrazek 9.2:
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Ale podle vty 9.4 je

b ]
Jim Su(f) = Jim Suls) = (R) [ £la) do , a tody mutns P = (R) [ f(z) dz .

-0

e Pozndmka 9.8: Nyni mame dvi rizné definice urfitého integralu, N u a Rie-
mannovi. Nasledujici véta fika, #e pro spojité funkee, kdy oba integraly existuji, je jedno,
kterou definici pouZijeme. Hodnoty Riemannova a Newtonova urfitého integralu spojité
funkee jsou stejné. (Pro nespojité funkee se mide stit, ¥ podle jedné definice integral
existuje a podle druhé neexistuje. Existuji-li viak oba integrily, json jejich hodnoty i v
tomto piipadé stejnd.)

Véta 9.9: .
Jeli f funkee spojitd na intervalu (a,b), pak existuji integraly (R)[ f(z)dzr a
L3

(N)j!!(x] dr a jejich hodnoty jsou stejné. Tedy

Tim Su(f) = Jim 3 Flei)(ei - z11) = F(B) - Fla) , )
i=l

kde F je primitivoi funkee k funkei f.

Diikaz:
[ b
Ukéfeme pouze, e (R) [ f{z) dr = (N} [ f{x) dz, pokud oba integrily existuji podle
" &
plislungch definic, V dikazu podstatné vyuzijeme toho, #e JLn;aSﬁ(f] nezavisi na volbé
hodnot & € {m—;, @), i = 1,...n. Je-li ddno déleni intervalu (g, b) na n dilki g = x5 <
#1 < ... < 2y =bajeli F primitivei funkee k funkei f na (o, 8), pak

b
W) [ 1) & = F®)-Fla)

= (Flzn) = Flan-)) + (F(zn-1) = Flan-a)) + -+ (Fz) = Flz))

n

= 3R () Fla)) = 35 Fle)(m - £is) = 32 f(ea)(a — 7s)
i=1 =l

- S0,

kde ¢ € (ry,,7) volime podle véty o stfedni hodnoté diferencidloiho poftu tak, aby
(Flz) = Flzio)) = Fleg){z — 2i-1), ¢ = 1,...n. Pro tuto volbu o je tedy pro kazdé n

Salf) = (W) [ 1(8) do a tedy

b ]
(R) [ 112) do = Jim 5.(0) = W) [ 1(a) dz .

Tl
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Umluva: V daliim bud t pouze se spojitymi funk i, pro néz oba integraly
existuji a pro né tedy plati

(ﬂ]f!{x) dr = (N)if(:} dz .

Z tohoto divodu budeme symbaly {R) a (A) pfed integrilem vynechivat.

« Piiklad 9.10: Pomoci Ri defini Eitcho i ilu vypodtite [ o? dr.
[

Redeni: Interval {0, 1) rozd&lme na n stejngch dilkd. Délici body pak budou
1 2
Ip = == ==, ... =1.
=10, e

Zvolme napf. 5 = 1 € (-, m), i = 1, n. Protofe 7 — 7o = }, mi Riemannova
suma pro funkci f(z) = z” tvar
n LS| n g2 1.8,
S} =Y Sledm—m) = Yo (0) S =Y = 3
=1 = T g T T g
Ze stiedni Skoly zname veorec {lze jej dokdzat matematickou indukei)

. a{n+1)(2n+1)
2 _ 1202 3t ... 2 { .
E: +9% 2t +n

Pad do S,(f) d

1 nn+1)(2n+1)

Sulh) = .

a odtud ( Dens1) 1
. . n{n+1){2n+
A Sa () = Jig, =g — 5
(Vypoététe tuto limitu sami!) Dostali jsme tedy visledek [ 2? dr — 5- Nustrujme si jesté
i

vétu 9.4 na tomto prikladé. Ziejmé volba o = £ = ; je volba tich o € (z-1,2), ve
kterjch nabivi funkee f{x) = x? na intervalu {z;_y, 7}, i = 1,..., 7 svého maxima. Tedy

j” dr < Solf) - 1 n(n+lé{2n+1) )
Naopak volba ¢, = =2 = 7y je volba téch ¢ € {1, m), ve kterfch nabfvi funkce
fz) = & naintervalu {r;_1,x), i = 1,...,n svého minima. Tedy
-1.2 1 &
Salf) = Z('—J pe -y

_ l(ﬁ— Lin{2n —1)
oAl [ '
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Odtud .

2 _1(r-1n{2n-1)
[ > s = 5B
Opét oviem ( ni2 )
- . fn=1n{2n—1 1
lim 5,() = g M= RERZD L
Vidime, ze

[ dx = Jim Sa0) = Jim Sul0) = 5

Pomoei primitivni funkee lze oviem dany integral vypoéitat velmi snadno:

1 371

I El R
fJT d.z—[a]n—a.
[

1
Cvigeni 9.11:  Pomoei Riemannovy definice integraln vypoftéte [z dr. Jednou volte

L
2 ¢y stfed intervaly (r_;,7;), podrubé volte ¢y = x;_;. Nakreslete si obrazky pro obi
volby bodi e pron = 3.

* Pozndmka 9.12: 7 piikladu 9.10 je vidét, Ze vipodet integrilu podle Riemannovy
definice je i pro tak jednoduchou funkei jako je f{z) = £ nepomérnd slofitdjii ne? vipodet
pomoci Newtonovy definice. Vyvstdva tedy piirozena otazka, prof zavadime Riemannova
definici integralu, Neni to zbytefna komplikace? Uvedeme dva divody, proé je Riemannova
definice integralu potéebnd.

Prvni divod

Nadi definici Riemannova integraln lze snadno zobecnit tak, Ze podle nf maji Riemanniy
integral i funkee, které nejsou spojité a které nemaji Newtonidy integril. Tento divod neni
pro nas piilid podstatnd, nebof nebudeme s takovimi funkeemi pracovat.

FPro prakticky virpotet to A, 78 bud integral poditat vihradné pomoci New-
tonovy definice za pfedpokladu, o dovedeme gjistit prislufnou primitivoi funkei. Jestlife
piisluinou primitivoi funkei spofitat neumime, pak k vipoftu uritého integrilu musime
pouZit nékterou numerickon metodu (napf. lichob&nikovon metodu, viz skripta [MI]),
Uviidomte si, #e zdkladni mySlenky numerickfch metod vychizeji 2 Riemannovy definice
uréitého integralu.

Diruhy divod
Pro vipoiet uréitého integrilu je tedy jednoznadng vihodnEjsi Newtonova definice. Aviak
pii fefeni riznfeh geometrickgch, fyzikilnich a jingch aplik yeh dloh je Ri WA

definice integrilu zdkladnim pracovnim nastrojem, bez ného? se nelze obejit. Tedy, Ri-
emannova definice integralu nam wmofni pievést fedeny problém na vipofet uréitého
integralu z ndjakd funkee. Hodnotu tohoto integrilu pak stanovime pomoci Newtonovy
definice,
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Riemannova definice ndm slouZl k matematickémn popisu daného problémy pomoct
uréitého integralu, Newtonova definice nam umoZiuje konkrétni v¥poéet ziskangch in-
tegrali.

« Pozndmka 9.13: Dfive neZ pfistoupime k vlastnim aplikacim urfitého integralu, zdi-
raznéme zikladni mydlenku Riemannovy definice uréitého integralu. Ta spodivd v tom, Ze
danou funkei f na intervalu {a, b} nahradime funkci, ktera je po &istech konstantni, tj. na
kaidém intervalu (., ;) nahradime funkei y = f(z) konstantni fllnh,i ¥ = !(I:‘}, vie
obr. 9.3. Tento postup ndm v aplikovanych dlohach rozhodujici

dvahy a dovoluje nam odvodit piisluiné vetahy & veorce.

¥

fleq)
Ffies)

y=F(x)

flea)
fles)

a=xz  C=X;

Obrazek 9.3:

9.2 Geometrické aplikace
(i) Plocha ohrani¢end grafy funkei

Tato situace byla vyfetfena ji# ve skriptech [MI].
{ii} Plodn¥ obsah obrazce zadaného v polirnich soufadnicich

Bud' r = f(g), ¢ € (o, 8), rovnice kfivky v poldmich soufadnicich, viz odstavee 7.5
ve skriptech [MI]. Budeme se zabgvat vipoftem ploiného obsahu obrazce A, omezeného
polopfimkami o rovnicich ¢ = a, ¢ = 8 (v poldrnich soufadnicich!) a uvafovanou kiivkon,
viz obr. 9.5. Budeme pfedpokladat, #2 0 < 8 — o < 27, Pipomefme s nejdfive, e pro
plodny obsah P kruhove visete, ktera pfislufi stfedovémn ahlu o velikosti o {rad), plati
vEoree:

1
P= Er!a,
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kde r je polomér pfislugné krufnice, viz obr.
9.4.

Pro pevoé v je totiZ ploing obsah kruhové vi-
sefe piimo amérny velikosti stfedového dhlu o,
Protoke plocha celého krubu ma velikost 7 a
odpovida stiedovému dhlu 27, je ploény obsah
£ krohové visefe se stfedovim dhlem o din
vztahem

o 14
P—rr’a—ira.

K odvoreni veorce pro ploind obsah obrazee A

pouzijeme Ri u definici i ilu. Roz-
délme interval (e, ) na n dilki délicimi body
a=P <P << =B Obrizek 9.4:

Tomuto rozd@leni intervalu {rv, 3) odpovida rozdéleni obrazce A na Sasti A;, které le?i ve
viseftich urfengch polopfimkami o rovaicich ¢ = @1, ¢ = ¢, 1= 1,...,n. Na obr. 9.5
jei-td fdst A; vystinovina tmave,

P o
Obrazek 9.5:

Vintervalu {1, i) #volme bod & € (-1, @) Bodu & odpovida bod na kfivee o
polarnich soufadnicich [f{e;), ), kde f{z) je poldmi polomér a ¢ polirni dhel. Funkei
r = fli) nahradime v intervalu {ig;_1, ;) konstantni funkei r = f{g)i = 1,...,n, viz
poznamka 9.13.

FPloény obsah obrazce A; pak muzeme aproxi plodngm obsahem kruhové visete
o polomiry flg) a stfedovim dhlu Agy = @ = @iy, tedy Sislem
1
RGN

viz obr. 9.5. Plodny obsah P celého obrazee A lze pak aproximovat souftem ploch jednot-
livich obrazed 4, i =1,...,n, tj. fislem

),.: %f’(cdﬂve . (9.7)

iml =
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Fro hledany plodny obsah P pak plati
Lol
P=J1_ng°§ if{&)ﬂ@ . (9-5)
Prota#e viraz (9.7) je Riemannovym souétem funkce J*(p) na intervalu (a, 8), do-
stavame ze vztahid (9.7) a (9.8) hledan¥ vzorec pro plo&ng obsah P obrazee A:
1 a
— - [
P= 2!! (¢) deo . (9.9)

» Pfiklad 9.14: Vezmime Archimedovu spirdlu r = éw. Urteme ploény obsah obrazce,

ktery je omezen prynim zivitem Archimedovy spirdly a piisl Easti polarni osy, viz
obr. 3.6,
Redieni: Podle veorce (9.9) dostivime
2 2
171 .2 1[¢® L
P=_f{-w) dg=-|=| =% o
2!{2"” ¢ s[s]u 3
Obrizek 9.6:

o Piiklad 9.156:  Kfivka r = sin2y mi tvar "dvojlistku”. Vypofteme plofnd obsah P
jednoho listko.

Regeni: Hodnoty polirniho ihlu odpovidajici prvnimu listku ledi v intervalu {0,3).
Aplikaci vzoree {9.9) dostavime

1. Fl—comdp 1 1, Pow
P=_ 23 = - F = le== ] =_,
2?!-sm w dip ! 3 dig 4ep 45Inlkao 8

Cvigeni 9.16: Vypoitéte plofind obsah obrazce omezendho kfivkou, kterd je v polarnich
soufadnicich zadina rovnici r = cos 3 "trojlistek™).

Délka keivky

Uvaiujme kiivku C, zadanou parametrick¢mi rovnicemi (viz kapitola 7 ve skriptech [MI])

z=glt), y=ft), t€{a,b}. (9.10)
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i)

Obrézek 9.7:

Nyni budeme definovat délku této kfivky (viz obr. 9.7). Interval {a, b} rozdélme délicimi
body e =iy <4 < ... < &, = b. Bud bod F; bod kfivky C o soufadnicich [g{t,), f(4)] a
oenafme d; délku gsefky F_.F, i =1,2,...,n. Délku { kfivky ' polofime rovou Sslu

Jim, f:d.- . (9.11)

=l

Kfivku ' jsme aproximovali lomenou éarou B P ... Fy a délka kiivky C jsme aproximo-
vali délkou piislufing lomend &ry, kteron ale dovedeme stanovit. Ze veorce pro vadilenost
dvou bodu v roviné dostaneme pro d; vetah

dy = flolt) = glties))? + [F(t) = (8] - (9.12)

Pougijeme-li na funkee g{t), f{{) a interval {t;-:, ;) vitu o stéedni hodnoté diferencidlnibo
poftu, dostancme:

glts) — glti-1) = g'le)(ts — tica), i € (lon,ti), (9.13)
S) = fltiza) = F(@&)E = tim), & € [t t) - (9.14)
Po dosazeni vetahii (9.13) a (9.14) do vztahd (9.11) a {9.12) a jednoduché algebraické

dpravé dostaneme . R
o =3 yflg (e + A =~ ) - (9.15)
=1 =1

Kdyby platila roveost oy = &, proi = 1,...,n, pak by viraz na pravé strané rovnosti
(9.15) byl Ri fmi Al funkee 4/ [¢'(£)]* + [f(£)]* a pro délku kiivky

170

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EEES 080408 NESI S0 EYRig "BZei A SGCI0 L0 CfIMUBLE SICHS EHOSAN ‘BAA ‘| MHEVIES WAMABACUTIWIS 84 [} EXSELAIENY (] NZIN )



(' pak dostaneme vzorec

" 1]
1= lim 3 d = [ Vig@P+ [ e (9.16)

Slozitéjsimi matematickymi prostfedky se di dokazat, e veztah {9.16) plati i v pfipads,
kdy ¢ # & Hledan vzorec pro délky parametricky zadané kfivky ma tedy tvar:

b
1= [lg@r+ 1P a. (©.17)

Zdiraznéme jeitd, e meze a,b v integrilu ve vetahu (9.17) jsou meze pro hodnoty
parametry {.

« Piiklad 9.17:  Pomoei veorce (9.17) stanovme délku kruZnice o poloméru r > (.

Refeni: Vime, Ze ickd rovnice kruZnice maji tvar

r = reost=g{t)
¥ rsint = f{t) , t€{0,2r) .

Podle (9.17) dostivame znamy§ veorec pro délku kru#nice:
a B 2
!=f {—rsinf)? + (reosi)? dt = f \/r’(oos’f +sint) di = rj di = 2mr .
[] ] 0

Cvigeni 9.18:  Vypotitejte délku kfivky z =", y =, t e {(-1,1).

® Pozndmka 9.19:  Ze vzoree (9.17) lze snadno odvodit veoree pro délkn kiivky, kterd
je grafem funkee y = f(x) , = € {a, ). Graf funkee y = f(x) lze parametrizovat rovnicemi

z=t=g(t), y=f(t), t€ {ab). (9.18)

Po dosazeni (9.18) do veorce (9.17) obdrkime veorec pro délku kfivky, kterd je grafem
funkee y = f{z):

[]
1= [+ [P d. (9.19)

» Piiklad 9.20: Poéitejme opét délku krugnice o polomérn r > 0, K v¥poftu tentokrat
vyuZijeme polokruznici, kterd jo grafem funkee y = 7% = 2%, x € {=r, 7).
Délka kruinice se tedy rovna

T 2 * 1
a2 _=z g bz, At
! _N”(m) dz 2r_[m “’_flm
= 2r[aresing]’, = 27r .
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« Piiklad 9.21: Urieme délku oblouku paraboly y = 2 prox € (0,2).

Regeni: Podle vzorce (9.19) dostévime:

f\/l-;-(—?_f)’idz—!f\/:r’+ dz =2 [1(2\/3”1”'11“(”‘/ +%))]:

25 In(2 + ‘/T

1

i In E:ALM? .
(iv) Objem rotatniho télesa

Necht je dina spojitd nezaporna funkee f
definovand na intervalu {a,b). UvaZujme
plodng obrazec ohranifeny grafem funkee f,
piimkami x = o, x = b a oson z. Rotaci to-
hoto obrazee kolem osy @ venikne rotaéni

x  téleso, viz obr. 9.8, Na&im dkolem je odvo-
dit veorec pro ohjem tohoto t8lesa,
Interval {a,b) rozdilime délicimi body a =
Ty €I < ... < Ty = b a uvaiujme i-tF
interval {2z}, i=1,...,n

Obréazek 9.8:

Vyberme libovoln# bod ¢ v intervalu {z;_;, z;} & na tomto intervalu nahradme funkci
[ konstantni funkei y = f{ey). Obrazec omezeng grafem této konstantni funkee, pHmkami
x = @y, £ = x; a osou r je obdélnik a jeho rotaci kolem osy x venikne vilec o vyEce
¥ = &= ¥ & poloméry pedstavy r = f(e;). Objem V] tohoto vilee je tedy dén vetahemn

=mf ez - m) -
Fro objem V' celého rotaéniho télesa pak plati:

v = Jim gv = fim E:arfa{ty](a:; B ffz{x) dz

protofe virar i 7 F ez — xim1 ) je integralni Riemannovou sumou pro funkei y = f%(x)
=

na intervalu {a, b).

Sheanti: Objem V' rotagniho tilesa, keré vanikne vise popsangm zpisobem, je dan
VZOrcem N
— f Fz)de . (9.20)
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« Piiklad 9.22: Odvodme yeoree pro objem kufele o viee v a polomér podstavy 1.

Tedeni: Kuzel je rotaéni téleso, které venikne rotaci trojihelnika zndzornéného na obr.,
9.9.

Obrazek 9.9:

Funkee f je v nafem piipadé déna vetahem f{z) = Lz pro z € (0,v). Ze vetaho (9.20)
dostavame vzoree pro objem kuZele

" 2,370
_ Tedr—a |5 =2
V—'Jr!{vz) d.:c—wbI2 [S]n—aﬂ'r’v.

9.3 Fyzikilni aplikace
(i) Prace sily

Ze stiedni 3koly zndme vzoree pro velikost prace W, kteron vykond konstantni sila F"
pitsobici po dsefee AR ve sméru od bodu A do bodu B:

W=F AB=|F|.| AB |- coser , (9.21)
kde |F| znamena velikost sily, | B | délku isefky AR a o je dhel, kterd svird sila Fs
iiseikou AR, viz obr. 9.10.

Vzorec (8.21) ke pousit pro vipoiet prace pouze tehdy, je-li sila ' konstantni podél
=
celé sefky AB. V pfipadé proménné sily je tfeba pro vipodet pougit integril.
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P

n/ﬁ(' B Af‘jﬂ B

0 a =z
a) b)
Obrazek 9.10:

o

Fro zjednoduieni budeme uvazovat silu F rovnobénou s isefkou AB tj. sila F pasobi
ve snéry drahy. Cae&u_AB umistime na osu x tak, ¥ body A, B maji seufadnice a, resp.
b, o < b. Velikost sily F v bodé = € {a,b) oznafime F{z), viz obr. 9.10. (Sila F(z) >0
pisobi-li v bodd z ve smiru od A do B, v opafném plipadé je F{z) < 0.) O funkei Fx)
piedpokladame, e je spojitd na intervalu {a, b).

Pro urdeni prace proménné sily F{z) po drize od e do b uf#ijeme Riemannovy definice
integralu. Interval {o,b) rozdélime délicimi body 0 = @9 < 71 < ... < 2y = bnan
stejngch dilkii. Jestlize je velikost téchto dilkd d & mala, mi predpoklad
e sila F je skoro konstantni na ka#dém intervalu {m_,x), i = 1,...,n. Jeji velikost
pak miZeme na kaZdém takovém intervalu nahradit hodnotou Fie), kde o € (2o, o)
je libovoln# vybrang bod. Potom prici sily F na intervalu {(x,_, x,) mi#eme aproximovat
hodnotou W, kde

Wi = Flo)(m — z1)
podle veorce (9.21). Celkovou prici sily F na intervalu {a,b) je pak mo¥no aproximovat

souitem
n

3= 3 F(a) s~ 5in) (©0.22)

Viraz na pravé strand ve vetahu (9.22) je Riemannovim integrilnim souftem funkee
F(z). Velikost celkové prace W je pak dana vetahem

" 1]
W= lim 3 Wi = f F(z) dz . (9.23)
=1 A

» Pfiklad 9.23: Zemikoule pisobi na hmotng bod o hmotnosti m, kterd je ve vidce =
nad povechem zemskym, gravitatni silon

wmld
Fig) = 08
@)= ey
kde M je hmotnost koule a I je jeji pol . Uriete praci, kterd je potfebnd k
vyeved télesa o hmotnosti m 2 povrch kého do visky r = H.

Refieni: Podle vatahu (9.23) pro tuto praci plati:

" " Iy B
[F{u:) Llu:=f(;‘:—$)2 dx = mmem
] 0 ]

1)_mmM
R IR 2R

W

wmM [ﬁlx]: = rmM( !
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(i) Price plynu

Piedstavine si plyn, uzavieny ve vilci pod pistem, ktery se pohybuje bez tieni, viz
obr. 9.11.

')i.e}r.

(] ]

] ]

2 ] ]

plyn | P ] ]

] ]

[N ]

1 il

0 a PRI b ]

Obrazek 9.11:

Poloha pistu je urdena soufadnici na ose 2. Necht plofny obsah pistu je S {(m?). Pfedpo-
klidejme, e se plyn rozpina pfi konstantni teploté, tj. jedni se o izotermickou expanzi.
Plyn piisobi silou na pist, kter§ se vlivem této sily posunuje doprava, a tim plyn koni
praci. Nadim cilem je ziskat vzoree pro vipofet prace plvou. Je tieba si uvidomit, e pii
pohybu pistu se méni tlak plynu, a tedy i celkova tlakovi sila, pisobici na pist. Pfi naiem
uspofadani je objem plynu ve vilei, omezendm pistem v poloze x, roven

V=8, (9.24)
viz obr. 9.12,

Vatah (9.24) vyjadiuje vedjemnd jedno-
maénou relaci mezi "objemovoun” promén-
V==8x Sy now Voa "délkovou” proménnog z. Jinak
fefeno, objem V' je funkei polohy pistu x.

Obrazek 9.12:

Nyni na chvili odbodime od nafeho hlavniho cile a vyfefime nejdfive jednodussi dlobu,
kdy je tlak plynu na pist konstantni, tj. nezdle#i na poloze pistu. Pedpokladejme tedy,
Ze tlak p plynu je konstantni. Pak celkov sila, kterow plyn piisobi pa pist je rovna

F=p-8, (9.25)
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nebof tlak je definovan jako sila piipadajici na jednotku plochy. Prace této sily po drize
#="b=a, . pfi plemisténi pistu 2 polohy x = a do polohy ¥ = b je rovna

W = F{b—a) = pS(b— a) = pSb — pSa = p¥; — Vo = p(Vi — Vo) —pAV,  (9.26)

kde AV = V,—V, je pfinistek objemu rozpinajiciho se plynu. Tedy price pfi konstantnim
tlaku je rovna soufinu tlako a pfiristku objemu. PFi odvozeni vetahu (9.26) nenf integral
zapotfebi. Aviak je-li tlak plynu proménng, pak pfi odvozeni vaorce pro praci plynu je
tieba pouZit integral, jak ukiZeme v nasledujicim textu.

Nyni budeme pfedpokladat, #e tlak plynu ve vilei s pistem zivisi na poloze pistu,
neboli na objemu ve vilei omezeného pistem, tj.

p=pV). (9.27)

Rozd@lne interval {o, b) délicimi body @ = 5y <71 < ... < 7 = b na intervaly (x5, 1),
i=1,...,n, viz obr. 9.11. Predpoklida e délka kazdého intervalu je tak mald, e
pii pemisténi pisty 2 bodu z,_, du bodu z; se tlak plynu prakticky nezméni, a je tedy
na i-tém intervalu roven islu p{V;_,), kde Vi_, = Sz;_, je objem plynu v pfipadé, #e se
pist nachazi v misté x,_;, viz vetah (9.24). Prace plymu vykonani pfi pfemisténi pistu z
polohy iy do polohy 2; je pak podle (9.26) piiblifng royna

=p(Vie) -5 - (s — mims) = p(Vict) - (Vi = Vi)

a celkova price je pak piblizng rovna souftu

n b

W= (Vi) - (Vi Vi) - (9.28)

=l ml
Tento soudet je R wim int funkee p = p{V) na intervalu (V,, Vi),
kde ¥, = Sa a ¥, = Sb jsou pl‘islu.-iné objemy, je? odpovidaji pofitefni a koncovd poloze
pistu pro x = a, r = b. Podle véty 9.3 dostdvame vetah pro celk praci plynu

W= lim 3" W, = 7;.{1/) av . (9.29)

o El: kA

o Piiklad 9.24: Je-li p(V) = % {Boyliv zikon), pak

L
W:f%dv:fﬂ"ln%. (9.30)
L

Va

Je-li ve vetahu (9.30) ¥, < V,, ti. misto exp dochazi ke kompresi plynu, pak

vychizi prace W dand veorcem (9.30) zdpornd, tzn., fe pii kompresi plynu se price spo-
tiehovava, tedy je tfeba praci doddvat.
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9.4 Véta o stiedni hodnoté integrilniho poétu

Pitie-li n stuclentil test = matematiky a je-li g; bodove zisk -tého studenta, § = 1,... n,
pak primérmy bodovy zisk z testu je dan aritmetickym pramérem

1 18
p=;{m+a¢—--‘+uﬂ)=;§m.

Nyni zobecnime vipoffet primémé (stfedni) hodnoty kone#ného poftu &isel na pfipad
spojité funkee.

Necht f je funkee spojiti na intervalu {a,b). Jak definovat pramémou, nékdy se téZ
Fika stfedni, hodnotu funkee f na intervalu (o, b7

« Piiklad 9.25: UvaZujme bod, ktery se pohybuje po pfimee rychlosti v(t) v fase ¢
pro ¢ € {a,b). Pfirozeng je jeho primérnd rychlost takové Sislo 7, #e draha, klerou urazi
bod pfi rychlosti v(t), t € (a, b}, bude stejna jako driha, kterou urazi za tuto dobu, tj. za
s b — g, bude-li se pohybovat touto primérnou rvchlosti ¥, V prvnim piipadd je draha
rovna Sislu

b
8= f w{t) dt
a ve druhém
s=t(b—a).

Cislo ¥ tedy splije vatah
B

ﬁ{b-n]:f‘u(t) dt

"

neholi R
U= ﬁfﬂ(ﬂ dt .

Predchosi pFiklad nds vede k nasledujici definici:

Definice 9.26: Jeli f spojitd funkee na intervalu {n,b), pak stfedni hodnotou
funkee f na {g,b) rozumime &slo

]

prm {f{z);z € {a, )} = ﬁf!{x) dz .

n
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Véta 9.27: (O stfedni hodnot® integrilnibo podtu)
Je-li f spojitd funkee na intervalu (g, ), pak existuje &islo ¢ € (o, b) takové, e
!

10 =50 [ 1@ @z, @3

tj- f(e) = prm {f(z);x € (a,h)}.

Diikaz:

Vita o stiedni hodnoté integralniho poftu je vlastné pfepsanim vity o stfedni hodnotd
diferencidlniho poftu pomoci integrili. Oznatme F{z) = [ f(z) dx, tj. F'{z) = f{x) pro
z € {a,b). Pak F{z) spliinje pfedpoklady véty o stfedni hodnot# diferencidlniho podtu, a
tedy existuje ¢ € (a,b) takové, Fe

= TO=E
eod je ot jako ,
1=y [ fa) d,
protakie F'(c) = f(c) a F{b) = F(a) = “ff(:c] dir. [
e Pozndmka 9.28:  Interp i li funkei f(x) jako rychlost v fase = € (o, 6), pak

vita 9.27 Fiki, #e pro spojité se ménici rychlost f(x) existuje fasovy okamiik ¢ € (a,b),
kdy okami#ité rychlost f{c) je rovna primérné rychlosti, cof je intuitiveé afejmd.

Geometricky viznam véty 9.27 je pro nezdpornou funkei f znizomén na obr. 9,13,
Prepifeme-li vetah (9.31) do tvar

Heo-a) = [ f@)dz, (0.2)

pak levou stranu v (9.32) lze chipat jake plodng obsah obdélnika o strandch (5—a) a f(c)
a na pravé strané tohoto vetahu je plofng obsah vystinovaného obrazee na obr. 9.13. 7
tohoto obrazku také plyne, e bodi £ s viastnosti (9.31) mige leifet v intervalu (o, &) vice.

« Piiklad 9.29: Vypofteme stiedni hodnotu funkee f{x) = 2? na intervalu (0,1) a
urfete body, ve kterfch tuto hodnoty nabivi.

Redeni: Podle definice 9.26 dostévime
1 1
1 z*
prm{:z,xé(ﬂ,l)}—mfx d = [ J .
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Obrazek 9.13:

Stfedni hodnota funkee f(x) = #* na intervalu (0,1} je rovna 3. Tuto hodnotu nabgvi
funkee f(z) = 2* na intervalu {0, 1) gfejmé v jediném bodé ¢ = ?

o Piiklad 9.30: Vypofteme stfedni vikon stfidavého proudu I = fysinal béhem jedné
periody, je-li stfidavé napéti E = Eysin{at+p), kde Ey, I json amplitudy, @ > 0 je cyklicka
frekvence a p je fhzové posunuti.

Tefieni: Vikon stiidavého proudu je funkei &su a je déin vetahem

P{t) = EI = Eylysin{at +p) sinat .
Délka jedné periody proudu je %" Stiedni vikon P, tj. stiedni {pramérni) hodnota vikonu
P(t) bihem jedné periody je tedy

at =1

= o
= 1 a . .
F = -gan(t)dt:EE‘,In]mn{at+p} sinat di = adi — de

Ix

o
gl g . _ baly _

a Jsm{:r+ p) sinz dz p nn[[cosp eos(2r + p)] dx
_ Ik sinf2r +p)]" 1
= S [zcosp - TL = EEnIncosp N

kde pfi dpravé integrandu jsme poufili vzoree

sinx siny = ;[cns{:c— ¥) —cos{z +y)] .
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Niévody ke cvidenim z kap. 9

9.11 Postupujte podle piikladu 9.10. V obou pfipadech vyuZijle veorce pro soufet fleni
aritmetické posloupnosti.

9.16 "Trojlistek” se sklada za tfi stejnfch &asti. Stadi stanovit ploing obsah jedné Edsti.

9.18 Zderivujte funkce g{t) = t* a f{t) = * a vyjadiete délku podle vetahu (9.17).
Primitivai funkei uriete dpravou a substituci 96* + 4 = z,
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Kapitola 10

Dvojny a trojny integral

A dosud jsme se zabyvali integraly, jejich? integratni obory byly jednorozmérné, Nyni se
budeme zabivat integrily, jejich# integraéni obory budou dvojrozmérné a trojrozmérnd,
Budeme integrovat funkee dvou proménngeh pes mnofinn D C R?, kde D bude napf.
obdélnik, kruh, mezikruzi. Na konci kapitoly pak také funkee tfi proménngch pfes mnoinn
D B¥ kde D bude napf. kvadr, Styfstén, koule, vilec.

10.1 Riemannova definice dvojného integrilu
pies obdélnikovy obor

V tomto a nasledujicim odstavei budeme integrovat pouze pies obdélnik
D= {(r,y) R z € (a,b),y € (e, d)}, ti. D= {a,b) x {e,d} .

UvaZujme spojitou a nezdpornon funkei f definovanou na mnoging D = (o, 6} x {e, d).
Zabivejme se dlohou nalézt objem télesa T' nakreslendho na obr. 10.1. Téleso T, kterd ma
za podstavu obdélnik D, je ohranideno shora grafem funkee z = f{z,y) a jeho plast je
tvofen sténami, kterd lefi v rovinach r = o, 2 = b, y = ca y = d. Tedy

T={{x,52); v € {mb),y€led), 0=2< flz,u)}.

Zkravcené budeme fikat, #e T je tEleso sestrojené nad mnoZinou D, shora ohranifené grafem
funkee = = f(z,y).

Vipodet objemu je jednoduchy, pokud je funkes f konstantni, tj. f(z,y) = K pro
kazdé (z,4) € D. V tomto pfipad? je totiZ téleso T kvadr a jeho objem V = (b —
a){d — c)K. Pol(ud ale funkee f neni konstantni na I, pak objem télesa 7' zatim obecné
vy podi Aproximujme jeho objem sond objemi vhodngch b lii. Postup
je analogickf Ri & definici uritého i alu v kapitole 9.

Interval {g,5) rozdélime na n stejngch dilka délicimi body

R T T R ey
a interval {c, d) rozd&ime na m stejngeh dilki délicimi body
E=W < < < Yt < Y =
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- b=
Ziejmé plati Tﬂ = Iy — Tj—1 pro

z=flxy

Zvolme si
it dilek {1,250, i=1,...,n,
a

-ty dilek {yy-v,u5) G =1,...,m,
pevné. MnoZina

Dy = (i1, 23) % (Yyor, W5)
je obdélnik a tvofi podstavu télesa T;
vyenateného tudnymi farami na obr.
10.1. Soudet objemi tées nad viemi
obdélniky 1 pak bude objem celého
Obrazek 10.1: télesa T

Aproximujme nyni objem t8lesa nad obdélnikem Dy nésledoved. Zvolme libovolng
bod (#;, §;) € Dy;. PFi dostateZné velkém poftu délicich bodi x; a y; se hodnota f{Z;, §i;)
piili3 nelifi od ostatnich hodnot f{x,y) pro (z,y) € Dy. Proto objem Vj; t8lesa Ty lze
aproximovat objemem hranolu s postavou Dy; a viEkou o velikosti f{#;, §i;), tedy

Vi = Fl&a @) (e = e )y — wy-1) = (& 5;) Awedy;
Pro hledang objem / celého tBlesa pak pla

V= Z}:Vu EEI(%. ds)Aaidy; - {10.1)

Aproximace bude obecnd tlm Iepéi &im vﬁtﬁl hudou tisla m a n. Pro hledan? objem pak
plati

v=in ):Zf{zi.y; Aziy; . {10.2)

=1 j=1
Hodnotu limity (o které lze dul(axal. ze existuje) na pravé strané tohoto virazu, oenafu-
jeme symbolem

J[ 1w dz ey (10.3)
n

a nazyvame dvojuym integrdlem funkee f pfes mnoZinu D. Geometricky viznam tohoto
symbolu je pro nezdpornon funkei f zfejmé. Hodnota dvojnéhe integralu (10.3) je rovna
objemu télesa sestrojeného nad mnoZfinou D a shora chraniZeného grafem funkee z =

f (x, V).

yin dvajny integral pro libovolnou omezenou funkei na
{a, !-l) ® {r ). Zda je ale tieba uvafovat libovolné déleni takove, e délky viech podinter-
valil konverguji k 0. Srovnej s poznamkoun 9.6.
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Definice 10.1:  Nechf [ je omezend funkee na D = (g,8) x (¢, d}. Potom dvojoym
(Riemannovim) integrdlem funkce f pfes mnofinu D rozumime Eslo

J[ #ay i ay = im 33 50z, (10.4)

mesze §=1 j=1

pokud limita vpravo je konefnd a nezdvisi na vibéru déleni a vibém bodd F €
{Zicn, zihy B € W-n b i=Leon j=1...m

Umlyva: Mnofinu D v definici 10.1 nagjvime i im oborem dvojného inte-
gralu.

# Pozndamka 10.2: Pro funkei g dvou proménngch n,m € M symbaol

lim gin,m)=A
jinsst

znamend, #e pro velké hodnoty n a m je Eislo g{n, m) blizko &islu A, tj. pro kaZdé £ = 0
existuje piirozené dslo ny tak, e pro viechna pfirozena isla n > ng, m > ny je

gin,m) —A|<e.

V definici 10.1 nepfedpoklidame nic o spojitosti funkee f na mnoofing 1. D4 se ale
ukazat, #e pro spojitou funkei f na P je limita {10.4) konefna a nezévisi na vibéru bodd
#, §j- Tedy plati nasledujici vita:

| Vita 10.3:
Jeli funkee f spojiti ma D = {a,b) x {cd), pak existuje dvojni integral
| [ flz,y) dr dy.

V odstavei 10.3 tuto vitu dile zobeenime, cof ndm umolni zavdst dvojny integral i pies
jiné nez obdélnikové obory.

10.2 Vypodet dvojného integrilu pfes obdélnikové
obory

Vetah (10.4) se pro vipo®et dvojného integraly v konkrétnich piikladech pFilid nehodi.
Froto odvodime v tomto odstavei vétu, kterd pievede vypodet dvojného mnegralu na
postupny vypodet dvou urditych integrala funkei jedné énné, tzv. dvoj

integraci. Necht f(x,y) je spojitd a nezdpornd funkee na mnofind D = {a, b} x {e,d).
Fotitejme objem télesa T popsaného v odstavei 10.1. Nyni nerozdélime dané téleso fezy
rovnob@ngmi s rovinami (z, y) & {y, 2), nfbrE pouze Fexy rovnob@nfmi s rovinou {r, 2),
viz obr. 10.2. Timto se dané téleso rozpadne na nékolik desek. Soudet objemi téchto desek
je roven objemuy celého télesa T. Rozdélne tedy interval (g, d) na m stejngch dilii délicimi
body
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c=gp<n< <m=1d
Aproximujme dale objem j-té desky, j = 1,...,m, jeji tlouitka je rovna (y; — yy-1).
Padstava této desky (vyenadend stinovinim na obr. 10.2) vznikne fezem télesa T rovinon
¥ = y;- Tato podstava promitnuté do roviny {x,z) je nakreslena na obr. 10.3. Jeji ploiny
absah Py je roven Eisly

]
P = [ fa) iz, (105)

nebof se jednd o ploing obsah obrazee ohranifeného grafem funkee jedné proménné z =
Fleyy) (yy Je pevnd), osou & a piimkamix =, x = b

2= flxy)
=TT H
v ‘ e= sty
e f.l‘
e e v d
BN B S
. . / oy
L / 4] a h
fi
—
Obrazek 10.2: Obrazek 10.3:
Aproximace objemu Vj j-té desky je potom dina vetahemn
L]
Vo= By = o) = ([ fmg) de ) gy (108)
kde Ay; = y; — yj—1. Pro celkovy objem V télesa T' pak plati
i m b
V=Y V=X (f flau) dx) Ay (107)
=1 =1 3
Oznadme .
Fly) = [ fav) da . (108)
L3
Rovnici (10.7) lze pak zapsat ve tvaru
V=3 Flu) Ay, (10.9)
=1
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kde viraz na pravé strané vztahu (10.9) je Riemannovim integralnim souétem funkce F,
a tedy

d
T
V= i > Py, = JEOLTS (10.10)
=l ]

Protofe V = [[ f(z,y) dz dy, dostdvdme po dosazeni ze vetahu {10.8) do (10.10)
B

Jf @) dx dy = f{ff(z,w dz) dy . (10.11)

Budeme-li uvaZovat misto fezl rovinami rovnobéZngmi s rovinou {x, z) fezy rovno-
bi#né s rovinou (y, z), odvodime analogicky vetah jako {10.11), ve kterém bude vnitfni
integrace podle proménné y a vodjsi podle proménné . Tyto poznatky shronje nasledujici
vita.

Vé&ta 10.4: (Fubiniova véta pro obdéinikovy integrafni obor)
Necht funkee f{z,y) je spojitd na mno#ing D = (a, b} x {c, d). Potom

[ Hew) dz dy = f ( f Hz9) do) dy = f ( f fewd)ds.  (1012)
n c a8 L

Véta ukazuje jak postupovat pii vipoétu dvojného integraln pro pfipad obdélnikového
integradniho obore. Jde o pfevedeni dvojrozmérné integrace na sled dvou jednorozmée-
nych integraci; zkracené hovofime o pfevodu dvojného integrilu na dvojnisobny.
Pougiti tohote postupn si ukdZeme na nisledujicich piikladech.

s Piiklad 10.5: Vypoitejme dvojng integral funkee f{x, y) = 52y —2y* pfes mno#inu
D= {2,5) x {1,3).
Refeni: Podle vatahu (10.12) plati
38
J[ 1@ o dy = [[(52y -2 do dy = [([ (52" - 24") aa) dy .
o o 12
Vypofteme nejprve voitini integrdl {na proménnou y pohliZime jake na konstantu).
] 5 N
[y —2%) daz = [Efx,r - m’] — 195y — 6" — F(y) .
3 ]
3
Potom pro vodjii integral plati

3 3
[Fw) day= [(195y - 6") dy = 660
1 1
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Celkem tedy [f f{x,y) dz dy = 660.

MuiZeme také postupovat zpisobem, kdy za wnitini integraci volime integraci podle
proménné y a za voijsi pak integraci podle proménné r. Dostavime:

503 55 2 3
T ¥, V= x'y = 2y”) dy, = [ |z = 2y e =
J[ 1@ ds ay = [([6aty -2 dy) do = [ 227 - 3] 0w

o 2 2

k]
f(?ﬂr."’—tiﬂ}d:c=660.
2

Piiklad 10.6: Vypolitejme dvojng integrdl funkee f(z, y) = 2ze¥ pfes mnoZinn 1) =
,2) % {0, 1).

Retieni: Podle {10.12) dostavime

©

!fﬂxu'd:dy—nf{nf‘h:c“dy)d:—nf[ﬁ:rc’]; d:—j!:(e—l]d:—
[r"’(c—l)j:—xtc—-t.

V phipadech, kdy integrovand funkee je soufinem funkee proménné z a funkee pro-
ménné i (a integrujeme pes obdélnik), jako v pfedchozim piipadé, lze s vihodou pouZit
nasledujici vétu. Tu také budeme mnohdy v dalfim poogival.

Véta 10.7:

Necht funkee f{z,y) = g{z) h(y), kde g(x) je funkce spojita na intervalu {a, ), h{y) je
funkee spojitd na intervalu {¢, d}. Potom pro dvojnf integral funkee f(z, y) pfes mnofing
D = {a,b) x {,d} plati

JECLOETE ( f 9(z) dx) ( j’ ) d:,') : (10.13)

Diikaz:
Podle vity 10.4 dostdvame

f glz) hy) dz dy = f (i glz) bly) dz) dy = f h(y) (i g(z) dx) dy
= (fny(ﬂ d-‘v) (fh(n'J dv) .
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Pomoci véty 10.7 lze piiklad 10.6 fedit nasledovné:

j]znv dr dy = ([‘2:: d:) (jpr dy) Tl =dte-1).

Cviteni 10.8:  Vypofitejte dvojny integral funkee

fow) =15
pies mnoding 2 = (0,1} = (0, 1).

* Pozndmka 10.9:  Podle vetahu (10.12) lze provadét sled jednorozmémych integraci
v obou pofadich. P praktickfch vipoftech se nfkdy setkdme s piipady, kdy nékterd 2
integraci bude obti#na & neproveditelna. Tak napf. pro funkei f(z, y) = =¥ pfes integraéni
obor D= {0,1} % {1,2} je

JJz o[ ma- 2] f o

Tento urdity integral viak nevmime vypoditat, nebof el Arnimi
urdit primitivoi funkei k funkei (7 — x)/Inz. Pfi opafném pofadi integraci tyto potize
nenastanc.

Cwvideni 10.10:  Vypoététe dvojny integral z pfedchozi poznamky pii nasledujicim po-

Fadi integraci: -
21
o drdy—= [([ 2 dx) dy.
[[7 ==
Cvigenf 10.11:  Vypoftéte dvojny integral funkee
flay) =

v
(1422 + y:)aﬂ
pies mnofinu 1 = {0, 1) = {0, 1).

10.3 Dvojny integril a jeho vlastnosti

Diive ne# dvojny integril pfes ok podmnoiing R?, uvedme zobecnini viity
10.3, které zarnfuje existenci dvojného integrilu i pro funkee, kterd nejson nutné spojité
na integraénim oboru,

Véta 10.12:

Necht funkee f(z,y) je omezend na mno#ing D = (a,b) x (c,d) a dile necht je spojita
na D 5 vyjimkou nejvide konefného poftu bodi nebo bodi koneéné mnoha oblouki.
Potom existuje dvojng integral funkee f pfes mnofinu D).
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# Pozndamka 10.13:  Body nespojitosti funkee f v pfedchozi vété mohou bit napi,
body hranice moofiny 0. Budeme uvaZovat i pfipady, kdy napf. na hranici mnofiny D
neni funkee f vibec definovana. V téchto pfipadech formalné dodefinujeme funkei f v
téchto bodech libovolnow kenstantou, napf. 0.

Véty 10.12 vyuZijeme nyni k zavedeni dvojného integralu i pfes jiné mnofiny nei
obdélnik. Budeme uvaiovat mnoginy ) C R? s viastnostmi:
1) mnoZina ) je omezens,
2) hranice mnofiny D je tvofena konefngm podtem jednoduchjch uzavienjeh kfivek a
bodi.

Pro takovéto mno#ny neexistuje obecné #Fadny béng ndzev. My je, pouze pro potiebu
téchto skript, budeme nazivat standardnimi mno#inami.

al  yi b)

Obrazek 10.4:

Na obr. 10.4 jsou nakresleny dvé takovet #iny, V obou pfipadech je jejich hranice
tvofena kfivkami K;, Ks a Ky, V plipad® b) maji kiivky K a K spolefng bod.

= Pfikrofme nyni k 1 dvojnéh
2= flxy) integrélu, Necht je dana spojits,
omezend a nezdpornd funkee fiz, y)
na standardni mnoZing 1, Zkusme
vypodfitat objem télesa T, nakresle-
ného na ebr. 10.5, jehod podstavon
je mno#ing D a které je shora ohra-
nitend grafemn funkee f, tedy

d T={(r,yz); (zy)eD,
vy ~ 7 022 fzu)}-
v =y v Sestrojme obdélnik (a, by x {c, d) tak,
b S T { aby D {a,b) x {c,d).
e gley)=0
Obrazek 10.5:
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Na tomto obdélniku definujme funkei g pfedpi
[ flzy) pro(zny)eD,
0

9(v) = pro (x,3) € (8, 1) x {e,d)\ D -

Graf takto definované funkee g{x,y) ohranituje nad obdélnikem {a, ) x {c, d) t&leso,
jeho# objem je roven objemu télesa T Jeliko# body nespojitosti funkee gz, y) jsou body
hranice standardni mnoZiny 1, existuje podle vity 10.12 dvojny integral

ff glw,y) dz dy
b {edd)
jeho# hodnota je rovna objemu télesa T. Tuto hodnoty cznafujeme symbolem

J @) dz ay

a nazyvame ji dvojnfm integralem funkes f pies mnu’amu D. {Ne'anpomost. funkee f jame
pledpoklidali pouze kvili jasndjsi ickéd p 3 ddime dvojny
integral i bez tohoto pfedpokladu.)

Definice 10.14: Necht f je« 4 funkee na standardni Findt D C {a,b)x (¢, d).

Folozme

fHew) pro(zy)ed,

0 pro (z,y) € {8,6) x {e,d)\ D .
Pak dvojnym integrédlem funkce f pies mnofinu D romumime Zislo

[jf{: Wz dy= [ gley)dzdy,

(b = {ed)

glz,y) =

| pokud integrél vpravo existuje. MnoZinu I nazfvame integraénim oborem.

Véta 10.15:

Necht D je standardni mnofina a mnofina K C D je tvofena koneéng mnoha body a
oblouky. Necht funkce f a g jsou omezené na D a spojité a sobé roveé na DY\ K. Potom
existuji dvojné integraly funkei f a g pfes mnoZinu D a jsou si rovay, tj.

Jf 1@ de ay= [[ a(e,u) dz dy
o n

o Pozndmka 10.16:  Véta 10.15 rozfifuje podminky e:uateume d\'u_]néhu integrilu. Za-
rovelt ukazuje, #e existence a hodnota dvojného i na hodnotich funkee
Sz, y) v koneénd mnoha bodech a v bodech konefné mnoha oblouki. Tam dokonee ne-
musi bt integrovana funkee viibee definovina, jeji hodnoty si zde totiz miZeme libovolné
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zvolit, aniZ by to ovlivoilo existenci a hodnotu integralu. Speciilné se t¥ka hodnot funkce
f na hranici mnoZiny 0. Je-li funkee f spojita a omezend na voitiku £° mnofiny D, pak

J[ Ha) dz ay= [[ fiz,) dz dy
o D

Proto budeme v dalSim obvykle psat [[; f(x, ) dx dy i tehdy, bude-li funkee f definovina
pouze na voittku mnodiny 1.

Viéta 10.17: Viastnosti dvojného integrilu

1. Necht existuji dvojné integraly funkei f a g pfes standardni mnoZinu Da o, § € R,
pak

ff(af(%yHﬁy(z.v)) dz le—ufff(x,vl dz dy+ﬁ‘ffy(¢‘1r) da dy .
° ? v (10.14)

2. Necht existuje dvojoy integral funkee f pfes konefng pofet standardnich mnoin
D; {i = 1,...,n) a necht tyto mnofiny maji spoleéné nejvife hraniéni body.
Oznatime D = () D;. Pak

f=1

ufff{z.r.r) dr dy= g(!:ff(z,yj dr dy) . (10.15)

3. Necht existuje dvojny integral z nezaporné funkee f pfes standardni mnoZinn D,

Pak
J[tewdzayzo0.

Vetahy (10.14) a (10.15) usnadiinji vipodet dvojnich integrali. Viastnost dvojného inte-
grilu popsana vetahem (10.13) se nazfvd aditivita integralu vehledem k integratnimu
oboru.

10.4 Vypodéet dvojného integ'rélu

V tomto odstavei se naufime pofitat dvojny i il pies standardni Finy. Zakladni
prostiedkem bude Fubiniova véta, kterd umoini (pudobnéjnko pii integraci pi‘ei obdélnik)
plevést vipofet dvojného integrily na dvejndsobnou integraci.

Budeme-li pofitat dvojny integrdl pfes “jednoduché” dardni iny {bud
jim Fikat moofiny 1. a 2. typu), budeme moei poufit Fubiniove vélu pi‘hrm Pokud bude
standardni mnofina slofitésl, vyu#jeme aditivity dvojného i vzhledem k inte-

grafnimn obory a integra#ni obor vhodnfm episcbem rozdilime na nékolik podobord,
pifes kterd jiz budeme umét jednotlivé integraly spoditat.
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O hommaa
— - X
Obrazek 10.6: Obréizek 10.7:
Definice 10.18: Rikime, %o standard Fina D je 1. typu, jestlize
D={(z.m e’ zeab), pi(z) <y<galz) }, (10.16)

kde i1 {x) a w3z jsou spojité funkee na intervalu {g,b) splfujici podminku {z) <
galx) pro ka¥dé x € (o, b). (Tedy mnodina 1. typu je mnofina ohranidens geafy funkei
¥ =1(x), ¥y = wa{x) a plimkami x = a, = b, viz obr. 10.6.

Obdobné Fkime, 2o standardni mnoking D je 2. typu, jestlize

D={(z,y) €R"; v e (ad), vuly) Sz <val¥) }, (10.17)
kde yu{y) & valy) jsou spojité funkee na intervalu {r,d) spliinjici podminku v, (y) <

ya{y) pro ka#dé y € (e, d). (Tedy mnofina 2. typu je mnofina ohranifend grafy funkei
x =1 {y), * = ya(y) a piimkami y = ¢, y = d, viz obr. 10.7.

Obrazek 10.8:
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« Poznamka 10.19: MnoZinoun 1.
¥y typu je i mnofina na obr. 10.8a, mno-
Finou 2. tvpu je mnofina na obr. 10.8b.
Nékteré standardni mnofiny jsou mno-
Finami jak 1. tak i 2. typu, napf. obdél-
nik nebo kruh. Mno#ina na obr. 10.9 je
mnofina 1. typu, ale neni mnofinou 2.
twpu. Mezikru#i neni mno#inou ani 1. ani
2.typu.

Obrazek 10.9:

Véta 10.20: Fubiniova véta
L Neeht existuje dvojny integril funkee f{z,y) pfes standardni mnoZinu £ 1. typu,

D={(z, ) eR; z€ab), pi(z) <y<palz) },

kde @i {x) a @a(z) jsou spajité funkee na intervalu (o, b) splinjici podminky @ () <
@alx) pro kaidé x € {a, ). Pak

[ Ol
[[tewdzay=[ ([ taw)dv)a. (10.8)
) 5 aile)

I1. Necht existuje dvojny integral funkee f(z,y) pfes standardni moo#ing D 2. typu,
D={(xy) e R ; y € (e.d), vuilu) S <vnlw) },

kde 1 {y) a yaly) jsou spojité funkee na intervalu {e, d) splfnjici podminku vy {y) <
Ya(y) pro kadé y € {c, d). Pak
aly)

[[f(z v}dxdy—i( j fley)dz ) dy . (10.19)

Poviimnime si, e v pfedchozi vt json meze vodjiiho integrilu na pravé strand (u
obou formuli) komstantni, ratimeo meze voitfniho integralu json fankeemi t¢ proménné,
podle kterd provadime vodjdi i i. Tedy pfi dvojndsobné integraci je pofadi integraci
podstatné a zdvisi na ném meze voéjiiho a voitfniho integrilu. Naproti tomu ve dvojném
integralu ffp fx,y) de dy symboly dx a dy naznafuji pouze proménné, podle kterfch
integrujeme.

» Pozndmka 10.21:  Podminky vity 10.20 json splneny n.upi tehdy, je-li funkee [ spo-
Jitd na integrafnim oboru D, kde D je uzaviena ol #ina. Déle se bud ale
setkivat i s integradnimi obory, které budou oteviengmi mnofinami nebo budon obsaho-
vat pouze East své hranice {smvnc] 5 pomamknn 10.16). Vetahy (10.18) a (10.19) viak

vp i1 pro tyto integrafni obory. Prisluing jednorosmérné integrily pak
ale uvafujeme, tam kde je to nutné, jako nevlastni.
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o Piklad 10.22:  Vypotitejme dvojod integral funkee f{z,y) = sy pies trojihelnik D,

ktery je ohranifen osou x a pfimkamiz = 2, y = 2z
¥y y=2x Ttefiend: Integraéni obor D = {{z,y);z € {0,2} ,

0 <y < 2r} je mnofina L. typu (pix) = 0 a
walx) = 2r). Funkee f je na D spojita, tedy podle
vity 10.15 uvaZovany dvojng integral existuje. Podle
vztahu (10.18) dostavame:

f[zvdzdy= !(szdu)dx=
n L

:nf’[gx,;]:' dx:njgza as=2[be] s

=X

Obrazek 10.10:

Jeliko# mnoZing D v pledchozim pfipadi je zdroveh mnofinon 2. typu (D = {{z,y);
y e (0,4), ¥ <z < 2}), mideme pro vipofet daného integralu poudit i vetah (10.19) s
opaénim pofadim integrace. Dostavime:
174

Bffrydxdy=of‘{”£zydz}dy=j[%yz’];,dy=nj(2y—§]d&r=[‘y’—g—g

« Piklad 10.23: Zam@hme pofadi integrace ve dvojnasobném integrdlu

1 42
[ ] rem dy) de kde f e CRY) .
[]

Ed

3 fefeni: Integrafnim oborem je mnofina D =
{(zy); 2 €{0,1), o <y <2 +2} (viz obr.
10.11) & podle 1. &bsti vity 10.20 je

j( ?ﬂffw) dy) do= [f fla) de oy .
L} E o

Obrazek 10.11:

Mno#ina D je mnoZinou 1. typu, ale té2 mnoZinou 2. typu. (Zdec =0, d =3, ¢ (y) =0
pm{vE){U‘ﬁ)‘ Ply) = V=2 proy € (2,3), tuly) = v proy € (0,1}, yu(y) = 1 pro
ye{l,3))
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7 obr, 10,11 je zfejmé, #e je ifelné rozdélit mnoFinu D na 3 8asti Dy, Da, Dy, kde

D= {{zy);0<z<y, ye(0,)},
Dy = {(zw;0<z<1, ye(l,2)},
Dy = {{zu)iu-222<1, ye 23}

Potom podle 2, &sti véty 10.20 vyjadfime dvojny integril, s vyuZitim jeho aditivity, jako
tfi dvojndsobné integraly. Dostaneme

J[ 1@ dz w = [f 1@0) x u=+ [[ Haw) dz dy+ [[ 1o9) do dy =
il Dy Dz I

1 v 2 1 1

=f(ff(¢;y)d$)dy+f f!x.y dr ) dy+ f{ f fw,y) do ) dy -
[ 10 V=]
e Pozndmka 10.24:  Dvojndho integralu lze vyu#it k vipotn plodnych obsahi mnoZin.
Flodng obsah P standardni mnoZiny D je diselné roven objemu télesa o vyice 1 nad
mucfinoy D. Misto o plodném obsahy mnofiny D mluvime Zasto o mife mnoginy D,
kterou obvykle oznafujeme symbolem (D). Tedy

P=ulD) :[ Ldrdy. {10.20)
o

MnoZiny jejich# plodngd obsah je nulovy, nazivime munoZinami miry nula. Jsou to napf.
mnodiny skladajici se z konefng mnoha bodid nebo  bodi konefné mnoha kfivek. Hodnota
integralu tedy ve smyslu amky 10.16 ivisi na hodnotich funkee na mnoZing miry
nula.

« Pfiklad 10.25: Pomoci dvojného integrilu vypoftéme plodny obsah obrazee na obr.
10.12 ohraniteného grafy funkei y = /7 a y = z°.

Yo Refeni: Integratni obor je mnofina D = {{z,y) ;
| x e {01}, 2® <y < /z. Pouditim vetahu {10.20)
e

P_[fld:x:nly—j(fl vadx—f]lﬂ;’f do =
o [} L]

:j{ﬁ—x’] dr = [;x;_ %xs]::

1
T

Obrazek 10.12:
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Jak je patrno z vyéisleni vnésiho integralu, mohli jsme plodny obsah daného obrazee
vypotitat pEimo poufitim vty 8.5 ze skript [ML], kdy

P=!(ﬁ—x’)dx.

Vihoda pofitani pomoci plofného obsahu pomoei dvojndho integrilu se mide projevit
pifi vyuditi substi ve dvojném integrilu, viz nasledujici odst

Cvigeni 10.26: Pomoci dvojného integralu vypoététe plodny obsah trojihelnika o vr-
cholech 4 = (1,1), B ={3,1) a C' = (2,3).

Podobni jako jsme ve skriptech [MI] zavedli stfedni hodnotu spojité funkee na inter-
valu, lze ravést i stfedni {primérnou) hodnotu funkee dvou proménngch na standardni
mnoZing.

| Definice 10.27: Je-li Flz,y) spojitd funkee na standardni mnoZing D © R?, pak
gt¥edni hodnoton funkee f na D rozumime &islo
[iay) dzdy [ f(zy) dr dy
D) T [ldrdy
o

prn{f(z,y) ; (=,4) € D} =

Pro takte zavedenon stfedni hodnotu pak plati analogickd viita k viité o stfedni hod-
noté integralniho poitu,

Obréazek 10.13:
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Veéta 10.28:
Je-li funkes f(x, y) spojitd na standardni uzaviend moo#ing D, pak existuje bod (e, d) €
D tak, e prm{f(z,y) ; (z,4) € D} = fle,d).

G icky vyznam piedchozi viity lze vyjadfit pro nezgdpornou funkei f nasledovn
FPro spojiton nezapornou funkei f na D existuje bod (e, d) € D takovy, e objem tﬂcsa
nad mnofinou D shora ohranieného grafem funkee f(x, y) je stejnf jako objem t&lesa nad

#inou D shora ohranifeného grafem konstantni funkee K = f{e, d), viz obr. 10.13.

V nisledujicim pfikladu si ukiZeme jak miZe vhodni volba pofadi jednorczmiirnich

integraci ovlivnit slofitost vipottu

« Piiklad 10.29: Vypolitejme dvojng integril funkee f{x, y) = :; pies mnoZinn D {viz
obr, 10.14), ktera je chraniéena pfimkami x = 2, y = x a hyperbolou = -y = 1.

Refeni: Integralni obor je mnoking D = {(z,y) ;z € {L,2) , } <y <z}, klerd jo L.
typu. Dosazenim do vetahu {10.18) dostavame:

ff;—:d.zdyzia:’(/‘%dy)dxz
o 1 1z
_j’ﬂ_[-?l]; Lla:—li{::"‘—:c)d.u:—g.

Nyni vypoftéme tento dvojng integril znova
pil opatném pofadi jednorozmirngeh inte-
graci. Mno#inu D rozdélime pfimkon y = 1
{viz obr. 10.14) na mnokiny

= {l=u); yE( 0, teacay,
Dy = {lzw)ivell?), y<a<2}.

Protofe D = D, U Dy, je podle vty 10.20

L

Obrazek 10.14:

!j:—j dx dy

ffvzda:dy ff do dy =

(f—dz}du f(fx—’d:uh.f=

Uy

g[w]l,, "*f[ ]
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L 1
8 1 8 1 9
B !(@‘ﬁ) w+ [ (g 55) 91
Cvigenf 10.30:  Vypoditejte dvojng integral funkee f(r,y) = 2 + y pfes mnofinu D,
chranidenou pfimkami y=r— 1, y=3—zaly—x=23.

Na zdvir tohoto odstavee odvodme jedt#, pomoci dvojného integrilu, veoree pro objem
koule. {Tuto dlohu jsme ji# fefili ve skriptech [MI] a v dalfim ukafeme jing, snadnéjsi
postup.)

« Piiklad 10.31: Pomoei dvojného integralu vypoftéme objem koule o poloméru a.

Refieni: Kouli umistime tak, aby jeji stéed lezel v bod# {0,0,0). Budeme potitat objem
pouze Fsti koule v 1. oktantu (viz obr. 10.15), nebof sonfadnicové roviny rozdéli kouli
na osm stejnych fasti. Rovnice kulové plochy o polomér a je 27 + 3 + 27 = o, tedy jeji
East le#ici v 1. oktantu je grafem funkee 7 = /a® — 27 — %
z Tedy objem jedné esminy dané koule je
roven [[p+/a® — 27 — 7 dz dy, kde

a
D={zyeR;0<z<q
0 <y <va® =27}
4 e je Etvrtkruh lefici v 1 kvadranty roviny
(2, ¥) (na obr. 10.13 je vystinovan). Ob-
e jem celé koule pak vypofteme nisle-
o dovni:
Obrieek 10.15:
o Wal=a?
V:Sff‘}'a‘—r"‘—y?dx dy:s[( f Vol = a? =yt dy) de
) a0
Nejprve vypoftéme vnitini integral pomoci substi
P y=+of —xisint

_ dy = vaT— r¥cost dt _
nf ¢ -zt-ydy= y=0 = t=0 -
y=vor -2 = t=m/2
/2 x/2
=f\/{(aﬁ—x’]—(a’—:c’]ain’f-v’a’—:c’cwtdt=(a’—x2)fooa% di =
] ]

a2

_ a3 t+cosising _ Mo 32
T
Pod do vogjiho integralu dostévime
_ ’E - _ 2 _z_a“_% 3
v snj'4(a2 ) dr 2«[@1’ 3]0 Fme"
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10.5 Substituéni metoda pro dvojny integral

V kapitole 10 skript [MI] jsme uvedli substitu®ni metodu pro urdité integraly ve tvare

] -
[10 = [ 1p2) -¢'2) ez,

kde funkce ¢ zobrazuje interval {a, #) na interval {a,b}, (o) = e a o(F) =5

Podobnd metoda existuje i pro dvojné integrdly. P jejim vZiti neni nadi snahou pouze
ziednoduit integrovanou funkei, jako tomu bylo v jednorozmérném pfipadé, ale zejména
zjednodudit integratni obor.

Obréazek 10.16:

Necht & = (i, 4) je zobrazeni, které zobrazuje mnofinn H ¢ R lefici v rovind (u, v)
na mugEnn D ¢ R lezici v roving {x,y), kde D a H jsou standardni mnoZiny. Tedy &
lze rapsat jako

{u,v) — ®{u,v) = (@{u, ), ¥{w, v)) = (z,9)

= wlue) } (10.21)
nazyvame transformaénimi rovnicemi, viz obr. 10.16.
O zobrazeni & budeme pfedpoklidat:
1. Zobrazeni @ je na H prosté, tj. pro viechna {u,,v,) € H a {1, va) € H takova, Ze
(2, 01) # (g, v2) Je (ur, v1) # Bz, va).

2. Funkee & je na mnoZing H spojité diferencovatelna, tj. funkee ¢ a & maji na H
spojité parcidlni derivace 1. Fadu.

a vetahy

3. Jacobian {determinant Jacobiho matice) zobrazeni @ je pro viechna (uw,v) € H

riizng od nuly, tj.
Blur) FEwy)

%{u,v] %"f{u, )

198
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Zobrazeni @ splijici podminky 1. - 3. nazfvame reguldrni zobrazeni. Za téchto pied-
pokladi plati nasledujici vita:

Véta 10.32: (Substituce ve dvojndm integrélu)
MNecht existuje dvojny mtegral funkee f{z, y} pies standardm muo#Enu [ a nechf & =
(2, %) je reguldrni zot , které zobrazuj inn H na {ard
mnofing 0. Pak
J[ 1@y dz dy = [f 1ot ) 60w,0) - 17w, v) du dv . (10.23)
o i
Uit vity o substituci si ilustrujeme na pfikladech. Nalézt vhod bstituci je obvykle
obtiZng, proto se i i na substituei do poldrnich soufadnic.

Necht K je mnoZina, kterd je kruhem o poloméru a bez svého stfedu a kterd je v
kartézskych soufadnicich popsana vatahem

K={{z,y);0<s"+y" <a’}.
Transformaéni rovnice pro poldri soufadnice

¥ = reoosw ] (10.24)

¥ = rsinw

definuji zobrazeni &, ®(r,w) = (p{r,w), ¥{r,w)) = {r cosw, v sinw), které zobrazje mno-
ginu H = {(r,w) ; v € (0,a) , w € {0,27)} na mnoZinu K, viz obr. 10.17.

¥

Obrézek 10.17:

(Zde r je polarni polomér a w polarni ihel na rozdil od skript [MI], kde jsme poldrni dhel
enafili symbolem ¢.)

e ravedeni polarnich soufadnic plyne, #e zobrazeni @ je na mnoZing H prosté. Parci-
alni derivace

gy d¢

- =cosWw, - =—rsinw, 6_\5‘=5-|an a—w=rcmu

ar o] ar B
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jsou ziejmé spojitymi funk ina #ingé H. Podminka (10.22) je splnéna, nebot

cosw =1 sin
I(r,w) = det [ SilWw T CosW ] =r#0
pro viechna (r,w) € H.

Ziejmi bude snazii integrovat pres moo#ing M (jednd se o obdélnik), nef pies mno-
Zinu K. Substituci do polirnich sonfadnic volime tehdy, jestlize integrafni obor je
kruh, kruhovéd vyset, mezikru#i, apod. Ve viech téchto pfipadech spliinje robrazeni &
piedpoklady 1. aZ 3. a navic mnoZina H, pfes kteron budeme po substituei integrovat, je
ohdélnik.

« Piiklad 10.33: Pomoei substituéni metody pro dvojn¥ integral vypoéitejme objem
koule o polomérg a.

Redeni: Tuto uluhnjsmc_]li i‘célll v piikladu 10.31. ch pouze vyéislime sestaveny dvojny
integral pomoei sul h soufadni tegral oborem v pfikladé 10.31
byl #vrtkruh D = {{z, '_l,r) re {0,a), 0 <y < o - 7 }. Pii transformaci do polar-
nich soufadnic je DY {{0,0)} obrazem mnoiny H = {{r,w) ; r € (0,a), @ € {0,7/2)}.
Dosazenim do vatahu (10.23) a pouZitim substituce ¢ = o* — r? postupné dostaneme:

= Sff\ju"‘ -z —yldrdy = BffVu’ — rleos?y — rsin’w r dr dw

a w2

= B[{fmrdu)dr—xbrfmrdr—h ——\/—dt——ma

Cwvigeni 10.34:  Pomoci substituéni metody ¥
pro dvojng integral vipoftite plofng obsah me-

zikruzi (obr. 10.18), kde vniténi kruZnice ma po-

lomér a; a vodjEi polomér ay.

Obrazek 10.18:

« Piiklad 10.36:  Vypotitejme dvojng integral funkee f{z,y) = " pres kruh se
stfedem v pofitku o poloméru a.

T ' P

oborem je fina D = {{z,y) ; 2" +4* < o® }. Pii pfimém
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pouFiti Fubiniovy vity dostavame

ff e g dy — j( ""7‘_"‘ e ) dr
o

=8 _aT %
Zde oviem nelze urdit primitivof funkei k funkei o**+" a tento vipodet nevede k efli.

P substituci do polimich soufadnic je mnoZina D\ {(0,0)} obrazem mnofiny H =
{{r,w) ; r €{0,a), w € {0,27)}. Potom

[[owa = [[rwas o rae
o K] [}

(ﬂfne" rdr) . (2"1 dw) =arnfe* dt = (e — 1),

kdy jsme pfi vipotu jeits pougili substituci § = r®.
Vedle substituce do poldrnich soufadnic se té pouZivaji substituce do tev. zobecné-
ngch polérnich soufadnic (napf. pfi integraci pfes vnitfek elipsy).

« Piiklad 10.36: Vypoditejme dvojny integral funkee f(x,y) = xy pies mnofing D
lezici v 1. kvadrantu, ktera je ohranifena soufadnicovimi osami a elipson

]

2

+==1, a=0,b>0.

ﬁﬂl!‘\
==
£l

Redeni: Vyu#ijeme substituci do zobeeniingeh polirnich soufadnic, Transf ol rov-
nice (10.21) jsou

o= oarosw } (10.25)

y = brsinw.
Pii této l.ranaﬁurmau je mnofina D \ {(0, 0]} obrazem mnofiny H = {(rw) : r €
(0,1), w € {0,5)}. Zob i@, hem {10.25) vyhovuje pfedpokladim
vity 10.32 a pro jeho Jacobidn plati

aCOsW  —Orsing
J{rw) = det [ bsinw  breosw ] = abr

je riznd od nuly na mnoFing H . Substituci dostiavame

fo:‘y drdy = jj(ﬂrcosw){brsinw)abr dr dw =

=2 )
22 ! ]' y _112
b{fr”rlr) ([mswsm.udw}-;! m‘!ud.w—gab,
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10.6 Nevlastni integrdly. Laplaceiiv integral

V piedchozich odstaveich této kapitely jsme li i & ubury. které byly omeze-
n¥mi mnoZinami v B?. V tomto odstavei rozéifime pojem dvojnéh ilu i na
neomezené. Integral, kde bud integrand nebo i éni ohor je ne ¥, nazyvime
nevlastnim integrilem. My se budeme dale zabfvat pouze piipadem neomezengch in-
tegrafnich obori.

Omezime se pouze na mnofiny D © R? splijici:
1. Mno#ina [ je neomezend.
2, Hranice mnoZiny D) je tvofena konednym poftem dsefek a polopfimek.

Definice 10.37: Necht je dina mnofina D s vlastnostmi 1. a 2. uvedenfmi vibe.
Uvazujme posloupnost mnofin 2, n = 1,2, ..., které vzniknou prinikem mnoZiny D
a kruhu se stfedem v pofitku o polomérn n. (KaZdi = téchto mnodin je standardni
mnoFina.) Necht déle funkee f(z,y) je omezend funkee na mno#ing D a nechf pro kaidé

n existuje dvojny integral
& [f te) az . (10.26)

Dy
Potom limity {pokud existuje a je vlastni) posloupnosti (10.26) nagveme nevlastnim
dvojnym integralem funkce f(z,y) pies mnoZinu D, tj.

Jf #e.) dx dy = Jim. j [ 1(@.9) dz dy . (10.27)
n

Podle této definice viak vypofty providét nebud Fii v¥poftech se ime na
integrafni obory, které veniknou jako kartéesky soufin dvou intervall, 2 nich? alespoi
jeden bude neomezeny. Pro takovéto obory plati analogie Fubiniovy vty 10.4 pro obdél-
nikovy obor.

Véta 10.38:
Je-li funkee £z, y) spojits a omezend na mno#ing D = {a, +00) X {¢, +00) je

Jf #aw) da ay = T{ T.r(w, v) dy) dz = T{ Tf(a Wdr)dy,  (1028)
il L 3 3 -

pokud existuji oba neviastni jednorozmimé integraly na pravé strang. Pro mnofiny 0
tvaru {a, b} x {g, +oc) nebo (—o0, +oc) % {¢,d), apod., plati obdobné vztahy k {10.28).

o Piiklad 10.39: Vypoditejme dvojnd integedl funkee f(ry) = ((=* + 1){3® + 1))
pies mnoFinu D = {0, 1} x {0, +oc).

Refeni: Podle vty 10.38 dostévéme

4o

i 1
!f(zul)(fu)‘i“" nf( {:l:+l](y 1) )‘“‘z
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— it wo Ty =
= [arctgz], - [arctg y]} 1 'I_l_n}omtgy 5

L +m
1
_(!x2+1 d:)'(of il
« Piiklad 10.40: Vypoditejme dvojnd integrdl funkee f{x,y) = (=" + 3" + 1)7" ples
muoging 1) = {0, +00) x {0, +00).
Redeni: Vypofitejme nejprve dvojny integral pfes mnoZinu D, kterd je prinikem mno-

Finy D a kruhu o poloméru n, n € M. Mnogina D, = {{z,y) ; 2" +1* < n’, 2> 0, y > 0}
je #tvrtkruh a tedy u#ijeme substituci do polirnich soufadnic. Dostdvame:

gﬁ»’-l"“'” f(fm'd”) dr =

(?1 dw) (j =+1 dr) =g[%1n(r3+11]:= Tin(n? +1).
Nyni

!fx’—;2+1 ’!Imjjz2+y 1 dr dy _JLngnIln(“2+l)_m'

tedy integral diverguje.
Substituéni metodu lze ale pou#it pfimo a vyhnout se tak pofitani lmity integrdli
pies mnoZiny . Dostaneme

e
AN o, £
= Sl o)) ) < e,

kde H = {{r,w); r € {0,+20), we {0,7/2}.
« Piiklad 10.41: Vypotitejme dvojng integral funkee
1
@ VA
pies mnoFinu D = {0, +o0) x {—oo, ().

flzw) =

Tefieni: PH substituci do poldrnich soufadni
H={(rw); re (0, +m),w € {3m/2,2m)},
dostédvime

1
!f—(r‘4+n?—+l)m = ff(r’ 4=
jf;ldw . (nf mdr) —E[arcl.gr]:”—a-rliglourctgr— T
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Na zéviir tohoto edstavee si jeftd ukiZeme poufiti substituce ve dvejndm integrilu k
vypoétu jistého nevlastniho integrilu funkee jedné promé Jedna se o integral
+a
j ¢ dz, >0 (tzv. Laplacedv integral) (10.20)
n
Vipodet tohoto integrélu pomoei primitivoi funkee neni modng, protode primitivoi funkei
k &= nelze spotitat. Pfitom hodnota tohoto integralu (kterf konverguje, jak lze ukazat
pomoci srovndvaciho kritéria) je dilefitd v mnoha technickfch oborech, napf. ve statistice
a fyzikilni chemii.

« Piiklad 10.42: Vypoitéme integral

[
I={ e de. (10.30)
0

Retieni: UvaZujme mnoking D = {0, +00) x {0, +00). Pro dvojoy integral funkce ¢~ ("7
pies mnoZinu D plati:

e~ g dy = +rme-"" dr | - me-”’ dy|=1°. (10.31)
J [\l

Tento dvojnd integril vypoditdme substituci do polirnich soufadnic. Oznatme H =
{(r,w) ; r€(D,+cc), w € {0,7/2)}. Potom

ffe'{‘a"““,) dr dy = ffe""r dr dw = (.'f] dw) -("]?are""'r dr) =

z_lﬂﬂ]*“_’_f(- _lﬂﬂ_ln)_z :
=7 [ 57 =5 Qim(-5) = 5¢0) = 5 (10.32)
Porovnanim pravich stran vetahi (10.31) a (10.32) pro dvojny integral dostévime hleda-

nou hodnotu Laplaceova integralu

7 i 1
P 1= e dr= . 10.
o uf e dz = s/ (10.33)
Cvifeni 10.43:  Analogickym postupem jako v pfedchozim pfikladu vypotéte La-
placeiy integeal (10.29).

o Pozndmka 10.44: Integril (10.29) lze oviem vypotitat, s pouZitim visledkn pfikladu
10,42, piimo. Dokonce pro g > 0 a b > 1 mame

i i +=
fb-“’ dz=fe-"”“ dz = — /e—t’ a=1 T
3 3 ulnbn 2Valnb

kdy pfi vipodtu jsme pouZili substituei v'a Inbx = £ a vetahu (10.33).
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10.7 Trojny integral

Na ziviir této kapitoly se jefité struéné i s trojnym integral Protoke teorie
a rpusoby vipoftu trojného i ilu jsou velmi podobné teorii a zpisobim vipodtu
dvojného integrilu, nebudeme je podrobné rozebirat, ale omezime se na vysvitleni na
piikladech. UkaZeme si jak pofitat trojny integral funkee f(z,y, z) pfes mnofinu D © RS,
ktery matime

[jjf(x,y,z) dr dy dz (10.34)

* Pozndmka 10.45:  Interpretujeme-li hodnoty nezdporné funkee f(x,y,z) jako hus-
totu v bodé {z,y,z) télesa ) C R?, je moino fyzikslng interpretovat hodnotu troj-
ného integraly (10.34) jako hmotnost t&lesa D. (Tato interpretace vypliva ze zavedeni
trojného integralu jako limity jistych soutd, které odpovidaji soudtn hmotnosti malych
kvidri, na kterd piiblifng rozdélime téleso T, kdy hustota § je na kadém 2 kvidri jiz
piiiblizné konstantni funkei.)

Poznamenejme, ¥ pro trojoy integrdl plati analogie Fubiniovy vity 10.20, kterd pie-
vadi vipodet trajného integrilu na trojnasobnou integraci. Je-li D kvadr {a,, b} x{ag, by} x
(a3, ba) (analogie obdélniku u dvajaého i Alu), jsou integradni meze u jednotlivich in-
tegrali v trojnasobné integraci k i. ¥V obecném pfipadé jsou konstantni pouze
meze vojdiho integrilu.

s Piiklad 10.468: Vypoftéme [ (x+ 2y+3z) dr dy dz, kde D € R? je keychle {0, 1) x
]
(0, 1) % {0, 1).

b fferwrsea dz=j(j{j(z+2u+3z) dz) dy) de
n (]

= j{fl[:z-o-zyz—gz’]; dy)m:j(j{m—2y+g)dy)dx
[ [

1 1 - 1
31t 5 L]
? 4 = .
= ![:l:y+y +2y]n Ll-'l.'—uf{$ 2) (L:z:—[2 +247]n 3

Vysledek predehoziho piikladu je moino podle poznamky 10,45 fyzikilné interpretovat
nasledovnii: Predstavoje-li funkee f{z, y, z) = 2+2y+3z hustotn materidly v bodé (r, y, z)
krychle D, je hodnota [ f(z, y, 2) dz dy dz = 3 rovna hmotnosti celé krychle.

o
o Piiklad 10.47:  Vypoitéme [[x dr dy dz, kde D je &yistén s vrcholy {0,0,0),
o

(1,0,0), (0,1,0), {(0,0,1), viz obr. 10.19.
Redieni: Dang &yistén je wejmé ohraniten soutadnicovimi rovinami a rovinou r+y-+7 =
1. Dan¥ trojny integral pfevedeme na trojnasobnou integraci. Zvolme pofadi integract dz,

dy, dr {tedy integrace podle x je vn&jdi). Protofe prinik roviny x +y -+ 7 = 1 s rovinou
z=0jeplimkar+y=1jeprore (0,1}, ye{0,l—x)aze Dl —z—y) tedy

D={{znz) eR; ze{0,1),ye(0,1-x), z€{0,1-z—y)}.
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1,0,01
L
Obrazek 10.19:
Tedy
f[ rdrdyd: = fl( T{ 17_’3 dz) dy) dr = j{ 7$[xz]:,_=_’ dy) dz =
E [ [

1 1=

= f(h[n}z-zz-zy)(ly)du?—j[::y-::ay-:%a];q dr =

1 1
_ _ a3yl (1 - ) _ i 2 l _
_!(:c 207 gt — - )dx—!{gx a:+2::“‘]d:.z:—
[l L) L
- [4” 3 TE L Ta
Na zéviic tnhow odstaves zavedme jeitd stfedni (primérnou) hodnotu funkee tF pro-
énnych defi & na ohraniend #iné D © R, Definice a nasledujici véta o nabvani
stiedni hodnoty jsou zeela analogické definiei 10.27 a vitd 10.28 pro funkei dvou promén-
nych.

Definice 10.48: Je-li f(x,y,7) spojita funkee na “standardni” mno#ing D © R?, pak
st¥edni hodnotou funkes f na I rozumime &slo

_g'f{:n,v,z) dx dy dz

prm {f(z,y,z); (z.,y,2) € D} = I P —
D
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Véta 10.49:
Je-li funkee f{x,y,z) spojitd na “standardni” uzaviené mnoZing ), pak existuje bod
(e1,¢2,¢a) € D takovy, % pron{fiz, v, 2) ; (z,u,2) € D} = fler, caa).

Fyzikilni viznam piedchozi vity lze vyjadiit nasledovnd: V télese D existuje bod
(&1, 62, €3) takovd, Ee hustota v tomto bodg je rovna primérné hustoté t&lesa I .

« Piiklad 10.50: Vypodtéme stfedni hodnotu funkee f(z,y, 2) = = na &tyfsténn D s
vreholy {0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), {0,0,1).

Refieni: Podle visledkn piikladu 1047 je f[f = dr dy dz = 5.
D
Hodnota [[f 1 dz dy dz je objem daného ftyistéinu D, tedy [ 1 dx dy dz = %. Tedy
o n

pro{f(z,y,2) 5 (z,v,2) € D} = % = i-

10.8 Substituéni metoda pro trojny integral

Analogicky odstavei 105 lze i pfi vipodtu trojndho integralu pouZit substituéni metodu.
Necht & = {@, @, 3, je zobrazeni, které zobrazuje body {u,v,w) mnofiny H €
R na body (z,y,z) mnoking D © B, tj. ®(H) = D. (O mnokingeh D a H budeme
predpokladat, #e jsou omezené a jejich hranice ma vlastnosti obdobné vlastnostem pro
standardni mnofiny v R2.)
Pigeme (x,y, ) = ®(u, v,w), a tedy ve slokkich

z = piuv,w)
¥ o= palu,v,w) (10.35)
7 = palu,v,w)

Analogicky, jako v odstavei 10.5 nazivame tyto vatahy transformanimi rovnicemi. PFi-
kladem zobrazeni & mohou slouwgit vetahy, C.2 a C.5, kterd definuji cylindrické a sférické
soufadnice.
0 zob & bud pedpokladat:
1. Zobrazeni & je na H prosté, tj. pro viechna (u,v,w) € H a (ug,va,wy) € H
takovi, 2o (uy, vy, wi) # (u, ve, wa) je ®{uy, vi,wi) # B(ua, va, wa).

2, Funkee @ je na mnoZing H spojité diferencovatelnd, t). funkee @1, @2 a 3 maji na
H spojité parcidlni derivace 1. Fidu.

3. Jacobidn ( d i Jacobiho matice ) zob i @ jeproviechna (u,v,w) € H
riizng od nuly, tj.
Sy, v,w) 8w mw) B {u,v,u)
T(w,vw) =det | %u,v,w) Eluvw) Puvw) |£0. (1036)
Beu,v,w) 22 (wvw) Fu,v,w)
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Opét zobrazeni @ spliivjici podminky 1. - 3. nazfvame reguldrni,
Za téchto piedpoklad plati vita analogicks vt 10.32:

Véta 10.51: (Substituce ve trojndm integralu)
Necht existuje trajny integral funkce f(z,y, z) pfes mnofinu D © R a nechf zobrazeni
@ = (41,41, wa) je regulami a zobrazuje mnofinu H na mnofinu D. Pak

jfj!{x’ ¥, z) dz dy dz =
D

= [[[ 1e:t0,0), a0, v, 0), 5009, 0)) - Ty, 0) du do o (10.37)
H

Substituci ve trojném integrilu si objasnime na pfikladech, ve kterfch se omezime
pouze na substituel do evlindrickfeh a sférickfch soufadnic, kterd jsme zavedli v dodatkn
C. Vypoltéme nejprve Jacobiin pro tyto substituce, ktery pak pfi fefeni pfikladu jiz
nebudeme znove poditat.

1. Cylindrické soufadnice

Cylindrické soufadnice jsou popsdny transfor frmi 1
z = peosg
¥ = psing
=z

a zobrazeni ®{p, @, z) = (z,y,2) je prosté na mnoking
{(e0,2) 5 p>0, e {0,27), z€R}

a zobrazuje tuto mnoFinu na B s vyjimkou bodd osy z. Pro Jacobiin tohoto zobrazeni
plati podle vetahu {10.36):

cosp —psing 0
Jlppz) = sing  peosp 0 =p.
0 01

Substituci do eylindrickych soufadnic obvykle pouZivame pokud integrujeme pres vilec
nebo jeho Sdst.
2. Bférické soufadnice

Sféricke soufadnice jsou Any tr Fnimi rovoicemi

3

v sin i cos @
7 8in 1 sin @
remsd

o
L

a zobrazeni ®{r, ¢, #) = (z,y,z) je prosté na mnoFiné
{ire,9) 5 r>0, pe{02m), de(0m}
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a zobrazuje tuto mnoFinu na R? s vyjimkou pofatku. Pro Jacobian tohoto zobrazeni plati
podle vetahu (10.36):

cosgsind  —rsingsing reosgeosd

Jirp, ) = | singsind  reospsind  rsingeosd | = —r¥sind .
cosd 0 —rsind
Substituci do sférickgch fadnic obvykle poufivame pokud integrujeme pies kouli nebo

jeji st.
« Piiklad 10.52: Vypoitéme [[f{z" +3")z dx dy dz, kde D € R? je vilec o poloméru
D

podstavy r = 2 a vifice v = 5, osa vilee je totofnd s osou z, podstava lefi v rovind z =0
az>0.

Refeni: Dany vilec

D={(zyz);rf+y<4,0<:<5}

lind Anie b P

Tch 1y

je pii transformaci do oy
H={(p,p,7); pe{0,2), pe{0,21), z€(0,5}.
Mnodina i je (v eylindrickfeh soufadnicich) kvadr, na rozdil od mookiny D, a pfi pougiti

Fubiniovy véty budou meze u jednotlivich integralu konstantni, Dosazenim do vetahu
(10.37) destavime:

f]]‘(:r'z +y)rdrdyde = j]j(p’cm’@+p’5in’{o)zp dpdig dz
)

H
fffﬂ’z dpdde—f{T(ipsdeJ dg) dp
H oo

(j’;fdp]-{fldcp}-{fzdz]—lﬂﬂar.
1 ] ]

« Piiklad 10.53: Pomoei trejného integraly odvodme veoree pro vipodet objemu koule
o poloméru R,

Tefieni: Uvaiujme kouli
D={{zyz); L+ + <R}
Pfi transformaci do sférickfch soufadnic je tato koule obrazem kvadra

H={(r,p,d); re(0,R), p{0,2x), de{0,x)}.
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Fro objem koule pak dostiavdme
ff 1de dy dz =”]|r‘ainﬂ| dr dg déf
o H

R B T 4
{]r?dr)-(fldgo]-(fnim?(lﬂ]:s‘a‘rﬂs.
L] o L]

v

Cvigeni 10.54: Pomoci substituce pro trojny integral vypoftéte objem rotaéniho vilce
z piikladu 10.52.

« Piiklad 10.55: Vypoftéme hmotnost pelokoule D o polomirn /2 se stfedem v po-
&tk lefici v poloroving z = 0, je-li jeji hustota v bodé (z, y, z) rovna 2* + ",
Tefieni: Poudijeme op# substituci do sférickfch soufadnic. Pro mnozing # plati
H={(r,p,d) ; re{0,r), pe{0,2r), d€{0,7/2}}.
Tedy
2
m o= fi[[{x9+y}dmdydz

/ff{r’cos’\o sin’d + r'sin’ sin®d)|r? sin d| dr dy déf
H

[[[tsins dr ag as = (fr' dr) -{71 dy) - (“ﬁin’d )
H L] o L]

RS
5

4

/2
" e 1 w2
= 2 1= i) ] =12 - ros® = 5
L u[( cos’d) sind dif = 27 [ cuuﬂ+atmd‘]n 15?1'1’?

« Pfiklad 10.56: Pomoci trojného integralu vypodtéme objem kugele D, znazornéného
na obr. 10.20, jeho# polomér podstavy i vidka json rovny 4.

Refieni: Pii transformaci do sférickych
EL Inic je ina £ ol mnoFiny

4
H={(re.0); re (o, ),

@ e (0,2r), e {0,m/4)}.

~ (Pro thel § je totiZ cosd = 2, viz obr.
vy 10.20)

Obrazek 10.20:

210

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EGRE ORI 0 NS GD0E B "EER A EiDO0 I 0 COERUSLE SIS SAOEAA BN L RIS WHASALTINESS 8 [ EXSEASEY () REN]



Tedy

vV = fffl dxdydz=m'|,35ine| dr de dd =
3y mfd 4] coad =fa Afeost
= j(/([ sind dr) dd) dp = fdp) (fsm.s[ ] ) =

3 9 g i
”3., costd y [2003‘!9] - w

Névody ke cviéenim = kap. 10
10.8 Pougijte vétu 10.7, volte g{x) = 2" a h{y) = 1/{1 + ")

10.10 Vyufijte znalosti integrali # elementdrnich funkci uvedengch v Tabulce 111, skript
(M)

10.11 Ve dvojndsob egraci volte voilfni integraci podle y. Pro vipoiet tohoto in-
tegraly ufijte substituei ¢ = 1 + 2° + *. Pro vipodet voijiiho integrilu pak uiijte
Tabulky IV, skript [MI].

10.26 Je vihodné uvaovat integrafni obor jako mnodinu 2. typu. Usetky AC a BC
vyjadfete jako grafy funkei 4 (y) a ¥a(y).

10.30 Nakreslete si uvaZovany integralni obor, kter{ neni ani nnefinou 1. typo ani mne-
zinou 2. typu. Rozdélte jej na dvé mnodiny 1. typu napi. piimkon z = 2.

10.34 Vyuiijte substituce do polarnich soufadnic, kterd pfevede integraci pfes dané me-
zikruZi na integraci pies obdélnik.

10.43 Postupujte jake pfi fedeni piikladu 10.42,
10.64 Volte substituei do eylindrick$eh soufadnic.
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Kapitola 11

Krivkovy integral skalarniho pole

Umiluva: V této a nasledujici kapitole budeme pougivat toto oenafeni. Mnoginn B, inter-
p jako ginn bodi, bud enafit £% a tuté? mnofinn B, interpretovanou
jako mnofinu geometrickich vektord (ori joh dsefek), budeme mnafit 12,

11.1 Definice prostorové kiivky

Pojem prostorové kifivky, (. kfivky v £, je pfirozenm zobecnénim pojmu rovinné kfivky
zavedené v Kap. 7, [MI].

Definice 11.1: Hladkou kfivkou v £° nazfvime takovou mnoofion bodi
K © E®, jejichZ kartézské soufadnice x,y, z jsou diny rovnicemi

r==x(f), y=uy{f), z==z0{), tel, (11.1)
.
Pek < P{t)=(=(t), 90, =), {11.2)
pidemz o funkeich z(t), y{t), =(t) argumentu ¢ pfedpoklidame, Ze:
1. jsou spojité na njakém intervalu 7 (nejtast&ji I = {a,5}),
2. maji spojité derivace na I,
3 12, '), 2(8)] #(0,0,0] pro véechna £ € 1.

Umluva: V dalsim textu (zejména v pfikladech) budeme kfivku v E? chipat jako speci-
alni piipad kiivky v E%, kde v {11.1) klademe (1) = 0 pro viechna ¢ € .

Jestlize poZadavky 2. a 3. v piedchozi definici jsou splnény s vyjimkou konefné mnoha
bodi intervalu I, mluvime o kiives po ééstech hladké.

Tti funkee 2{t), y(f), 2(f), t € I 2 (11.1) definuji zobrazeni

ril = EY
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kde
r{t) = {=(t), y(1), =(t)),
.
P=r(i).
Zobrazeni v: | — E? nazfvime parametrizaci kiivky K a rovnice (11.1) parame-
trickymi rovnicemi kfivky K.
Kiivka K je tudi# obrazem intervaly T pii zobrazeni r: 1 — E7 ).

K=r{I),

viz obr.11.1. Funkee x(t), y(t), 2(t) jsou soufadnicovmi funkcemi zobrazeni r: 1 — 57,

o K=ri(ab)
— Nek
! r{a) — —ﬂlﬂ_‘x
:. )
|| J /__/"
| LT b
S A E——
: ! ¥y
S / '
L Ay
14.; a IS f}
Obrazek 11.1:

Je-li parametrizace v : {a,b) — £ hladké kfivky & prosté zobrazeni, tzn. %o pro
kafdé 1,1 € {a,b), 1 #tz = r(l;) # 7{fz), nazfvame kiivku K hladkym obloukem
nebo kritee obloukem. Body v{a), v{b) nazfvime krajnimi body oblouku K. Bod
r{a) nazivime poitetnim bodem a bod r(b) koncovym bodem oblouku K. Kratce
pideme p.bAC a k.0
Kiivka K se nazyvi jednoducha uzaviend jestlize jeji parametrizace

reb) = E°
je prosta na oteviendm intervalu (o, ) a
ria) =rib).

Je dobré si uvidomit, e ka#lou jednoduchou po Eistech hladkon kiivkn K lee vyjadiiy
jako sjednoceni konefné mnoha obloukd K,, K., .. K, tak, e libovolné dva oblouky
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Kz

Obrazek 11.2:

Obrazek 11.3:

K, Kj, 14§ maji spolefné nejvie krajni body, viz obr. 11.2 nebo 11.3. Pak

K=K,

=l

# Pozndmka 11.2: Tim, #e jsme na oblouku uréili jeho poféteéni a koncovy bod, jame
ablouk tak zvant orientovali. (Podrobnéji o tom viz dile.)

» Piiklad 11.3: Prostorova kiivka dand parametrickimi rovnicemi

wow Yy

meos i
asint (11.3)

teR,

kde a,b,e R, e =0, b+#0, se nazgiva droubovice, viz obr. 11.4. Tato kiivka lezi na
vileové plode o poloméry g, nebol eliminaci parametry { 2 prvnich dvou rovnic dostdvime

Obrazek 11.4:

2+t = ol (11.4)

Osou vileové plochy je osa 2. “Rychlost
stoupani” zavitd roubovice udava Zislo b,
Pokud & =0, jsou rovoice (11.3) paramet-
rickymi rovnicemi kruZnice leZici v roving
z =0. Budi# bod
A= (z{ta), wlta), 2(t))
bodem drouboviee pro hodnotu parametru
iy a bod
B = (zty + 2r), y(to + 27), 2(to + 2m))

bodem kiivky pro hodnotu parametru 5+
2. Z prvnich dvou rovnie (11.3) plyne, e

altn) = xfto +2m), ylto) = ylta + 27).

To znamend, #¢ bod B bude leZet pro b > 0 nad bodem A (viz obr. 11.4) a pro b < 0 by
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bod B leel pod bodem A. Rikdme, #e za #as ¢ = 27 ob&hne bod kfivky pravé jeden zavit
froubovice. Vitka zdvitu je rovna

h=z(tg+ 27) — z(tg) = blto + 2%) — bty = 2mwh.
Sroubovice neni ueavienou kfivkou a jeliko#

[='(t), (L), #(t)] = [—asint, acost, b #[0,0,0]
pro viechna t € R, je kfivkou hladkou,

11.2 Teény vektor

Naeht ri{ab) = E°
je parametrizace hladké kiivky K a Fy € K je bod kfivky, odpovidajici hodnoté parametru
t = tp. To enamend, Ze Fy = r(ty). Pak vektor
7{ta) = [o'{£0), ¥ {t0), ' (f0)] (11.5)
je smirovim vektorem tefny ke kfivee K v bodé@ Fy. Je-li ¢ jeden z krajnich bodi intervalu
{a, b}, uvazujeme ve vyrazu (11.5) pfisluiné jednostranné derivace funkel z(f), y{t), z(t).
Vektor #(ty)

nazfvame teénym vektorem kfivky K v bodd Fy = r{tg). Srovne] s odstaveem 7.4 v
[MI], str. 147-151. Vie téZ obr.11.5.

.

/s = B0~ ritg)

—_— Yl
Ar
Py Ar—()
(P—Py)
‘.‘,L‘.-\-H
K
i —=
d
e
e
¥ x

Obrézek 11.5:
» Piiklad 11.4: Urdeme tefny vektor ke &roubovic

x = 2eost, y= 2sint, z2=3t
v bodé A = (—2,0, 37) Sroubovice.
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Redieni: Bod A odpovida hodnoté parametru ¢ = 7, Pak

(1) = [~2sint, 2eost, 3]
a () = [0,-2,3].
Parametrické rovnice tefny ke Sroubovied v bodé A jsou
= -2
= =2y
= dr+3y, uek

LU

# Pozndmka 11.5: Pohlizime-li na parametrické rovnice kfivky K jako na pohybové
rovnice hmotného bodu, pohybujiciho se po kfivee K, je tefng vektor #'(t) vektorem
okam#ité rychlosti (viz [MI], § 7.4.).

* Pozndmka 11.6: Hladka kfivka md v kadém svém bodd Py = r{y) tefnu, jejiz
smbrovy vektor je roven tefndmu vektor 7'{to) = [#'{ta), ¥ (fo), 2'(to)]. Jednoduchi kiivka
po fastech hladkd nemusi mit teéon v koneénéd mnoha bodech v{t;), i=1,2,..., &k Tyto
body edpovidaji hodnotdm parametrn £, ty, .. 4, v nichi bud’ 7(t) neni spojitd nebo
{t) = {i. Takové body mohou bt body “lomu” kfivky nebo body “zveatu”.

11.2.1 Orientace kfivky

Nejprve ukdZeme, jak orientujeme oblouk. Oblouk je orientovany, jestlize jeden z jeho
krajnich bodi je urfen jako pofatefni bod obloukn a druhf jako koneovy bod oblouku,
viz obr. 11.6a {Srovnej s orientovanou dseikou!).

Touto volbou je urien smér probihdani bodu po oblouku K smé od pofitedniho ke
a) b)
kb.K K3
K LS
pbK Ky
c) K3 dj K
Ky K
Ky
Obrazek 11.6:
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koncovému bodu. Na obrdzcich znazorfiujeme smér probihani kfivky Sipkou. Je vidét,
#e na oblouky existuji pravé dvé mokné navzdjem opalné orientace. Je-li K orientovany
oblouk, pak —K znafime oblouk opaéné orientovany. Ziejmé

pb K =kb(=K) o kbK =pb(-K).
Budi# ' hladka, resp. po #astech hladkd kiivka a
c=JK
i=1
Jjeji rozklad na konefng pofet obloukd. Orientujme oblouky £,  §=1,2, .. n tak, aby
pb K = kK,
Pak je kiivka C orientovana tak, e
pbC =pb K, o kBC = kK,
viz obr. 11.6bje)d). V tomto pfipadé se pak misto zapisu C' = i, K; pouZiva zipis ve
Lvan
C =K+t K,

a Fikime, #e kiivka C je ori anym &t blouki K, ..., K,
Pomoci parametrizace lze na kfivee definovat orientaci takto: Nech€

ra,b) = E?

je izace kiivky K. Zvolime-li

ria) =pbK o  rb) = kbK,

pak probiha-li parametr ¢ interval (o, 5} od a do & probihd bod #(t) kiivkn K od jejiho
poéatetniho bodu ke koncovému,

Rikdme, #e kiivka je v tomto pfipadé ori dna pomoci izace r ve smirg
rostouciho parametru, kritee #e kiivka K je orientovéna souhlasné s parametrizaci
by = B

11.3 P¥ipustné zmény parametrizace

Kazdou kfivku lze izovat nekonefné mnoha bv. Méjme danu hladkou kfivku
K a necht

ol - E?

Jje jeji néjakd parametrizace. Pak gfejmé ro (1)) = K.
Dile budiz dan interval f; a prosté zobrazeni

wily = 0 (11.8)
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intervalu f; na interval [; takové, ze funkee
t=yls), sel, tel,
mé na intervalu fz viude spojitou nenulovou derivaci, tj.
#la) #0 (1.7)

pro viechna s € I,. Pak zobrazeni vy : I» — E®, kieré dostaneme sloZenim zobrazeni r;
g, 1.

ra(8) = rifpls)) (11.8)
je opét parametrizaci kiivky K a veliina s je novim parametrem kfivky K.

Popsang postup zmény parametrizace je sndzomin na obr. 11.7.

Obrazek 11.7:

Funkee ¢ = @(s) s vlastnostmi {11.6) a (11.7) definuje tzv. pFipustnou zménu
parametrizace. Splije-li toti# parametrizgace vy 0 [, — E? podminky 1.,2.3. 2 definice
23.1, pak nova parametrizace ra(s) = ri(ip{s)) splije rovn@ tyto podminky. (Plesvidéte
e o Lo sami. )

» Pifklad 11.7: Usefka AB, kde 4 = (1,2,3), B = (=1,5,1) mi parametrické rovnice

r = 1=-2t
y = 2+3
z o= 3-2, te{01).

Polozme ¢ = (s) = 8 — 2. Pak
g {23) = {01

je pfipustnd zména parametru a parametrizace dsefky AB pomoci nového parametru s
mé tvar

r = 1=2(s-2) = 5-2s

y = 24+3(s3-2) = —4+3s

z = 3-2s-2) = T-2s 8 € (2,3).
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Oznadime-li
ro(t)=[1=2¢ 2438 3-21]

at=p(s)=28-12 pak
rafs) =ri{s—2)=[5—25, —4+3s, 7T—2s].
Cvitenf 11.8: Hladkd kfivka K na obr. 11.8 mé parametrizaci
r =1t
v = &, te{-1,1)

Paolazme
t=ypls) =4, se{-11).
Dostaneme novou parametrizaci kiivky K ve tvaru
&t
&, s€ (=1,1).

x
¥

Jedna se o pfipustnou gménu parametrizace?

e Pozndmka 11.9:  Vzhled k pod
{11.7) se mnoZina viech pifpustngch zmdén pa-
rametrizace kfivky K rozpadd na dvé disjunktni
podmnofiny. Do jedné = nich, oznafme ji

K/
: oK),

1 1 * pati i piipustné zmény parametrizace,
! tj. @ = 0, a do druhé, O~ (K) patii klesajici
| piipustné zmény parametrizace, tj. ¢ < 0.

-1
Obrazek 11.8:

11.4 Zavislost te€ného vektoru na parametrizaci

Nech¢ ro{ob) = B

je parametrizace hladké kfivky K. Pak 7'{l) je tefng vektor ke kfivee K v bodd ) =

ri{ta) € K pro iy € {a,b).
Polofne 7ale) = ralip(s),

kde 2 {c,d) — (s, b} je plipustnd zména p trizace, o = (s)-
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Pak teény vektor ke kfivee K v bod@ Fy, urfeny pomoci parametrizace r; mi tvar :
drafsy)  dri{e(s))
(o) = Sraln) _ dmlelel)

d:
[M] (o) = FLla)¢ (50,
L ~ =
Falao) = & (s0)7 (ko). (11.9)

Z tohoto vetahu plyne, Ze tefng vektor ke kfivee K v bodé Fy, urfeny parametrizaci
73 je roven nasobku tefného vektoru urfendho parametrizaci v,

Tudi tefné vektory 7(ly) a 7(sg) jsou rovnobEné a je-li @’ (s9) > 0, jsou souhlagné
orientované a je-li ¢/{ap) < 0, jsou nesouhlasnd orientované.
a) b)

/ rifa)

T
2 ab)

D

“x i *:1‘ b /x

Obrazek 11.9:
Zavér: Piipustnon zminon parametrizace se neméng simdr tefnyeh vektord, miZe se ménit
pouze jejich velikost, popfipadé orientace.
Na obr. 11.9a jsou nakresleny tednd vektory ke kfivee K, urdend pomoci parametrizace
71 i {a,b) = Eanaobr. 11.9b jsou nakresleny tefné vektory k téze kiivee, aviak uréené
pomoei parametrizace
ryi{—b—a) = E'  kde  ra(s) =ri(—s).

To snamend, #e parametrizace r; venikla z parametrizace v, pomoci pfipustné zmény
parametrizace ¢ = @(s) = —s. Vatah (11.9) mé v nadem pHpadé tvar

Fals) = —7(t),

nebot @'{8) =
Zobr. 11.9 l.aké \'ldime, #e smir tednfeh vektori urfuje smir probihni kfivky K v
hlasu s danou izaci
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11.5 Funkce definované na k¥ivkach
Nech( je dina kfivka K parametrizaci
m{t) =& ', &),  te(01),

tj. parametrické rovnice jsou

=1
y =t (11.10)
z = 1
Dile uvaZujme funkei
= flryz) =2+ + 2 (11.11)

s definifnim oborem E7. Jestli omezime definiéni obor funkee f pouze na kiivku K, do-
staneme novou funke, kteron oznatime

fle
Pak D(f|x) = K a funkei f |x nazfvime restrikei funkee [ na mnoking K.
K urfeni funkénich hodnot funkee f|c stadi dosadit do funkéniho pfedpisue (11.11)
parametrizaci (11.10). Pak dostdvime
Fle (2 2) = fea(0) = Flt, 20,6 = £+ +2" = fi(2). (11.12)

Napfiklad hodnoté parametru ¢ = § odpovida bod P kiivky K, P = (3, 2, @ a
tomute bodu piifazuje funkee f|x hodnotu (Sislo)

3 937 raTy?
7e = (3) = (i6) + (&)
« Pozndmka 11.10: Restrikei f |, jsme pomoci parametrizace v, piifadili “pomocnon™
funkei f(t) jedné proménné - parametru t. Toto pfifazeni je zndzornéno na obr. 11.10.

2\

fix
_,——"__'__\_\_\_"‘—\—- -
S a iy
- y
o I s L -
o 0 t 1 ¥

Obrazek 11.10:

221

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EEES 080408 NESI S0 EYRig "BZei A SGCI0 L0 CfIMUBLE SICHS EHOSAN ‘BAA ‘| MHEVIES WAMABACUTIWIS 84 [} EXSELAIENY (] NZIN )



Zwolime-li jinou p trizaci kiivky K {zadané parametrizaci (11.10) ), tj. ra(s) =
ri(ip(s)), pak funkee _
fals) = f(rals))
ng tvar a jing definiéni obor ne# funkce fi{t), bude mit viak stejnj obor

bude mit
hodnot!!
Polofime-li v {11.10)
t=(s) =Ins, s€{l,e),
pak
ra(s) = [Ins, In”s, In &

fa(s) = fira(s)) =In"s+In* s+ In 5.

o Piiklad 11.11: Funkee na kfives mi#e bt zaddna pHimo, bez pouZiti restrikee n&jaké
funkee vice proménnych. Napiiklad, interpretujeme-li kfivka K jako kovovy drat, lze kaz-
dému bodu F € K piifadit teplotu driatu v bodé P. Dostavime funkei, jejim# pfirozgenim
defini#nim oborem je kfivka K. Nebo mi#eme kaddému bodu P € K piifadit linedrni
hustotu p{ P) ltky, 2 niZ je drit zhotoven. Linearni hustotou rozumime podil hmotnosti
a délky. V jednotkdch SI soustavy ma tedy rozmér [kg/m]. Dostévame funkci

K = R

s pfirozenym definiénim oborem D{p) = K.

11.6 Kfivkovy integril skaldrniho pole
Uvaiujme redlnou funkei f, definovanon a spojitoun na kitvee K, tj.
J:K = R

Takova funkee se fasto v aplikacich naziva skaldrnim polem na kiivee K.

Nadim ikolem je zavist integral funkee f po kfivee K, ti. kivkovy integral skaldr-
niho pole.

FPipomefime struénd, jak jsme postupovali v kap. 9 pfi zavedeni Riemannova uritého
integralu

b
(R) [ flz)da.
[
Funkee f byla spojité na intervaly J = {a, b}, (kterf nyni miZeme chipat jako specidlnd

pfipad kfivky!). Interval I jsme rozdé&lili na n mendich podintervali I; = {zy_;, o), i =
1.2, n, evolili jsme o € {1, x;) & sestrojili Riemanniv integralni soudet

Sulf) = i)’(m)ﬂm
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a polozili ,
Jim S() = (R) [ fz)dz.

Dile jsme v kap. 9 odvodili veoree pro délku rovinné kfivky zadané parametrickymi
rovnicemi. Tento vzoree lze bezprostiednd zobecnit na piipad p wit kfivky, cof nyni
udinime,

Nechf je oblouk K parametrizovin rovnicemi

x = z(t)
v o= wit) (11.13)
z z(t), te€{ab),

tj.
r(t) = [=(t), y(t), =(t)]-
Diélka { oblouke X je ddna vzorcem

b
1= [Vl + W + (=P ae (11.14)
Protode
F{t) = [«'(2), o/(0), (2],
pak

7@ = /e ()7 + [ ())* = (0]
a veoree (11.14) lze psat kratce

]
1= [IF@ila

Veoree (11.14) lge vysviitlit ndsledovnd: Jsou-li rovnice (11.13) pohybovimi rovnicemi
hmotného bodu v prostorn, pak

7@ = (0 + ) + [0
je velikost, okam#ité rychlosti a tedy
[
1= [IF@lla

je driha, kterou bod wrazil v fase od t =a dot = b

# Pozndmka 11.12: Kiivku, kterd neni obloukem, rozdélime na oblouky, jejichz délku
stanovime podle (11.14). KFivku, jejiZ délka je konefna, nazfviame konefnoun kfivkou.
V dalZim budeme pracovat jen s konefnymi kiivkami,
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Obréazek 11.11:

Pristupme k definici integralu funkee f po kfivee K. Kfivku rozd@lime body
Py, Puyyon P
na n malfch oblouki FE_;E , viz obr. 11.11. Délku i-tého obloukn oenafme As;. Oblounk
Fi_F; predpokladiame tak malf, e se funkéni hodnoty podél tohoto malého obloukn
téméF neméni. MiZeme tedy na oblouke £_; F; nahradit funkei f konstanton f{F_,), t].

funkéni hodnotou funkee f v krajnim bodé Fj_; nadeho oblouku.
Sestrojme Riemanniv integralni soudet

Sulf) = 3. S (Pes)As. (11.15)
i=l

Jestlize délime kfivke K na stile vEtai pofet m.ah‘fch oblouki, tj. n — oo, piitemz
délka kaZdého # nich konverguje k nule, de p prast Ri Feh souftia

Sulf), n=12....

Definice 11.13: Nasledujici limitu (o které se di dokdzat, Ze existuje)

L)
iy 3 1P (11.16)
narfvime integrdlem funkce [ po kifivee X a matime
f Fds. (1L.17)
k
e Pozndmka 11.14: Interpretujeme-li funkei f defi w na kiivee K jako linedrmni

hustotu hmotné kfivky (drdtu), pak &islo
[1as
i
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mé virnam celkové hmotnosti kfivky X, nebof v tomto pfipadé piedstavuje soufin f{Fi_;) As;

hmotnost oblouku P:P; a Ri souiet predstavuje pribliznou hmotnost celé
kfivky.

o Pozndmka 11.16: Pfi zavedeni [ f ds jsme nikde nepotfebovali pouit orientaci kiiviy

K. Integral [ f ds nezdvisi na orientaci kfivky. Specialng, je-li kfivka K orientovand, pak
K

plati

jf“—ffm, (11.18)
K x
Vita 11.16:
Za pledpokladu, Ze existujf viechny uvedend integraly, plati:
f{nf+ﬁ9)da=affd8+:3fgd8, {11.19)
i K K
kde v, 8 jsou redlnd &sla a f, g jsou funkee spojité na kFivee K.
j rds—ffds+ffds, (11.20)
Kby K1

kde f je spojitd funkee na kiivkach K, a K;.

Veoree (11.20) lze zobecnit na libovolny k podet afi i, tj.
[ ras=[rds+ [rdssos [1as (11.21)
KKt & K2 Ky

Fiip i #e symbolem K,+K, W orientovany soudet k¥ivek, viz obr.
1112

k.b.K=p.b.K:

[—
K+ K>

pbK;

Obrazek 11.12:

11.7 Vypodet kiivkového integrilu skaldrniho pole

PH praktickjch vipoftech poudivime vetahi (11.20) popt. {11. 2[} kdy ki‘wku K razkli-
dame na konedny podet obloukd a poditime kfivkovd i ily po jed veh obloucich.
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Budif tedy X oblouk, zadany nékterou svoji parametrizaci r: {a,8) — E%
Vyjédfeme Riemanniv integrilof soutet

Sulf) = 32 S(Per)Ase

pomoei parametrizace v Délicim bodim
Fo, Py s By

na kfivee K odpovidaji v intervalu {g,5) hodnoty parametru

tg, b1y it
tak, #e B = r(t), i=0,1,..,n.
Pak
F(Fica) = flr{tic))
# &
A= [ F0llde= |7 (te) 1Ak, (11.22)

-1

kde
At =t; =t .

Ve vatahu (11.22) jsme opét predpokladali, 7e oblouk PP, je tak malf, % norma
tetndho vektory je poddl tohoto oblou.kn “pﬂhldné" konstantni a rovna Ssly ||F"{r.5_ |-
Po dosazeni piisluinich viraza do R tegralniho soudtu dosta

=3 (P As = 3 F ) 7). (11.23)

iml

Na pravé stran# tohoto vetahu stoji Riemanniv integralni soufet spojité funkee
i) = fe@)IF el (11.24)
redlnd proménné { € {a, b}, takie (viz kap.11 v MI)
Jim ):f(r I )| At = j SO0 .
Formulujme ziskany visledek ve formé vity.
| Vita 11.17:

Necht v : {o,8}) — E? je parametrizace kiivky K. Dale budi# déno spojité skaldrni
pole f na kiivee K. Pak plati

L]
! N NGO OTET (11.25)
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Vzorec (11.25) prevadi vipofet [ f ds na vipodet uritého integrdlu funkce hit) =
Sr()||7(2)|], pEidemi lze poufit viech vipofetnich metod  kapitol 8 - 10 v ML
« Piiklad 11.18: Vypoditejme [ f ds, kde K je jeden zavit Sroubovice s parametrizaci
K

r{t) = (3cost, 3sint, 42),  te€ (0,27
a funkce f je definovina na E? vetahem

fzpz) =2

Ulohu 1ze formulovat i takto: Urfeme hmotnost jednoho zévitu &roubovice, jestlize je jeji
lineirni hustota rovna &verci veddlenosti od roviny =, y.

Refieni: Mame
Fr(t)) = (48)* = 1662,
(1) = [-3sint, Jeost, 4]

[IF(t)]) = 4/98in® t +Geos? t + 16 = /25 = 5.

Po dosazeni do vzorce {11.25) dostévime

a tudii

o
!Id.s=!z’ds=!lﬁt’5dt=¥x".

« Piiklad 11.19: Vypotitejme

! (z* +y) ds,

kde kfivka K = K1 -FK3+K; je nakreslena na
obr, 11.13.

Obrazek 11.13:

Tefiend: Kfivka K; je orientovani dsefka mezi body (4,0) a (0, 3). Mé tedy parametrizaci
rut) = [4- 4, 3t], te{0,1)
a tudiz

7't =[-4,3.
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Dosazenim do vetahu (11.25) dostavame
f(x’ +y)ds= f{(ﬂ — 40+ 30— + 3t =
i 0

= [(16 -3+ 168 + 30)5.dt = 34%.
0
Analogicky pro kffivku K, kterd je orientovanou dsefkou mezi body (0,3) a (0,0)

fame parmetrizac () = (0, 3-3t), te{0,1)
a pro kfivku K3, ktera je orientovanon dsefkon mezi body (0,0) a (4,0) mime paramet-

e a{t) = (41, 0), ¢ € {0,1).
Diosazenim do vetahu {11.25) dostévame

[ +v)da= [0 +3- 3T+ (=3Pat =13,
Ka o

f{,ﬁ +y)ds= f((4t)‘+0)\/49 F0Rdt= 21%.
K o
Podle vetahu {11.21) dostévdme

(@ +y)ds= [ (B +y)ds+ [{z* +y)ds+ [ (z* +y) ds = 60.
Jemva- [ i feenas]
11.7.1 Nezévislost kfivkového integrilu na parametrizaci

Aby byla naSe dvaha pfed Vitou 11.17 zeela korekini, je tfeba ukizat, Ze integral na pravé
strané vztahu (11.25) nezdvisi na vibéru parametrizace.
Budte
vy {a,b) = E?

ra:{cd) - B
dvé parametrizace kiivky K takové, 7
ra(u) = rife(u)), (11.26)

kde t = @(u) je pfipustnd zména parametrizace, u € {c,d), { € {a,b). Mame ukazat, e
plati

d 1]
[ 1)@l de = [ fe(@)lr @l (11.27)

Dhikaz tohoto vatabu je zalofen na poufiti substitufni metody pro vipolel urfitého inte-
grélu.
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Polozme
B{t) = f(r() 17 (@) (11.28)
Pak vzhledem ke vztahiim (11.26) a {11.9) mame

Fra(u))|I7z ()|l = £ {ra (@))% (elu))e ()l = Frle(u)) 17 (el ()
(11.29)

Rovnost {11.27) lze pomoci funkee h{t) 2 (11.28) a vatahu {11.29) napsat ve tvaru
d ]
[ il )] du = [ nie)ae (11.30)

Je-li pFipustnd zména parametrizace ¢ ¢ (r,d) — (o, 5) rostoued, tj. ¢'(u) > 0, pak
platnost (11.30) plyne pfimo z vély o substitucni metodé pro vipodet urditého integrilu,
viz kap. 9 v ML

Je-li piip i zména p trizace @ : {,d) —+ {o,b) klesajici, tj. '(u) < 0, pak
platnost (11.30) dostaneme analogicky.

Cvigeni 11.20: Vypofitejte hmotnost #asti Zrouboviee zadané p ickymi rovni-
cemi .
r = cost, y = sint, z=1, tF{2,21r}‘

je-li linedrni hustota Iroubovies rovna f(z,4,2) = 2+ 12 + 2.

« Piklad 11.21: Vypotitejme kfivkovy integral

f e~ ds,
K
kde kfivka K je zadina parametrickjmi rovnicemi
r=In{l+1t"), y=3—1t+2amtgt, te(0,1).

Refient: Derivovinim d

2
L+

#(t) =

2
¥it) = gk
Pak
. 447 1 — 4232
70l = (0] = o = ﬁ+ﬁ =1

D do (11.25) d

1
fye" ds = f(s — t+ 2arctg e~ M1 gg =
K L]
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—t+ Zarctgt 1 2 ]"_
—[ e di—[:!amtgt 2In(l+t]+ard.ggeu—
a1 3 .
=E—§In2+T=2.5%.

» Piiklad 11.22: Vypofitejme hmotnost kiivky y = €*, z € {0,1), kdy# linedmi
hustota je v kafdém bodd kfivky rovna &tverci vedilenosti od osy .

Reeni: Kivku oznaime K a izujeme ¢
r=t,  y=e, Le{1).

Linearni hustota je f(z,y) = y° Pak

£y
™ ¥

U o= € 1
1 du =
d!‘, £y ‘ [ +udu=

fy’da:fe"JHeﬂdt:
I [

- [%(1+u)3]:‘ — J(O+ et - VB =T8T,

« Piiklad 11.23: Vypoditejme kfivkovy integral
f ryz ds,
x
kde kiivka K je dina parametrickfmi rovnicemi
z=t y= %v*st“, z= %s’, t € {0,1).
162

1
e
— [ M5 = —r2=0.158
!::yzds nfaf.{l-i-t)dt 143 0.158

« Pfiklad 11.24: Vypotitejme kfivkovy integral
¥
ds
xj 7"
kde kiivka K ma parametrické rovnice
= 2sin*t

2sintcost
= 2cosl, te (0,5}

o
I
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Redeni: Mame
2'(t) = 4sintcost, (L) =2cos®t —sin’t), (f) = —2sint,

IF*8)]| = 24/1 + sin®z.

na kiivku K dostavime

tudiz

3
Restrikei funkee f{x,y,2) = v

xz?

F{(E), w(f), 2(t)) = sintcost.

Potom

smzw' 2t dt =
2 17
u = 08
“ du = —‘Zainﬂtdt‘__z_\/ﬁf's_udu_
1 52
- - - =1.21
G u)a] 3‘/_(8 V8) 9.

Ndvody ke cvienim z kap. 11

11.8 Ovéite, zdali zobrazeni p{s) = &* je prosté a ma pro viechna s € (—1, 1} spojitou a
nenulovou derivaci.

11.20 Restrikei funkee f{z,y, z) na kfivku K dostaviame
Flr() =cost +sin’t+1, te {g,Zx).

Potom

B
[f(la: \/E[(tm’t+sin’t+t) dt,
k H

nebot [[7/(2)]| = V2.
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Kapitola 12

Krivkovy integral vektorového pole.
Prace.

Definice kfivkového integrilu vektorového pole vyZaduje nékolik pip
maotivaéniho tak technického razu,

h ivah jak

12.1 Pravotihly primét vektoru

Mijme dény dva vektory @, # € V?, 70, viz obr. 12.1.

E :
1 1
1 1
1 1
1 1 —_—
L} 1} .,
1 1 \
3 : i @
A =4 o B i P
p=ldlcosc LA — [
Obrdzek 12.1: Obrazek 12.2:

Definice 12.1:  Pravoihlym primé&tem vektoru & do vektoru @ nazyvime veli-
Finn

»= 7 cosa, (121)
kde o je velikost dhlu mezi vektory @ a ©.

Je nutné si uvidomit, e fslo p mize bit | zdporné, viz obr. 12.2. To namend, fe
Eislo p nelze chapat jako délku dsefky AB. Délka dsefky A je dana absolutni hodnotou
|p| & sgn p | tj. znaménko &sla p, udiva vedjemnon orentaci vektory AR v vektorn
.

Vektor AD jsme v odstavei 13.2.3 ve skriptech [MI] nazjvali pravoihlou slofkou
vektoru @ ve sméru vektoru 7 a znafili .
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Pro skalarni soufin vektora @ a @ plati
-7 = ||| cos e,
odkud pro nenulové vektory @ a 7 dostaviine

COS 0 = —‘I“T
[zl
Drosadime-li do vetahu (12.1) za cos o, dostaneme
@7 @7 7
=i =2 _ gt
?= Ve = i = i
kde vektor 7 je jednotkovi vektor (||F|| = 1) ve smére vektor 7.

Zavér: Pravoihly primét vektoru @ do vektoru ¥ je roven skaldrnimu soudinu vektoru
@ 8 jednotkovim vektorem

=i,

=

iy =

[
p=1i

s =

u- (12.2)

12.2 Préce sily

Ze stFedni §ku% pfipomefime veoree pro préci konstantni sily P, kterd pisobi po oriento-

vané gsefce AF, tj. po drize od bodu A k bodu B. Situace je znazornéna na obr, 12.3.
Sila F vykond praci W danou vzorcem
B=m-a - -
F W= F. AR = ||F)| B coser.  (12.3)
A(////;—/ Polozme .
A B Fag = ||F|| cos ex.

Obrazek 12.3:

Pak Fag je pravoihly primdt sily F do smira drihy AR a veorec (12.3) ma tvar
W = Fg|AB]|.

Price W sily F je dédna soufinem jejiho praveihlého prim#tu do smér drdhy a délkou
drahy.

POZOR! Potitémeli praci W sily F po orientované dseice BA, t. sila pisobi po
tsefee od bodu B k bodu 4, dostaneme prici s opaénim znaménkem

W =F. BA = | F||[BA| cos 8 = ||F| | A | (- eosex) = —W.

Vaoree (12.3) doveluje stanovil priici konstantni sily, kterd pisobi po pfimofaré drize.
Jestlize sila F neni konstantni a driha, po niZ sila kond préci, je kifvoard, nelze vzoree
(12.3) pouit.

Ke stanoveni prace sily v takovém piipadé je nutné pou#it kiivkovy integril vektoro-
viho pole, kterd zavedeme v odstavei 12.5,
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12.3 Vektorové pole

Definice 12.2: Vektorovym polem na mnofing ¢ C 557 rozumime zob
F:q =V, (12.4)

které kaZdému bodu X € G pfifazuje vektor
Fix),

ktery “vychdzi” z bodu X, tj. bod X je pofatefnim bodem vektoru F'(X).

Situace z definice je znizornfna na obr.
12.4. Mi#eme také Fici, # na mnoFing
@ je zadino vektarové pole F, jestlize 2
ka#dého bodu X € G “vychizi” vektor
F(X), viz obr. 12.5.

o Pozndmka 12.3:
zf Vektorové  pole  mifeme  vhodngm
zpiisobem  charakterizovat pomoci grafu
zobrazeni, Grafem zobrazeni (12.4) rozu-
mime mnoZinu uspofadangeh dvajic

graf(F) = {{X, F(X)), X e G}. (125)
Na prvnim misté kazdé dvojice

(X, F(X)) € geal(F)

A stoji bod X, z ného# vychazi vektor F(X).

Obrazek 12.5:

Ve fyzice se dvojice (X, F(X)) interpretuje jako sila F(X) pisobici v bodd X. V
této souvislosti pak hovofime o silovém poli. Silové pole podle své podstaty miZe bit
napfiklad itadni, elek etické, tlakové apod.

234

an Rupsiog 33

BRI THIFA |

¥ i
EGhG RTINS GO0E EYRig "BEEiy A SyBON0 e L COIMUBIE SICHS PRORAA A | DN WOUBALMINLIS 84 ) EXSEUANEY () NEN )

-

HEERP DEE T2



12.3.1 Rovinna vektorova pole

Jestlize v definici 12.2 nahradime prostor E? rovinou E? a vektorovy prostor V¥ prosto-
rem V? dostaneme definici tzv. rovinného vektorového pole, tj. vektorového pole v
roving.

Definice 12.4: Rovinnym vektorovym polem na mno#iné G C E? rozumime zob-

razeni
F:c = Ve,
které ka#dému bodu X € 7 piifaruje vektor

F(x),

kter§ “vychézi® z bodu X, ti. bod X je podtenim bodem vektorn F(X).

S rovinngmi vektorovimi poli se fasto pracuje ve fyzikilni chemii a proto jsme jeho
definici zvlait ediraznili, i kdy?, jak ukiZeme za chvili, rovinnd vektorovd pole jsou spe-
cidlnim pfipadem prostorovich vektorovich poli.

12.3.2 Zaddvéni vektorovych poli

Zatnéme 3 piiklad inného vektorového pole. Pole se zaddvaji pomoci pfisluingch
kartézskch soufadnic bodi a vektord. Necht bod X € E? ma soufadnice {z, y), tj.
X=(z.v)

Pak vektor F{X) mi soufadnice

F(X) = Flz,y) = (Fule, ), Palz, ).
Tedy: Rovinné vektorové pole je zadino dvojici funkei dvou proménnych.
» P#iklad 12.5: Zadejme vektorové pole v roving vetahem

Py =2, -2},
=\ Ve

4.
= v

VET?

z
Blew) = e

Toto pole je definovino na celé roving, kromé podatka O = (0,0). Nakresleme nitkolik
typickich vektora tohoto vektorového pole.

Fifa,y)

Refieni: Napfiklad, vezméme bod P=(1,1). Pak

F1(1,1)=_é o FB(1,1)=

235

1
V2

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EGRE ORI 0 NS GD0E B "EER A EiDO0 I 0 COERUSLE SIS SAOEAA BN L RIS WHASALTINESS 8 [ EXSEASEY () REN]



Tedy # bodu P = (1,1) vychézi vektor F{1,1) o soufadnicich

(-5 o)
v2' V2
Ziejmi koncovim bodem tohoto vektoru je bod @ o soufadnicich

Q=P+F'(P)=(1‘1)+(-\}? ‘/2)—(1 \/-: +Ji).

Vektor je nakreslen na obr. 12.6a, kde jsou nakresleny jeité dalii vektory daného vekto-
rm'ého pnle

a jsou kolmé na pfimky prochazejici podatkem. Odavodnéte toto posledni tvrzeni sami!

a) b)

1} 1 &
Obrazek 12.6:
Zadani vek ho pole v p E? je zeela analogické zadani rovinngdch poli. Bod
X € E* nech{ mé soufadnice
X={zuz)

a je mu pfifazen vektor F-‘{/\'), ktery ma soufadnice

F(X) = Fla,,2) = (Fu(z, 0, 2), Fola,, 2), Falw, 7).
Tedy: Prostorové vektorové pole je zadino trojiel funkei t# proménnych.
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« Piiklad 12.6: Zadejme vektorové pole v prostoru vetahem

Flay,2) = ( z z = ),

VI R R

T
VE P+

S R

VE+ P+

z

VEF P+

Toto pole je definovdno na celém prostoru, kromé poddtku O = (0,0,0). Nakresleme
ndkolik typickich vektor tohoto vektorového pole.

Flz,uz) =
Fy(zy,2) =

Fylz,y,2)

Redeni: Napfiklad, vezméme bod P=({1,1,1). Pak

R(LLY) =, Fl,11) = \%

7
Tedy # bodu P = (1,1, 1) vychézi vektor £{1,1,1) o soufadnicich

Fy(1,1,1) = %

( 1 1 1 )
Ziejmi koncovim bodem tohoto vektoru je bod @ o soufadnicich

1 1 1 1 1 1
=P+ FP) = (L, L, 1)+ (—ny oy )=l oy Ty 1+ ).
@ Fr=WIn+ G 5 @ =07 W)
Vektor je nakreslen na obr. 12.6b, kde json nakresleny jedté dalii vektory daného vekto-

rového pole.
Diélky viech vektord jsou rovoy 1 a vektory ledi na pfimkach, které prochazeji potdat-
ke,

* Pozndmka 12.7: KaZdé rovinné vektorové pole é_: (G, ), Galx,y)) lze uvakovat
jako prostorové pole (G:{x, ¥,0), Galx,u,0), 0), kde G1{z,¥,0) = Gi{z, %) a Galz,u,0) =
Galz,y)

237

an Rupsiog 33

-

HEERP DEE T2

A PR THOFN |

EGHE ORI NSS! SD0E EYRi "BREg & SxIBCIOULD0) CfMUBIE SIYS EACSAN DA | DS WOLIEAGIONLIS 80 ) ENSBUORY () NEN]



12.3.3 Vektorovd pole na kfivkach

Vektorové pole lze na kfivee zadat
obdobnfin zpisobem jako skaldrni
pole, viz odstavec 11.5. Necht

F:g =V
je vektorové pole na mnofind G a

kfivka K le2i v mnoZiné . Pak re-
strikee
Fli

zadava vektorové pole na kfivee K a
k jejimu vyjadieni pougivime para-

3,. metrizaci kfivky K.

Obrazek 12.7:

o Piiklad 12.8: Méjme zadané vektorové pole

= [ = v £
Flawz) = [2+y' 3+z' l+z“]

a kfivkn K parametrizaci
r{t) = (cost, sint, ), {€R.
Pak pro P € K, P = r(t) mime

cos i sini  cosisini]

Fle(r®) = Frt) = |5 5 Teont 1588 |°

Na obr, 12.7 je vektorové pole fh: snazoméno v bodech odpovidajicich hodnotdm para-
metrn £ =0, §, 3, 27, %.

12.3.4 Vektorové pole jednotkovych teénych vektorii na kfivee

Budi K hladkd kiivka v E? ar: {0, b) = E7 jeji parametrizace. Jak vime 2 kapitoly
11, lze pomoci této parametrizace kafdému bodu P = v{t) = [=(f), (2), ={t)] kfivky K
prifadit tedng vektor 7'{t) s pofdtelnim bodem P. Délka tohoto tefného vektoru wivisi
na parametrizaci, viz odstavec 11.4.
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Jestlize ka#dému bodu P € K, P = r{t) piifadime jednotkovi vektor

(t)
FP) =F(r(t)) = = s (12.6)
[P
pak obdrzime vektorové pole na kiivee K| tj. zobrazeni
Fl =+ VL
Vek pole defi i h (12.6) nazfvame polem jednotkovych teénych

vektori na kfivee K.

® Pozndmka 12.9: Je tieba si uvédomit, e na kiivee K mohou existovat pouze dvé
riiznd pole jednotkovich tefnfeh vektord. Ornafime-li jedno z nich jako 7, pak druhé
pole je —7. Smysl cenadeni vyplivd = obr. 12.8,

a) b)
S S
¥ I -
{ “‘“'&A\l A ~
\ \
' ;____J,? _:,}
[ (
..\\ p.___\\
\\ AN

Obrizek 12.8: a) pole 7 b) pole =1

Kakdd parametrizace kfivky K urfuje pomoei vetahu (12.6) jedno ze dvou poli jed-
notkovych teénych vektord, bud' pole 7, nebo pole —7 na kfivee K. Tak je mnoZina viech
parametrizaci kiivky X rozdélena na dvd disjunktni podmnoZiny.

Vaechny p trizace z jedné pod Finy uréuji pole ¥ a tim i smér probihdni
kiivky K a parametrizace 2 druhé podmnofiny urduji pole —7 a tim opatnou orientaci
kfivky K, srovnej s odstaveem 11.3.

12.4 Diferenciél zobrazeni = : {a,b) — FE°
Budi#

vl roeb) = B°
zobrazeni, jeho? soufadnicové funkee jsou

z=zx(t), y=ult), z=zt) te{ab).
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Fak diferencidlem zobrazeni r v bodé #; rozumime vektorovou funkei proménné di
dr(to; db) = [« (to)et, y/{to)dt, '{ta)d], (12.7)

tj. diferencidl zobrazeni r : (a,b) — E? je uspofadana trojice diferencialii soufadnicovich
funkei, co# strufné zapisujeme ve tvarn

dr = [dz, dy, dz].
Vetah (12.7) lze po vytknuti df za zavorku
Psit ve tvarn
dr(te; dt) = #{to) dt.

Diferencial zobrazeni r aproximuje dife-
renci

Ar{ty; di) = r{tg+ di)—r{ty) = 7{tg) di.

Vetah mezi diferencidlem a diferenci je
znazornén na obr, 12.9,

Obrazek 12.9:

Dile plati
(ta)

drito; di) = (o) dt = ™t

(17 {ta) | dt = F{r{to))ds, (12.8)
kde
ds = ||F'{1)[ de

je diferencidl délky oblouku, srovnej s odstavesm 11.6.
Oenalime-li s(t) délku &sti kfivky, kterd odpovidd hodnotdm parametru 2 intervaly

(@) € (a,b),
pak .
s(t) = [ [I7"(w)ldu,
2 feho? plyne
0 = 7"l
a tudiZ

ds = &/{t)dt = ||F{t)| de.
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12.5 Definice kiivkového integrilu vektorového pole

Méjme dinu hladkou erientovanou kfivke K, jejif orientace je urfena polem jednotkovich
teénfch vektord 7{P) na kfivee. Dile budi# na kfivee X definovino spojité vektorové pole

VRN TN
Situace je zniazornéna na obr. 12.10.
TH.) K
o P
Fipy | - )
s HP)
) E]
e
Obrazek 12.10:

V kaidém bodi P € K jsou definovany dva vektory a to F(P) a T(P). Jejich skaldrni
soudin
F(P)-#(P)
je roven pravodhlému priméta vektoru F(P) do sméru tegného vektaru 7{P) ke kfivee K
v bodé P, viz odstavee 12.1.
Pro ka#dy bod P € K polofme

J(P) = F(P)-#P). (12.9)
Timto vetahem je na kfivee K definovina skalirni funkee
f:K =R,
kterou ji# umime po kfives K integrovat.

[ Definice 12.10: K¥#ivkovym integrdlem vektorového pole Fal po kiivee I, ktery
#nafime symbolem
7@,
K

[F-E?—[F{P)-f(mds. (12.10)
K K
Kfivku K nazfvime integra&ni cestou.

roznmime &Halo
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» Pc ka 12.11: Integ vektorové pole F po orientované kiivee K znamena
integrovat skaldrni pole f(P) = F{P)- 7(P) po tée kiivee.

o Poznamka 12.12: V piipadé, e pole F interpretujeme jako silové pole, pak
[F@
K

je roven préci, kterou vykona sila F podél kiivky K, viz nasledujici oddil 12.6.1.

12.6 Vypodet a vlastnosti kifivkového integrilu vek-
torového pole

Vipoiet
[F@
K
pieved pomoci trizace kiivky K na vipofet piisluiného urditého integralu
funl(ce jedné proménné.
Necht
r:{ab) = E?
je parametrizace kiivky K. Protoze
fﬁ'-ﬁ:[fda, (12.11)
K K

kde f je skalirni pole definované vetahem (12.9), lze integral na pravé strané (12.11)
pievést na integral funkee jedné proménné pomoci VEty 2 z odstavee 11.7.
Tak dostivime

]
[F-@=[1ds= [F(P)-#P)as = [ Firn) - eI (0)|dt =
£ £ K w

- [ Flr@) - im0l = f Fr()- 7y dt

Duokdzali jsme tedy vitu, kterd pfevidi vipotet kfivkového integralu na vipofet integrily
funkee jedné proménné.

Véta 12.13: R
Plati [ 7@ = [ Fer@) -7 a (12.12)
K L3
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» Piiklad 12.14: Vypolitejme [ F . :?r}, kde kfivka K je zadand parametrizac
K

rlt)=(2-1", 1+2, 2+ 3%), te{-1,1), (12.13)
a vektorové pole FF na B9 je
Fz,y,2) = (22, vs, 7). (12.14)

Refeni: K vipoftu nadeho integralu podle vetahu (12.12) potfebujeme znit 7'(t) a
F(r(t). 2 (12.13) plyne
() = [-2t, 2, 9t%).
Dile mime
Fr(t) = ((2- (2 +3%), (1+20)(2+38%), (2 - (1 +21)).

Pak
Firig)) - 7(1) =

= =24 =27 + 607 — 3°) + 22 U+ 30+ 6N S92+ A =17 = 2.

Koneéné po snadné qpravé dostaneme

1
— 4
jF-Er* - f(4+1sc’+4a¢° — ot — 184° +61%) dt = 5335.
K -1

12.6.1 Jiné odvozeni vztahu (11.12)
UvaZujine opét orientovanou kfivko K s parametrizaci
r{o by = E°,
na ni je definovino spojité silové pole F. Urfeme prici, kterou sila F vykond po kfivce
. Kfivkn K roedilme body
Ry, P, Py B, FB=pbK, PF=kbK

na n mal¥ch oblouka
FiF, i=0,1,---,n-1

PHi dané parametrizaci  odpovidaji témto bodim hodnoty parametri
a=tp <t < <t =b

tak, #e
F=r{), i=0,1,--+\n
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Uréeme praci, kterou vykond sila  podél oblouku F,Pis.. Jestlize je oblouk FiPy; do-
stateéné maly, lze jej nahradit {aproximovat) orientovanou dsefkon FF .
S pouFitim parametrizace v dostivame

Bl = r(tis) = rt) = 7{4) (e = 4)-

Silu F lze na malém oblouku poklidat za k a ravoou F{r(t;)).

Tudi® praci Wi sily P podél oblouku P;’;H lze aproximoval praci konstantni sily
F‘("(&J) po tdsedee PPy, tj. viz veorec (12.3)

Wi = F(r() - Bt = Flr(t)) - [r(ten) = r(t)] =

= Flr(t)) - P (t)(tiss — 1)
Celkavou prici W sily £ podél kfivky K lze apraximovat soudtem

=1
3 Fir(t)) - /(1) (e = 1),
4wl
tj. Riemannovim integrilnim souétem funkee
S(t) = F(r(t) - #it)
definované na intervalu {a, b).
Fak pro n — oo mame

=l -
W="ILTQED Flr(t) -7 (ta) {ter — 1) = fF(r(t])-F’(t)dt-

12.6.2 Vlastnosti kfivkového integrilu vektorového pole

Véta 12.15:
Necht o, 3 € R a F, & jsou spojiti vektorovi pole na kfivee K. Pak plati:

L. f(nﬁ+ﬂé)-§’r=ufﬁ'-}*+ﬁfé-ﬁ,
K x ©

2 j fﬂ=[ﬁ-3+]f a*+ +jﬁ @,
L K Kz Ku
s [F@--[F@
=K K
Vlastnosti 1. a 2. plynou pfimo z obdobnyeh vl i integrilu skalirniho pole a defi-

niéniho vatahu {12.10).
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Cwvideni 12.16: Doka#te vlastnosti 1. a 2.z véty 12,15,

Viastnosti 3. se integral vektorového pole 18 od integrilu skalirniho pole, nebof integral
skaldrniho pole nezdvisi na orientaci kfivky K, viz pozndmku 11.14. Jestlize je orientace
kiivky K, urfend polem jednotkovich tetngeh vektora 7(F) na K, pak kfivee opatné
orientovand, —K, odpovida pole —7(F).

V pripadé kfivky K promitéme pole # do smérn 7(P) a v ptipadé kiivky —K pro-
mitdme pole F do sméry Z7(P), takie priméty maji opatné znaménko, viz obr.
12.11.

AF _—
o
#-T
R
- ﬁ/
Obrizek 12.11:
Tudiz

Cvigeni 12.17: Budte v, : {a,b) = F? a ry: {,d) — E? dvé parametrizace kiivky K,
kterd urfuji na kfivee K tuté# orientaci. Doka#te, e

b i
f Flr{t)) -7 (1) dt = f Flra(u)) - 72'(u) du.

» Piiklad 12.18: Fro rovinng vektorové pole

Flz,y) = [2zy, 2]
vypoditejme integral
f Pt
K

kde kfivka K je zadina parametrizaci
rft) = [t 17, tE (=11
Regeni: Jelikoz .
Fir(t)) =[x ¢ a A7) =], 24
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je
Fir(0))-70(1) = 280 + 2%,
PouZiti vztahu (12.12) ndm ddva
. 2 w4
!F-dr=_fl(ze‘+2t Y dt = [E+T]_l= 3
12.7 Diferenciélni formy p¥isluiné k poli 7

Necht
Fa,y,2) = [Filz,0,2), Falz,v,2), Falz,u,2)]

j& vektorové pole na mno#ing ¢ C B a
@t = de, dy, dz).
Vyjadiime-li skalimi soufin F. a" pomoci soufadnic, dostaneme

P = Pir,y,2) de = Fa(z, y, 2) dy + Fy(r,y, 2) dz. (12.15)

Vyraz na pravé__stmné tohoto vetahu nazfvime diferencidlni formou pfisl vek-
torovémn poli 7.
Kaidé vektorové pole # = [F), Fy, Fy] na mnofing G urfuje diferencialni formu

Fodr + F; dy+ F3 dz {12.18)

na mnoding (7, a obrdcend, kakda diferencidlni forma (12.16) urfuje na G vektorové pole
F= [Fy, Fs, {3]

Integral j'F-ﬁ pisuj pomoci piis dif idlni formy ve tvaru
K
= =
f 2 -dr—fﬂ{a:,y,z]d:c+ Fylz,y, z)dy + Fy(r,y,z)dz {12.17)
K K

a misto réeni, #o integrujeme vektorové pole po kfivee K, poufivame také réeni, Ze inte-
grujeme diferencidlni formu po kiivee K.

» Piiklad 12.19: Vypodtéme

j:dz+xy dy+(z - ) dz (12.18)
K

po kiivee K zadané parametrick¥mi rovoicemi
r=cosl, y=sint, s=1{ {07

Redeni: V tomto piipadé, kdy je i il zaddn pomoci diferencidlni formy, je postup
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vipoétu snadnj3i ne¥ pfi pfimém pouZiti vetahu {12.12). Z parametrickych rovnic kiivky
dostdvime
dr = —sint dt, dy =cosi di, dz= di

a po dosazeni do (12.18) mame

f:rdz+:ry dy+(z—z)dz = j[cosi(—sint)+cos’t sint + {f — cost)] df =
ik ]

cos’t  eos't 17
= ———+E—mn£

+0
|2 3 B 2’

2
3
12.7.1 Potenciélni vektorova pole

Méjme funkei
wir, g, 2) = Inyfo? + y? 4 22
Totéalni diferencidl funkee w ma tvar
dw = :e"+:"+;’ +$’+:’+;2dy+x’+:’+z’
Vidime, e totalni diferencidl funkee je diferencidloi forma.
Diferencidlni forma (12.19) uréuje vektorové pole

dz. (12.19)

T ¥ z
Pt At Y x’+y’—-z’] )

Flz,y,2) =

Definice 12.20: BudiZ funkee UU{x, y, z) spojité diferencovatelna na oteviené mnoZing
G € E* Jestlize pro vektorové pole F na mno¥ing G plati

F(w,y,7) = grad U{w, y, 3),
6.

Fla,y,z) =

Uz, y,2) OU(z,uz2) OU(z.y,z2)
fd), 0ews) WERA), - gamy

pak takové vektorové pole nazfvime potencidlnim. Funkei U{x, y, z) nazfvime po-
tencidlem pole F.

Tedy: Struéné fefeno, vek i pole je p idlni, je-li gradi nijaké skalirni
funkee.

# Pozndamka 12.21: Uvédomme si, #& diferencialni forma, ktera je urfena potencialnim
vektorovim polem, je totdlnim diferencidlem potencidly U, nebot

aly atr air
Foab= gdx+§dy+gdz= dli(z, y, 2).
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Vipoéet integralu
[ra@
K

kde F je potencidlni vektorové pole, usnadiinje podstatnfm zpisobem nasledujici vita.

Véta 12.22:
Budiz F spojité potencidlnd pole na oblasti ¢ € E?, majici potencial Uz, y, z), .
= gradl/. Nech( kiivka K © G. Pak

j Fodh = Ukb.K) — Ulph.K). {12.21)
K

Diikaz:
Necht v : {a,b) = E? je parametrizace kiivky K. Pak podle piedpokladu je

SU(rit)) 8U(r(y) &U(r(t)) ]
o .

Frto) = | ), i

TudiE .
jﬁ‘ = fﬁ‘{r(ﬁ)) ) dt =
s [

1]
_ j’ [w[’;",,ﬂ‘l"mf(t] +au.v,mﬂ’,;z]ﬂauﬂt) + M}[siqhﬂ;z]_‘ﬂtu LJM] dt —

b
f [ ((t), w(t), =(8))] di = f () dt = U(B) — U(a) = UkbK) — UlpbK),

L3
kde jame oznadili (1) = U(x(t), y(t), 2(1)). =
« Piklad 12.23: Ovifme, zda funkce
) - e
miiFe bit potencidlem vektorového pole
P B L S

Fla) = |-52 L]

na horni poloroving C-' {{=,¥); v =0}
Pak vypoitime jﬁ‘ dr, kde K je libovolnd kfivka spojujici body A = (1,1), B = (2¢/3, 2)
a lefici cali v G.

Redieni: Funkee Ulzx,y) je definovana ve viech bodech roviny s vijimkou bodi leficich
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na ose I,
Derivovinim obdrfime
al{x,y) -1 1 ¥ )
— 2 = — == = Fi(x,y),
il ] ] Rl
dx 1+5y T +y
Uz, ) -1 x

o H_—,'r{——J =g o)

Tudiz funkee {f(z,y) je potencidlem nafeho vektorového pole na  mpoding
E*\ {osa z}. V horni polorovind G = {{z,y); ¥ > 0} spliwje pole F piedpoklady vity
12,22, tudiz dostavame
-+ . 24/2 T 1r

'cff‘-dr =U(2v3,2) = U(1,1) = —aretg =5~ +aretgl = =2+ 7 = =0
Cviteni 12.24: Vypoététe hodnotu kfivkového integraly veb fho pole 2 pledehosit
piikladu po dsefce spojujici body A = {1,1) a B = (2\/5, 2). Vipodet provedte pomoci
vetahu {12.12).

12.7.2 Nezdvislost kfivkového integrilu na cest#

Vita 12.22 ma tento dileZity disledek: I il idlnih k ho pole F po
kfiver K zévisi pouze na pothtetnim a koneovém bodé kiivky K & nerivisi vibec
na kifivee K, tj. nazé\rlsi na mt.egrm‘.ni cesti

Tento p k je formali Asledujici definici.

Definice 12.26: Budiz F spojité vektorové pole v oblasti ¢ C E*. Rikime, e
[F-@
K

nezédvisi v mnoZing ¢ na integraéni cestd, jestlize pro kazdé dvé kiivky K., Ky € G,

pro i pbK, = pbKs a kb = kb,

viz obr. 12,12, plati
[F@-[ra
K K

Vétu 12,22 lee nyni formulovat takto:

Vista 12.26:
Jedi F potencidlni vektorové pole na oblasti G € £%, pak

= o
!F’ dr

nezivisi na integrafni cesté v oblasti & .
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V piipadé, Ze integrdl nezavisi na inte-

kbKi=k-bK2  oryini cests v oblasti @ mideme psdt

Ky - | K2 K
e / kde A = pbCa B = kbKC.
( /
M "
pbKj=p.bKs
Obrazek 12.12:

Snadno nahlédneme, #e plati véta:

Vita 12.271)
Necht [ F - dF nezévisi na integratni cesté v oblasti . Pak
K

Fodt -
rf dr

pro kazdou uzavienou kiivke K C G,

Cviteni 12.28: Dokaite vitu 12.27.
Cvigeni 12.20: Pro vektorové pole

F(z,y) = [2aw, ]
vypoitéte hodnotu kfivkového integralu po krufnici se stfedem v bodé S = (2,3) a
polomérem ¢ = 1. Vipolet provedte pomoct vatahu (12.12). Provedte diskosi visledkn
vehledem k vété 12,27,

Nyni dokazeme, Ze plati i obracena vita k viité 1226

Vista 12.30: N
Necht F je spojité vektorové pole v oblasti G C E? takové, #e [ F - dF nezavisi na
K

integraéni cesté v oblasti G. Pak je pole F potencilni.

Diikaz:
Z\'\olme bod A € @ a definujme funkei Uiz, y, 2
= {x,y,z) € G polofme

z) nasledujicim pfedpisem. Pro kafd§ bod
x
Ulz,u,2) (12.22)
[P
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kde integrilem na pravé strané rozumime integral podél libovolné kiivky K C G, pro
kterou je A = p.bKCa X = kb

Funkee U{z, y, z) je vetahem {12.22) dobfe definovana, nebof integral nezdvisi na cestd,
zivisi pouze na pofiteinim a koneovim bodu kfivky. Keneovy bod X je promiénngm
bodem a probihi eelouw mnoginu G,

Zbyva dokdzat, #e funkee Ulr, y, 2), definovand vatahem (12.22) je potencidlem pole
B 4. e plati

I, v, 7) U, 7)
ar

=Flzyz), —5 = Fina)

oz, v, z) W 7,
ay az

= Fi{z,,z),

Dokdzeme pouze prvni rovnost, dukaz zbivajicich dvou je zeela analogicky,
Podle definice parcidlnich derivaci mime

al(x,y,z) . Ulz+hyz)—Ulzyz)
= lim =
dx 1 h
(e+hine) () Gahys) L,
I p.a_ IFd_r* (I]F‘d'r
o a A BT
~ b h MR (1223)
Nakreslete si obrizek, (j. kfivku na které lei po fadd body A = (x40, %),
X ={z,uz), Xy = (r+hyz) Provipofet integrilu
(= +haz)
Fodr
(€]

spojime body X a X dsefkou, jejiz parametrizace je
rit) =[z+t, ¥ 2, te{0h).

Fozor, ede x,y, z jsou pro tuto chvili konstanty! Déle pak mame

@ =[dt, 0, ],
takin
(i) A
i’r‘v?r—fﬂ(';+i,y,z)ds.
{a28) o
I do (12.23) dostava

n
W) {Fl(t-'- ty,z)dt
sl h :

Proto#e limity Sitatele i jmenovatele jsou pro it = 0 rovay nule, povgijeme L'Hospitalovo
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pravidle: Pozor, derivujeme podle proménné b, tak#e derivace jmenovatele je rovna 1 a
miifeme psit

ey g, (4 an'{::+t, 2)dt| | = lim Bz + by, 2) = Fule,p,2)
ar A0 ] 1 Wz am £ + W pLE Y P
cod jsme chiéli dokdzat, L]

. Poamimka 12.31: FPodobnd jako je primitivoi funkee [ f{z)dz urﬁanajedno'znnénéni
na aditi je rovnéi p ial Uiz, y, z) vek ého pole F urien jednoznaing
a% na aditivni konstantu. Aditivnf konstanta | je ve (12.22) “schovana” ve volbé hodnoty
U(A) v poiatetnim bodé A, jak uvidime na pfikladech v daliich odstaveich,

12.8 Integrace totilniho diferencidlu
V ndsledujicim textu se naviime Fefit ndsledujici dvié dlohy:

1. Umét uréit, da je pole F potencidlni.

2. Nalézt potencidl U pole F .
“Mluvon diferencidlnich forem™ lze tyto dlohy formulovat takto:

1. Umét poenat, kdy je dand diferencidlni forma P dx + Fa dy + Fydz totdlnim di-
ferencidlem né&jaké funkce,

2. Tuto funkei nalézt.
Umluva: Ulohu nalézt k danému totlnimu diferencialu
atr alr atr
il = = dr + o dy = B dz

funkei Uz, y, z) nazdvime integraci totélniho diferencilu.
Tedeni dlohy ad L. rozddlime 2 pedagogickyeh divodil na rovinng a prostorovy pfipad.

12.8.1 Rovinny pfipad

V dalZim bud potiebovat pojem jednodude souvislé oblasti.

Definice 12.32: Rovinnou oblast G € E? nazfvame jednodu#e souvislou, jestlize
mi nasledujici viastnost: Pro kafdou jednoduchon  ueavienou kfivkn K C G leki celf
vnitfek kiivky K v mnoZing G,

Tedy jednodufe seuvisld mnofina v roving “nesmi mit diry”™. Na obr. 12,13 je mno-
Zina znazornénd v pipadé a) jednodude souvisla a v pfipadé b) neni jednoduse souvisla,
Kru#nice, kterd je na obrdzku nakreslena Sirkovand, nesplije podminky z definice 12.32.
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Obrazek 12.13:

Typickym pfikladem mnoziny v roving, kterd neni jednoduSe souvisld, je mnoZina
kterou obdekime, kdyE  roviny odstranime jeden bod. Tedy napfiklad mno#ina
G =E"\ {(0,0)}

neni jednodeie souvislon mnoZinou.

Véta 12.33:
Budiz F{x,y) = [Fi{x,y), Falz,y)] rovinné vektorové pole, spojité diferencovatelné na
jednodufie souvislé oblasti G C E?. Pak je F potencidlni pravé tehdy, kdyZ na &
plati
ar, 8,
oy oz’

Parafrazujme vitu 12.33 mluvou diferencidlnich forem.

(12.24)

Veta 12.34:
Diferencidlni forma
Filz,y)dr + Fa{z, y)dy,
kde Fi{x,y), Fa(z, y) jsou spojité diferencovatelnd funkee na jednoduse souvislé ob-

lasti G € E?, je totélnim diferencidlem nijaké funkee pravé tehdy, je-li na ¢ splnéna
podminka (12.24).

Driikaz:
Viéta 12.33 mai tvar ekvivalence. My zde dokdZeme pouze jednu ze dvou implikaci, z nich#
se ekvivalence sklida. Dokag e 7 i pr idlu U pole F plyne rovnost (12.24).
Puodle pfedpokladu mame
AU {x, u) al{z,y)
F i w114 F ===%
@)= "5t @ Ry - Ty

Fak podle vity 1 z kap. 21 v MI mame
PU(z,y) _ PU(z,y)
drdy  Oydr
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tudi# dostavame rovnost

oF. _ oF,
oy or’

kterou jsme chtéli dokazat, -

12.8.2 Prostorovy pFipad

Jednoduie souvislon oblast v prostoru definuj bdot pusobem jako v

pipads.

Definice 12.35: Prostorovou oblast G € E® nazfvame jednoduse souvislou, jestlife
mi nasledujici vlastnost: Pro ka#zdou jednoduchou uzavienou kiivku K © G existuje
plocha §, lefici celd v G a majici kfivka K za svoji hranici, viz obr. 12.14.

Napfiklad mnofina, kterd vznikne tak,
#e z prostoru E? odstranime pfimku,
neni jednodufe souvisld, nebot kruZnice
se stfedem na této pfimee, (napf. lefici
v rovind kolmé k pfimee) nemaji viast-
nost pofadovanou v definici 12.35. ALE!
Mnodina, kterd venikne tak, %o 2 pro-
storu E? odstranime bod, je jednaduge
souvisld.

Obrédzek 12.14:

Vita 12.36:
Budit F(z, y, z) = [Fil=,y,2), Falz,y,2), Blz,y, 3)] prostorové vektorove pole, spojité
diferencovatelné na jednodufe souvislé oblasti G C E°. Pak je F potencidlni pravi
tehdy, kdyZ na G plati

aF, 9Fy; GF, 8F, 0F, 0F

W e e oy -

Parafrizujme vitu 12,36 mluvou diferencidlnich forem.
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Véta 12.37:
Diferencidlni forma

Fi(z,y, 2)dz + Fylz, y, 2) dy + Fy(x, p, z)dz

kde Fi{z,y,z), Falz,y,2), Fs{z, v, z) jsou spojité diferencovatelné funkece na jedmo-
dufie souvislé oblasti G C £°, je totdlnim diferencidlem néjaké funkee privd tehdy,
jsou-li na G splnény podminky (12.25).

Dhikaz toho, e podminky (12.25) jsou nutné, je zeela analogicky dikazu véty 12.34.

» Piiklad 12.38: Vypodtéme prici, potfebnou k pfemisténi hmotného bodu po &vrting
zivitu droubovice (vie piiklad 12.8) 2 bodu A = (1,0,0) do bodu B = (0,1, ) v silovém
poli .

Flz,p.2) =z v 3

Fedeni: Vektorové pole F‘je defincvino na celém E%, co# je jednodue souvisld mnofina
a spliigje podminky (12.25). To i, Fe podle vity 12.36 je kfivkovy integrdl tohoto
pole nezdvisly na cesté. Kdybychom znali potencidl tohoto pole, vypoéitali bychom hleda-
nou prici podle veorce (12.21) 2 wﬁty 12 22, Pmtoé)e potencidl zatim neendme, vypoftéme
hodnotu kiivkového integralu s p trizace a vetahu (12.12).

P rické rovoice uvad tasti {u bovies jsou

x=cost, y=sini, z=1 L€ {U,g},
takie dile mime

dr = —sint di, dy = cost di, dz = di.
Pak dostaneme

j:: dr+ydy+z dz=f[— sint cost 4 sini cost + ) dt=ft dt = [;tz]’ =
4 ] 1 °
Snadno nahlédneme, % potenciil nafeho pole je roven
1
Ulz,u,2) = 2(:’ +yt+ ).
Pougijeme-li veorce (12.21) # viity 12.22 dostavime
1 7 1 2
!z day dy+3 dz = U(0,1,5) ~U(1,0,0) = {07+ 17+ (1)) = 5 (17 + 0 +07) = .
o Pozndmka 12.39: JestliZe integral
[F@
K
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nezdvisi na integraéni cest®, pak nejvhodngjsi kfivkon pro vipodet tohoto integrilo -
pokud nezndme potencidl - biva kfivka slofens ¢ dsefek rovnobé#nych s osami sou-
fadnic.

Probermne tento postup podrobngji, protode ho budeme podstatnym gpisobem pougi-
vat v nasledujicim odstavei pii vipoftu potencialu,

Vratme se k pfedchozimu pfikladu 12,38 a vypoditejme znovu hodnotu kiivkového
integralu aviak nyni po kfivee slofend 2 dselek, jak je zndzomina na obr. 12.15 silnou
Earou,

Civrtina zévitu froubovies 7 piikladu 12.38
je na obr. 1215 endzornfing pipmﬁomé.
Lomens kiivka L se sklada po &z orien-
tovanfch dsetek ac , C . Oznatme
poiadd Ly, La, Ly u\-‘aﬁuvane uséh‘ atyto
parametrizujme.

Obrazek 12.15:

parametrizace [, : x=1—1, y=0, z=0, te(0,1), tedy
dr=-—dt, dy=0, dz=0.

parametrizace Ly @ o =10, y=1 z=0, te(0,1), tedy
dr =10, dy = dt, z=0.
parametrizace Ly 0 z =10, y=1, z=1, LE(D,5)  tedy

dr =0, dy=0, dz=dt

Kfivkovi integral po lomené &ife spofteme jako souet integrali pies jednotlivé fsedky
Ly i=1,2,3:

fﬁ' fzdx+yd&r+zdz+fxd:: ydy+zdz—[:d.m+udy+ dz =

1 1 5 1
e S
== ftu-gar+ frar+ fea= [E_t]r[ ] [ ]
o 0 0
Cvigeni 12.40: Ovéfte, 7o vektorové pole

z T 1

F z
R Ak

je potencialni v oblasti

G={(r,p,2) e ES x>0,y>0,2>0}
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12.9 Vypodet potenciilu

Pii znalosti potencidlu U pole F jsme vipodet [F - @ provaddli jednoduse a snadno
K

pomoei vztahu (12.21). Pokud ale potencidl [/ nezniame, musime pouZit vztah (12.12).
Jak jsme vidéli v pfedchozim pfikladu, je v¥pofet pomoci potencidlu daleko jednodusai.
Dile se naudime stanovit potencidl vektorového pole {pokud existuje).

Zafneme rovinnfm plipadem.

« Piiklad 12.41: Uvafujme vektorové pole
Fla,y) = [ =", 5 - 2m]
definovand na celé rovind £2. Doka#me, #e je potencidlni a najdéme jeho potencidl Uz, ).
Redeni: £? je jednodue souvisld a protove
.
je vektorové pole F{z, y) potencidlni a diferencialni forma
(" —y")dz + (5 - 2xy) dy

j& totdlnim diferencidlem néjaké funkee, pfesndji: je totélnim diferenciflem potenci-
alu Uz, y).
Vipodet potencidlu provedeme dviima zpisol

1. zpiisob:

Tento zplisob povfiviame obvykle v pfipad? rovinngch vektorovich poli.
Pro hledany potencial plati:

whjs - z? — y’ ,
(12.26)
ar)a; = 5—2ry.
Soustava téchto dvou rovnic je idlnich dife idlnich rovnie. (To jsou

takové rovnice, ve kterfeh se vyskytuji pnﬂ:lé.lni derivace negnamé funkee.) VyfeSit tuto
soustavu snamend nalézt funkei U(x, y), kterd soustavé vyhovuje.

Vezméme nejprve prvni 2z obou rovnic (12.26) a zintegrujime levou i pravou stranu
této rovoice podle proménnd z. Na promi y se bud pro tuto chvili divat jako na
konstantu {stejné jako pfi parcidlnim derivovani). Tak#e dostavame

jw—éj’” do= [ -1 ds,

tudiz
Ulz,y) = = — 21’ + o). (12.27)
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Funkee {y) na pravé strané této rovnice je integraéni konstantou vzhledem k proménné
z, ale miZe ziviset na y! Urdenim funkee (y) dostaneme hledanou funkei Uz, y). K
tomu, abychom funkei @(y) uréili, zderivujeme ob# strany rovnice (12.27) a dostaneme

WD) — ey + ). (12.38)
Nyni porovadnim pravich a levich stran této rovnice s druhou rovniei v (12.26) dostdvime
—2zy +¢/(y) =5 — 2, (12.29)
a po Gpravé dostaneme jednoduchou diferencidlni rovnici 1. fadu pro hledanou funkei ¢{y)
#lw) =5,
JjejiE Febeni ziskdme integraci podle y, tj.
wly) =5y +C.
Diosazenim za @(y) do (12.27) dostaneme

U(z.y)=z—;—wy’+5y—0, {12.30)

kde ' je integratni konstanta.
2. zpilsob:

Zvolme pevny bod A4, napfiklad A = (1,1) a oznafme libovolny bod X = {#,§) € E”
Potom

X X
Ule,5) - U(,1) = [F @ = [ - y?) do+ (5 - 200) dy. (1231)
A A

¥ Jak vime, je nafe pole potencidlni a tudii
kfivkovy integral {12.31) nezdvisi na cesté,
Tedy podobné jake v pozndmee 12,39 vo-
lime kfivku, po které budeme integrovat,
slodenon s Gsefek rovnobd#nfch se soufad-
nicov¥mi osami, viz obr, 12,16,

Obrazek 12.16:
Napifme parametrické rovoice isetek A a DX,

AD: z{t)=t, ylt)=1, te(l,#), dr=dt, dy=0.
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DX z{t)=3% yit)=t te{l,§), dr=0, dy=dt
Pak dostavime

X

U@3) - UL 1) = [(&* = 3") da+ (5 2m0) dy =
A

D X
— [ =) dz+ (5 - 200) dy+ [(a? = y?) do+ (5~ 2aw) dy =
A o

i #
=f(t’—1)d(+f{5—2£t)dt=[§—tr+[5t—£t!]f=
1 1 N

o _ 13
:?—xxf+5;r—?_

Jeliko# jsme bod X = (£, ) uvakovali jako libovolng bod dané oblasti, lze vynechanim
vinovek dostat

= i
Ulw) =5 =" +50 = 33 +U(L,1),
co# je stejnf visledek jako pfi pouditi 1. zpisobu, kde integradni k je ve tvarn
C=-2+0(1,1).

o Pozndmka 12.42: 1. zpisob vipodte potencidlu je pro (Firozmdrny pifpad sloZitgjs
a proto jej nebudeme pouZivat.

« Piklad 12.43: Zjistéme, zda diferencidlni forma

(1 + 22" — 1) dx + 2oy dy + (2272 + 2°) d=

je totdlnim difs idlem . ¥V kladném pipadé vypoététe potencidl U(z, y, z).
Redeni: Vektorové pole
Flr,y,2) = [* + 222" = 1, 2oy, 222+ 2%

je spojité diferencovatelné na F*, tj. na jednodue souvislé mno#ing. Protode dile plati

oF _,, _0Fh OR _,  _O0F OR _, OF
By dr ' Bz ' Bz &y’
je podle véty 1237 dani diferencidlni forma totdlnim  diferencidlem  potencidlu

Ulz,y,2).
Potencial nyni vypofteme 2. zpisobem, tj. pomoci kfivkového integrilu. Zvolime
pevny bod A = (0,0,0) a proménng bod X = (&, 7, 7). Pak

Ul#, 4, 3) — U(0,0,0) = ](y’ +orgt = 1) dr+ 2y dy + (2072 + ) da. (12.32)
A
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T _,\_’f{:?,}'.é} Zvolme opé kiivke slofenou # orien-

tovanich dsefek rovoobéEngch s osami
soufadnic, viz obr. 12.17.

C=(%,0,0) D=(x,30)
Obrazek 12.17:

Napifme parametrické rovnice dsefek AC, CD, DX (pfisluiné diferencialy jiz vymechi-
vame):
AC: zH)=t, wW)=0, =0, te(03)

CD: a()=3, w)=t, )=0, te(0n)
DX: =zit)=z%, ylt)=4 ={t)=t te{0,3
Nyni ui znimym zpisobem dostivime

i ) H
Uz, 9,2) - U(0,0,0) =[{-1) dt—flitdt—f(zé"c+£3} di =
[ [ 0

=[-+ [:w.’]: + [x"‘t’ + 2]: =

- , #
=—E+E+ 5P+ T

Tedy koneéné
Uz, y,7) = —= +xy’+z’z’+z—‘+0

_|e hledany poten::ual naieho vektorového pole. O spravnosti visledkn se muZete sami
P kou, tak Ze vypoditite pfisluiné parcidlni derivace funkee U{z, y, z).

260

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EGHE ORI NSS! SD0E EYRi "BREg & SxIBCIOULD0) CfMUBIE SIYS EACSAN DA | DS WOLIEAGIONLIS 80 ) ENSBUORY () NEN]



« Piiklad 12.44: Uvafujme vektorové pole
Fz,y) = [—ﬁ, ﬁy,]
které je spojité diferencovatelné na mnozing
G=E"\{{0,0)},

kterd neni jednodude souvisla. Spoditejme

[F-@

K
kde kiivka K je jednotkovd krufnice se stfedem v polatko.
Tefieni: Parametrzace kruZnice je

z=rcost, y=sint, dr=—sinf, dy=-cost, &e{0,2r).

Po dosazeni dostévime

e
¥ T . . 3 ] _
&f.( T o d) !(sm t+ cos’ 1) dt = 2.

Zavir: ProtoZe integral pfes uzavienon kiivku je nenulovy, pak podle véty 12.27 neni
pole F potencidlni na G, resp. pfisluina diferencidlni forma neni totaleim diferencidlem
néjaké funkee na mnoFing &, i kdy# na této mnofiné jsou splnény podminky (12.24) 2
vty 12.33. Zdviir vity neplati proto, protee mnofing G nenf jednodude souvisld. Tedy
piedpoklad o jednodue souvislé mnoZing je ve vité 12.33 podstatny!

Cviteni 12.45: Vypoltéte potencidl vektorového pole

Flzy= -4 % |

{z,u) Pyt Py
Za jednodufe souvislon il fte 1. kvad ti. G = {(z,y); x>0, y > 0}
Visledek porovngjte s funkei U{x, y) = piikladu 12,23,

Cvifeni 12.46: Vypoftéte potencidl vektorového pole I:"'(z‘,y, z) zadaného ve cvideni
12.40.
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Niévody ke cvidenim z kap. 12

12.16 Vyufijle vetahu (12.10) 2 definice 12.10 a viastnosti integralu skalirniho pole, vita
11.16. Vlastnosti lze rovnéZ dokazat pomoci vetahu (12.12) a vlastnosti skalarniho
soufinu.

12.17 Obé dvi parametrizace urfuji na kfivee K stejné pole jednotkovich tefnyeh vek-
tor, viz odstavec 12.4. Z definiéniho vetahu (12.10) pak plyne platnost dokazova-
ného tvrzeni.

12.24 Usefka AF je parametrizovina rovnicemi x = 1 +{2/3—1)t, y = 1+¢, t € {0,1).
Dile postupujte jakoe v piklady 12.14 .

12.28 Diikaz vyplyvd ze vatahu {12.21).
12.29 Kru#nice je parametrizovina rovnicemi x =2 +cost, y =3 +sint, £ € {0, 27}
12.40 G je jednoduse souvisla oblast. Oviifte platnost podminek {12.25).

12.45 P 2. zpiisobu vipoftu potencidlu lze 5 vihodou poufit identity arctg £+arct.ga =
3 platné pro a > 0.

12.46 Postupujte shodné s piikladem 12.43. Volte 4 = (1,1,1).
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Dodatek A

Supremum a infimum ¢&iselnych
mnozin

-3 14

Ne# zavedeme novd pojmy sup a a
nékteré definice ze skript [MI].

Necht M C R je neprazdnd mnofina redlnfch &sel. Rikime, o mnofina M je shora
(zdola) omezend, jestlize existuje &islo o takové, Ze pro viechnax € M jez < g (v > a).
Cislo o pak nazjviine hornf (dolnf) zdvorou mnofiny M. MnoZinu cmezenou soutasnd
shora i zdola nazyvame omezenou, Nejvétsi Sislo iny M, neboli i mnoZiny
M, kterd znatime max M, md ndsledujici dvi viastnosti:

(i) Pro viechna = € M je x < max M, tj. max M je horni zdvorou mnofiny M.

{ii) max M € M, tj. nejvétdi &islo mno¥iny M patii do M.

jejich viznam pfipomefime

Podobni ngjmendi Sslo moofing M, neboli minimum moofiny M, kterd mafime

min M, ma nisledujici dvé vlastnos
(i) Pro véechna = € M je x > min M, (j. min M je dolni zdvorou mnokiny M.
{ii) min M € M, tj. nejmensi Zislo mnoZiny M patii do M.

Uvaujme mnoZinu Mg {—T7,3). Tato mnofina je sice shora omezend, ale nemd
maximum. Cislo 3 nemi#e bt maximem mnofiny My, nehuﬂ do této mnoFiny nepatii a

rovndd ZFdnd Eislo o € Ms mensi nez 3 de bt ziny Ma, nebot mezi
dislemn @ < 3 a &islem 3 leZi prvky mnoZiny Ma, t]. &isla vEt3i nezli o a mendi ne? 3, napf.
Eislo 31

Shora omezend mnofing M: nema tedy maximum. Intuitived citime, #o &slo 3 zde
pro mnoZinu M hraje roli " jakéhosi maximalniho prvko”. Tato situace nas vede k tomn,
abychom zavedli obeenéjEi pojem ne# je max M. Timto pojmem je supremum mnoZiny
M.

Demonstrujme tento pojem napfed na mnofind My = (=7, 3). Jeji horni zévorou je
kaidé islo vétE nebo rovno islu 3, tj. mnoFina viech hornich zévor mnoZiny My je interval
(3, 00).

Cislo 3 je nejmendi horni zévora mno#iny My, t). klademe pak

sup My = 3.
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| Definice A.1: Necht je mnotina M C R shora omezena. Nejmensi horni zivory mno-
| ziny M nazyviame supremum mnoFiny M a znafime sup M.

Ka#zda shora 4 Zina M © R md

Vita A.2: ‘

o Pozndmka A.3: Pfedchozl vita vyjadfuje jednu ze zdkladnich vlastnosti mnofiny
redloych isel a to tu vlastnost, Ze redlnd &sla jsou na Ziselné ose rozloZena spojité, tj.
"bez mezer”.

* P ka A.4: Roseberme podrobnd definici A1 Oznafime g = sup M, t]. slo g je
nejmendi homi zdvorou mnoziny M. Tedy

L) g je horni zdvora, tj. pro viechna r € M jex < g,

2) g je nejmen3i horni zévora, tzn. Ze je-li g’ < g, pak g nemidze bit horni zdvorou
muofiny M, tudik existuje £ € M takowd, B x > g’

V piedchozi pozni jsme dokazali ndsledujict vitu.

Vita AG:
Cislo g = sup M préivi tehdy, kdyz

(i) Proviechnaz € M jex < g.

(i1} Pro kakdé g' < g existuje x € M takové, 2o x > g

® Pozndmka A.6: Ziejmé plati: Ma-li mnoFing M maximum, pak je tote maximuom
rovndE suprememn mnoging M.

» Pozndmka A.T: Néktefi autofi zavadéji pojem suprema i pro mnoginy, které nejson
shora omezend a to tak, %o supromum shora Finy kladou definitoricky
rovno +oo. Pak je napf. sup M = +oo, sup(l,00) = +o0.

Zeela mlaglcky a pmt.o velnn strnﬁné zavedeme pojem minima a infima mnofiny.
Piipomefime, e gi prvek () ) giny M C R, tj. min M ma tyto dvé
viastnosti:

{i) Pro viechna = € M je x > min M, (ii) min M € M.

Definice A.8: Nejvétdi dolni zavorn mnoZiny M nazivame infimum mnozing M a
& inf M.
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Veta A.9:
Ka#da #dola omesend mno¥ina M € R mi infimum. Cislo b = inf M privi tehdy,
Jjestlize Sislo h ma nasledujici dvé vlastnosti:

(i) Pro viechnaz € M jex > h.

(i1} Pro kaZdé &' > h existuje x € M takové, %o x < K.

« Piiklad A.10: Budiz M = {2,n € N} = {1, 5, },...}. Dokazme, % inf M = 0.

Refieni: Pouzijeme vitu A9, (i) Je efejmé, #e = = 0 pro viechna n € N. (i) Zvolme libo-
volné &' = 0. Pak lze nalézt takovi pfirozend Bislo n, Je 1 < K, stafi volit n > . Tudié
Eislo h = 0 je infimem mnoZiny M. Déle plati sup M = max M =1, min M neexistuje.

« Piklad A.11: Budi# A mnofina viech raciondlnich &isel leficich v uzavieném inter-
valu (=10,+/2), tj. 4 =0 {=10,+/2). Urfeme min 4, inf 4, maxAd, supd

Hefeni: inffA —mind =—10, supd =+/2, maxA neexistuje, nebot +/2 ¢ Q.

Na zévér tohoto dodatke uka¥me ditkaz vity 5.10 skript [MI], kterd podstatng vyuZivi
vity A2 a kterd fika nasledujici:

Viéta A12:
Je-li funkee y = f{z) spojit na uzavieném intervalu {a, b} a f{a)- f{b) < 0, pak existuje
Eislo e € {a,b) tak, Ze f{c) = 0.

Dikaz:
Predpokladejme napf., e fla) < 0 a f(b) > (. Uvame mnoking

M = {x € {a,b); f{z) < 0},

tj. M je mnoFina viech Eisel z intervalu (o, &) v nich# je funkee f zipornd. MnoZina M je
neprizdnd a shora omezend. Existuje tedy podle vty 1.1 sup M. PoloZme

e=sup M.

Ukdkeme, ke f(e) = 0 tim zpisobem, Ze vyloufime ob# ehivajici mofnosti, tj. ukideme,
#e nemiiZe nastat ani pfipad f{c) > 0 ani piipad f{c) < (.

a) Kdyby byvlo f{e) < 0 pak ze spojitosti funkee f v bodé ¢ plyne, #e existuje okoli
Oyic) = (e — &,c + d) takové, Fe f(z) < 0 pro viechna z € Oj, tudi? ¢ nemiZe byt
supremen moofing M.

b) Podobné, kdyby bylo f(e) > 0 pak ze spojitosti funkee f v bod@ e plyne existence
takového Og(c), e pro viechna x € Ogle) je f(z) > 0. Aviak z definice mnoZiny M a
suprema ¢ plyne, #e pro jakékoliv ¢ < ¢ existuje 2' > o, pro né2 je f{z') < 0, cof je apur
s tim, e f(x) = 0 pro véechna x € Og{c).
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Dodatek B
Rady

B.1 Ciselné fady

Zikladnim pojmem teorie fad je pojem soudtu nekonefné fady, tj. souftu nekenednd
mnoha #sel. Zatimeo soudet koneéného poftu Eisel je samorfejmy a wipis

b
Ym=aitmt. . +a,
=1

jsme jiz diive pouZivali, neni na prvni pohled jasné, co soufet nekonefné mnoha Zisel
pA
iml
znamend, a tento pajem je tfeba nejprve definovat. Pfirozeny zpiisob jak to udélat je ten,
#e slitdme "stale vice Slend” Fady a zjiftujeme, zda se takto ziskand soudty bliE néjakémue
Eislu, tj. vySetfujeme limitu téchto konefnych souito,

| Definice B.1: {Nek u) Fadou rorumime soufet Eleni  posloupnosti
i, 03, @, . .. nekonefnd mooha redlogeh dsel zapsanych ve tvaru

oo

m+03—ag+...+n,.+...=£:a‘,

iml

Soufet prynich n deni Fady, tj. sondet
n
s= Yy,
i=1

nazfvime n-tym Edstefnym souttem dand fady. Jeli limita lim s, = s konefn,
nazfvime Sislo s soudtem fady, piseme

a fikdme, Ze tato fada konverguje. Je-li nl'll;gus,‘ nevlastni nebo tato limita neexistuje,
soutet Fady nedefinujeme a fikime, o fada diverguje.
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s Pifklad B.2: Rada U2, 1 se nazjvi fada harmonickd. Ukdfeme, #e tato fada je
divergentni. Zfejmé

1 1.1 1 1,1 1 1 1
33-—1+2+{3+4)+{5+6+7+8}+(9+.,.+IG}—...
1 1 1
DURTEY R, |
eritera Tt 20y
nebot kazdy vivaz v zavorce je vitsi ne % Odtud
lim sp0 > lim -2 =
Jim e > Jim - 5 = +oo,

a harmonicka fada tedy diverguje.
« Piiklad B.3: Uvafujme fadu

=)
Y-l =1—1+l—1+1—1+1—1+....
=0

Ziejmid

fi=1
_ _qyi ] O proonosedé
=2 ”‘{1 pro n liché.

Tedy lim s, neexistuje a tato Fada diverguje.

e Pozndmka B.4: Dolni mez pro sfitaci index nemusi byt vidy &slo 1 (viz pfedchozi
piiklad), ale obvykle ji volime tak, aby zipis n-tého flenu byl co moZnd nejjednodudsi.

Nap. f ﬁ a § -+L1 jsou jen jiné zapisy hannonické fady = pfikladu B.2. Rovnd? séitaci
index mifeme oznafovat rizngmi symboly, obvykle i, j, k nebo n.

Vita B.5:
Je-li fada 3 oy konvergentni, pak _Iimwa.- =10.
=1 A=

Diikaz:
Nechf fada ¥ a; konverguje a s = ,.IEIEL"“' Fak ale téz s = lim &,_;. Odtud
i=t o0

Jim gy = lim (s, = su1) = lim sy = lim s =5 -5 =0
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# Pozndmka B.6: Vita B.5 iikd, #= podminka “Ii_‘ngea,. = 0 je mutnou podminkou pro
konvergenci fady E ay. VEtu nelze obritit, tj. ze vetahu Iim a, = 0 neplyne, #¢ fada

E ay konverguje, _]ak ukazuje priklad harmonické Fady E , kde lim

% = 0, ale fada
Ao
dlvuguJe viz piiklad B.2.

« Piiklad B.7:  Velmi dileZitou fadou je tzv. geometricka fada. Je to kaZdd fada
tvaru

=)
a+aq+nq"’+...=£aq‘, kde a,g € R,a # 0.
i=0

Cislo g nazfvime kvocientemn geometrickd Fady.

Véta B.8:
Geometrickd Fada }_, g je konvergentni pravé tehdy, kdyE |g| < 1.V tomto pipads

pro jeji soudet platl \mt.nh

Zcﬂ;’—

i=0

Daukaz:
Podle vzorce pro rozdil n-tfch moenin

I-g"=(l-g{l+g+¢"+...+¢")

dostavime 1
f=a+ag+...+ag" = 1=
1—?
Jeeli Jg| < 1, je “Ii‘ngoq"zﬂ a dostavime
1—g" [

LSl X P

Naopak je-li |g| > 1, pak lim ag' neni rovna nule a tedy podle vity B.5 je dana fada
=400
divergentni. []
Cvifeni B.9: Urfete soufet nekonetng fady
1

1 1
F=lds ==l
t3mg Tt e+

Definice B.10: Rikame, e fada aza a; konvergnje absolutné, jestlize konverguje fada
=1

=

= |m.

=1
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| Véta B.11:
Jestlize tada ¥ o; konverguje absolutng, pak tato fada konverguje. Jinak fedeno:
=l

konverguje-li Fada f, a;), konverguje i Fada ;_n", ;.
=1 =1

. Poumﬁmka B.12: Tvrzeni vity B.11 nelz:e obratit. V pfikladé B. 19 ukizeme, Ze fada
E {') konverguje, ale jak vime, fada E [E1] diverguje. Rada E L7 o tedy pi-
kls.dn:m konvergentni fady, kierd neni nbsolutné konvergentni.

Urfit soudet konvergentni Fady je obvykle snm‘.né obtiénzi nloha, kterou umime Fedit
pro geometrickou fadu a dile v nékterich j fuchyet h. JednoduiEi dlohou
miZe bit dloha gjistit, zda je dand fada hommrgnnmi (am! byr:hom urfovali jeji soudet).
K tomu slou#i tzv. kritéria komvergence. Téchto kritérii je celd fada, néktera z nich si
nyni ukdfeme.

| V&ta B.13: (Srovnivaci kritérium)
Necht pro ka#dé n > 1, pfip. n > ng, plati 0 < 0, < b,. Potom plati:

(i) konverguje-li Fada :bh‘ konverguje i fada Ea,.,
n=l =l

{ii) diverguje-li fada Ea.,, diverguje i fada Z b

nml

Diikaz:

Oznadme s, = (@ + 02 +...+ay) 8 S, = (b + b +... + b,). zfejmé 5, < S, a obé
posloupnosti {sp} 1 {Sy} jsou neklesajicl. Je-li tedy Jim Sy konefnd, je nutnd konefnd i
Jim s, a tim je dokdzano tvrzeni {i). Tvrzeni {ii) se dokaéze analogicky, kdy# uvagime, ze
.!anlns.‘ =400, protofe se jednd o Fady s nezdpornfmi Seny. [ ]
* Pozndmka B.14: Ve vété B.13 je moino platnost predpokladu 0 < a, < b, pofadovat
pro viechna n = ng, kde ng > 1 je ndjaky pevny index. Konvergence nebo divergence fady
totiF nezaleZi na hodnotich konefného poftu séitanci.

niv

« Piiklad B.15: Uvafujme fadu E - Protoze 0 < o < 5opron > 1 a fada
=l

s
3. 7 je konvergentni (je to gec ickd fada s kvoci g =1/2), je podle véty B.13

konvergentni i fada EE, L
n=t

» Piiklad B.16: Tada E, je divergentni, protoze o1 > | pron > 2a fada E L
divergentni.
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| Véta BAT: {Podilové kritérium)
Uvagujme fade ¥ oy, a, 7 0.
=l

>
“"“| <1, pak fada ¥ a, konverguje absolutnd.

n=l

L Je-li lim |

- T4l = " .
2, Jeli lim |——| =1, pak fada diverguje.
Nl ,E““ guj

Vitu nebudeme dokazovat. Poznamengjme jen, #o dikaz prvni #dsti spofivd na porovnani
dané fady s jistou geometrickou fadou. Pro druhou £8st lze ukizat, e fada nesplinje
nutnou podminku pro kenvergenci danou vitou B.5. Je-li

Jim |""*‘| =1, {B.1)

poduluvé kritérium o k genci fady hodne, Existuji fady konvergentni (napf.

E oz, via priklad B.23 ) i fady divergentni (napf. harmonickd fada v piikladé B.2),

pm kterd plati (B.1).

Zatim se uvedend krlt.érla t@"kala abaolutni kormargence Uved'me nyni jedno kritérium
bsolutni k L wo krité Tika se tev. al jicich Fad, tj. fad,

pro
jejichi Eleny prrawdelnﬁ méni znaménko.

Véta B.18: (Leibnitzove kritérium)
Necht pro posloupnost {a,} plati:

@y > gy > 0 pro kafdé n > 1, a soudasné lim g, = 0.
Potom fada -
(-1,
n=1

konverguje.

« Piiklad B.19: Rada ‘E {=1)"% splituje podminky véty B.18 {posloupnost {1} je kle-
n=1

sajici a ’!Lr(\”'% = 0 ) a tedy konverguje. Jak jiZ bylo fefeno, tato fada nekonverguje
absolutné, srovnej 5 harmonickou fadou v pfikladu B.2,

Cvigeni B.20: VySetiete konvergenci fad

s
=
El

3|

& 3
W L b
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Pozorng étensf si jisté viiml jistfch podobnosti mezi nevlastnimi integraly a neko-
nefnfmi Fadami, kterd se tikaji jak definic a terminologie (napf. konvergence, divergence
integralu nebo Fady), tak i nékterych tvrzeni {napf. srovndvaci kritérium pro konvergenci
integralu - vita 10.3 skript [Ml] nebo Fady - vita B.13).

Daldi souvislosti ukazuje nasledujici véta, tzv. integralni kritérium pro absolutni kon-
vergenci fady.

Véta B.21: (Integralni kritérium)
Necht funkee f(z) definovana pro x > 1 je nerostouci spojita funkee spliinjici podminku
flz)=0prox > 1

Pak T!(:r-] der konverguje pravit tehdy, kdyi konverguje fada % f(n).
1 a=l

Fi

F2)

fi3

Obrizek B.1:

« Poznamka B.22: Intuitived si lze tvrzeni vity B.21 pledstavit nasledovnd. Jestlize
E f(n) konverguje, tj. soufet velikosti ploch viech obdélniki o strandch 1 a f(n), n =
‘1‘,=§, .+, Je konefny, je konetna i velikost plochy ohraniZené grafem funkee f, osou x a pfim-
kou x = 1, nebal je &sti sjednoceni ploch viech uvaZovanfeh obdélniki. Tedy integral
:i'uf(a:] dx konverguje, viz obr. B.1. Podobné si lze predstavit i drubou 2ast tvrzeni.

FProtoze podle pfedpokladu plati pro éleny fady § f(n) podminka f{n) >0, t¥ka se
integrilni kritdrium absolutni konvergence. =
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o Piiklad B.23: Rada 3 5 konverguje, protode integril
n=1

F1 1= 1
7%= [, - tmp- o=
konverguje.
« Piiklad B.24: Pomoci int Iniho kritdria mi# takd dokdzat di i harmo-

B

nické Fady i . Protode integral
n=l
F1
]— dr=[Inz]" = lim Inz =oc
|z b

diverguje, diverguje i Fada ¥ k.
1

n=

B.2 Mocninni a Taylorova fada

Definice B.26: Radu tvaru -

3 aalz —zo)"

n=
kde xg, my, a1, . . . jsou redlnd Sisla, x je proménnd, nazfvime innou fadou. Cisla
ap, ay, ... nazyvame koefici a &islo xy stfed mocninné fady.

« Pozndmka B.26: Pro evolenoy hodnoty proménné x je moeninnd fada Sselnou fa-
dou. Soufet mocninné fady pledstavuje jistou funkei, definovanou pravé pro ty hodnoty
proménné x, pro kterd odpovidajic Siselnd fada konverguje.

« Piiklad B.27: Mocninna fada § Z" (se stiedem xy = 0) je geometrickou fadou

n=0
s kvocientem x, a tedy konverguje pravé pro x € (—1,1). Podle vity B.8 pro jeji soudet
plati

=, 1
Ya"=—" proze(-1,1).
=t l-x
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Véta B,28:
Necht 3. a,(z—xy)" je mocninna fada. Pak existuje &slo 12 € {0, +o00) (tj. 2 € {0, +00)
s
nebo 1 = 4o0), takové, Ze:
1. Je-li £ =0, pak dana mocninna fada konverguje pouze pro @ = g a pro ostatni
T # mp diverguje.
2. Je-li B € (0,+a0), pak dand mocninnd fada konverguje absolutnd pro kakdé
z € {zg— R,zy + R) a diverguje pro ka#dé x € (—oo, 2y — R) U (@p + R, +00).

3. Jeli = +oo, pak dand moeninnd fada konverguje absolutng pro kafidé - € R

Cislo R nazyvime polomérem konvergence mocninné fady.

« Poznamka B.29: Polomér konvergence moeninné Fady Em g2 —2g)™ je modno urdit
n=l
pomoci podilového kritéria, viz. dodatek B. Oznafme

= lim

n—m

Dy

UkdZeme, %o f je polomér konvergence dané moeninné fady (pfedpoklidime oviem, Ze
uvedend limita existuje), Plati

On1 (T — )™

n—ton

~lim |an1{z = o)
[ o

= |o — 0| lim |E .

o [:*%
Odtud okam?ité plyne, #e pro |z — 2| < A mocninna fada konverguje absolutné a naopak
pro |z — zg| > R diverguje. Tedy R je polomérem konvergence dané mocninné Fady.
* Pozndmka B.30: V pfipadé 2, véty B.28, t]. v pfipadé R € {0, +oc), nelze fici obecné
nic o konvergenci moeninnd fady pro x = xg — B a x = zp + K. Existuji piiklady, kdy

maocninna fada konverguje jak pro x = xy— A tak pro x = xy+ A, piiklady kdy konverguje
pouze pro jednu 2 tiehto hodnot, i pFiklady, kdy pro obé 2 téchte hodnot diverguje.

o Piiklad B.31:  Urfiete, pro které hodnoty proménné r konverguje fada E ":.

Retieni: Protode

. n

-l el =l

je pedle podilovéhe kritéria dand Fada absolutnd konvergentni pro x € (=1,1) a diver-
gentni pro z € {—oo, —1) U {1,+oc). Polomér konvergence dané moeninné fady je tedy
roven L. Prox =1 je dand fada harmonicken fadou, a tedy fadou divergentni, pror = -1
je dand fada fadou 2 piikladu B.19, kterd je konvergentni.

lim
e
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Definice B.32: Nechf funkce f ma v bod? zy derivace viech fadi. Taylorovou fadou
funkee [ se stiedem v oy rosumime Fado

z £ J(%}(:c )" .

n=0

« P¥iklad B.33: Odvodte Taylorovu fadu funkee f(r) = * se stfedem v bodd zy =0
a urfete, pro kterd z tato fada konverguje.

Befeni: Pro f{z) = e je f(")(z} =e*, a tedy f(“](xﬁ) = 1. Taylorova fada je tedy fada

o a0
L
Vyfetfeme konvergenci této Fady podilovim kritériem:
{M-l]
llm _T:_ ”Ew|n+1|—0 pro kazdé reR .

Rada }:‘.0 £ tedy konverguje pro kaldé x € R.
# Pozndamka B.34: Soufet Taylorovy fady, pokud existuje, budeme znaéit symbolem
T{x). Prowie Tayloriiv polynom Tyh(rx) n-tého stupnd funkee f v bodd xp je pravd
n-tym Edsteénym souétem Taylorovy Fady této funkee, je podle definice B.1

T(r) = N]ﬂlgﬂ']"n[u:] .

V daliim se budeme rabyvat ntarkuu lody flz) = Tix). Z Taylorova veorce f(r) =
Tulz) + Hulx) d dem pro n — ac

flz)= mn{z) + Jim Rufa) = T(@) + fim, Ralz) .

7 této rovnosti plyne, #e f{x) = T{x) pravé pro ta z, pro kteri je Jim_ Ru{z) =0.

Tim jsme dokdzali nésledujici vitu:

Véta B.35:
Pro soudet T(x) Tavlorovy fady funkee f se stfedem v xy plati

T(x) = flx) pravé tehdy, kdyz  lim R(z) =
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# Pozndamka B.36: Je dulefité poznamenat, #e existuji funkee, které maji v bodé
zy viechny derivace, a tedy maji Taylorovy fadu, jejiZ soudet se dané funkei v okoli g
nerovnd. Pro tyto funkee zfejmé ”IlngeRn(r) # 0. Pikladem takové funkee je funkee

-
ro-{7 m il

Lze ukdzat, ¥ T(z) = 0 pro viechna € R

Tlustrujme si pouditi vity B35,

« Piiklad B.37: Ukdbeme, o

oo L3
=35 prokaidé reR.
n=p T

Z piiklady B.33 vime, #e Fada E T Je Taylorovou Fadou funkee ef se stfedem v xg = 0

a ¥e tato fada konverguje pro kazd.é x € K. Pro pevné zvolené x € R plati prodle véty 6.1
skript [MI]

Rﬂ(a:] - ﬁxﬂlﬁl ,

kde e le# mezi x a xy. Ziejmd

1
s _T

| o el T
S e

[Realer)| =

(n+ 1]"

Ukizeme-li, Ze lim gﬁf—“w =0, pak nutnd i lim Ry(r) = 0. Ale fada “};ng,l, je Eadon
konvergentni, a tedy podle véty B.5 je
. " ) xﬂ+l
T T

Cwviceni B.38:  Uka#te, #e pro kazdé x € R plati
siny = E(

Na zavér tohote odstavee uvedine Thylorovy Fady nékterfeh funkei, spolu s intervaly,
kde se témto funkeim rovnaji:

{'m+1)f
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=, "
o= 3 i TER
n=
] o pimtl
inx = =1t R
sinx !\gﬂ( ]{2“_'_1}!, T€

o »xh
cosT = ngn(—l] eIk z€eR

In(z+1) = i(—l]""‘""%. ze(=1,1)
wetgz = 302
n=l)

In+1

, we{-1,1)

Navody ke cvienim z dodatku B
B.9 Otestujte, #e se jedna o geometrickou fadu a poufijte vitn B.8.

B.20 Pouijte podilové resp. srovodvact kritérinm.

2041

B.38 (a) UkaZte, & Fada n;_:"b(—l.)" thgoys Je Taylorovou fadou funkce sin se stiedem
xg=0.
(b} Ukadte, #e tato fada konverguje pro kafdé x € R
(c) Podobné jako v piiklad? B.37 ukate, #e pro kaidé = € R je ,.IEro'oR"{x) =0
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Priloha C

Cylindrické a sférické souradnice
3
v E

Ve skriptech [MI], v adstavei 7.5 jsme zavedli polami soufadnice v roving. Nyni zavedeme
eylindrické a sférické soufadnice v prostoru E*.

C.1 Cylindrické (valcové) soufadnice

Zavedeni cvlindrickfch soufadnic do EY spofivi ve dvou krocich, které jsou znizornfiny
na obr. C.1:

Obrizek C.1:

1. krok:

V prostorn £7 gvolme bod O za pofitek soufadnicové soustavy. Timto bodem vedeme
tev. gdkladni rovinu ¥ a pfimku kolmou k roving ¥, kterou nazivame csou z. V roving
¥ zavedeme polarni soufadnice s pdlem v bod@ O a polirni osou o.

2. krok:
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Nyni kaZdému bodu P € F?, ktery nelefi na ose z, pfifadime uspofadanon trojici &isel
(i 4, =) ndsledujicim zpisobem:
Fromitneme bod P kolmo na rovinu ¥ a oznaime Fy jeho kolmy promét, Oznafme polami
soufadnice bodu Fy v roving ¥ p a @, . p je vedilenost bodu Fy od poldtke O a ¢ je
pfisluiny polarni dhel. Pak promitneme bod P kolno na osu z a dostaneme bod P, (viz
obr. C.1) kter§ méd na ose z soufadnici z. Bodu P pak pfifazujeme uspofadanon trojic
isel
{e; v, 2)

a piseme P = P(p, ¢, z).

Trojici {p, @, z) takto ziskanon nazfvime cylindrickymi (vdlcovymi) soufadni-
cemi bodu P,

Bodim leficim na ose z pfifazujeme

p=0
a nepfifazujeme jim #idnou hodnotu polirnibo dhlu ¢. Urdeni z-ové soufadnice bodi na
ose z je diano obvyklim zplisobem. Body na ose z maji tedy cylindrické soufadnice
(0,7, z).

« Pozndmka C.1: Soufadnice p je rovna vedédlenosti bodu P od osy z, soufadnice
z udava vedédlenost bodu P od roviny ¥ & vienam soufadnice ¢ je sfejmy.

Je tfeba si dile uviddomit, Ze

0 < p < o0
0 < p < I {C.1)
e < @ < 400,

pe{l,+o0), ¢ €(0,2r), z€(—oc,+oa).

Zavedeme-li do £% soufasné soufadnice kartéeské i eylindrickd, jak je zndzornfno na obr.
.2, vidime ihned, #e mezi cylindrickjmi a kartémskimi soufadnicemi plati nasledujici
vetahy:

T = peosyg
¥ = psing {C.2)
=z
a
po= ety
arctg ¥ pro 1. kvadrant
¢ = m+amtg?  proll a I kvadrant {C.3)
2r +arctg ¥ pro IV. kvadrant
z = z

Kvadranty jsou vetazeny ke kartézskim osam v roving X,

278

an Rupsiog 33

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EEES 080408 NESI S0 EYRig "BZei A SGCI0 L0 CfIMUBLE SICHS EHOSAN ‘BAA ‘| MHEVIES WAMABACUTIWIS 84 [} EXSELAIENY (] NZIN )



"'§.='_oc?i{_'_r_—,;=--.-a_&_

" xzol a

Obrazek C.2:

 Pc ka C.2: Vy 1 nyni nizev této soufadnicové soustavy. MnoZina
viech bodd = E?, jejich pryni cylindrick soufadnice, tj. p je konstantni, p = gy, je tedy
muoZinou bodi, kterd maji od osy 2 ke i vedal . Tato Zina je vilcova
neboli eylindrické plocha s csou v ose z. Odtud ndzev soufadnicové soustavy.

Poznamensjme jedtd, ¢ mnofiny bodi, jejich? jedna soufadnice je konstantni a zhyvlé
dvi se meni, se nazdvaji soufadnicovymi plochami. Oznafme po Fadé

Spupsr Semgns Semzy

soufadnicové plochy v eylindrické soustavé soufadnic, Vime ji#, #e S, jsou vileové plochy.
Snadno zjistime, #e soufadnicové plochy

Simsy
jsou roviny rovnobéZné se zikladni rovinou ¥, A nakonec soufadnicovd plochy
Si=io

jsou poloroviny kolmé k roving ¥, jejich# spolefnd hranifni pfimka je osa 2. Soufadnicové
plochy S, si miZeme pfedstavit jako listy v knize, jejiz hibet je osa z.

C.2 Sférické soufadnice

Opét jako v pFipadé cylindrickich soufadnic zvolime pofitek O € E?, timto bodem
vedeme roving X a pimky z kelmon k rovieg X,V rovind 3 zavedeme poldeni soufadnice
5 pilem v bodé O a polirni osou o,
Kagdému bodu P € BY, P 4 O piitadime uspoféadanou trojici &sel
{r, @ ),

které nazfvame sférickymi soufadnicemi v prostoru ) ndsledujicim zpiisobem, viz
obr. C.3:

279

i RuEsliga a3 ey

e

-

HEERP DEE T2

BRI THIFA |

EGRE ORI 0 NS GD0E B "EER A EiDO0 I 0 COERUSLE SIS SAOEAA BN L RIS WHASALTINESS 8 [ EXSEASEY () REN]



Obrazek C.3:

- Cislo + je rovno vedal ti bodu P od podatku O.
- Cislo @ je rovng polamimn ihlu kolmého primétu Py bodu P do roviny 5.
- Cislo @ je rovno velikosti hlu, ktery svird dsefka OF s kladnou poloosou z.

Bodo O pfifazujeme r = 0 a nepfifazujeme mu Zidnou hodnotu dhli ¢ a &, Tedy ve
sférickfch soufadnicich ma pofitek soufadnice

0={0,77).

Bodim na ose z nepiifazujeme Zidnou hodnotu dhlu . Body na kladné poloose z maji
tieti soufadnici ¢ = 0 a body na zdporné poloose = maji tfeti soufadnici & = 7, tedy

P=Pr, 1,00zt o P=Pr, ", m)ez.

Dile ziejmé
0 < r < +0
0<¢ < 21 (C.4)
0 < &4 < m

tj.

re {0, +x), we(0,2r), de(07)

Zaved li do E? fasné soufadnice kartérské i sféricke, jak je sndzornéno na obr,
C.4, lze ukizat, %o mez sfédekfmi a kartézskfmi soufadnicemi plati ndsledujiel vatahy:

x = rsind cosp
y = reindsing (C.5)
z = remd
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Obrizek C.4:
a
ro= YT+t
arcty ¥ pro 1. kvadrant
g = { w+arctg?  proIL a IIL kvadrant {C.B)
2r +arctg ¥ pro IV. kvadrant
# = arccos 2

Kvadranty jsou vetaZeny ke kartézskim osim v roving ¥,

« Poznamka C.3: Vysvitlime nyni nizev této inicové st Mnoi
viech bodi 2 E?, jejich prvni sféricka soufadnice, tj. r je konstantni, r = rn, je tedy
mnoZinon bodd, kterd maji od osy potdtkn O konstantni vzdilenost rg. Tato meoZina je
kulova plocha neboli sféra se stfedem v bodd 0. Odtud ndzev soufadnicovd soustavy.
Soufadni plochu znagime Seey,.

Cvigeni C.4: Urete tvar ebfvajicich dvou soufadnicovich ploch ve sférick{ch soufad-
nicich,

Navody ke cvidenim z dodatku C
C.4 UvaZujte body ve sférickgch soufadnicich, které spliuji rovnici @ = @, resp. & = &,
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RESENT CVICENTI

S ohledem na omezeni rozsahu skript uvadime v fefeni cvifeni vétSinou pouze koneéné vi-
sledky. Neuvidime vétSinou ani postup ani fefeni evideni, ve kterfch bylo dkolem provést
dilkaz, popfipadd ovifeni vztahu ancbo je postup ziejmy 2 navodu ke cvideni, uvedentch
na konci pFisluiného paragrafu.

Redeni

1.14

1.29

iteni # kapitoly 1

ad 1)
Necht je ddn systém preki @,,...,ax € V' se dvima stejnfmi prvky, tj. existuji ¢, §
tak, 7e { # j a a; = a;. Pak vytvofme netrividlni linedrni kombinaci

&

En,.-a,., kdery =1, 05 ==1 ao, =0provr#ir#j

rml
Pak ziejmd
[
2&,-a,=0-a|+'--+1-&4+-"+{-1}'ﬂj—'-'+0'ﬂk=ﬂf—ﬂl:&—fh=o-
r=1

To znamend, o jsme vytvofili netrividlni linedrni kombinaci, kterd di prvek o, a
podle definice 1.11 jsou uvedené prvky @, ..., e linedrné zavislé,

ad 2)

Necht @; = o. Vytvoime netrividlni linedrni kombinaci EL‘ o - @ takovou, Ze
. = 0 pro viechna r vyjma iy = 1. Pak

k

Yoa=0a++0a+1-0+0-a4++0-a,=0.

=1
Zavér plyne opét z definice 1,11 jako v pfedchozim cvideni,
a) Zigjmé 0 = (0,0,0) € Vi; pro @ = (a1,02,0),b = (b, b2,0) € Vi & o € R platic
d+b=(a +b,a:+b:,04+0) €V 0@ = (0ay, atg, - 0) = (o, e, 0) € V.
Podle definice 1.26 je ¥ podprostor RY.
b) Pro @, b e Vy, tj. @ = (a1, 82, 1), b= (b, 8, 1) Je

G+ E=(a +b,aa+ by, 1+ 1) = (@ + b, 00+ 5, 2) # Vi

Podle definice 1.26 to znamend, #¢ Vs neni podprostor RY,
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1.33 Zvolme vektory (1,0,0) a (0, 1,0), které oba le#i ve .. Vytvofme linedrni kombinaci
v (1,0,0) + e - (0,1,0) = {1 - 1, 20+ 1,0) & necht se tato roved 0, tim dostaneme
(e, 03, 0) = {0,0,0). Odtud plyne, #e a; = 0 a o3 = 0. Tedy pouze trividlni linedmi
kombinaee di nulovy vektor a dané vektory jsou linedmé nezdvislé. Dokdeali jsme
vetah 1 v definici 1.18. Dale necht libovolng vektor b = (b, 6,0} € V.. Cheeme,
aby existovala takovd linedmni kombinace, 2e o - (1,0,0) + ag - (0, 1,0) = (by, b, 0).
To znamend, #e méi platit (e - 1,as - 1,0) = (b, 8,0). Z toho lehce plyne, Ze
=l a0y = by, tedy, % koeficienty hledané linedrni kombinace jsou pfimo
rovny soufadnicim vektoru b Znamend to, 2 libovelng vektor z V1 lee vytvofit jako
linedrni kombinaci dangeh vektori, 2im# jsme dokdzali vetah 2 v definici 1.18. Tedy
podle uvedend definice tvoil vektory (1,0,0) a (0, 1,0) bazi V) a podle definice 1.24
jedimiV] = 2.

1.43 Ano, nebof cos’x +sin’z —1 =0 proVr € R.

Refieni cviteni z kapitoly 2

2.15
L [ cos60° —sin60° 2] . [ 3508
Y= sin60°  cos60° | R

2.22 O platnosti uvedendho vetahu se piesvid@ite rozndsobenim A - A" a vyudijete
veztahu detA = ad — be). Tento postup pouze naznaéime:

[2a 2 2)-[0]

Uvedeny vetah plyne také z vty 2,20, nebot’

acio b [Aw AT 1 [ A A
detA” | An Agp detA | Az Am |7

kde _
Ay = {=1)"" - det[d] = d, An = —b, Ada=—c, An=oa.
2.28
20 5 -5 -10 1 0
o 1 9 2 1 =4 0 -1
_Al.go ! . -
F=ATE=l 1 a1 1| -2 0
1 3 -1 -6 3 -1

Redeni evideni z kapitoly 3

3.17 Napf. a) 1,e™, b) e~* e, ¢) e3*
3.18 Wy, o(x) =™ £ 0 pro Ve € R.
3.27 Wi(x) = bhe=
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3.34 7 a Inx jsou fefenim homogenni LDR na {0,00) a W{z) =z # 0.
3.41 yp{x) = e™ {5k cosdz + 5% sindz).

410 o1 =2,m3 = Lxp(t) = —de ™ + 4™ pit) =20 +o™

3

] =

o) = oo™ + Jege " p(t) = cre® = et

411 M =25 = shg= =10y =

417 x =e™, y=0 je fefenim soustavy a jeho trajektorie je kladna #dst osy . Podobng
fefeni x = 0,y = e ™™ ma za trajektorii kladnou &ist osy y.

_R‘ﬁem' eviteni z kapitoly 5

5.22 Funkce f je spojitd v celém R?, protoe pro libovolnd £, 7, € R? a libovolné & > 0
jevidy |f(F) - [(Fa)| = |K - K| =0 <&
| Reseni cvideni z kapitoly 6
Of 2 8f 1 1
12 n —_— =] =2
6. ‘/:’-—y!‘ 6«; vlz! yzl f{d@, @) = (2,0). (‘/21 ‘/2) V2
6.22 Oznafme o = b= ¥. Potom
6_f=6_5“ -"'(__) af 35,-(__ 991
dr Bﬂy bz
Ff _ Tz gﬂL_ﬁi_%L_@L
Brdy  Boy? | fafbry M r Bay?  Gbhxt'
&Ff g’ 28"9’ 1 6“9 1 +Bg2:r
& auw Badh ('RF:!:’ da

b) ;y =¥ L ey + 7o),

09 g &y &g &g
o) fa) = 5 6z + o IZz’+ !d::3+—12:c‘+§9x5,
kdyi o = z:ab 7
6.36 p= T — 4, Ap = dp = & dT + (FEL + 8)dV.

6.43 ?g;(r.y) M{xu,mH ,a”(ro,w){r o) + a,_,aia(mn.wur )

a dokazovany vetah ziskime dosazenim r = zp a ¥y = .

&P P -R &P 2RT G .
84T Frotore s ‘°’W‘W‘W—W'Fvl"
. i It 2{ It
AP = di+ (- U= rha ya)dV = o dev+(( )(dv)
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2 _ 2 _
W 3?,’ . & =(1,05), # = (0.9375,0.5),

I3 = (0.9336, 0.50453), &, = (0.93356, 0.50457).

Refeni evideni 2 kapitoly 7

% of
= dy
Hiz,y) = %%g‘? — 1. Proto#e H(5,2) = 3 a %’;{(5,2) = 0.8, je bod (5,2) bodem
lokilniho minima.

6.54 J{x,y) = [

7.0 %(z, v=y- r—- %. Jeding staciondrni bod je bod (5,2).

.14 Soustava (7.6) ma tvar: 2195a+1036 = 5577, 103a+-56 = 259. Odtud a = 3.3005,6 =
—16.1913 a hledana zavislost je y = 3.3005x — 16.1913.

| Reseni cvideni 7 kapitoly 8

8.8 Pro = = 0.95 dostaneme y* — 2.85y — 2.142625 = 0. Odtud pfi volbé gy = 2 je
W= 1982801 a y» = yy = 1.982603. f(0.95) = 1.982603. Pro & = 1.05 dosta-
neme y* — 3,15y — 1.842375 = 0. P¥i volbé gy = 2 je yy = 1L01B088, 3y = 33 =
2015915, f{1.05) = 2.015915.

af

816 Jelikot F(1,0) = 0a 5o

—2(x—1).

8.18 &) Hledané body jsou napt. (0, k), & € Z, protole tyto body vyhovuji dané rovnici
a %(U,fﬁl’) # 0 pro Yk, protoZe % = oSy + .
b) Zvolme (z9,40) = (0, 0). Pak v okali tohoto bodu

{1,0) = 1 # 0, je f/(1) = —2. Rovnice tefny je y =

cosT + Y
=1 - -2ty
s = (—Binx+y’)(nwy—-:c]—(m:v+y)(—ainy.y’+l}l

{cosy + z)?

Tedy f'(0) = =1, f"(0) = 2 a funkee f je v okoli bodu xg = 0 klesajici a konvexai.

c) Talx) = —x + 2", Potom Z=10.2 a f{T) = T5(F) = —0.16.

d) Dosazenim £ = 0.2 dostaneme sin y -+ 0.2y + 0.198669 = 0. V Newtonovd metod?
volme yy = 0, pak postupné g, = —0.165558, y» = g3 = —0.166194. Je tedy f{0.2) =
=0.1661594 a pfi vipofiu této hodnoty pomoei Taylorova polynomu jsme se dopustili
chyby mensi nef 7.10-%,

8.26 Oznaéme Flz,y,z) = 2" + 3 +3". Protode

F(1,2,-2)=0 a gu,z,—z) =14,
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jsou splnény predpoklady véty 8.22 na okoli bodu A =

derivace plati

3 & +yz
8 3Pt +ay
3 4=z
dy Al +ay

Rovnice

az
202

i)

s+2= @)= 2y -9)

je rovoic tefnd roviny.

| Reeni eviteni # kapitoly 9

9.11 a) Volimp-lwuakn stied intervalu {zi_1, ), je & = -1 + &. Dosazenim dostivime
B-1 pak

c.=’;-—$—
L2161 i-1 2 2-1_
S“U)_E 2n (;_ n )_‘; n?
Posledni sumu snadno sefteme, kdy# si uve- ¥

domime, #o se jednd o soufet n lichyeh, po
sobé jdoucich sftanci, tj. aritmeticka po-
sloupnost 3 d = 2. Pak je

Z(za —1)=n"atedy Su(f) =

=1

1 1
lim S,(f) = 5 = (R) {« da .
s == |

b) \"ol[me—lic,-—r,_ =1 je
i—1.4¢ i-1

Sulf) = z—(— -Ehaptd
*

e
=

1

Pak |||n Sn(!]_ |||n %%_%

286
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2 92(2‘_ l}

{1,2,-2). Pro parcidlni

= “2 E{‘

1 (n— Iin 1n-1
2 2 n
¥
[}
{
i
:
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9.16

P—3-%j{ous’3cpdp— :j—1+mﬁgpd [w+—5m6cp]
-F

2
-3
9.18
1 1 1
U= [Vereaeya- [ versda—e [ varraa-
-1 -1 [
gt +4=3z
1stdt=d. 2,19 2 . .
= licioz 2ff [3 L—ﬁ[v’la—\/f]_a.as_
t—ﬂ—)..—ri
Tedeni cviteni ¢ kapitoly 10
10.8 5.
10.10 In%.

1011 In 243

10.26 vi(y) = ¥4, va(y) = 71 P =4

10.30 [ “ f ::m(z* +y)dy)do+ [ % / Tm]{z" +y)dy)dz = 3.5+ 27 = 305.
10.34 w(al — o?).

10.43 5,/
10.54 V = 20

Redeni evideni z kapitoly 11|

B 5

11.8 Nejednd se o pfipustnou zménu paramnetrizace, nebot 2(s) je sice prosté, ale ¢/(s) =
0 pro s =10,

11.20 7v/2(} + ) = 32.835.

Reseni cviteni 2 kapitoly 12|

l-gi !j
12.24 G (arct g\la-m retg m)

= —15 = —0.261799.

12.29 —37 resp. +37, volime-li obéh v kladném, resp. zipomém smér. Hodnota nezdvisi

na volbé potdtecniho bodu na keugnici. Podle vity 12,27 [ F'd zavisi na integradni
cestd a tedy pole F' neni potencidlni.
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OF  OFy y OF  8Fy 1 2z 8F, 8Fy 1
e e e S e S e | — = — = —.
dy  or it Gz dr 'y (@ +y')" oz dy ozt
aF, _8F -1
o ox (@)
Pii druhé |
& 1 T - i 1 i
- = —are gl —= — == —=
/; i’+1dt+[ di aretg &4+ arctg +urt:tgi amtgf amtgﬁ

PR p—

z z
12.46 Uz, y) = arctg - — — .
(my) = arctg e

Refeni evideni 2 dodatku B
B9 s= 2

B.20 a) Rada konverguje. b) Rada diverguje.

Rtefleni eviteni ¢ dodatkn C

C.4 S,-y, je polorovina, Ss=e, je kuZelovi plocha s osou v ose z.

288

tj. # je potencidlni. Potencidl je uveden v prikladu (12.23).
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Rejstrik

béze
linedrniho prostoru, 15
pfirozend, 15

bod
hraniéni, 91
koneovi oblouku, 213
krajni oblouku, 213
pofitefni oblouku, 213
sedlovy, 136
stacionarni, 135
vnitini, 91

cesta integratng, 241
Eislo vlastni matice, 77

délka kitivky, 169
derivace
implicitné zadané funkee, 147
parcidlni, 105
implicitné zadané funkee, 154
parcialni
vy, 107
ve sméry, 108
epbrazeni, 117
determinant Wronského, 22
diferencial
parcidlni, 121
totélni, 121, 125
zobrazeni, 240
diferencialni forma, 246
dimenze linedarniho prostoru, 16

existence fefeni diferencidlni rovnice, 39

forma diferencidlni, 246

fundamentalni systém fedeni HLDR, 41,
6

funkee

k-krat spojitt diferencovatelné, 107
n proménngch, 94
explicitné zadand, 142
implicitnd zadand, 143

na okoli bodu, 143, 153
komplexni redlnd proménné, 45
linedrné nerdvislé, 21
linedrnd zavislé, 21
soufadnicova, 96
apajitd, 97

v bodé, 97
spojité diferencovatelng, 107
stiedni hodnota, 177
tiidy CY{@), 107
tHdy CF(G), 107

Gaussova-Jordanova metoda, 34
gradient funkee, 108

v bod#, 108
graf funkee, 95

Hessidn, 136

hladky oblouk, 213
hodnota stfedni, 195, 206
hranice mnoZiny, 91
husteba linedrnd, 222

infimem mnoFiny, 264
integrace dvojnasobna, 183
integradni cesta, 241
integral
dvojny, 183, 189
funkee po kiives, 224
kfivkovy
skalarniho pole, 222
vektorového pole, 241
Laplacedv, 204
nevlastni, 202

e

RS

TRE

HEEKF EE

an Rupsiog 33

BRI THIFA |

ZGU5 05008 NGS) SDOZ EUSid "BEEL A SISO A0k COFMUBLE SICNS BAOSAN A | VIS WHLAGMINIIS B4 ff EXSBUEY | RENL



Newtonuv urdity, 161

Riemanniv, 161

trojoy, 205
integralod kritérium, 271

Jacobidn, 198, 207
jadro linedrniho zobrazeni, 27

Je Fedoni difi idl
39

rovnice,

koeficienty LDR, 38
koefici linedrni k
kombinace
linedrni, 13
netrividloi, 13
trividlni, 13
kifivka
hladks, 212
Jjednoducha
uweaviend, 213
konedna, 223
orientovand souhlasné s paramet rizaci,
a7
po Sastech hladka, 212

- 13

Leibnitzovo kritérinm, 271
limita funkce, 100
linedrni kombinace, 13
linedrni prostor, 10
béze, 15
dimenze, 16
podprostor, 17
linedrni zobrazeni, 25
jadro, 27
linedrni zobrazeni
reprezentace, 28

mira mnoFiny, 194
matice
Hessova, 136
inverzni, 32
Jacobiho, 117
soustavy DR, 76
maticové rovnice, 36
maximum

globalni, 134

201

lokalni, 134
oatrd, 134
maximum mnofiny, 263
metoda
Eulerova
pro soustavy, 85
Gaussova-Jordanova, 34
nejmendich Etverci, 139
Newtonova, 130
adhadu, 57
sniZeni Fadu, 70
variace konstant, 50
minimum
globdlni, 134
lokdlni, 134
ostré, 134
minimom mno#Finy, 263, 264
mnoZina
konvexni, 94
miry nula, 194
omezend, 93, 263
shora {zdola), 263
oteviend, 92
spuvisld, 93
standardni
1. typu, 191
2. typu, 191
standardni, 188
uzaviend, 92

nisobek
vektoru, 11
Newtonova metoda, 130
nezavislost integrilu na integrafni cesté,
249
nulovy prvek, 10

chjem rotaénibho télesa, 172
oblast, 83

Jjednoduge souvisla, 252, 254

uzaviend, 93
oblouk, 213

opalné orientovang, 217
obor

definidni, 94, 95

plirozeny, 94
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definiéni
plirozeny, 96

integraéni, 189
okoli bodu, 90

pratencove, 90
opang prvek, 10
aperace

nisobeni redlnfmi Sisly, 10

siitani, 10
orientace oblouku, 214
orientovand kiivka, 217
orientovany soufet oblovkd, 217

parametrizace kfivky, 213
plocha
cvlindrickd, 279
kulovi, 281
soufadnicovd, 279
valcova, 279
plodng obsah, 167
podilové kritérivm, 270
podminky okrajové, 63
podprostor
linedrniho prostor, 17
trivialni, 17
pole
Jednotkovich tefngeh vektor, 239
potencidlni, 247
silové, 234
vektorové, 234
polynom Tayloriy, 126
potencidl, 247
price plynu, 175
prace sily, 173
prace sily, 233
pravoihly primét vektorn, 232
prostor
R, 11
(1), 11, 20
on(I), 20
linedrni, 10
pramét pravoahly, 232
plipustnd zména parametrizace, 218
piifazend HLDR, 38

restrikee funkee, 221

202

rovina tefna, 124
rovoice
diferencialni
lingdrni homogenni, 38
linedarni nehomogenni, 38
diferencidlni
linedrni n-tého fadu, 69
linedrni n-tého fhdu s konstantnimi
koeficienty, 69
linedrni homogenni n-tého Fadu, 69
linedrni s konstantnimi koeficienty,
38
charakteristickd, 12, 69
matice, T8
parametrické
kfivky, 213
pohybové, 216
transformacni, 198

fada, 267
tastedny soufet, 267
divergentni, 267
konvergentni, 267
absolutng, 269
mocninnd, 273
polomér konvergenee, 273
soudel, 267
Taylorova, 274
feleni
obecné HLDR, 41
soustavy DR, 74
soustavy nelinedrnich rovnie, 129
fedeni
obecné diferencidlni rovnice, 49
partikulirni diferenciilni rovnice, 49
stacionarni, 75
aféira, 281
smér probihani, 216
soufet
integrilni Riemanniy, 162
fady, 267
Eastedny, 267
vektord, 11
soufet obloukd orientovany, 217
soufadnice
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cylindricks, 278
sfiérick, 280
valcové, 278
souslava
autonomni, 74
dvou diferencidlnich rovaie, 73
LDR s konstantnimi koeficienty, 76
neautonomni, 74
nelinedrnich rovnic, 129, 132
parcidlnich diferencialnich rovnic, 257
srovndvaci kritérium, 269
stav rovnovazng, 75
struktura fefeni diferencidlni rovnice, 49
stfedni hodnota funkee, 195, 206
supremuom mooFiny, 264
systém
linedrné nezdvisly, 13
linedrnd zavisly, 13
systém fundamentilni fefeni HLDR, 41,
6

Sroubovice, 214

Tayloriv polynom, 126
tefnd rovina, 124
totalni diferencial, 121, 125
trajektorie

Jjednobodovd, T4

fedeni soustavy, 74

iloha
okrajovd, 63

vektor
okam#ité rychlosti, 216
teéng kfivky, 215
vlastni matice, 77
vita
Fubiniova, 185, 192
integralni kritérium, 271
Leibnitzovo kritérium, 271
o stfedni hodnoté integrilniho poitu,
178
o substituci ve dvojném integralu, 199
o substituci ve trojném integralu, 208
padilové kritérium, 270

srovndavaci kritérium, 269
vlastni Sislo matice, 77
vlastni vektor matice, 77
voitfek mnofiny, 91

Wronskian, 22

zména pripustnid parametrizace, 218
zobrazeni, 95

linearni, 25

spojité, 103

v bodé, 103

zobrazeni

prosté, 213

reguldrni, 199, 208
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