Diferencialni rovnice
DEFINICE 1. Diferencidlni rovnici #ddu n nazgvdme rovnici tvaru

(1) y™ = f(z,y,y,...,y" D),

kde f je spojitd funkce ay = y(x) je nezndmd funkce. Resenim nazijvame libovolnou
funkci f(x) splnugici (1).

Reseni diferencidlni rovnice (1) muze byt samoziejmé vice. Nejjednodussim
typem rovnice (1) je ziejmé y(™ = f(z). Je ziejmé, ze tato rovnice m4 fedeni tvaru
J(f(...([ f(z)dz)...)dz)dz, v némz vystupuje n integracnich konstant c1,..., ¢,
(objevi se pfi integraci).

DEFINICE 2. Diferencidlni rovnici 1. nazgvdme rovnici tvaru

(2) y' = flz,y),

kde f je spojitd funkce ay = y(x) je nezndmd funkce. Pocdtecni podminkou nazveme
podminku

(3) y(7o) = Yo-

Resen{ diferencidln{ rovnice lze chépat jako zavislost drdhy y pifmocarého po-
hybu y = y(z) v ¢éase z. Pocdtecni podminku (3) lze pak chépat tak, Ze poloha
pohybujictho se bodu v ¢ase xg odpovidd hodnoté y,. Vznika otdzka, zda zadani
diferencidlni rovnice 1. fddu (2) spolu spo¢dtecni podminkou (3) mé vzdy reseni a
zda toto Feenf je jednoznaéné uréeno. Kladnou odpovéd (i kdyz jen lokalné) dava
nasledujici véta o existenci a jednoznacnosti feSeni.

VETA 1. Nechf funkce f(z,y) a jeji parcidlni derivace %Zy) jsou spojité v
uzavriené oblasti
G= {(m,y) € ]RZ; |Z’ - l’0| S a, |y - y0| S b}7
pricemz
|f(z,y)] < M,

Pak diferencidlni rovnice y' = f(x,y) md prdvé jednoo teseni definované pro x €
<:U0 — min{a, %}, xg + min{a, %}% které vyhovuje poédteéni podmince y(xzo) = yo.

<K Y(z,y) € G.

Neékteré specialni pripady DR 1. fadu

(a) y' = g(z)h(y) je rovnice se separovanymi proménnymi (f(z,y) v (2) je tvaru
9(@)h(y))

(b) ¥" = g(¥) je tzv. homogenni rovnice. Transformaci u = £ ji Ize pfevést na
predchozi typ

(c) ¥ = a(x)y + b(x) je tzv. linedrn{ rovnice.

(d) y' = a(z)y + b(z)y" pro r # 0,1 je tzv. Bernoulliova rovnice. Piipad r = 0
je rovnice linearni, pfipad » = 1 je rovnice se separovanymi proménnymi.

(e) g(z,y)dz + h(z,y)dy = 0, kde g—g = % je tzv. rovnice exaktni. Takovd

y
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rovnice je vlastné tvaru df (x,y) = 0, pficemz F5 = Broy = 5. & obecné fesenf je

pak tvaru f(z,y) = c.




Linearni DR 1. fddu

Uvazujme k linedrni DR rovnici

(1) y' = a(z)y + b(x)
tzv. homogenni nebo zhomogenizovanou rovnici
(2) y' = a(z)y,

kterd je rovnici se separovanymi proménnymi. ReSeni provadime ve dvou etapach

(a) feseni zhomogenizované rovnice
(b) variace konstanty

Prvni krok a jeho souvislost s nalezenim iplného feSeni dava nasledujici tvrzeni

TVRZENT 1. Vsechna Feseni rovnice (1) dostaneme jako soucet jednoho, tzv.
partikuldrniho feseni y,(x) rovnice (1) a vSech Feseni homogenni rovnice (2). Viechna
Teseni homogenni rovnice (2) tvori vektorovy prostor, ktery je podprostorem vek-
torového prostoru vsech spojityjch funkci na néjakém okoli néjakého bodu x¢ (v némz
by se uvazovala poédtecni podminka).

Nejprve se vyiesi odpovidajici zhomogenizovand rovnice. Je-li yp(x) jedno z
fesen{ této rovnice, pak feseni puvodn{ rovnice se hledaji ve tvaru y(z) = ¢(x)-yn(x)
pro nezndmou funkci ¢(z) pomoci tzv. metody variace konstanty.

Dosazenim do ptivodni rovnice méme ¢ (z)yn(z) + c(z)y}, (z) = a(z)c(x)yy (z) +

!

b(x). Protoze yn(z) je FeSsenim homogenni rovnice y' = a(x)y, je c'(z) =
odtud

3) o(x) = / yi(é)) da.
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PRIKLAD 1. Uréete obecné teseni diferencidlni rovnice y' = xy + ze® .

Resent: a) zhomogenizovand rovnice je tvaru y' = xy, coz je rovnice se sepa-

rovanymi proménnymi. Mdme % =zy = C;—y = zdz. Integraci dostaneme [ % =

[ zdz, tedy Inly| = %2 + c. Tedy |y| = el¥l = eTte = k. eé, kde & > 0 je
libovolna kladné konstanta. ZruSenim absolutni hodnoty mame y = ¢ - e%, kde ¢
je jiz libovolnda konstanta. Dle pfedchoziho znaceni méme jedno homogenni feseni
yn(z) = e .

b) variace konstanty: Dosazenim do (3) méme c(z) = [25dz = [ze=.

22
Volbou substituce ¢ = z> mame dt = 2zdx a [ze= dr = [ledldt = e3' + ¢ =

ez +c. Odtud y(z) = c(z)yn(z) = (e +c)ez = e 4 ce’T .



Linearni DR fadu n s konstantnimi koeficienty

DEFINICE 3. Diferencidlni rovnici Fddu n s konstantnimi koeficienty nazveme
4) Lo() =y™ +an 19"V +an 2y + -+ ary? + ary’ + aoy = f(),

kde ag,a1,...,an—1 € R. Je-li f(x) =0, hovorime o zhomogenizované rovnici (4)
nebo o homogenni rovnici asociovanou s rovnici (4). Je tedy tvaru

(5) 9™+ ap1y™ Y 4y o+ ay® + ary’ + agy = 0.
Poéatecnimi podminkami nazveme sadu n podminek

(6) y(z0) = 0,y (z0) = y1, ...,y (z0) =0,

které musi rovnice (5) splnovat.

Podobné jako u linearni diferencidlni rovnice 1. fadu plati nasledujici tvrzeni
udévajici vztah mezi vSemi feSenimi rovnice (4) a feSenimi k ni asociované ho-
mogenni rovnice (5) spolu s linedrn{ strukturou vsech feseni (5).

TVRZENT 2. Vsechna Feseni rovnice (4) dostaneme jako soucet jednoho, tzv.
partikuldrniho Tesend y,(x) rovnice (4) a vech Teseni zhomogenizované rovnice (5).
Vsechna Teseni zhomogenizované rovnice (5) tvori vektorovy prostor dimense n,
ktery je podprostorem vektorového prostoru viech spojitijch funkci na néjakém okoli
néjakého bodu xo, v némz se uvaiuje sada poédteénich podminek (6).

DEFINICE 4. Bdze podprostoru viech feseni rovnice (5) se nazjvd fundamentdlni
szstém resent.

Naésledujici veta dava fundamentalnf systém Feseni rovnice (4). Dukaz je tech-
nicky a proto ho neuvadime. Pied jeji formulaci uvedeme charakteristickou rovnici
asociovanou s (homogenni) diferencialni rovnici diskutovaného typu.

DEFINICE 5. Algebraickou rovnici
(7) A" AT oy AT ap 2 a M Fagh =0

nazveme charakteristickou rovnici asociovanou s (homogenni) diferencidlni rovnici

(5)-

VETA 2. Fundamentdlni systém feseni rovnice (5) je tvoren Fesenimi odpovidajicimi
Jjednotlivym kotendm (7) ndsledovné.

(a) je-li A k-ndsobnyj redlny koren, pak mu prislusi k bazickych (fundamentdlnich)
fesent

(8) e ozt L kT lerT,

(b) je-li X\ = a + i k-ndsobnd dvojice komplexné sdruzenyjch koreni, pak ji
prislusi 2k bazickych (fundamentdlnich) resend
(9)

e cosfx, et sinfx, re““cosfx, re** sinfx, . .., ¥ e k=l gaw

e*cosfx,x" e sinfx.
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Eulerovy vzorce

elat®)e — % (cog by + i sin be)
eib:ﬂ + e—ibm eibm — e—ibx
cosbr = ———, sinbr = ———
2 2

Metoda neurcirych koeficientti pro specialni pravou stranu

Necht
(10) f(z) = Pp(x)e® cos bz nebo f(z) = Py (x)e®® sin bz,

kde P,,(x) je polynom stupné m. Necht k je ndsobnost &fsla a+ib v charakteristické
rovnici (5). Pak partikuldrni FeSenf y,(x) je tvaru

(11) %€ - (Qpa(z) cosbz + Qo (z) sin bz),
kde Qun1(x), Qm 2(x) jsou nezndmé polynomy stupné m.
Je-li pravé strana f(z) = Pp(z)e*®, pak b =0 a (11) piejde na

(12) yp(z) = &€ - Qm(z).

Na pravé strané muze byt i libovolnd linedrni kombinace vyrazu tvaru (10).
Plati totiz tzv. princip superpozice dany néasledujici vétou.

VETA 3. Necht yi(z) je feseni L,(y) = fi(z) a ya2(x) je Fedeni L, (y) = fo(x).
Pak c1 - y1(x) + c2 - y2(x) je FeSend rovnice L,(y) = c1 - fi(x) + c2 - fa(x).

PRIKLAD 2. Najdéte obecné reseni diferencidlni rovnice
y' + 4y = cos2zx + x.

Homogenni rovnice asociovand k zadané mé tvar y"” + 4y = 0 a ji odpovidajici
charakteristickd rovnice tvar A2 + 4\ = 0. Fundament4lni systém FeSeni je tvaru
cos 2z a sin 2z (a = 0,b = 2). Linedrn{ kombinace z ného vztvorené vyjadiuji obecné
feSeni homogenni rovnice, které je tvaru c; cos 2z + ¢, sin 2x.

Partikuldrni feSeni y,; piisluSejici prvnimu vyrazu cos 2z na pravé starné je
tvaru (11). Ndsobnost k se stanovi jako ndsobnost ¢&isla 24, v charakteristické rovnici,
nebot cos2z je realnou slozkou éisla €972 = e2¢ (v pifpadé sin 2z by se jednalo
o imagindrni slozku z €2!). Tedy k = 1. Dale m = 0 (cos2z je napravo jen v
konstantnim ndsobku) a tedy y,1 = 2'€%*(c1 cos2z + eosin2z) = (e cos 2z +
¢ sin 2x) pro neznamé konstanty ¢y, co.

Druhd ¢ést partikuldrniho feseni ypo je tvaru diz + dy (zde m = 1, k = 0,
nebof @ = 0 a 0 nen{ kofen charakteristické rovnice. Tedy celkové partikuldrn{
feSeni hledame ve tvaru

Yp = Yp1 + Yp2 = x(c1 €08 2% + ¢ 8in 2x) + dyz + dy

V tomto tvaru y, dvakrat derivujeme, dosadime do zadani a srovnanim koeficientii
u ¢lenu cos 2z, sin 2z, z,1 vzpocteme neznamé konstanty.
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Systém linearnich diferencidlnich rovnic 1. fadu

Lze jej zapsat ve vektorovém tvaru

-

(13) J = A(z)y + b()
spolu s pocateéni{ podminkou (opét ve vektorovém tvaru)
(14) J(zo) = 9o

VETA 4. Necht A(z), b(z) jsou spojité na intervalu I. Pak md problém (13) s
poédtecni podminkou (14) prdvé jedno tesent, které existuje na celém I. Toto feSent
je limitou tzv. Picardovy posloupnosti postupngch aproximact

2o(2) = 0, o (2) = yo + /I[A(s)gok(:v) +b(s)lds, k=0,1,...

LDR #ddu n je fakticky systém linedrnich rovnic 1. fadu tvaru

Y1 =yo
Yo =Ys
!
yn—l =Yn
y;l = —ao(_’[:)yl —a1yYys — - — Ap_1Yn + f(l‘)

Geyi =y, 2=, ..yn =y V).

VETA 5. (Princip superpozice) Jsou-li 1,4 TeSenimi systémi rovnic § =

A(x)y + gz(:n) proi=1,2 a c1,co libovolné konstanty, pak funkce () = c1y1(z) +
cofa(x) je Tesenim systému ¢ = A(z)T + c1b1(x) + cafa(x).

Kazdé teseni uvazovaného systému LDR 1. fddu je souc¢tem jednoho tzv. par-
tikuldrniho feseni 7,(z) a vSech homogennich. Ta tvoii vektorovy prostor dimense
n, jehoz béaze se nazyva fundamentalni systém feseni (fundamentalni matice). Fakt,
ze dimense prostoru homogennich feSeni je rovna n plyne z nasledujici Jacobiho
formule. Determinant fundamentalni matice nazyvame wronskian.

VETA 6. Bud' Y (z) Fesend systému ij' = A(z)§ + b(z). Pak plati
detY (z) = detY (xg) = eleo TTA(s)ds,
kde TrA =ai1 + ass +++ + Gnn.

Vektorova pole

DEFINICE 6. Vektoroviym polem hladkosti C" na oteviené mnoZiné M C R"
nazveme hladké zobrazeni tridy C"(m) prifazujici kazZdému bodu x € M wvektor
X(z) = Xi(a:)%, pricemZ hladkosti 7adu r na M budeme rozumét hladkost Fddu
r souradnicovych funkci X*(z).

Nzni zavedeme dva dulezité pojmy vazici se k pojmu vektorového pole.
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DEFINICE 7. Integrdlni kiivkou ~y(t) vektorového pole X nazveme kiivku ~y(t)
na M takovou, Ze v'(t) = X (y(t)).

Rovnost v posledni definici je ziejmé systémem diferencidlnich rovnic s nezavislou
proménnou ¢ (coz je parametr integralni kiivky hrajici roli ¢asu) a funkcemi x*(t)
(prostorovymi soufadnicemi). Pak lze jednotlivé slozky vektorového pole Xi(z)
chapat jako slozky rychlosti v misté z = x(t) uvazovaného pohybu.

Naésledujici véta zarucuje lokdlné existenci integralni kiivky vzhledem k danému
vektorovému poli a umoznuje zavést pojem toku vektorového pole.

VETA 7. Necht X je vektorové pole na M a x € M. Pak existuje integrdlni
krivka vy, : I, — M spliujici v,(0) = x vektorového pole X pro néjaky interval
I, obsahujici 0. Je-li I, mazimdlni interval uvedené vlastnosti, je v, urcena jed-
noZNacne.

Pokud jde o fyzikalni nahled, integralni kiivky vektorového pole E nebo B
intenzity elektrického ¢i magnetického pole odpovidaji silocardm téchto poli. Znadi-
li-1i pole X pole rychlosti proudici kapaliny, jednd se o tzv. proudnice.

DEFINICE 8. Tokem vektorového pole nazveme hladké zobrazeni F1¥ Uzen Ly X
{z} = M takové, ze FIX (z) = FI*(t,x) = 7,(t), kde ~, : I, = M je integrdlni
krivka z predchozi véty definovand na mazximdlnim intervalu I,.

Tok vektorového pole lze rovnéz uvazovat jako zobrazeni Flf :M — M. Pro
véechna z € M splituje vlastnosti FI*(0,z) = z a FI* (t + s, 2) = FI* (¢, F1* (s, z)),
pricemz posledni vztah plati v nésledujicim smyslu. Existuje-li prava strana, exis-
tuje i levd a plati rovnost. Naopak, existuje-li lev4 strana a bud obé ¢, s jsou kladn4,
nebo zapornd, pak existuje i prava strana a opét plati rovnost.

Vrafme se k integralnim kiivkdm. Piipomenme, Ze jejich nalezeni vzhledem k
danému vektorovému poli je uloha na systém diferencidlnich rovnic 1. fadu. Kiivku
v8ak muzeme chépat jen jako trajektorii (¢dru), ne nutné jako pohyb ve smyslu
polohy jako funkce ¢asu (parametru). Pokud jde o dotyk vektorového pole, lze pak
definovat dva typy dotyku.

DEFINICE 9. Rekneme, Ze vektorové pole je teéné ke kfivce ~(t), je-li jeji in-
tegrdlnd kivkou, tzn. v'(t) = X (y(t)). Rekneme, e vektorové pole se dotykd kiivky
~(t), ezistuje-li parametrizace 0(s) uréujici stejnou trajektorii jako ~y(t) takovd, Ze
krivka 0 = (s) je integrdlni krivkou pole X .

Pokud jde o nalezeni integralnich kiivek () = (z(t),y(¢)) k rovinnému vek-

torovému poli X (z, y)a% + Y{(x, y)a%, mame systém diferencidlnich rovnic
(14) Z'(t) = X(z(t),y(t),  y'(t) =Y(x(t),y(t)).

Pokud se zajimame jen o kiivky ve smyslu trajektorif, jichz se uvazované vektorové
pole dotyka, pak lze zvolit parametrizaci trajektorie integralni kiivky tvaru z(t) = ¢,
z ¢ehoz vyplyva z'(t) =1 a y'(t) = y'(z) - 2'(t) = y'(z). Odtud pak méame

(16) y'(x) =




Tuto rovnici lze téz psat ve tvaru

(17) Y(z,y)de — X(z,y)dy = 0,
chapeme-li derivaci y'(z) v diferencidlnim tvaru %.

Ortogonalni trajektorie

DEFINICE 10. Systémem ortogondlnich trajektorii (6(t)); k systému trjektorii
(7(s)); nazveme systém trajektorii takovy, Ze libovolnd dvojice trajektorii vybrand z
obou systému se protind pod pravym thlem.

Fyzikalni vyznam ortogonalnich trajektorii jsou hladiny potencidlu dvourozmérného
pole uvazované vzhledem k systému trajektorii silocar. Vzhledem k (17) je difer-
encidlni rovnice pro systém ortogondlnich trajektorii tvaru

(17) X(z,y)dz +Y (z,y)dy =0,



