Metoda nejmensich étvercu

Pomoci skaldrniho souc¢inu funkei spojitych na intervalu C (a,b) odvodime op-
timaln{ aproximaci funkce f pomoci zadanych, tzv. aproximacnich funkei o1, . .., @k,
které jsou zpravidla jednoduchymi, a tudiz pro dalsi pouziti ,,rozumnymi” funkcemi.
Jednd se nejcastéji o polynomy nebo trigonometrické funkce. V piipadé (b — a)-
periodického signdlu v ¢ase (muze se jednat o elektromagneticky nabo akusticky

signdl) lze aproximaci trigonometrickymi funkcemi tvaru cos % a Sin% pro
k=0,...,n chapat jako rozklad zadaného signalu na signdl s perodou b — a a jeho

k-té harmonické, pricemz ziskand linedarni kombinace k-tych harmonickych pomoci
MNC vystihuje nejlépe priubéh zadaného, tedy skuteéného signalu.

Pro nase dvahy a odvozeni vyuzijeme geometricky model. Jeho hlavni idea
spocivd v tom, Ze budeme uvazovat vektorovy prostor vsech spojitych funkei C (a, b)
na intervalu (a,b) (poznamenejme, Ze se jednd nekoneéné-dimensiondlni prostor) a
linedrni obal (tzn. mnoZinu vSech linedrnich konbinaci) zadanych aproximacnich
funkel ¢1,...,¢r € C{a,b), coz je ve vychozim prostoru C({a,b) vektorovy pod-
prostor kone¢né dimense k. Na C (a,b) zavedeme jistym skaldrni soucin predpisem

b
frg= / f(2)g(x)de,

ktery ndm mimo jiné umozni definovat ,,velikost” f jako ||f|| = v/ f * f a,,vzdélenost”
funkef f,g jako ||f — g||- Optimdln{ aproximace f* ve smyslu metody nejmensich
Ctvercu pak bude znamenat ortogonalni projekci funkéniho vektoru f do linearniho
obalu L(¢1,...,¢r) aproximacnich funkei ¢1,...,¢k. Rozdil f — f* je pak orto-
gondlni komponentou, pricemz jeji velikost || f — f*|| je jakozto velikost ortogondln{
komponenty minimalni mezi vSemi ||f — g|| pro g € L(¢1,...,¢r). ZapiSseme-li
tuto podminku i s druhymi mocninami (coz je vlastné vynechdni odmocnin pfi
vycislovan || f — g|[ = (f — g) * (f — g), mdme

If = 12 < If = all?

pro viechny g € L(¢1, ..., ), odtud ndzev metody nejmensich ¢tvercu.

V dalsim kroku pak prejdeme k tzv. diskrétni metodé nejmensich Ctvercu.
Vychézime z tidaju méfeni, které nam déva poznat hodnoty néjaké funkce jen ve
vybranych hodnotach ti,...,t,. Zakladni ideou je pak prevod takovéhoto modelu
na spojitou (to je v predchozim odstavci diskutovanou) MNC s tim, Ze aproximaéni
funkee @1, . . ., Yk se nahrazuji n-rozmérnymi ¢iselnymi vektory (p1(t1), ©1(tn)), .- -,
0k(t1), or(tn)) a funkce vystupujici v roli f (nezdlezi jakd mimo body ti,...,t,)
se nahrazuje vektorem (f(t1),..., f(t,)). Integralni skaldrni soucin se pak v této
diskretizaci nahrazuje ,,béznym skaldrnim soucinem”.

Formulujme nyni problém MNC pro spojity a diskrétni pifpad a nakonec s
vyuzitim naseho geometrického piistupu jednotné pro oba piipady.

a) Je ddna spojitd funkce f na intervalu (a,b) a aproximac¢ni spojité funkce
©1,-..,pr definované na témze intervalu. Naleznéte linedrni kombinaci f* funkci
©1, -, or spliujict ||f — f*||> < ||f — g||* pro viechny linearn{ kombinace g =
¥ cip; aproximacnich funke.

b) Jsou zméfeny hodnoty neznamé funkce f v n vstupech (Gasovych okamzicich)
Z1,...,T, s hodnotami f, ..., fi. Déle jsou zaddny aproximacni funkce @1, ..., k.
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Naleznéte optimalni linedrni kombinaci f* nezndmé funkce f tak, aby mezi vSemi
funkcemi tvaru g = %¥_,¢;0; minimalizovala ||f — g||*> = 30 (f(xy) — g(x;))? =
IIf - E?:lcigin = E?:l(f - Zf:lciéﬂi(xj))z'

c¢) Je dan vektor f a vektory 1, ..., . Naleznéte optimalni linedrni kombinaci
f* =%k crp; vektori ¢y, .. ., o minimalizujici (f — X5 ;o) * (f — X5 cipi) =
ILf = E?:lci@iHQ'

Néavod na hledanf optimalnich koeficientli ¢; dava nasledujici véte, jejiz predpoklady
lze vyjédiit pomoci bodu c¢). Véta navic fikd, ze optimdlni koeficienty jsou urceny
jednoznacné.

THEOREM 1. Je ddn vektor f a vektory o1,...,pr. Pak eristuje pravé jedna
sada koeficientii c5, . .., c; minimalizujici (f — XK jcip:) * (f — 2K ci00) = ||If —
YE_cipil|?, které jsou Fesenim ndsledujiciho systému linedrnich rovnic

@1*@1 902*901... @k*@l |f*§01
©CL* P2 PakPa... ... QEpEEs |f ke
OL* Pk P2* Pk o PREQE | f e

Piiklad. Periodicky signdl f(z) =1 pro z € (0,7) a f(x) =0 pro = € (0,2n)
aproximujte spojitou metodou nejmensich ¢tvercu pomoci aproximaénich funkei
p1 =1, pa =cosx a p3 =sinz.

/ 2T

Méme @1 * @1 = [ 1-1dz =27, o1 % @2 = 0 = @1 % 3 = Q2 * P3, P2 * Pg =

fozﬂcos%:dx =T ap3%*p3 = fozwsiHQxdx = 7. Déle f xp; = f[)% f(@)pi(x) =
2 2

JTde =, frepa = 27 f@)pa(e) = [ cosada = 0a fxps = [ fla)os(e) =

foﬂ sin zdx = 2. Optimélni odhad ve smyslu MNC bude tvaru ¢ -1+ c¢o-cosz+c3 -

sinz, kde ¢1, o, c3 jsou jedinym FeSenim systému

2r 0 0 |7
0 7 0 [0
0 0 =« |2

Tedy c; =3, c3=0ac;=2a f*(z) =1+ Zsinx.

Piiklad. Méfenim byla pii zahfivani v case t[min] naméfena teplota T'[C]

tfmin)] 0 1 2 3
T[C] 10 25 42 58)°

v

na Case (tzv. regresni primku teploty v zdvislosti na case).

Za 1 vezmeme konstantni jednotkovou funkci a za @9 identickou funkeci, tedy
pl(z) = 1, 2(z) = z. Provedeme-li diskretizaci, mame o1 ~ (1,1,1,1) a @g ~
(0,1,2,3). Déle f ~ (10,25,42,58). Mdme @1 * ©1 =4, @1 * 3 = 6, g * o = 14,
f*xp1 =135 a f*xpy = 283. Vysledny odhad (regresni primka mé rovnici) ¢f + cz,
kde c1, co jsou jedinym feSenim systému linedrnich rovnic

4 6 135
6 14 |283)°
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Vysledné funkce je tedy T'= 7,85+ 16,1 - ¢.

Poznamka. Aproximace polynomy 1. stupné v diskrétni metodé nejmensich
¢tvercu odpovida regresni pifmce, zatimco aproximace konstantnim polynomem
(konstantou) odpovidéd aritmetickému pruméru (¢13 = 1 ~ (1,...,1) € R, tedy
p1*xp1=mn.Déle fro~fi-1+---+ f-1).

Piiklad. Métenim bylo zjisténo, Zze molekulové hmotnosti oxidu dusiku jsou
nasledujici

NQO N02 N2 03 N2 05
44,013 46,006 76,012 108,010/ "
Uréete atomové hmotnosti dusiku a kysliku s co nejmens{ chybou ve smyslu MNC.

Oznatme atomovou hmotnost dusiku z a kysliku y. Dostdvdme nésledujici
systém linearnich rovnic v proménnych x,y.

2 1 [44,013
1 2 46,006
2 3 [76,012
2 5 |108,010

Tento systém je tzv. preurcéeny, coz znamena, ze je vice rovnic nez neznamych.
Pokud jsme nemérili naprosto bezchybneé (coz je prakticky vylouceno), systém neb-
ude FeSitelny. Spravné hodnoty vSak 1ze odhadnout s co nejmensi chybou ve smyslu
MNC nésledovné. Prepisme systém jako

2 1 44,013
AU 2] 2| 4006
2 3 76,012
2 5 108,010

Prvni sloupcovy vektor odpovidad ¢q, druhy o a tieti f. Mame @1 * @1 = 13,
p1 %2 = 20, a2 x s =39, fxp; = 502,076 a f*py =894, 111. Dostavame systém
linearnich rovnic, jehoz feSenim x,y jsou atomové hmotnosti dusiku a kysliku

13 20 |502,076
20 39 [894,111)"

Poznamenejme, ze funkce ¢1, @2 zde nejsou znamy vibec, zndme je jen v hodnotich
1,2,3,4, pricemz tato ¢isla znaci jen potradi oxidu v tabulce. Jinym hodnotam
"vstupt” asi tézko prifadime néjaky rozumny vyznam.



