Skalarni soucin

Ve vektorovych prostorech umime sc¢itat a odéitat vektory, nésobit je skaldrem
¢ (tedy c-kréat protdhnout (nebo zkratit, pripadné otocit jejich smér). Déle umime
rozhodnout, zda jisty rozumny pocet vektoru tvoii linearné zavislou ¢i nezavislou
mnozinu nebo posloupnost (jsou-li tedy uvazované vektory v obecné poloze ¢i nikoliv
a pokud ne, jak ,,velkd” je mezi nimi vazba).

Neumime v8ak dosud méfit 1hly mezi vektory ani urc¢ovat velikosti vektoru. K
tomu potiebujeme pojem skalarniho souc¢inu. Pti béznych stfedoskolskych tlohach
se vystaci s béznym skaldrnim souc¢inem definovanym v R™ pro n = 2, 3 predpisem

(Ugy.eytp) - (V1,0 0n) = X2 U, - v;.

vevs

piistupu k definici skaldrniho soucinu. Za definici vezmeme 4 vlastnosti, které
,,bézny skalarni souc¢in” spliuje

DEFINICE 1. Rekneme, Ze zobrazeni - : V x V — R je skaldrnim soucinem na
redlném vektorovém prostoru V, jestliZe spliuje
(a) @- U =104 (komutativita)

(d)7-0>0a¥0 - 0=0 < =0
Vi, v €V aVp,qeR.
Prvni tfi axiomy jsou axiomy tzv. bilinearity (fixujeme-li jeden argument zo-

brazeni -, je vzhledem ke druhému argumentu zobrazeni - linearni. Bilinearita je
svazana s naslednym pojmem matice skaldrntho sou¢inu. Pokud jde o ¢tvrty ax-

iom, umozninuje ndm zavést tzv. normu nebo velikost vektoru | || vztahem
[|d|| = vV - .
Zobrazen{ || || pfifazujici kazdému vektoru jeho velikost spliuje

(i) [[@] > 0al|@| =0 < @=0

(ii) [|pal| = |p| - [|a]|

(iii) ||@ + 7] < ||@]| + ||8]| (trojihelnikova nerovnost)
Vi, 7€V aVpeR.

Tyto tii vlastnosti jsou axiomy tzv. normy

DEFINICE 2. Zobrazeni || || : V — R spliugici vlastnosti (i), (i1), (iii) se nazjvd
(vektorovou) normou. Je-li navic norma indukovand skaldrnim soucinem, nazgvd
se normou euklidovskou.

Poznamka. a) Poznamenejme, Ze ne kazdd norma je indukovand skaldrnim
soucinem. Piikladem je vektorovy prostor R™ s bézné uzivanymi normami defino-
vanymi predpisem ||| = [[(u1, ..., un)|| = maxj=1 _n|u;| nebo [|@|| = X7, | |ul.
b) Ovéteni faktu, ze v piipadé euklidovské normy je skuteéné normou, je snadno
ovétitelny v prvnich dvou bodech. Pokud jde o bod tfeti, tzv. trojihelnikovou
nerovnost, dukaz lze najit v ucebnicich jako jednu z tzv. klasickych nerovnosti,
k nimz se fadi zejména Schwarzova a Cauchy-Burniakovského.

Mame-li k dispozici normu, umime méfit i vzdalenosti predpisem

(@, 7) = ||@ — ¥.
1




Zobrazeni d : V x V — R je tzv. metrikou

DEFINICE 3. Zobrazeni d:V xV — R splnujici vlastnosti

(1) d(@,7) >0 ad(t,7) =0 < U=1
(i) d(i, v) = d(, u)
(%) d(i, V) + d(U, W) > d(u, W) (trojuhelnikovd nerovnost)

— - -

Vu,vw € V.

Poznamka. Vynechdnim 1. axiomu v definici metriky dostavame pojem pseu-
dometriky. S tzv. Riemannovou pseudometrikou se pracuje v relativistické fyzice.

Vratme se nynf ke skaldrnimu soucinu. Prvnf t¥i axiomy (bilinearita) znamenaji,
ze zadame-li sklarni souc¢in na vsech dvojicich bazovych vektoru, pak uzitim téchto
axiomu dostaneme hodnotu skalarniho sou¢inu pro libovolné dva vektory &, ¢. Je-li
totiz U = (dy,...,U,) bdze V a soutadnice vektoru Z a ¢ vzhledem k bazi U jsou

(.f)u = (‘rlv e 7l'n) a (:J)u = (y17' . 'ayn)7 pak f g: Eﬁjxty](dl : 17]) =

Uy - 1y Ui - u2 Ui - Un
172'111 Lo U2 17:2 U9 ﬁn

T

(T1,...,Zn) Y1y 59n)"
Up - UL Lo Up t U2 . Up U

zapisujeme-li vektory Ffadkové. Uvedend matice se nazyva matice skldrniho soucinu
v bdzi U. Z komutativity skaldrntho soucinu je zfejméa symetrie matice skalarniho
soucinu.

Nyn{ definujme konvexni tihel (z intervalu (0, 7)) sevieny dvéma vektory u, v
vztahem

- u-v
= @@
Déle, vztah
B |u 0l
= - Tiell

definuje tzv. odchylku vektoru u, ¥, coz je jejich thel redukovany na interval <O, g>

DEFINICE 4. Vektory @ a ¥ nazveme ortogonalni (kolmé), jestlize jejich skaldrni
soucin je rovny nule.

Posloupnost vektori iy, . . ., iy, nazveme ortogondlni, jestlize ti;-i; = 0 kdykoliv
1% 7.

Ortogondlni posloupnost vektori nazveme ortonormdlni, jestlize navic véechny
vektory maji jednotkovou velikost, tedy ||i;|| = 1.

Z predchozi definice je ziejmé, ze ma smysl hovotit o ortogonalni a ortonormaln{
béazi vektorového prostoru.

Véta. Kazdd ortogonalni posloupnost vektoru je linedrné nezdvisla.

Diikaz. Nechf ¥;¢;i; = 0. Vezmeme-li libovolny vektor i; této posloupnosti,
méame ¥;(c;il;) - i; = ¢; = 0-i; = 0 a tedy viechna ¢; jsouu nulové, coz jsme chtéli
ukazat.



Je-li &€ = (€1,...,€,) libovolnd ortonormélni baze (nemusi jit zdaleka jen o
kanonickou bézi v R™), je matice skaldrniho soucinu v této bdzi jednotkova a plati

—

T-g=(D)e - (Je-

Nyni pro kazdy systém vektoru iy, ..., U sestrojime ortogonalni posloupnost
vektoru v, ..., u; generujici stejny vektorovy podprostor jako i1, . .., U, tedy
L(ty,. .. d) = L(T1,...,0).

Existenci a realizaci této konstrukce dava

Veéta-Gramm-Schmidtav ortogonalizaéni proces. Ke kazdé posloupnosti

vektoru iy, .. ., U existuje ortogondlni posloupnost ¥y, ..., 7;, pro kterou plati
L(T1, ... U) = L(V1,...,0)).
Vektory ¥; jsou pro i = 1,...,[ konstruovany indukci takto:
- o — o i 1+1 7 -
1:7=U1, Vit = Wil — 2j=1—5 5 Uj-
’Uj . ”Uj

Diikaz. je bezprostiedni ovéfeni ortogonality ¥41 vzhledem k piedchozim vj;.
Rovnost linearnich obalt je zfejmé z toho, Ze se pii konstrukeci nedostdvame mimo
mnozinu linedrnich kombinaci puvodnich zadanych vektoru. O

Poznamka. Pii konstrukci vpodstaté iy nahradime jeho ortogonalni kom-
ponentou pii ortogondlni projekci sy do piimky L(#7). V (i + 1)-im kroku je
U;4+1 ortogondlni komponentou ;41 pii ortogondlni projekci do linedrniho obalu
L(Ty,...,U;). Zastavme se nyni u pojmu o ortogondlni projekci a komponenty.

Véta. Necht L C V je vektorovy podprostor a # € V libovolny vektor. Pak
existuje pravé jedna dvojice vektoru g € L a kL L (tzn. k L@ pro kazdy @ € L)
tak, ze p+ k = 7.

Vektor p nazyvame ortogonalni projekci a k ortogonélni komponentou vek-
toru ¢. Existence je zaruena Gramm-Schmidtovym ortogonalizaénim procesem.
Chceme-li dokdzat vétu, je potieba dokazat jednoznacnost rozkladu na projekci a
komponentu. Dtkaz sleduje nédsledujici priklad.

Pi#iklad. Jsou dany vektory @; = (2,1,1),d2 = (1,1,1) a vektor @ = (0,0,1).
Naleznéte ortogondlni projekci a komponentu vektoru @ do roviny L(ty, is).

Ortogonéalni projekei p hledejme ve tvaru cju; + cotis. Pak plati

ﬁ' j = (Clﬂl +62ﬁ2 +E) 'ﬁl = Clﬁl "17:1 +CQ’J2 . 17:1
a- U_é = (Clﬁl + CQ’L_I:Q + E) . ’IIQ = Clﬂ'l . 'L_[Q + Cgﬂ'z . ﬁz.

Po dosazeni ¢iselnych hodnot mame systém linedrnich rovnic s matici
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