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Urcity (Riemannav) integral

1. Poznamka Existuje téz Newtontv, Lebesgueiiv, Stieltjestiv integral a mnoho dalSich.

Na intervalu (a,b) provedeme déleni D: a = xg, x1,..., Tp =b; 9 < 1 < ... < z,. Toto déleni nemusi
byt ekvidistantni (na stejné dily). Ziskadme tak n intervalt (z;_q1,z;); i =1,2,...,n. Viz Obr. 1.
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Obrazek 1: Zavedeni Riemannova integralu

2. Ogznacme
m; = inf{f(z); = € (x;_1,2;:)}
M; = sup{f(z); = € (zi—1,7:)}

Je-li funkce f ohrani¢end na intervalu (a,b), m,; a M; existuji, jsou vlastni a tedy existuje:

s(f, D) =

m;(z; —x;—1) dolni integralni soucet funkce f na intervalu (a, b) vzhledem k déleni D.
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S(f,D)= > M;(x;—x;—1) horni integralni soucet funkce f na intervalu (a, b) vzhledem k déleni D.
i=1

b

J f(z) dz =sups(f,D) dolni integral funkce f na intervalu (a,b).
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b

[ fz) dz = i%f S(f,D) horni integral funkce f na intervalu (a,b).

Plati vzdy:

m(b—a) <

b
f(z) da < /f(x) dz < M(b—a)

9\\@

kde m je infimum a M je suprémum vSech funkénich hodnot, tj. m = inf{f(z); = € (a,b)} a M =

sup{f(z); = € (a,b)}.
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b
3. Definice Pokud plati f f(z) doz = f f(z) do a vysledek je vlastni éislo, pak je funkce f na intervalu

(a, b) integrovatelna (v Rlemannove smyslu) Potom klademe jeji ur¢ity (Riemanntiv) integral:

/f(x) dx:/bf(az) dx:/bf(:c) dx

4. Priklad Riemanniv integral muze existovat i pro nespojité funkce.

5. Pfiklad Jak by vypadala situace v pfipadé Dirichletovy funkce na intervalu (a,b) = (0,1)?
(z) dz =0,

=

f(z) dz = 1.
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6. Véta (Newtonova-Leibnizova formule) Jestlize je funkce f na intervalu (a,b) (Riemannovsky)
integrovatelnd a existuje-li na intervalu (a, b) k ni primitivni funkce F', pak plati, ze

b

/ f(z)dz = F(b) - F(a)

a

7. Poznamka Pokud definujeme urcity integral piimo vzorcem F'(b) — F(a), dostavdme tzv. Newto-
nuv integral. Existuji funkce, které jsou integrovatelné v Newtonové smyslu, ale nejsou integrovatelné
v Riemannové smyslu a naopak. Pokud jsou integrovatelné v obou smyslech, vysledek je stejny.
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8. Priklad [(2*+2?+4) do = [%+%+4x}1 = <4 +3+12) <4+3+4) =20+%+8 =10
1
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9. Alternativni pfistup k definici:
Vybereme reprezentanty c¢; € (z;—1,x;) a zjistime jejich funkéni hodnotu. C' = {c¢1, ca,..., cn}.
Provedeme normu déleni D : h(D) = max {z; — -1}
<i<n

Soucet: o(f,D,C) = i fle)(x; —xi-1),

i=1

b
li D,C)
h([l)r)ILOO- (7, {f

10. Véta Je-li funkce f na intervalu (a,b) spojité, pak je zde Riemannovsky integrovateln.

Dikaz: (x;—1,x;) mz:f( i); M= f(P, ) N
S(f,D) —s(f, D) = Zf( ) (Ti — Tim1) — Zf(pz)( —Ti-1) = Zl(f(P’)*f(Pi))( i~ Ti-1)

i=

Je-1i funkce f SpOJlta na uzavieném 1ntervalu pak je zde stejnomérné spojita. Tzn. pro € > 0 existuje

€
k - 0 > 0 tak, ze pro z,y takové, ze | x —y |< 0 je | f(x) — f(y) |< T
. , n £+
Pro | P(i) = p(i) [< 0 tedy 32 (f(P3) = F(pa))(wi = 2im1) < g— ;:1(% —zim1) =y (b-a)=e
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Tzn. S(f, D) = s(f, D) = f je Riemannovsky integrovatelna na (a,b).

sinz dz = [z sinx]og + [cos x]o% =

O —uln

) 3 =z v =coszx .
11. Piiklad [z cosz dz = = [zsinz]§ —
0 v =1 wv=sinzx
= (§sin g —0sin0) + (cos § —cos0) = 5 —1
2=t )
z T =2
12. P¥iklad [zcosz? do =| 24 dz = dt =1 [ cost dt = L[sint]," =
0 0
~ V7 2
nutno prepocitat meze!!!  — 7=, 0 — 0

71'2

— L(gin™> —sin0) = Lgin =
= 5(sin % —sin0) = 5 sin 7.
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