Vektorové prostory

Uvazujme mnozinu V obsahujici vSechny uspofadané n -tice redlnych cisel (q,,...,a, ), tedy

V' =R" (n-ta kartézska mocnina R ). Tyto uspofadané 7 -tice budeme nazyvat vektory.
Korespondence se stiedoskolskym pojetim vektoru je nasledujici. Vektor a = (a,.,...,a,

interpretujeme jako Sipku s poc¢atkem v [0,...,0] a koncem v bod¢ [a,,...,a, ]. Poznamenejme, ze jde

0 tzv. volné vektory, které representuji smér, ale nikoliv umisténi. Pokud bychom brali v tivahu i
umisténi, hovotili bychom o véazanych vektorech. Ty pak vytvareji strukturu afinniho prostoru,
kterému se budeme, a to jen ramcovée bez podrobnosti vénovat pozdéji. Pokud nebudeme chtit
vektory rozepisovat do slozek, budeme uzivat bud’ zapisu se Sipkou (napf. @) anebo psat symbol

tuéné (napft. a). Preferovat budeme prvni moznost. Specialné budeme symbolem 0 znadit tzv.
nulovy vektor (0,...,0).

Ze stfedni Skoly vime, jak se sc¢itaji dvou ¢i tfirozmérné vektory a jak se ndsobi Cislem. My
tyto operace zobecnime na tzv. operace scitani vektoru a operaci nasobeni vektoru skalarem.
Budeme je definovat tak, abychom jako specialni piipad pro n=2 a n=3 dostali zndmé dopInéni na

rovnobéznik a protazeni ¢i zkraceni vektoru ¢islem £ (podle toho zda |k| >=1nebo naopak |k| <1,
ptipadné obracenim jeho sméru, je-li k£ <O0.

Operace s€itani a nadsobeni skalarem definujme pro ¢iselné vektory takto. Je-1i
a=(a,,..,a,)a+, definujme vektor a + b jako vektor tvofeny souctem jednotlivych slozek, tedy

a+b=(a,+b,,..a,+b) (1)
a pro nasobeni vektoru a ¢islem cdefinujme ca opét po slozkach, tedy
ca =(ca,...,ca,) (2).

Pro zobecnéni na tzv. abstraktni vektorovy prostor si vS§imneme, Ze jsou splnény ,,samoziejmé*
vlastnosti jako napt. c(d +b)=cd+cb, a+0=a atd.

Definice 1
Abstraktni vektorovy prostor definujeme jako mnozinu V' s operacemi +: VxV —Va -: RxV >V
(tecku budeme vynechavat), spliujici ndsledujici axiomy

2) d+b=b+a (komutativita s&itani)

3) a +0=a (neutralnost nulového vektoru vzhledem ke s¢itant)
4.) ke kazdému vektoru a existuje prave jeden vektor b tak, ze a+b =0

5) p-(@+b)=p-a+p-b

6.) p-(q-a)=(p-q)-a

1) (p+q)-a=p-a+q-a

8) l-a=a

pro libovolné vektory a,b a libovolné skalary p,q.

Snadno se dokaze, ze vektor b zbodu 4.) je urCen jednoznacéné (dokazte). Je tedy korektni uzivat

zapisu —a namisto b . Poznamenejme, Ze vSechny ,,samoziejmé vlastnosti“ pro vektory a
skalary lze vyvodit z téchto axiomd.



Definice 2
Linearni kombinaci vektorti u,,..4, nazveme libovolny vyraz cu, +....c,u, , kde c,,...,c, jsou
libovolna realn4 ¢isla. Mnozinu vech linearnich kombinaci #,,...4, nazveme linearnim obalem

mnoziny tvofené vektory u,,...u, (miZeme jej znalit napf. L(u,,..., ) nebo (u,,...u, ).
Uved'me nyni definici linedrni nezavislosti vektort u,,..1u, €V, je-li V je vektorovy prostor.

Definice 3

Rekneme, ze vektory u,,...u, jsou linearné nezavislé, neexistuje-li mezi nimi vektor, ktery lze
vyjadfit jako linearni kombinaci ostatnich. V ptipadé¢, Ze néktery z uvazovanych vektora Ize vyjadrit
jako linearni kombinaci ostatnich fekneme, ze jsou linearné zavislé.

Castéji se pouziva nasledujici ekvivalentni definice, kterd je sice méné nazorna, ale pro dalsi uvahy
¢1 pocitani vhodné;jsi.

Definice 4

Rekneme, ze vektory i,,..., jsou linearné nezavislé, vyplyva-li z rovnosti c,u, +....c,u, =0, ze

vSechna z ¢isel c,,...c, se rovnaji 0.

Je dilezité si uvédomit, Ze posledné uvedend definice je ve tvaru implikace. Vezmeme-li napf.
vektory u a —u, jsou linearné zavislé v kterémkoliv vektorovém prostoru nebot’ zatidit splnéni

rovnosti ¢, + ¢, (-u) = 0 lze napt. volbou ¢, =1 a ¢, =-1, tedy koeficienty, z nichz alesponi jeden
je nenulovy. Jinym piikladem jsou vektory u,v,u + v, které opét tvoii linedrné zavisly systém
vektorti v jekémkoliv vektorovém prostoru. (rovnost ¢,ii + ¢,V + ¢, (ii + v) = 0 1ze zafidit nap.
volbou ¢, =1, ¢, =1a ¢; = —1). Piikladem linedrné nezavislych vektorti v R’ jsou napt. vektory

u, =(1,0,0), u, =(0,1,0) a u, =(0,0,1).

Podivejme se nyni blize na pojem linearniho obalu systému vektortii, to je mnoziny, kterou
uvazovany systém vektori vygeneruje pomoci linedrnich kombinaci.

Vezmeme-li napt. jeden vektor u# v roving ¢i prostoru a uvazime vSechny jeho linearni
kombinace, dostaneme vSechny nasobky ptivodné zadaného vektoru, coz znamena, ze L(u) je pravé
pfimka prochazejici pocatkem.

Vezmeme-li dva vektory i,V z R’ v ,,obecné poloze*, mnozina viech jejich linedrnich
kombinaci vytvofi rovinu v R’ prochazejici po¢atkem [0,0,0] € R*. Naopak, nebudou-li i,V
v ,,obecné poloze* a tudiz budou kolinedrni (coz znamena, ze leZi v jedné ptimce — maji tedy stejny
smér ale rzné velikosti, ptipadné orientace), vytvoii vSechny linedrni kombinace u,v pifimku, je
tedy L(u,v)=L(u). Dale, vektor v bude linearni kombinaci # . ,,Obecna poloha“ pak odpovida
linearni nezavislosti u,v .

Pojem lineadrni zavislosti ¢i nezavislosti systému vektord u,,...u, 1ze pak téZ chéapat jako
existenci €1 neexistenci ,,zbyte¢nych vektorii v systému z hlediska vygenerovani L(u,,...u, ) . Jsou-
litedy u,v z ptedchoziho ptikladu v ,,obecné poloze, tvoii linearné nezavisly systém vektort,
nejsou-li v obecné poloze, tvofi linedrné zavisly systém.

Nyni se dostdvame k pojmu vektorového (linedrniho podprostoru) vektorového prostoru V.
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